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RESUMO

Neste trabalho, abordaremos conceitos fundamentais de topologia geral, variedades e
folheacdes, com o objetivo central de demonstrar o resultado principal apresentado no artigo
[3] de André Haefliger e George Reeb. Esse resultado estabelece que o espaco de folhas de
uma folheacdo do plano possui uma estrutura de variedade unidimensional, possivelmente nao-
Hausdorff. Inicialmente, introduziremos conceitos basicos de topologia geral, com énfase em
topologia quociente, fornecendo exemplos essenciais para o entendimento do tema. Em seguida,
explora-se o estudo de variedades topoldgicas, conceitos como espaco quociente de uma variedade,
espacos simplesmente conexos e exemplos focados em variedades unidimensionais. Dedicaremos
atencao especial a definicao de folheagdes em uma variedade, agora de Hausdorff, e suas classes de
equivaléncia conhecidas como folhas. Apresentaremos alguns resultados sobre espaco de folhas e
exemplos de folhea¢Ges. Exploraremos a intima relacio entre as folheac¢des do plano e a estrutura
de variedades unidimensionais simplesmente conexas. Por fim destacamos como esses resultados

revelam uma demonstracao do Teorema de Kaplan.

Palavras-chave: Geometria. Topologia. Variedades. Folheacoes.
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ABSTRACT

In this work, we will explore fundamental concepts of general topology, manifolds, and
foliations, with the central goal of demonstrating the main result presented in the article by
André Haefliger and George Reeb [3]. This result establishes that the leaf space of a foliation
of the plane has the structure of a one-dimensional manifold, possibly non-Hausdorff. Initially,
we will introduce basic concepts of general topology, with an emphasis on quotient topology,
providing essential examples for understanding the subject. Subsequently, we delve into the study
of topological manifolds, including concepts such as the quotient space of a manifold, simply
connected spaces, and examples focused on one-dimensional manifolds. We will pay special
attention to the definition of foliations on a manifold, now assumed to be Hausdorff, and their
equivalence classes known as leaves. Several results about leaf spaces and examples of foliations
will be presented. We will explore the intimate relationship between plane foliations and the
structure of simply connected one-dimensional manifolds. Finally, we highlight how these results

provide insights into a proof of the Kaplan Theorem.

Keywords: Geometry. Topology. Manifolds. Foliations.
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INTRODUCAO

Na matematica avancada, nos deparamos com um objeto que tem suas raizes na geometri
as chamadas variedades. Elas sao espacos topologicos localmente euclidianos, de base enumera
e possuem a propriedade de que quaisquer dois pontos distintos tém vizinhancgas disjuntas entr
si, sendo esta propriedade denominada propriedade de Hausdor . Essa caracteristica garant
a separabilidade dos pontos. No entanto, se essa propriedade for descartada, nos deparam
com um objeto de estudo rico em aplicacdes: as variedades ndo-Hausdor . Veremos que essa:
possuem uma relacdo intima e profunda com as folheac¢des do plano e alguns resultados sobr
elas. O principal destaque € que o espaco de folhas de uma folheac&o do plano é uma variedad

unidimensional simplesmente conexa dado pelo Teorema 3.3.3.

Motivado por este artigo [3] de André Hae iger e George Reeb, que mostra demonstra
o resultado mencionado, foi elaborado um estudo em Topologia Geral, com énfase na topologia
guociente [5], topologia de variedades [4] e o estudo de folheagdes [1]. O trabalho tem como foco
um primeiro contato com todos esses assuntos de maneira concisa, estruturado em torno da prov
do teorema principal sobre o espaco de folhas. Além disso, serdo elucidadas algumas propriedade:
de nindo e detalhando proposi¢cdes , explorando conceitos como espagos simplesmente conexos

variedades ndo-Hausdor .

Em particular, sera de nida a folhneacao de uma variedade e suas classes de equivaléncia [1],
chamadas de folhas. Ser& explorada a intima relacdo entre as folhea¢des do plano e a estrutu

de variedades unidimensionais, possivelmente ndo-Hausdor. O uso de exemplos, alguns ja

11
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existentes e outros passiveis de serem construidos com as ferramentas a serem desenvolvidas, te
uma funcao essencial no entendimento do assunto. Por m, sera demonstrado que o quociente
do plano pela relacao de equivaléncia a ser decladdaHse, e somente s§e Hpertencem a

mesma folha) possui uma estrutura de variedade unidimensional, possivelmente ndo-Hausdor .

O trabalho foi organizado da seguinte maneira: no Capitulo 1, abordaremos topologia geral,
dando énfase a no¢Bes como espaco topoldgico, topologia de subespaco, base para uma topologi
continuidade, homeomor smos, topologia quociente, conexidade e compacidade. O intuito &
construir um solido arcabouco de ideias para compreender as no¢des posteriores de variedades

folheacdes.

No Capitulo 2, discutiremos variedades e variedades ndo-Hausdor s. Demonstraremos
resultados importantes, como a Proposi¢cao 2.2.1, que permite a construcao de diversos exemplo
de variedades (possivelmente ndo-Hausdor ). Veremos também o Lema 2.3.1, que fornece
uma caracterizacdo elegante de variedades unidimensionais simplesmente conexas. Por m
apresentaremos a Proposicao 2.3.2, que a rma a existéncia de um homeomor smo local dessas

variedades para a reta real.

O Capitulo 3 abordara folneacdes em uma variedade de Hausdor , introduzindo as ideias
principais nessa vasta area da matematica. Além disso, demonstraremos resultados essencia

sendo o principal deles o Teorema 3.3.3, referente ao resultado classico de Hae iger e Reeb.

Em consonéncia com as ideias precedentes, destacamos que tais resultados consolidadc
revelam uma maneira de demonstrar o Teorema de Kaplan 3.4.1, uma das aplicagdes mais virtuose

gue esse trabalho proporciona.



CAPITULO 1

TOPOLOGIA

O conceito de espaco topolégico pode ser motivado pelo estudo da reta real e do espagc
euclidiano, bem como do estudo de fung¢des continuas nesses espacos. Além disso, serve comn
um recurso adequado para o estudo de outros tipos de espacos com propriedades bem interesse
tes [5]. Neste capitulo, de nimos o que é um espaco topologico e exploramos varias maneiras de
construir uma topologia em um conjunto. Consideramos alguns dos conceitos elementares assa
ciados a espacos topoldgicos, como conjuntos abertos e fechados, fungcdes continuas, conexidad

compacidade e homeomor smos.

Comecaremos nosso estudo de maneira que seja possivel fazer uma introducao concisa
técnica do assunto porém de maneira econdmica, de modo que seja possivel entender essencic

mente 0s conceitos de variedades e folheagdes, que serdo ponto central nesse trabalho.

1.1 Espaco Topologico

A de nicdo de espaco topoldgico que conhecemos hoje demorou muito tempo para ser
formulada. Véarios matematicos, como Maurice Fréchet (1878-1973), Felix Hausdor (1888-

1942) e outros, propuseram diferentes de nicées durante as primeiras décadas do século XX até

13



14

estabelecerem a de nicdo mais apropriada, como é dito na introducdo do segundo capitulo do

livro [5].

A ideia chave por tras da de nicdo desse novo tipo de espaco é o critério de subconjunto
aberto para continuidade. Ele mostra que fun¢des continuas entre espacos podem ser caracterizac

usando os subconjuntos abertos de tais espac¢os. Essa observacdo motiva a seguinte de nigcao.

De nicdo 1.1.1 Se- € um conjunto, uma topologia emé uma colecdd de subconjuntos de

- que satisfaz as seguintes propriedades:

1) - e; séo elementos dE .

2) T éfechado sobintersecdes nitas:*sg-e*+—*sdo elementos de , entdo sua intersecao

* 1\ eed\ *_ & um elemento dE .

3) T é fechado so@b unides arbitrarias: $& ygy2 € qualquer familia de elementos dle,

entdo sua uniao * y é um elemento d€ .
U2

Um part-—T ©°, consistindo de um conjunto juntamente com uma topologia em- , é
chamado de espaco topoldgico. Chamaremos um espaco topologico simplesmente de espago r
contexto desse trabalho. Umavez queeja dotado de umatopologia especi ca, os elementes de
sao normalmente chamados de pontos, e 0s conjuntos que compdem a topologia sdo normalment
chamados de subconjuntos abertos ou apenas abertos deéom essa terminologia, as trés

propriedades de nidoras de uma topologia podem ser reformuladas da seguinte forma:
1) - e; séo abertos de.
2) Qualquer intersecdo nita de abertos-det um aberto de .
3) Qualqguer unido arbitraria de abertos-dé um aberto de .
Uma razao para escolher abertos como os objetos primarios na de nicdo de um espaco
topoldgico é que eles nos ddo uma nocgéo de proximidade de um ponto sem necessariamente te

uma medida quantitativa de proximidade como teriamos em um espa¢o com métrica (de ni¢éo
1.1.3).
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De nicdo 1.1.2 (Vizinhanga Aberta) Se- € um espaco topoldgico 2 2 - , umavizinhancga

abertade ? é um aberto de que conten?.

Exemplo 1.1.1 (Topologias Basicas)

a) Seja- qualquer conjunto e de na a topologi@ em- comoT = P 1-° ou seja, a
colecéo de todos os subconjuntos-delsso signi ca que todos os subconjuntos-dséo

abertos. Essa é chamada tigologia discreteem- , e*-—T © & um espago discreto.

b) Seja. um conjunto e de na a topologia em. comoT = f.—;g. Ela é chamada de

topologia trivialem. .

c) Seja/ o conjuntof 1-2-3g, e declare os abertos confo = ff 1g+f 1-2gf 1-2-3g~9.

Figura 1.1: Topologias Bésicas

A veri cacdo de que os itens a) e b) sdo topologias € trivial. O item c) é de fato uma
topologia pois satisfaz as 3 propriedades da topologia da seguinte maneira: 0 espaco todo ¢
0 vazio sao abertos. A unido arbitraria enttfef 1-2g-f 1-2-3g ou vai serf1g ou f1-2g ou
f1-2-3g, e a interseccao arbitraria entre eles vai sef byiou f1-29. Antes de seguir para o

préximo exemplo, de niremos o que € um espaco métrico.
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De ni¢cdo 1.1.3 (Métrica) Suponha qué seja qualquer conjunto. Uma métrica ém é uma
funcdo3:" " ! R, também chamada de funcdo distancia, que satisfaz trés propriedades

para todoG—H-=21" :

1. Simetria: 31G—-%H= 31H-G
2. Positividade:31G—H 0, e31G—H= 0se, e somente s&= H

3. Desigualdade Triangular:3:G-9 3:G-H 3'H-1.

Se" € um conjunto 8 € uma métrica eni , o par1"—3° é chamado de um espaco

meétrico.

Antes de falar sobre a topologia métrica, se faz importante de nir um tipo de aberto em

um espago métrico.

De ni¢édo 1.1.4 (Bola Aberta) Sejal"—3° um espago métrico, para qualquérz " eA j 0, a

bola aberta de raicAcentrado enGé o conjunto:

MA@ =fH2" j3'H-GY Age

De ni¢éo 1.1.5 (Subconjunto Aberto de um Espaco Métrico)Sejal"— 3° um espago métrico,
um subconjunto " € considerado um subconjunto aberto'dese contiver uma bola aberta

ao redor de cada um de seus pontos.

Exemplo 1.1.2 (Topologia Métrica) Sejat"—3° um espaco métrico qualquer,Te a colecao
de todos os subconjuntos de que séo abertos no sentido do espagco métrico. A farhilié
uma topologia, chamada de topologia métrica €mou a topologia gerada po8. Seja- "
um subconjunto, entdo podemos considerar 0 espaco mét+ed®, sendo3 a restricdo de3
(31G—H= 31G—%ara todoG-12 - ) ao conjunto- - . Dizemos qu& é a métrica induzida

por 3.

Nao provaremos quE é de fato uma topologia, mas € deixado como exercicio na pagina
397 no apéndice B do livro do Lee [4]. Aqui estdo alguns tipos de conjuntos que sao frequentes

em espacos euclidianos com a topologia métrica:
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" O intervalo unitario: O intervalo unitario € o subconjunto R de nido por = »0-1%=
fG2Rj0 G 1g

A bola unitéria aberta de dimenséo=: a bola unitaria aberta de dimensgalenotada por

B~ R7, consiste em todos 0s vetores com comprimento estritamente menor que 1:
B> =fG2R7jjG Y 1g

No caso em que = 2, as vezes chamam@&g de o disco unitario aberto.

A bola unitaria fechada de dimensac=: A bola unitaria fechada de dimensdadenotada

porB~ R7, consiste em vetores de comprimento menor ou igual a 1:
B =fG2R™jjG 1lg

As vezes, chamamd? de disco unitario fechado.

O circulo: O circulo € o subconjunt8®  R? que consiste em vetores unitarios no plano:
S'=fG2R?j |G = 1gr

E util identi car o planoR? com o conjuntoC de nimeros complexos por meio da cor-
respondénciaG—H7! G, 8H Podemos pensar no circulo como o conjunto de nimeros

complexos com madulo unitario:
St=fl2Cjjlj=1g

A =-esfera (unitaria): A =-esfera (unitaria) é o subconjun8 R>! que consiste em
vetores unitarios erR™ 1;
S =fG2R>1jjG=1¢
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1.1.1 Conjuntos Fechados

A de nicdo de espaco topologico considera os abertos como objetos primarios de tais
espacos. No entanto, existe uma no¢do complementar equivalenteé @@ espaco topoldgico,
um subconjunto - é dito ser um subconjunto fechado dese o seu complementon for
um aberto. Se e sua topologia forem entendidos, os subconjuntos fechadosée chamados
simplesmente de fechados. A partir da de nicdo de espacos topoldgicos, varias propriedades

seguem de imediato:
1) - e; séo fechados de.
2) Qualquer unido de um namero nito de fechados dé um fechado de .
3) Qualquer interse¢cédo de um numero arbitrario de fechadesé&em fechado de .
Uma topologia em um conjunto pode ser de nida descrevendo a colecao de fechados,
desde que satisfacam essas trés propriedades; os abertos sdo entdo simplesmente aqueles cL

complementos sao fechados. Aqui estdo alguns exemplos de subconjuntos fechados de espac

topolégicos familiares.
Exemplo 1.1.3 (Subconjuntos Fechados)
a) Qualquer intervalo fechadeO0—%2 R é um subconjunto fechado & assim como o0s
intervalos fechados semi-in nito®-1°e*1 —
b) Todo bola fechada em um espa¢o métrico € um subconjunto fechado.
¢) Todo subconjunto de um espaco discreto é fechado.
d) No espaco dos trés pontb$—2-3g com a topologia do Exemplo 1.1.1 c), os fechados séo

;, 139, f2-3gef1-2-3g.

E importante entender que, assim como se diz a respeito de uma porta, "fechado"n&o é
sinbnimo de "ndo aberto”. Os subconjuntos podem ser tanto abertos quanto fechados, ou nen
abertos nem fechados. Por exemplo, em qualquer espaco topoldgisoconjuntos e ; sao
ambos abertos e fechados -de Por outro lado, o intervalo semiabef@®-1¥ndo € nem aberto

nem fechado erR.
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1.2 Continuidade

Antes de estudarmos a continuidade, vejamos um pouco a nocéo de convergéncia. Em
espacos topolégicos, usamos vizinhancas para a nocao de "proximidade". Assing sm
espaco topoldgico G pN € uma sequéncia de pontos eme G2 - , dizemos que a sequéncia
converge parg e Gé o limite da sequéncia, se, para cada vizinhandaG existe# 2 N tal que
G2* paratodd #. Simbolicamente, isso é denotado @@t Goulimg; G= G Veja que
a de nicdo ndo garante a existéncia e unicidade desse limite. Considere o cdrij8g com
a topologia do Exemplo 1.1.1c) das topologias basicas. A sequé&hi®2— «#converge para 0s

nameros 2 e 3, ja que todo aberto que contém 3, também contém o 2.

Proposicao 1.2.1Seja- um espaco topolégico com a topologia trivial. Toda sequéncia em

converge para todos os pontos de

Demonstracdo. Seja- um espago topolégico com a topologia trivial. Considere qualquer
sequénciatG°® em - . Para mostrar quéG®° converge para um pontGem - , precisamos
demonstrar que, para todo conjunto abértaontendoG existe um indicet tal que para todo

= #,temosG 2 * . No entanto, uma vez que a topologia é trivial, 0os Unicos conjuntos abertos
em- s&o o conjunto vazio e. Isso implica que, para qualquer poem - , qualquer conjunto

gue contenh&é igual a- . Portanto, para qualquer porBem - , podemos escolhér = - | e

ndo importa qual seja a sequént&®, ela estara contida em.

De nicdo 1.2.1 (Continuidade) Se- e. sao espacos topoldgicos, umafuncg@o- ! . édita
continuase, para todo abertd . , sua pré-imagens 11* © é aberta em . Convencionamos

gue a funcads pode, também, ser chamada de mapa.

E interessante notar que a continuidade pode ser detectada tanto por fechados quanto po

abertos. A proposicao a seguir ir falar exatamente isso.

Proposicao 1.2.2Um mapa entre espacos topologicos é continuo se, e somente se, a pré-imagem

de todo fechado é fechado.
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Demonstracao.Seja 5 um mapa continuo de em. , e um fechado de. Vejaque. n ¢é
aberto, logo5 1. n °=- n5 11 °¢éabertode . Sendo- n5 1t ©aberto, seu complementar
5 11 0 ¢ fechado. Por outro lado, se pré-imagem de fechado é fechado, temos que:useja
fechado de . Entdo. n é aberto e sua pré-imagem é dadapaort. n °=- n5 1t ° Mas,

como5 11 ° ¢ fechado, seu complementan 5 1t °é aberto. Logo5é um mapa continuo.

A préxima proposicao apresenta mais algumas propriedades de mapas continuos.

Proposicéo 1.2.3Sejam- ,. e/ espacos topologicos.

a) Qualquer mapa constante: - ! . é continuo.

b) O mapa identidade3. : - | - é continuo.

c) Se5:- 1 . e6:. ! [ sdoambos continuos, entdo a composigaos5: - ! / é
continua.

DemonstracaoPara o item a), a de nicdo de mapa constant8@ = 2, em que xamos um um
22 .. Tome um pontHqualquer em . SeH= 2 entdo5 11 = - , que é um aberto de; se

H< 2entdo5 1 = ; que é um aberto de. Portanto,5 é continuo.

Para o item b), considere a aplicacao identidade de nida@ = G comG2 - . Temos
queG= 5 11@®. Logo, qualquer aberto de- é levado no mesmo abertode - pela aplicacdo

51 e 56é continuo.

Para o item c): seja um aberto dé . Entdol6 5° 1*o= 51 16 11x 00 Como6 é
continuo,6 11* © =+ & um aberto de. Logo,16 5 li*o=51 15 lxoo= 5 litogym

aberto de , pois 5 € continua. Portant®, 5:- ! / é continua.

Proposicao 1.2.4 (Funcdo De nida por Conjuntos EncaixantesjConsidere uma funcao conti-
nua5:- ! . euma farglia de abertos encaixantés-g-,n (Ou seja, com a propriedade de que

cada* = *-g)talque *g=- . Dadouma sequéncia de fungbes continGas* =! .,
&1
com a propriedade qué& 1j- . = 5, construa

8 5. @
5@ =
351- @*%-q°
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A amalgama5t@ é uma funcdo bem de nida.

Usaremos esse resultado na Proposicao 2.3.2 do capitulo 2.

1.2.1 Homeomor smo

A relacdo de homeomor smo € a relacdo mais fundamental na topologia. As propriedades

topoldgicas sdo exatamente as quais sdo preservadas por esse tipo de aplicagao.

De nicdo 1.2.2 (Homeomor smo) Se- e. sao espacos topoldgicos, ummeomor smode
- em. éum mapa b%etive: - ! . tal que tanto5quanto5 ! sdo continuos. Se existe um

homeomor smo entre e. , dizemos que e. sdo homeomorfos ou equivalentes topologicamente.

Alguns exemplos importantes de homeomor smos:

Exemplo 1.2.1 Qualquer bola aberta erR™ € homeomorfa a qualquer outra bola aberta. O
homeomor smo pode ser facilmente construido como isometrias compostas por homotetias. Da
mesma forma, todas as esferas Bmsdo homeomorfas entre si. Esses exemplos ilustram que

tamanho n&o € uma propriedade topoldgica.

Exemplo 1.2.2Seja ~ a bola unitaria emR™, edenaummapa : ~! R como @ =
Gl jgd° Vejaqueomapa :R™! ~denidopor H =H11, jH°é uma inversa para

. Portanto, é b%etivo, e como e s&o ambos continuos, € um homeomor smo. Segue
gueR™ é homeomorfo a =. Portanto, ser limitado ndo é uma propriedade topol6gica. Veja a

gural.2.
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Figura 1.2: O Espaco se deformando em uma Bola

Na de nicdo de um homeomor smo, € importante observar que, embora a b%etividade de
5 garanta que o mapa inversp?! exista, a continuidade d& ! ndo é automatica. O préximo

exemplo nos fornece uma aplicacdo b¥%etiva continua cuja inversa ndo é continua.

Exemplo 1.2.3Seja- o intervalo semiaberte0-1° emR e S seja o circulo unitario enC. O
mapa de nido por5: - | Sl por 5!C = 428 cog2c@ | 8sint2cC é continuo e b¥setivo, mas
nao € um homeomor smo pois sua inversa nao é continua. Basta ver que a imagem do aberto

»0-1+4° de- pela 5ndo é um aberto d&t, logo 5 ! n&o é continua.

Figura 1.3: Funcad BY%etiva Continuax@el° no St
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Em geral ndo é muito facil de veri car se dois espa¢cos sdo ou ndo homeomorfos um
ao outro. Porém veremos que, em situacdes simples, compacidade e conexidade podem ajudz

bastante (Abordaremos nas sec¢fes mais a frente).

1.3 Topologia de Subespaco

Nesta se¢do, mostraremos que subconjuntos de espacos topolégicos podem ser vistos corr

espacos topoldgicos.

De nicdo 1.3.1 (Topologia de Subespacopeja- um espaco topolégicoe - um subcon-

junto. De nimos uma topologig em( da seguinte maneira:

)=\ (j* éum aberto de g

A topologia) ( € chamada de topologia de subespaco (ou as vezes topologia relativa) em
(. Um subconjunto de um espaco topologicpconsiderado como um espaco topolégico com a

topologia de subespaco, € chamado de subespaco de

E importante notar que abertos e fechados ndo s&o propriedades de um conjunto por si s6
mas sim de um subconjunto em relagcao a um espaco topol6gico especi €@ Ba subespaco
de -, € possivel que um subconjunto @leseja fechado ou aberto efnmas ndo em , veja o
proximo exemplo.
Exemplo 1.3.1 Considere os subespacgps = »0-1°[* 2-3Ye (2 = % j==12-3-ecedeR.
Note que o intervalo0-1° ndo € um aberto dB. No entanto, € um aberto de, porque>0-1° é
a intersecao dé€ 1 com o intervalo abertd 1-2°. Em( 2, 0S conjuntos unitérios% sao todos

abertos. Em particular, a topologia de subespaco(eré discreta.

Se( é um subespaco de, dizemos que um subconjurito  ( é relativamente aberto
ou relativamente fechado efm enfatizando que nos referimos a aberto ou fechado na topologia
de subespaco efn ndo aberto ou fechado como um subconjunte déba mesma forma, s&

€ um ponto en{, uma vizinhanca d&em ( na topologia de subespaco é as vezes chamado de
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vizinhanca relativa d& A préxima proposicao apresenta algumas condi¢des sob as quais ha uma

relacdo entre ser (relativamente) aberto(eenaberto em .

Proposicao 1.3.1Suponha qué seja um subespaco do espaco topolégico

(@ sex ( -,* éabertoen(, e( € aberto em , entdo* é aberto em . O mesmo vale

com fechado no lugar de "aberto".

(b) Se* é um subconjunto dé que é aberto ou fechado em entdo também é aberto ou

fechado eng, respectivamente.
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1.4 Espaco de Hausdor

As vezes alguns espacos topologicos contradizem muitas de nossas intuicdes espaciai:
fundamentais. Por exemplo, nos espacos euclidianos, n6s sempre conseguiremos escolher do
pontos e duas bolas abertas de cada ponto tal que ndo haja interseccdo. Mais geralmente, do
pontos em um espaco métrico sempre tém vizinhancas disjuntas. No entanto, essa propriedad
nem sempre € valida em espacos topoldgicos. Para caracterizar esses espacos, fazemos a segui

de nicéo.

De nicdo 1.4.1 (Propriedade de Hausdor ) Um espaco topoldgice € dito ser um espaco de
Hausdor se, dados quaisquer dois pontos distinBgse ?, 2 - , existem vizinhancgas abertas

de?1e*,de?com* 1\ *o,=:.
Exemplo 1.4.1 (Espacos de Hausdor ).

a) Todo espaco munido de alguma métrica é de Hausdor :?se& ?, sdo distintos, seja
A= 31?1— 2°, entdo as bolas abertas de raf®2 em torno de?; e ?, sdo disjuntas pela

desigualdade triangular.

b) Todo espaco discreto é de Hausdor , porgi®.g e f ?,g sdo abertos disjuntos quando

?1 < ?o.

¢) Todo subconjunto aberto de um espaco de Hausdor € um espaco de Hausder : se
€ aberto no espaco de Hausdor e ?1 e ?, sdo pontos distintos etn entdo em existem
abertos* 1 e* , que separan?, e ?,, € 0s conjuntos 1\ + e* ,\ + sdo abertos disjuntos

em+ que contén?; e ?,, respectivamente.

Exemplo 1.4.2 (Espacos Nao-Hausdor )Seja a reta ReaR e uma topologiall = f-—;g [

f10-1°jg (ndo provaremos, mak € de fato topologia). O espaco topologi#e-T nao é de
Hausdor . Pegue os pontdde 1 deR, escolha um aberto qualquer que contésil, na topologia
T , esses abertos sdo respectivamente os conjddtd$ e12-1°,coml Y0e2 Y 1, perceba
quetl-i°\ 1 2-4° é sempre diferente de vazio. Logo o espaco topologi:d néao é de

Hausdor , pois existem dois pontos que nao possuem vizinhangas disjuntas.
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Veja que todo espaco métrico € de Hausdor , entdo iSso signi ca que esses espagos nao

admitem uma métrica compativel com suas topologias .

Esse exemplo de espaco ndo-Hausdor é bem fabricado e tém pouca relevancia em relagac
ao tema. No entanto, abordaremos alguns espacos nao-Hausdor nos capitulo 2 e 3 de variedade

e folheacoes.

Os espacos de Hausdor possuem muitas propriedades que correspondem a certas intuicoe

espaciais a cerca de um espaco. Uma delas € expressa na seguinte proposicao.

Proposicao 1.4.1Seja- um espago Hausdor . Se uma sequéntbg® em- converge para um

limite ? 2 - , entdo o limite é Unico.

Demonstracdo.Para demonstrar que os limites sdo unicos, suponha, por contradicdo, que uma
sequéncia?¢ tem dois limites distinto® e ?o. Pela propriedade de Hausdor , existem vizinhan-

¢as disjuntag de? e* o de ?p. Pela de nicdo de convergéncia, existéire #g tais que8 #
implica?g2* e8 #gimplica ?g2 * o. No entanto, comd e* o sdo disjuntas, isso é uma

contradicdo quand® max #— #og.

1.5 Base de uma topologia

Em muitas situacdes especi cas é (til destacar uma colecéo de abertos, de modo que certa
propriedades sejam demonstradas apenas para esses abertos da base. Veremos no capitulo 3 «
essa nocao de base para uma topologia vai ser utilizada para munir as folhas de uma folheaca

com uma topologia.

De nicdo 1.5.1 (Base Para Uma Topologia)Seja- um espaco topoldgico. Uma colecBode
subconjuntos de é chamada de base para a topologia-dee as duas condi¢cGes a seguir forem
satisfeitas:

i) Cada elemento 2 B é um aberto de .

i) Cada aberto de € a unido de alguma colecédo de elemento8de
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E importante observar que p é a unido da colecdo vazia de elementos @. Se a

topologia em estiver implicita, as vezes diremos apenasBué uma base para .

Exemplo 1.5.1 (Bases para Algumas Topologias Familiares)

a) Seja’ um espaco métrico. Toda bola aberta &mé um aberto, e todo aberto € uma uniédo
de bolas abertas. Portanto, a colecdo de todas as bolas abertds énuma base para a

topologia métrica.

b) Se- é um conjunto com a topologia discreta, a cole¢cédo de todos 0s subconjuntos unitarios

de- é uma base para a sua topologia.

c) Se- éum conjunto com atopologia trivial, a colecdo de um unico elent®@rtd - gé uma

base para a sua topologia.

Suponha que comegamos com um conjuntque ainda ndo possui uma topologia. E
conveniente de nir uma topologia em comegando com alguns abertos distinguidos e, em
seguida, de nindo todos os outros abertos como unides destes. Em outras palavras, comeg¢amo

com uma base e a usamos para de nir a topologia.

N&o € qualquer colecéo de conjuntos que pode ser uma base para umatopologia. A proxima
proposicao estabelece condicdes necessarias e su cientes para que uma colecdo de subconjunt

de- seja uma base para alguma topologia-em

Proposicao 1.5.1 (Topologia Gerada Por Uma Basejeja- um conjunto e suponha gée seja
uma colecao de subconjuntos-deEntdo, € uma base paraalgumatopologiaense, e somente
se, ela satisfaz as seguintes duas condicoes:

1]
i) A unido de todos os conjuntos de uma famiBiaé o espaco todo:

2B

i) Se 1— 22B eG2 1\ », existe umelementosz 2 B tal queG2 3 1\ o

A demonstragdo dessa proposicao se encontra na $8géis for a Topologyno capitulo
2 do livro do Munkres [5]. Se essas condi¢cBes sdo satisfeitas, existe uma Unica topolegia em

para a quaB € uma base, chamada de topologia geradd@por
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1.6 Espaco Quociente

Uma técnica para construir novos espacos topoldgicos a partir de espacos existentes € un
pouco mais complexa, mas muito exivel. Ela nos permite identi car alguns pontos uns aos
outros em um espaco topoldgico dado e obter um novo espaco. Essa construgdo desempenha u
papel importante em argumentos de corte e colagem que podem ser usados para de nir muitas
variedades (como veremos no capitulo 2 de Variedades e no capitulo 3 de folheacdes, em relaca

ao espaco de folhas).

De nicdo 1.6.1 (Topologia Quociente)Seja- um espaco topoldgica, qualquer conjunto e
@: - ! . uma funcdo sobrejetiva. De nimos uma topolodia em. declarando que um
subconjuntd . é aberto se, e somente @;* ° é aberto em . A topologiaT €é chamado

de topologia quociente induzida pela aplicag@o

E facil veri car queT é uma topologia. Os conjuntgse. s&o abertos poi® 11;° =;

e? 11, o= Asduas outras condigdes seguem das sequintes equacoes
%] %]
o 11 WP = 2 lix Uo—
u2 u2
U U
211 % o0— 2 lix o,
&1 &1

De nicdo 1.6.2 (Aplicacdo Quociente)Se- e. sdo espacos topoldgicos, uma aplicaggo
- I . é chamada de aplicagdo quociente se for sobrejetivatever a topologia quociente

induzida por@

Uma vez que@seja conhecida, dizer que € uma aplica¢do quociente é o mesmo que dizer
que+ € aberto em se, e somente s@!1+° é aberto em . E imediato a partir da de ni¢&o
gue toda aplicacao quociente € continua. Agora de niremos um conceito que aparece em diversa:s

areas da matematica:
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De nicdo 1.6.3 (Relagdo de Equivaléncia)Em um conjunte , € uma relagéo de equivaléncia,

em- , se ela satisfazer as seguintes propriedades:

I) Reexiva: G GparatodoG?2 -,
i) Simétrica: G HimplicaH G paratodoG-# -

i) Transitiva: G HeH | implicaG |, paratodoG—H-2l-

Dada uma relacéo de equivaléncia@m- , para cad&2 - , a classe de equivaléncia Ge
€ de nida como o conjunto
G=fH2- jH G

O conjunto de todas as classes de equivaléncia é denotada por

Seja uma relacdo de equivaléncia em um espaco topolégiceara cad® 2 - , sejam
? a classe de equivaléncia & - « 0 conjunto de classes de equivalénci@e - ! -«
a projecdo natural que envia cada elemente dera sua classe de equivaléncia. Entao,,
juntamente com a topologia quociente induzida @o# chamado de espaco quociente deela

relacdo de equivaléncia Apresentaremos alguns exemplos.

Exemplo 1.6.1 Seja = »0-1%p intervalo unitario e seja a relacao de equivaléncia ergerada
pela Unica relacAd 1, o que signica queG Hse, e somente s§= Hou G- f0-lg
Podemos pensar nesse espaco como sendo obtido a partir do intervalo unitario colando seus
pontos nais juntos. E intuitivo que o espaco quociente € homeomorfo ao circulp!. Essa

prova é encontrada na pagina 66 do livro do Lee [4]

Os espacos quocientes ndo se comportam bem em relagdo a maioria das propriedade
topologicas. Em particular, nenhuma das propriedades como base enumeravel, ser localment

euclidiano (capitulo 2) e de Hausdor sdo automaticamente garantidas por espagos quocientes.
Em relacdo a base enumeravel, o livro do Lee [4] coloca como o problema 3.18.

Vejamos um exemplo que seria mostrar que o quociente de um espac¢o de Hausdor pode

nao ser de Hausdor .
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Proposicao 1.6.1Seja- 0 espaco quociente obtido a partir éidenti cando o conjunto =

1 : . ~
- 2Rj=2N aum ponto, 0 espago quociertegerado ndo € Hausdor . Basta ver que

qualquer vizinhancga aberta d®2 - intersecta alguma vizinhanca de? -

Demonstracdo.Seja* o uma vizinhanca aberta @2 - . Note que? 1* = 10—-2 Rcom
0 YO Y 1. Pela propriedade arquimediana, existe sial que% Y 1. Agora, sej& ; uma
vizinhanca aberta de2 - . Perceba qué 12* ° é igual a unido de intervalos centrados &
para todo= 2 N, declaremos um intervak®— 8 da forma0 Y 2 Y% Y 3. Este intervalo é uma

vizinhanca aberta de.

1 . .
Escolhendo um pontG2 12—°, entéo?'@® 2 * o\ * ; paratodo= 2 N. Logo, existe dois
pares de pontos distint@s1 2 - tal que toda vizinhanca aberta@etersecta alguma vizinhanca

aberta ddl. Portanto, o espago néo é de Hausdor .

1.7 Conexidade

A de nicdo de conexidade para um espaco topoldgico é bastante natural. Diz-se que um

espaco pode ser separado se ele puder ser dividido em dois abertos disjuntos [5]. A partir dessa

ideia simples segue-se.

De nicdo 1.7.1 (Conexidade)Um espaco topologice € desconexo se € expresso como a uniao

de dois subconjuntos abertos, disjuntos e ndo vazios. Dizemos que tais subconjuntos desconectat

- . Se- nao é desconexo, entao dizemos gque é conexo.

Por de nicao, conexidade e desconexidade séo propriedades dos espacos, ao contrario d

abertos ou fechados, que sdo propriedades de subconjuntos de um espago. Também podem

falar sobre subconjuntos conexos ou desconexos de um espaco topoldgico, nos quais sempre nc

referimos a conexos ou desconexos na topologia do subespaco. Aqui esta outra caracterizaca

alternativa da conectividade.

Proposicao 1.7.1Um espaco topoldgice € conexo se, e somente se, 0s Unicos subconjuntos de

- que séo abertos e fechados enséo o; e- .
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Demonstracdo.Suponha primeiro que seja conexo e que - seja aberto e fechado. Entéo,
+ = - n* também é aberto e fechado. Se anmbos+ fossem néo vazios, eles desconectariam

- ; portanto, ou+ é vazio ou+ = - , 0 que signi caque& = -, ou* é vazio.

Por outro lado, suponha que seja desconexo. Podemos escreves * [ +, onde
* e+ sdo disjuntos, ndo vazios e abertos. Ambos + também sado fechados, porque seus
complementos sdo abertos. Portaht@+ sdo abertos e fechados dee nenhum deles é igual a

- Ouao;.

A caracterizacdo apresentada € uma das propriedades mais Uteis de espagos conexo

Observa-se sua utilidade na demonstracao de diversos resultados. Aqui esta um exemplo.

Proposicao 1.7.2Suponha que seja um espacgo conexo ndo vazio. Entdo, todo mapa continuo

de- para um espaco discreto é constante.

Demonstracdo.Seja. um espaco discreto e suponha dpie - ! . seja continuo. Escolha
gualquerG2 - e dena2= 5'G&. Como o conjuntd 2g € tanto aberto quanto fechado ensua
pré-imagem5 11f 2g°é tanto aberta quanto fechada emComo no é vazia, po{s2 5 11f2g°

deve serigual a tode. Portanto,5é constante.
Exemplo 1.7.1 (Exemplos de Espagos Desconexos)
a) O espaco topolégicRnf0gé desconectado pelos dois subconjuntos abé@@sR jG j Og

efG2 RjG Y0g.

b) Seja a unido dos dois discos unitarios fechados disjuliéa-0° e B! 2-0° emR?. Cada

um dos discos é aberto emportanto, os dois discos desconectam

c) SejaQ? o conjunto de pontos emR? com coordenadas racionais, com a topologia de
subespaco. Entad)? é desconectado pelos conjuntdG-H2 Q?jG Y ge f1G-H2
QG icg
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Figura 1.4: Espacos Desconexos

E intuitivamente claro que os discos unitarios abertos e fechados, o circulo, o plano inteiro
e aretareal sdo todos conexos, pelo menos no sentido rotineiro da palavra. No entanto, provar iss
nao parece muito simples, pois para cada espaco teriamos que mostrar que € impossivel encontr.
um par de conjuntos que o desconecte. Dito isso apresentaremos uma técnica muito util de garanti

conexidade

Teorema 1.7.1Sejam- e. espacos topoldgicos e sefa: - | . uma aplicacéo continua. Se

- € um espago conexo, entdb- °© é um espaco conexo.

Demonstracdo Substituindo por 5t- °, podemos assumir qugé sobrejetiva. Demonstraremos
a contrapositiva: se é desconexo, entdo € a unido de dois subconjuntos ndo vazios, disjuntos,
abertos* e+. Segue ques 11* ° e 5 1140 550 abertos disjuntos e ndo vazios-de Logo

desconectam e, portanto; também é desconexo.
Uma consequéncia imediata do teorema 1.7.1 é o fato de que a conexidade é uma proprie-

dade topoldgica.

Corolério 1.7.1 (Invariancia Topologica da Conexidade)Qualquer espaco homeomorfo a um

espago conexo também é conexo.

Proposic¢éo 1.7.30 circulo St ndo é homeomorfo ao intervalo unitario fechade1¥s R.

Demonstracdo. Faremos a prova por contradicdo. Suponha que exista um homeomobsmo
entrex0-1¥e S' , entdo também existe um homeomor smo enfdel¥s n+2ge St n 5f 1+ 2g°,

mas veja quést n 5tf 1+2g° é conexo e0-1v4 n f+2g é desconexo. Logo pelo Corolario 1.7.1,
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S! n 5!f 1+ 2g° ndo € homeomorfo e0-1%4 n f+2g e, portantoS' ndo pode ser homeomorfo ao

intervalo unitario fechade0—-1%4

Agora veremos uma nova ideia. Quando um espaco €é localmente conexo.

De nicdo 1.7.2 Um espaco- € localmente conexo, se para qualquer pofit@ - e qualquer

vizinhanga abertd desse ponto, existe uma vizinhancga aberta coneda ? tal que+ * .

Por exemplo, o0 espaco euclidiano é localmente conexo, porque possui uma base de disco:
abertos. Por outro lado, o conjunto de pontos racionais no plano ndo é localmente conexo.
Um espaco pode ser conexo, mas nao localmente conexo, como é o caso da curva senoidal d
topdlogo”, e pode ser localmente conexo, mas ndo conexo, como € o caso da uniao disjunta de doi

discos abertos.
Exemplo 1.7.2 De na subconjuntos do plano por
)o=fIG—H2 R?jG=0eH2 » 1-1¥%g
) =f1G-H2 R?j G2 Rnf0ge H=sint1l:@g

Dena) =)o[ ) com a topologia de subespaco. O espacé chamado de curva

senoidal do topdlogo.

Figura 1.5: Curva Senoidal do Top6logo Fonte: Morphocular
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A curva senoidal do topdélogo néo € localmente conexa. Veja o Problema 4-13 a) do livro
do Lee [4].
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1.8 Compacidade
Vamos agora para a propriedade topoldgica compacidade.

De nigcéo 1.8.1 (Cobertura e Subcobertura) Umacoberturaaberta de- é uma colecadd) de
abertos de- cuja unido é- , e umasubcoberturadeU é uma subcolecéo de elementoside

gue ainda cobre o subconjunta

De nigcéo 1.8.2 (Compacidade)Um espaco topologice é compacto se toda cobertura aberta
de- tiver uma subcobertura nita. Isto é: dada qualquer cobertura abestade - , existe um

namero nito de conjunto$ —eee—*2 U talque- =* ;[ s+ *. (Vejaque g € compacto).

Figura 1.6: Compacidade Fonte: Morphocular

Dizemos que um subconjunto de um espaco topoldgico é compacto se ele € compacto

guando induzido com a topologia de subespaco.

Lema 1.8.1 Um subconjunto - é compacto se, e somente sefor compacto na topologia

de subespaco.

DemonstracdoSeja um compacto de e sejaf* g uma cobertura aberta dena topologia
de subespaco de. Por de nicdo de subespaco, para td&ld , existe+gaberto de- tal que

*g=+g\ . Assim,f+g0p € uma cobertura aberta deem- , logo admite uma subcobertura
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f+ggp o nitade . Logo,f* ggp 0 € uma subcobertura nita de. Como a escolha da cobertura

foi arbitraria, segue que € um subespaco compacto.

Por outro lado, se é compacto na topologia de subespaco, entdo cada cobiErtgga
admite uma subcobertura nita pdt ggg o, € cada um desses conjuntos, por de ni¢cao de subes-
paco, € da formag\ em que cadagé aberto de . Portanto, a unido nita dosgcobrem

logo é compacto na topologia de

Aqui estdo alguns exemplos elementares de espacos compactos. A Figura 1.6 ajuda &

entender 0s novos conceitos relacionados a esses espacos.
Exemplo 1.8.1 (Espacos Compactos)

a) Todo espaco topoldgico nito é compacto, independentemente da topologia que tenha.

b) Todo espaco com a topologia trivial € compacto.

Um dos resultados sobre compacidade é semelhante ao de conexidade. E que imagen

continuas de espacos compactos também sdo compactos.

Teorema 1.8.1Sejam- e. espacos topologicos, e sefa - ! . uma aplicagéo continua. Se

- € compacto, entad*- ° é compacto.

DemonstracdoSejaU uma cobertura d&!- ° por subconjuntos abertos deParacada 2 U
5 11x o & um subconjunto aberto de ComoU cobre 5t- ©, todo ponto de esta em algum
conjunto 5 1* o, Assim, a colecdd 5 1t* © j* 2 U g é uma cobertura aberta de Pela
compacidade de, alguns destes, digamb§ 11* (o0—eee_ Ei* . 0g cobrem- . Entdo, segue que

f* ;—eee—_*gcobre5!- ©,

Corolario 1.8.1 (Invariancia Topoldgica da Compacidade)Todo espa¢co homeomorfo a um es-

paco compacto é compacto.

Veja que, provado o Corolario 1.8RB7 e S” ndo sdo homeomorfosRE. PoisB™ e S sédo

compactos &~ ndo € compacto.
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Outro resultado importante sobre compacidade é o Teorema do Valor Extremo. Nao iremos

provar pois precisamos de resultados mais especi cos sobre a teoria de compacidade.

Teorema 1.8.2 (Teorema do Valor Extremo)Se - € um espaco compacto®: - ! R é

continua, entad é limitada e possui valores maximo e minimo-em

E importante ressaltar aqui um resultado que seria que todo aberto conexo e compacto do

R sdo exatamente da form@— ¥4 Também ndo demonstraremos esse resultado.



CAPITULO 2

VARIEDADES

Vamos comecar descrevendo informalmente como se pode pensar em variedades. A ideie
fundamental, associada a geometria, € que as variedades sdo semelhantes a curvas e superfici
podendo também ter dimensdes superiores. Cada variedade possui uma dimensao especi ca, gu
€ um namero inteiro ndo negativo. A grosso modo, uma variedade é um espago topblagieo

€ localmente euclidiano, possui base enumeravel e a propriedade Hausdor .

A conveniéncia da condigdo Hausdor aparece no estudo de certas propriedades da geo-
metria diferencial e topologia. No entanto, também é util estudar variedades que ndo séo de
Hausdor . Esses espacos surgem naturalmente ao responder sobre o espaco de folhas de un
folheacao, como veremos no capitulo 3 de Folheacgdes. O objetivo deste capitulo é preparar terren
no estudo de variedades de uma dimensao (geralmente ndo-Hausdor ), usando como base [3] e
de maneira que, mais adiante, podemos entender melhor os resultados principais do capitulo d

folheacdes.

38
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2.1 Variedades

Comecaremos por uma de nicdo muito importante no assunto de variedades:

De nigédo 2.1.1 (Localmente Euclidiano) Um espaco topoldgicth é localmente euclidiano de
dimensaa= se cada ponto d& possui uma vizinhanga aberta @mhomeomorfa a um aberto de
R~

Para alguns propésitos, € atil ser mais especi co sobre o tipo de subconjunto aberto que
usamos para caracterizar espacos localmente Euclidianos. O préximo lema mostra que poderiamc

ter substituido subconjunto aberto por bola aberta ouRar

Lema 2.1.1 Um espaco topoldgict € localmente Euclidiano de dimensase, e somente se,

uma das seguintes propriedades é verdadeira:

a) Cada ponto dé tem uma vizinhanca aberta homeomorfa a uma bola abertRem

b) Cada ponto dé tem uma vizinhanca aberta homeomorf&a

Demonstracao.Qualquer espaco que satisfaca a propriedade (a) ou (b) € localmente euclidiano
de dimensae pela De ni¢do 2.1.1, poiB~ e R™ sdo abertos dB~. Por outro lado, suponha que

seja localmente euclidiano de dimensac&Como qualquer bola aberta én € homeomorfo a

R~, as propriedades (a) e (b) sdo equivalentes, entdo precisamos apenas provar (a).

Dadoumpont®em" ,seja& umavizinhanca aberta Gsque admite um homeomor smo
i :* 1 + emquet é uma vizinhanca aberta &. O fato det ser aberto enR™ signi ca que
existe uma bola aberta em torno de 1?° que esta contida em, ei 1! ©é uma vizinhanca
aberta d&? homeomorfa a que é um aberto de™ pela Proposicéo 1.3.1(a). Logo todo pofito

admite uma vizinhanca homeomorfa a uma bola abertRem

Agora vamos para a de nicéo de variedade que usaremos ao longo deste trabalho.

De nigcdo 2.1.2 (Variedade Topoldgica)Uma variedade topolégica-dimensional' € um es-

paco topoldgico localmente euclidiano de dimensaode base enumeravel.
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Em uma variedadé , qualquer pont®? 2 " admite uma vizinhanga de ? tal que o
dominio* e o homeomorsma :* " ! + R~ formam um paft*—i © chamado de carta.
O mapa de transicdo associado a duas carek de"” emR~™ com as respectivas imagense
+ € 0 homeomor smo.

k 0 Liimey 401 ke 40.

Veja a gura 2.1. O conjunto de cartas cujas imagens cobireenchamado de um atlds de"

emR~. Um atlasA é chamado de maximal se ndo existe nenhum Btléas queA ( B.

Figura 2.1: Troca de Cartas

Observacédo: Considera-se sobre variedades topolégicas de Hausdor estruturas adicio-

nais como: orientacdo, estrutura diferenciavel, estrutura complexa [4]. Essas hog¢des sédo de nidas

sem recorrer a propriedade de Hausdor , portanto, se aplicam imediatamente a variedades nao-

Hausdor . Porém néo serdo exploradas ao longo desse trabalho.

O proximo resultado é usado para exempli car uma demonstracdo com variedades. Mais

especi camente que as placas de uma folheacao sdo variedades (capitulo 3).

Proposicéo 2.1.1Toda subconjunto aberto de umavariedade é uma-variedade.

DemonstracdoSeja” uma=-variedade & um aberto dé¢ . Qualquer pont® 2 + possui uma

vizinhanca, enf’ , que € homeomorfa um aberto Re. A interse¢éo dessa vizinhanca ceng
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aberta en¥, logo pela proposi¢éo 1.3.1(a), ela também é homeomorfa a um abdRrfoedesta
contida ent, entdot é localmente euclidiano de dimensddQualquer aberto de um espaco que

possui base enumeravel também vai possuir base enumeravel. Pert@nima=-variedade.

2.1.1 Subvariedade

De nigdo 2.1.3 (Subvariedade)# " < é dito uma subvariedade de de dimensde Y < se,

para todo? 2 #, existe uma carta locé*—i ° com as seguintes propriedades:

l.it*°=+ —emque02+ R-02, R< ~.

2. i\ *o=+ f Og

com+ e, bolas abertas d®=eR* = (Vejaa gura 2.2)

Figura 2.2: Subvariedade

Uma propriedade importante é a chamada Codimenséb de nida como: Dint" © -

Dimi#o=< =
Proposicao 2.1.2Toda Subvariedade é, também, uma variedade com a topologia de subespaco.

Demonstracdo.Veja que para tod@ 2 # existe uma vizinhanca, na topologia de subespaco, da
forma#\ * talquei *#\ *°=+ f Og R™ R® ~. Vejaque+ f 0gé um aberto homeomorfo
aR~, logo# é uma variedade de dimensdoUm exemplo seria as folhas da folheacg&o do toro

3.9 serem uma variedade induzida pela topologia de subespaco.
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2.2 Espaco Quociente de uma Variedade

Nesta secédo, exploraremos o funcionamento do processo de colagem, ja introduzido no
capitulo 1 secédo 6, tendo em vista as variedades como nossos espacgos topoldgicos a serem colad

Mas antes disso, precisamos de algumas de ni¢cdes importantes que usaremos ao longo desta se¢é

De nigcao 2.2.1 (Homeomor smo Local) Dizemos que uma aplicacd®: - ! . entre espacos
topoldgicos é um homeomor smo local se cada pdafo- possui uma vizinhanga aberta -

tal que 5'* © € um aberto de e arestricdo5j :* ! 5% ©¢& um homeomor smo.

De nigéo 2.2.2 (AplicagBes Abertas e Fechadadyma aplicacdo5: - ! . (continua ou n&do)
€ aberta se ela leva abertos deem abertos de. Em outras palavras, para todo aberto -,

0 conjunto imagend* © é aberto em . Ela é fechado se ele leva fechados-dem fechados de

De nicao 2.2.3 (Relacao de Equivaléncia Aberta)Dizemos que uma relacéo de equivalémntia

€ abertaem se a aplicacdo quocient@: - ! - «d for um aplicacéo aberto.

Agora veremos uma Proposi¢cao que esta presente no artigo, porém sem a demonstracac
Essa Proposicao nos garante a construcao de novas variedades, consequentemente gerando var

exemplos que seréo ricos em discussdes.

Proposicdo 2.2.1Seja" uma variedade=-dimensional e sejal uma relacdo de equivaléncia
aberta em" para a qual cada pont@&2 " possui uma vizinhangagtal que nenhum par de
pontos distintos er g sejad-equivalente. Ent&o, o espaco quociente topolédich= " «d é

uma variedades-dimensional.

Primeiro, vamos entender essa hipétese sobre a rethc@melhor jeito de esclarecer
a hipotese € pensar em quais situacdes essa propriedade nao vale. Um contra-exemplo fac
seria dobrar um disco ao meio como na gura 2.3. Tecnhicamehéea relacdo de equivaléncia
em B? descrita porG—H ! G-Hpara todotG-H2 B?. Veja que ndo existe vizinhanca de

?2f0g » 1% R? tal que um par de pontos distintos ndo se relacionam. Esse quociente &
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um meio-disco que ndo € uma variedade. Entendido melhor sobre as condi¢des, vamos partir par

a demonstragdo da Proposicao 2.2.1.

Figura 2.3: Contra-exemplo da Proposicéo 2.2.1

Demonstracdo. De niremos na variedadé dois tipos de vizinhangas em torno &2 "
gualquer, uma delas sentig um dominio da cartalocalg: *c " ! Re+guma vizinhanca
deGque atende as condicdes sobre a relagadeja que a aplicagio quocier@ +g! +2 " d

restrita ao dominiecé um homeomor smo, devido a sua injetividade satir&xiste@+° = +2é

aberto, poisg& uma aplicagéo aberta. De niremosafun@i ¢ @':* QA +2 " «d! R

Veja que o domini@®* g\ +&® =* 8\ +8é um aberto homeomorfo &€, visto que &* g\ +&

€ um aberto dd&r”. O diagrama 2.4 esclarece as relacfes importantes. O argumento de que
" «d é variedade se completa ao ver que essa construcao existe para toddsgrito e,
consequentemente, para todo po@& 2 " <d, logo" «d € localmente euclidiano. Conio

possui base enumeravel o espaco quocientd também vai poiggé um mapa aberto.
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Figura 2.4: Diagrama da demonstracdo da Proposicdo 2.2.1

Note que, mesmo qué seja de Hausdor " «d pode néo ser, como 0s 0s exemplos a

seguir mostrarao.

2.2.1 Exemplos de Variedades Unidimensionais Nao-Hausdor

A Proposigéo 2.2.1 nos permite construir uma série de exemplos de variedades. Agora,
vamos estudar alguns dele, limitando-nos a variedades de dimé&ns&tas, primeiro, uma

de nicao :

De ni¢do 2.2.4 (Ponto de Rami cacao) Um pontoGem uma variedadé € chamado de ponto
de rami cacédo se houver um ponto2 " ,coml < @G tal que qualquer vizinhanca détem

intersecdo n&o vazia com todas as vizinhancgak.de

Observacéo: A relacdo Gnao € separavel de é re exiva e simétrica, mas em geral ndo

€ transitiva (veja o exemplo 2.2.4).
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Exemplo 2.2.1 (Rami cagdo Dupla) Sejam' ; e' » duas copias da reta red e seja a unido

disjuntalde' ; e’ ». Considere o intervalo= ! 1-1° emR e a relag&o de equivaléncidem
gue identi ca pontos dé 1 e ' » que tém a mesma coordena@2 . Note qued satisfaz as

condicdes da Proposigdo 2.2.1. Ao passar o quociente associado aelotemos uma variedade

unidimensional chamada Rami cacdo Dupla ilustrada no exemplo 2.5 a seguir.

Figura 2.5: Rami cacao Dupla; Fonte: Artigo [3] Adaptado

Perceba que os pont@e | do quociente (Veja a imagem 2.5), sdo nao-separaveis, pois
ndo importa o quao pequena seja a vizinhangca em volta do htgsempre tera interseccao
nao-vazia com qualquer vizinhanta. Logo Ge | sdo pontos de rami cacdo. Veja que esse
fenbmeno também acontece na extremidade direita com os pdmetds resultando em outra
rami cacdo. Dito isto, percebe-se que a variedade contém duas rami ca¢des e por isso € chamade

de Ramicacgéo Dupla. Veja mais outros exemplos:

Exemplo 2.2.2 (4 Exemplos)Aqui os Exemplos séo construidos da mesma forma que no Exemplo
2.2.1, apenas trocando o aberta

a) A Ramicacado Simples: Aqui= *1 -0° Os pontos de rami cacao tém coordenadas

b) O Lago: Aqui = *1 — 1°[! 0-1°. Os pontos de rami cagdo tém coordenadake 0.

c) A Reta De Duas Origens: Aque Rn fOg. Os pontos de rami cacdo tém coordenadhs

d) é o complemento do conjunto de Cantor. Aqui a colecdo de pontos de rami cacao é

nao-enumeravel.

1A de nicdo do espaco unido disjunta pode ser encontrado no livro do Lee [4]
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Figura 2.6: 4 Exemplos; Fonte: Artigo [3]

Exemplo 2.2.3 (O Loop) Sejad a relacdo de equivaléncia eR que identi ca 0s pontos com
coordenadage CparajGj 1. O espaco quociente € o Loop e os pontos de rami cacao sao 0s

pontos de coordenaddse 1.

Figura 2.7: O Loop

Exemplo 2.2.4 (A Estrela) Seja a unido disjunta de 1—',—e*—, = copias deR. Sejad a
relacdo de equivaléncia emque identi ca cada ponto com coordena@aj 0 em' gcom o ponto
de coordenadaCem' g1 (1 8 = assumd - 1="1). O espago quociente € uma variedade

de uma dimenséo que se parece com uma estrelammtas. Os pontos de rami cacdo aqui
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séo os pontos de coordenaf@la Dois pontos desses €mge ' ¢ sdo separados se, e somente se,

j8 9 < 1. Também poderiamos considerar uma estrela com in nitos ramos. Veja a Figura 2.8.

Figura 2.8: A Estrela; Fonte: Artigo [3]

Exemplo 2.2.5 (A Pluma) O exemplo 2.2.2a) mostra como € possivel enxertar uma copia de
R como uma rami cacao simples em um po@o 0. Também podemos enxertar uma rami cacao
dessas em um ponto qualquer e Se simultaneamente enxertarmos uma rami cagao simples
em todos os pontos d& com coordenadas racionais obtemos uma variedade de uma dimenséao
gue chamamos de "a pluma". A réRaé o tronco no qual as rami cacfes séo enxertadas. Aqui,
0s pontos de rami cacao formam um conjunto densderAo enxertar uma rami cagcao em cada

ponto deR, obteriamos uma variedade que nao possui uma base enumeravel. Veja a Figura 2.9.

Figura 2.9: A Pluma; Fonte: Artigo [3]
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Exemplo 2.2.6 (Pluma Completa)Se, em uma pluma, substituirmos cada rami cagdo por uma
nova pluma, obtemos uma nova variedade de dimensdo 1 que chamamos de pluma dupla. En
uma pluma dupla, vocé pode substituir cada rami cacdo por um pluma simples, obtendo assim
um pluma tripla. Repetindo esse procesa@zes£ sendo um nimero natural), obtemos o pluma
=-upla. Podemos realizar uma sequéncia enumeravel dessas operacdes para obter a variedade
de dimenséo 1 chamada de pluma completa. A pluma completa possui a seguinte propriedade
notavel: o conjunto de pontos de rami cacdo € enumeravel e é densa sobre o espaco. Veja a
Figura 2.10.

Figura 2.10: A Pluma Completa; Fonte: Artigo [3]

Esses exemplos mostram a grande diversidade de variedades de diine@séa propri-
edade de Hausdor . Uma classi cacao topolédgica desses espacos ja parece ser algo complicado
ao contrario de quando se assume a propriedade de Hausdor em que temos, pela teoria de clas
si cacdo de variedades unidimensionais, apends ®S!, como é provado na pagina 145 do
livro do Lee [4]. Vamos dar outro exemplo que dara uma ideia da complexidade das variedades

nao-Hausdor de dimensao maior qae

Exemplo 2.2.7 (Variedade Bidimensional Ndo-Hausdor )Sejam 1 e » duas copias ddr?
com o sistema de coordenadas polatés-P. Sejad a relacdo de equivaléncia no espaco

= 1t 5 queidenti ca qualquer ponto de; com coordenadadA—P, A Y1, com o ponto de

I : . :
2 com coordenadaA 1 A°, sendo a identidade para outros pontos. O espaco quocierde
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€ uma variedade de dimens@pa imagem em «d de qualquer ponto de ; com coordenada

11-1¢° ndo é separavel de nenhum ponto da imagem echdo circuloA= 1de ».

2.3 Variedades Unidimensionais Simplesmente Conexas

Vamos agora elucidar um dos conceitos chave para o resultado principal do trabalho. Para

isso, precisaremos de algumas de ni¢oes.

De nigcéo 2.3.1 (Recobrimento) O part'® ?°de um espaco topoldgic® e uma funcao continua
?:'®1 " 'emque" é outro espaco topoldgico, € chamado de recobrimentd dee, para
cada ponto dé¢ , existe uma vizinhanca abertatal que? 11* ©é uma unido disjunta de abertos

* gtais que a restricdo d€ a cada* g& um homeomor smo sobte.

De nicdo 2.3.2 (Simplesmente Conexo)Jm espaco topolégicd sera chamado de simples-
mente conexo se for conexo e se, para qualquer recobrimento cd®ef8 de" (ou seja, com

'® conexo), a projecdo candnicafor um homeomor smo d& para" .

Essa é a de nicao que o artigo [3] utiliza, que é diferente da padrdo. Porém, sdo equiva-

lentes, conforme pode ser provado com as técnicas do capitulo 11 de [4].

Proposicao 2.3.1 (Toro=-dimensional) Seja arelacdo enR™ de nidapor,G Hse, e somente
se,G H2 Z~. DenotamofR™ = R™*Z7, que é chamado de torsdimensional. (Case = 1,
ReZ ¢ homeomorfo ao circuls!, Caso= = 2 (R%Z? é homeomorfo a superficie toroidal usual

noR®).
Demonstracao Primeiro, vamos veri car que a relacdoé uma relacao de equivaléncia:

1. Ere exiva. PoisG G= 02 Z7, para toddG2 R,
2. E simétrica. Poiss8 H=: 2Z entdoH G= : 2 Z7, paratoddG—H R".

3. E transitiva. Poiss& H=02Z"eH |1 =12Zentd0G 1=G H,1=0, 127,
para toddG— H=2IR™.
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Agora veja que a relacdo atende as condi¢des da Proposicdo 2.2.1, ja que, para todo
- - o1 . Lz 4 ,
pontoG2 R~ existe uma bol®8~ centrada ente raion Y > tal que ndo ha dois pontos que sejam

equivalentes. Logo o quociente é uma variedadémensional

Seja@ R™! R~ aaplicacdo quociente. Vejamos que o Jar— &e um recobrimento
deR™ . Visto que em cada pont®de R™*Z~ existe uma vizinhanca tal que@** © é a uniéo
disjunta de varias vizinhancas abertas32 G Veja que@é um recobrimento conexo e
mas ndo € um homeomor smo, pois apesar de ser sobrejetivo, ndo é injetivo: basta pegar uma
bola aberta de raio igualzana origem, os pontos a uma distancia 1 da origem séo todos levados

para um mesmo ponf@ quebrando a injetividade. Lod®*Z~ ndo é simplesmente conexo.

E interessante mostrar também que esse edpa@ é de Hausdor . Basta ver que para
: . - o= . : : . 31G-H
quaisquer dois pontdS— E R™Z~ € possivel criar uma bola de raio menor quez— de modo

que nenhum ponto de uma bola@#1@ se relacione com algum ponto de uma b@at H.

Figura 2.11: Recobrimento do Toro

Um resultado muito interessante que se percebeu sobre as variedades unidimensionais fo
gque nemtoda variedade unidimensichgbossui um homeomor smoloc&: " ! R. Poroutro
lado, uma variedade unidimensional simplesmente conexa sempre possui um homeomor smo local

emR. Para demonstrarmos essa proposicao 2.3.2 precisaremos de um Lema:

Lema 2.3.1 Se" é uma variedade simplesmente conexa de dimenséao 1, entdo, para qualquer

G2 " ," nfQ@tem exatamente duas componentes conexas.
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Demonstracdo. Considere uma vizinhanga homeomorfa a um intervalo. Entdo* n fQy
possui exatamente duas componentes corfexas*  (pois isso é verdadeiro para intervalos).
Consideremos agora duas copla8e” ®de” nfQye sejar %-*0 e* 9-*%copias de  e*

em" %" % respectivamente. Para obter um esp&¢@omplete o espaco com a unido disjunta

" 0t " ®com os ponto€d e F%admitindo, respectivamente, as vizinharnicde* ®tais que:

*0\ n0=-x0 *0\ "OO:*OO*OO\ " 0=-%0 *OO\ n 00— =* 00

De na a projecdo canonica: '® I " de tal forma que?GP = 21 = G Entéo o par

1'& 20 ¢ um recobrimento desconexo 'tlie como ilustrado na gura 2.3.

Figura 2.12: Recobrimento Desconexo

O argumento se completa notando que, caso fGQy seja conexo, entdo o espa®
€ conexo, veja a gura 2.3. Logo, existiria um recobrimento conéRe?° de " que nao €&

homeomor smo, contrariando a de nicdo de um espacager simplesmente conexo.
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Figura 2.13: Contra-exemplo do Lema 2.3.1

Por outro lado, veja que, casotenha a propriedade de que paratodo p&fd' ," nfQ
seja desconexo, entdo seria simplesmente conexo. Logo uma variedade unidimensiosam

essa propriedade também é simplesmente conexa.

Veja que os exemplos do Circu, o Laco 2.2.2b), a Estrela 2.2.4, a Reta de duas origens
2.2.2c), o Loop 2.2.3 e 0 exemplo da colagem feita pelo complemento do conjunto de Cantor
2.2.2d) ndo sao variedades unidimensionais simplesmente conexas, pois é possivel de achar algu
ponto em cada uma dessas variedades que, ao se retirar esse ponto, a variedade continua sen

conexa.

Proposicdo 2.3.2Suponha que' seja uma variedade unidimensional simplesmente conexa.

Entdo, existe um homeomor smolocat" ! R.

Demonstracdo.Como" admite base enumeravel de abertos, existe uma familia enumeravel de
cartaslocaisg:*g " ! +g R,com82 N, tal que os dominio$ gcobrem todo d' . Além

disso, tomaremos cadig conexo, garantindo que catigé homeomorfo a um intervalo aberto da
reta pois € imagem de um conexo. Ja fjué conexo, podemos assumir que a enumeracab glos

e . ..  D_ , L
é feita de maneira que cada unidage= 4, * g€ conexa para todos os inteiras
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Primeiro de niremos afuncad : 1!! 1-1° Para itemos 1=*1e53=Kk; 1,
sendoky @ +; 't 1-1° um homeomor smo. Portantoy é um homeomor smo, poisy
€ composicdo de dois homeomor smos. Agora, argumentaremos por inducdo. Suponha que
de nimos um homeomor smo locak- : -!1! =—%5&5=k- _-comk :+-!1 =—2
A rmamos que, pelo Lema 2.3.1, temos que\ * - ; € conexo, veja a gura 2.14. Entao
=1} =\ * = 1° € conexo d& e, portanto, homeomorfo a um intervaloAlém disso% :’11 :

1 =—2em ¢ estritamente monotonae | 5 zllj.

Figura 2.14: Contra-exemplo da conexidade de& * - |

A rmamos que a fungaok :11 pode ser estendida por uma fundéo, @ += 1 !
t = 1-= 1°tal que seja estritamente monotona, continua e limigada  j k= 1j. A fungéo
k=1 = 1eafuncéoh sdoidénticasem=\ * - 1, entdo amalgama-las (usando o resultado da

Proposicao 1.2.4) de ne o homeomor smo local

g 5 @ -

5’1=
,Bkzsl :}1_ @*:’1
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Um resultado muito interessante que se percebeu sobre essas variedades unidimensiona
foi 0 seguinte: Se uma variedade unidimensidnglossui um homeomor smolocd: " ! R,
entdo" € necessariamente orientavel, (esse resultado ndo sera provado, mas é mencionado corr
um artificio importante no artigo [3]). E valido notar que a reciproca dessa a rmag&o néo é valida,

COMO mostraremos na proposicao a seguir.

Proposic¢&o 2.3.30 circulo St é uma variedade unidimensional que ndo possui homeomor smo
local emR. Além disso, um homeomor smo locabde um espage qualquer para a reta reaR

nao pode admitir valores maximo nem minimo.

Demonstracdo.Suponha que exista um homeomor smo lo&il St ! R. ComoS! é conexo e
compacto, a imagem de@emS! também é conexa e compacta Bysendo5tSt = »0— ¥4 Pelo

Teorema do valor extremo 1.8.3 admite um valor maxim@ e um minimol.

Agora, consideres 111° e declare uma vizinhanca abettadesse ponto. Observe que
a restricio de5 ao dominio* n&o € injetiva, pois5 111° possui mais de um ponto em sua
pré-imagem. Portantd ndo é um homeomor smo local. Concluimos que ndo pode existir um
homeomor smo local entre o circul' e a reta reaR, e que, além dissd ndo pode admitir nem

valor maximo nem minimo.



CAPITULO 3

FOLHEACOES

A concepcéo intuitiva das folheagdes corresponde a decomposi¢do de uma variedade en
subvariedades conexas, disjuntas e de mesma dimensdo, denominadas folhas, no entanto
de nicdo matematica € outra, como veremos mais tarde. Localmente, essas folhas se assemelhat
a disposicao das paginas de um livro. A teoria das folheacdes, conforme conhecemos atualmente

tem raizes histéricas notaveis.

Os primérdios da teoria das folheac6es remontam a década de 1940, com os trabalhos
pioneiros de Charles Ehresmann e Georges Reeb, que lancaram as bases conceituais fundament.
desse campo matematico. No entanto, é interessante destacar que, ja no nal do século XIX,
Paul Painlevé identi cou a necessidade de desenvolver uma teoria geométrica das folheacdes

antecipando assim a relevancia futura desse topico [1].

Ateoriadas folheagdes, em sua forma moderna, foi impulsionada por questdes relacionadas
acategoriadiferencial. Porém, dada ariqueza de detalhes técnicos envolvidos, em nossa abordage
sera considerada apenas a categoria topologica, sem entrarmos em questdes de suavidade, focar

em uma exposicao breve e concisa ao apresentar as de ni¢coes e notagdes pertinentes.
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3.1 Folheac0Oes

Uma folheagéo de dimens&ae uma variedade de dimensdale” €, a grosso modo,
uma decomposicdo de em subvariedades conexas de dimens@hamadas folhas, as quais
se aglomerarm localmente como os subconjuntoRde R= R = com segunda coordenada

constante.

O exemplo mais elementar de folheacéo de dimensfia folheagdo dB* = R= R* ~

em que as folhas séo osplanos da form&= f 2g,com22 R* ~=. Vejaas guras 3.1 e 3.2.

Figura 3.1: Folheacéo Trivial d@?

Figura 3.2: Folheacéo Trivial d& por: -planos
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Partiremos agora para a de nicdo formal de folheagbes. A partir de agora, para toda

folheacdo de uma variedade, essa variedade sera assumida com a propriedade de Hausdor .

De nicdo 3.1.1 (Folheag&o)Seja" uma variedade de Hausdor de dimensédoUma folheacéo

de dimensaede" , € um atlas maximb que satisfaz as seguintes propriedades:
a) Se*—i°2F entdoi *°=*, *, R R = emque ,e*,sao discos abertos de
R eR" ~respectivamente.

b) Se*—i° e +-IK 2 F sao tais que* \ + < ; entdo a mudanca de coordenadas

k i l:itx\ +01 ki* \ +°¢&daforma:

k i 1=1 1G-H ,1H°—1G-H2 R~ R° = (3.1)

Daqui em diante chamaremos as cattasi © 2 F (da De ni¢édo 3.1.1) decartas trivia-
lizadorasde F . Dizemos também qué é folheada poF , ouF € uma estrutura folneada de
dimensao=sobre" . Na gura 3.3 ilustramos o aspecto local de uma variedade de dimenséo 2

folheada por uma folheacéo de dimenséo 1.

Figura 3.3: Aspecto Local de uma FolheacadRdo
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Uma observacéo interessante a se fazer € a seguinte: qual seria a diferenca entre o Atla:
folheadoF e o Atlas que trata-se no contexto de variedades? Pois bem, d-attasspecial
porque a condi¢do (3.1) garante que a troca de cartas € um homeomor smo que preserva as folha

de uma folheacéo.

Outro fato interessante de se observar € que nem todas as variedades, de dimenséao
possuem uma folheac&o de dimensdm que= Y <. Como por exemplo, é conhecido que a
esfera(, = 1G-H2RP R® j @, H, I? = 1gn&o possui folheacio de dimenséo 1 e a esfera
(5 =fLG-—H-1-0-°"12R%j @&, H 12 0% 12, 2?2 =1gn&o possuiuma folheacdo de dimensé&o

2 (o exemplo da esferig foi provado por Steenrod, veja [1]).

3.1.1 Folhas

Vamos agora formalizar o conceito de folhas de uma folheagéo. Para isso precisamos das

chamadas placas deou placas dé& .

De nicdo 3.1.2 (Placas)SejaF uma folheacdo de uma variedatle e 1*—i © 2 F uma carta
trivializadora deF sendoi :* ! * 1 *, Osconjuntos daforma 1*; f 2g°— 22 * , s&o

chamados de placas deou placas dé- .

Figura 3.4: Placas de

Fixado2 2 * 5, a aplicacdcb =i 1j- ¢ og-*1 f 29! * €umhomeomor smo sobre a
sua imagem. Portanto, as placas sao subvariedades conexas de dmn@msaocAlém disso, se

UeVsao placas d&, entdo olJ\ V=; ouU= V.
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De ni¢do 3.1.3 (Caminho de placas)Um caminho de placas de é uma sequéncibh— ¢ss—U

de placas dé tal queUg\ Ug 1 < ; paratodo92 fl—eee—: 1g.

Figura 3.5: Caminho de Placas

Como" é recoberta pelas placas Be, podemos de nir em' a seguinte relacao de

equivaléncia:? @se existe um caminho de pladag-+ee—&tom? 2 U e @2 U. .
De nicdo 3.1.4 (Folhas) As classes de equivaléncia da relacaséo chamadas folhas de

Da de nicao segue que uma folha Be € um subconjunto dé conexo por caminhos. Se
€ uma folha d&= e ?— @ , entdo existe um caminho de pladas-eee—Ual que? 2 U; e
@2 U. . Como as placadgsao conexas por caminhoblg\ Ug 1 < ; , segue qué&[ *={ U.

€ conexo por caminhos, logo existe um caminho continuo digando? a @

3.1.2 Exemplos de Folheacbes

Devido a complexidade e a falta de ferramentas para provar que certos exemplos séo de
fato folheacdes, a rmaremos o seguinte resultado crucial para os exemplos que ilustraremos. Todc
esse embasamento tedrico sobre os exemplos de folheacdes podem ser encontrados no livro c
Camacho [1].

241

Proposig&o 3.1.1As curvas de nivel de uma funcdo contiriide nida em um abertd ~ R?
gue tenha gradiente que ndo se anula de nem uma folheacdo, e as componentes conexas da

curvas de nivel séo as folhas dessa folheacéao.
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Tendo em maos técnicas de analiseRip esse resultado seria um caso particular de
aplicagdes que possuem diferenciais sobrejetoras. Com estudos em variedades diferenciaveis, iss

tudo seria um caso particular das submersoes.

Folheacdes também aparecem no estudo de equacdes diferenciais ordinarias e no estud
de distribuicbes no sentido do Teorema de Frobenius, um teorema muito importante e avancadc

na teoria de folheacdes.

Exemplo 3.1.1 (Folheacao por Espirais)As curvas que sao solugdes da equacao diferencial (em
coordenadas polare&el )
3A

— =Al R
3l

s&o as folhas de uma folheacdo B&n fOg. O circuloA= 1 é uma folha em torno da qual as

outras folhas se enrolam assintoticamente.

Figura 3.6: Folheagé&o por Espirais
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Exemplo 3.1.2 (Folheac&o por HipérbolesSeja* o complemento, erR?, do conjuntos de
pontos conG=0eH 0. Como* ¢é aberto deR?, entdo é variedade e é de Hausdor. As
componentes conexas das curvas de nivel da func&o! R?de nida pori :G—H= GH&o as
folhas de umafolheacdo eém que é ilustrada pela gura3.7. Veja que o conjuht@ homeomorfo

ao R?. E possivel, também, colocar varias hipérboles se curvando assintoticamente em cada

uma das retas que passam pela origem. Como ilustra a imagem 3.8.

Figura 3.7: Folheacéo por Hipérboles

Figura 3.8: Folheacé&o por Hipérboles
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3.2 Topologia das Folhas

Veremos agora um resultado sobre a topologia das folhas que néo se revela muito intuitivo.
Em uma folha de umafolheacdb de" podem ser de nidas duas topologias: a de subespaco
(induzida por' ), e aintrinseca, gerada pelas placas geo sentido da Proposicéo 1.5.1 enunciada

no capitulo 1.

A estrutura intrinseca de cada folhade uma folheacdb induzida pelas cartas de é
construida da seguinte maneira. Dado um p@n2o , seja'*—i °uma cartad& talque? 2* ,
eixo=*, *, R R 7, emque 1e* ,sdobolas abertas dRTeR~ =, respectivamente.
SejaU a placa dé¢ que contén®?. De nindoi =1t —i.°emquei ;:* ! R, ip:* | R =
denimosi :U! *; R pori =ijy. Eclaroqué :U! R~éum homeomor smo, ja que

i 1P =*4 f OgparaalgunD 2 * ,. Veremos que 0 conjunto:
B =flUu+°jU é placadé com*—i°2F g
€ um atlas de dimens&ode . Resumimos o que foi dito no seguinte teorema:

Teorema 3.2.1 (Topologia das Folhaspeja" uma variedade folheada por uma folheagao
de dimensae. Cadafolha deF de dimensae possui estrutura de uma variedade, na qual os

dominios das cartas locais sédo placaskle

DemonstracaoE su ciente mostrar que seJ ©, 1Vk°estdoenB eU\ V< ;,entdd U\ P
ek!U\ \° sdo abertos d&®™, e o mapa de transicdo i 1 :itU\ VW ! KkiU\ W éum
homeomor smo. Primeiro, mostramos qua V é aberto enU e emV. Sejam!*—i © e 1+—K°
emF tais quei = iiju ek = kijy. A partir da condicéo 3.1, temos qke i 1G-H =
1 1G-H! 1% comiG-H2 R= R° ~=. Em particular, dado qué\ V< ;, temos:

k i 1G-®=1 1G-% ,1100=1 ;1G-% O (3.2)

Comok *W * 0 = kK*¥ \ +\ \P =Kk* \ +0\1 R f 1g%%i U\ +°=j * \ +°\1 R* f 0g°,
a partir de (3.2) obtemos:1V\ *°=i k likitVy\ *o0=j K ligkix \ 40\1 R= f 1go°
i ™\ +9\1 R™ f 0g°=1itU\ +° ousejav\ * U\ +. Analogament&J\ + V\ * logo
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U\ V=U\ + =V\ * _ Isto prova quéJ\ Vé aberto entJe emV.

Comoi ek sdo homeomor smos obtemos quéU\ W ei U\ \W sdo abertos dB™.
Isto de ne a estrutura intrinseca de A demonstragéo de que as folhas possuem base enumeravel
sera omitida. A topologia de associada ao atld® de nido é tal que o conjunto de todas as

placas ddJde comU , constitui uma base de abertos de

Essatopologia intrinseca em uma folhgem geral, ndo coincide a topologia de subespaco
de" . Umarazao para isso €, por exemplo, que a follp@de eventualmente encontrar o dominio
* de uma cartd*—i ° 2 F em uma sequéncia de placds-°-,n que acumulam em uma placa
U . Ou seja, qualquer vizinhanga deontém um namero in nito de placas de e, portanto,
nao é localmente conexa na topologia induzidd'ppenquanto na topologia intrinsecaé uma
variedade e, portanto, localmente conexa. O exemplo 3.2.1 da folheacdo de um toro bidimensional

esclarece a ideia.

Exemplo 3.2.1 (Folheacao do Toro)

Sejalf uma Folheac&o dB? gerada pelos niveis da fun¢c@®G—-H= 0G 1Hcom0O-12 R
constantes ndo ambas nulas, e geja folheacdo dd&?s Z2 induzida pela projecao dé . Iremos

a rmar o seguinte:
0 ~ . o
a) Casoi 2 Q, entdo toda folha é homeomorfa 85, com a topologia intrinseca. Neste caso
a topologia intrinseca coincide com a de subespaco.
0 ~ . R o
b) CasoI 8 Q, entéo toda folha € homeomorfaRa com a topologia intrinseca, e densa em

R2.Z2. Neste caso a topologia intrinseca n&o coincide com a de subespaco.

N&o iremos provar as propriedades desse exemplo, mas a mencao dele é muito frutifera

para um maior entendimento sobre a topologia das folhas. A Figura 3.9 ilustra bem o exemplo.
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Figura 3.9: Folheacgbes Racional e Irracional do Toro; Fonte: Wikipedia (Adaptado)

Ao contrario do Exemplo 3.2.1, no plano, temos:

Proposicéo 3.2.1 (Folhas Fechadas e Ndo CompactasikR) SejaF uma folheagdo ddR?,

toda folha de= é fechada & n&o possui folhas compactas.

Nao faremos a prova dessa Proposi¢ao, por apresentar um elevado grau de di culdade e se
necessario ferramentas avancadas de equacdes diferenciais (Teorema da Existéncia e Unicidac
de EDO), mas é deixada como exercicio na pagina 62 do livro do Camacho [1]. Essa Proposicao
tem enorme grau de importancia na demonstracéo do Teorema Principal 3.3.3 de André Hae iger

e Reeb.
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3.2.1 Espaco de Folhas

Seja" = uma variedade folheada por uma folhea€dade dimensde- Y <. O espaco
de folhas dd= , " *F , é 0 espaco quociente de sob a relacdo de equivaléncia que identi ca
dois pontos dé¢ se eles estdo na mesma folhaFde A partir da de nicdo de folha, ca claro
gue essa relacdo coincide com a relacade nida na Secéo anterior. ErfhF , adotamos a
topologia quociente. A topologia de<F €, em geral, muito complicada, possivelmente ndo

sendo Hausdor , como no caso da folheac&o de Reeb 3.3.2.

Seja " . A saturacdo de emF é de nida como:
F10°o=fG2" jG H-paraalgumH2 ¢

Sec:" ! " eF ¢éaprojecao para o quociente, temos que,

%)

F1o0o=¢ lic1 oo=
Q@

em que cdenota a folha que conté@
Proposicao 3.2.2 (Aplicacdo Aberta)O mapa quociente € uma aplicacéo aberta.

DemonstracaoPerceba que se mostrarmos que a satura¢tc® de um aberto de" é aberto,
entdo mostramos a Proposicdo. Sejad F * °, de um aberto e, a folha que passa p&.
Entdo, \ <;,ese@2 \ ,entdo existe umcaminho de plats «<+—Ual que@?2 U; e
? 2 U.. Suponha que caddy seja uma placa degcom®™ o-i 2 F ,eseja g* °=*9 * P

(9= 1-+++)em quer §e* Psdo discos abertos eRT e RS =, respectivamente.

Suponha que, para alguth2 fl—eee—g existe umG 2 Ug que possui um vizinhanca
abertar 1 F 1 °\ * £ Comoig:*g! *9 * %% umhomeomorsmoj g!+° é aberto de
*0 *WVentdose, 1 * Y * P * Pfor a projecdo na segunda coordenadade= ¢, i g,
entdo,c, 11 21+°° é aberto de 3 * 3 Por outro lado, = i g'tc,!ti §+9°° é aberto e
U , 9 F1 2\ *gtambém, e assinig esta no interior dé&= * °. Veja a gura 3.10.
Agora, basta notar que, comoé aberto,U; esta no interior d& * °, entdoU; \ U, também

esta no interior dé- 1 ° e, procedendo por inducdo, existe uma vizinhangade U, tal que
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U , 2 F 1 ° Repetindo esse processo 1 vezes, prova-se indutivamente dueesta no

interior deF 1 © e, portanto, qu& ! ©° é aberto.

Figura 3.10: Diagrama da Proposicédo 3.2.2

3.3 Espaco de Folhas de uma Folheacao do Plano

Agora, estamos com quase tudo nalizado para entender o resultado principal que motivou
este trabalho. Acho importante ressaltar a imensa di culdade de encontrar uma demonstracao,
desse Teorema 3.3.3, feita no contexto desse trabalho, visto que ndo ha literatura acessivel sobr
este Teorema. Mas antes de prosseguir com a prova, vamos enunciar dois Teoremas necessari

para sua demonstracao.

Teorema 3.3.1 (Teorema da Curva de Jordan)Seja uma curvd fechada sem auto-intersec
-¢cBes no plandR?. Entdo, o complementB? n , consiste exatamente em duas componentes

conexas, uma limitada e outra ilimitada.

Ino sentido de ser imagem de uma funcdo continua de nida em um intefralb;
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Combinando o Teorema da Curva de Jordan 3.3.1 com a Proposi¢do 3.2.1 das folhas
fechadas e ndo compactas, é possivel provar que cada folha de uma folheacio F do R? separa o

plano em duas componentes conexas.

Teorema 3.3.2 (Poincaré-Bendixon) Seja ,* 1” uma carta trivializadora de uma folheacdo F
do R2. A imagem por i da interseccdo de * com qualquer folha ou é o ; ou é uma linha

H = constante.

O artigo de George Reeb e André Haefliger estabelece uma bela conexao entre folheacoes
do plano e variedades unidimensionais nao Hausdorff [2], que surgem naturalmente como espacos
de folhas dessas folheagGes. Desde sua publicacdo, essa teoria abriu caminho para diversos
resultados relacionados a sistemas dinadmicos e folheacdes do plano e de variedades 2-dimensionais.
Na literatura, o principal teorema deste artigo tem sido comumente referido como a teoria de

Haefliger-Reeb ou "um resultado cldssico de Haefliger e Reeb".

O resultado principal deste trabalho contemplara justamente essa bela conexao, que € uma
consequéncia essencial do Teorema de Poincaré-Bendixson, do Teorema de Jordan e da reciproca

do Lema 2.3.1.

Teorema 3.3.3 (Resultado Classico de Haefliger e Reeb) Seja F uma folheacdo de R%. O es-
paco quociente + de R?, pela relacdo de equivaléncia associada a folheag&o, é uma variedade

unidimensional (possivelmente ndo-Hausdor [) & simplesmente conexa.

Demonstracdo. Como R? é conexo e tem base enumerivel, segue que + também é conexo e
possui base enumerdvel (pois € uma aplicacdo aberta). Para mostrar que + ¢ uma variedade
unidimensional, € suficiente mostrar que todos os pontos | em + possuem uma vizinhanga aberta
homeomorfa a R. Seja c : R> ¥ + a projecio candnica; a folha ¢ !,1” encontra com pelo menos
uma carta trivializadora *3. Veja que devido ao Teorema 3.3.2 a projecao C restrita ao dominio *j se
comporta como uma proje¢ao a segunda coordenada, pois *3 € uma carta trivializadora e a relagao

, restrita a ™, identifica cada H = 2 e somente ela, com o ponto f2g em R (veja a figura 3.3). Jd que
¢ é uma projecdo aberta, entdo C,*;” € uma vizinhanga aberta de ¢, 1”. Visto que 1,*;" =+ R2,
C,,,+” € homeomorfo a R e, portanto, existe uma aplicacdo K : ¢,,*3” ¥ c,,1,>"” que induz um

homeomorfismo de €, ™;” em R para todo ponto | 2 +, isso prova que + é localmente euclidiano.
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O complemento de qualquer folha, que é um subconjunto fechado de R?, tem duas compo-
nentes conexas devido ao Teorema da Curva de Jordan 3.3.1. Portanto, o complemento de qualquer
ponto em + também tem duas componentes conexas. Sabendo que + € variedade unidimensional,
a propriedade dita € equivalente ao fato de que + € simplesmente conexo, veja 2.3.1.

UA, Youd  AOW Q}mrkr
. &A‘ﬁ%o@

U x ) a)eﬂ}e
= UZ)UH e&%ﬂ(’w OKM!Y\W\«M ::‘\ efw}i\) P J
—— 5 Ayl g
—] U; / _—— Uz Ua_
T T
: U X __ﬁ Zc TH)
@ \ \77 /_ 12
———— | > B

&

\f

pULWIRVE §

Figura 3.11: Cartas Trivializadoras de uma Folheagio do R?

Agora mostraremos alguns exemplos de espacos de folhas gerados por folheacdes do R? e

veremos que a vasta maioria sao variedades nao-Hausdorffs.

3.3.1 Exemplos de Espaco de Folhas

Exemplo 3.3.1 (Espaco de folhas da Folheacao Trivial) O espaco de folhas da folheacéo trivial
ja mencionado no inicio do capitulo é o caso mais simples. O espaco quociente dessa Folheacdo
é 0 proprio R. Veja que, em verde, figura 3.12, estd uma maneira de entender intuitivamente a

variedade unidimensional gerada pela folheagdo do plano.
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Figura 3.12: Espaco de Folhas Trivial

Exemplo 3.3.2 (Espaco de folhas da Folheaciao de Reeb) .

Seja F uma folheacdo de R? em que as folhas séo linhas verticais para 6 louG j 1,
epara 1 G 1 asfolhassao as curvas de nivel da funcéo 5,6” = 4"ﬁ" , 2. Seu espaco de

folhas € homeomorfo a Ramificagio Simples 2.2.2a).

Figura 3.13: Espaco de Folhas de Reeb

Vamos analisar cuidadosamente omotivodeG; = 1eG, = 1 serem pontos de ramificagoes.

Primeiro, veja que um aberto que contém a folha G; é um saturado F, " tal que ¢é um aberto
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Figura 3.14: Ramificacdes do Espaco de Folhas de Reeb

que intersecta essa folha (vimos pela Proposi¢édo 3.10 que o saturado F, " de um aberto €
um aberto). Agora, perceba que, dado um aberto  que intersecta a folha G,, F, " tem sempre
interseccdo ndo-vaziacom F,, 7, vejaafigura 3.14. Logo a imagem pela ¢ (que é uma aplicacdo
aberta) desses saturados abertos vao ser vizinhangas abertas de G; e G, e, portanto, sdo pontos

de ramificacdes.

Exemplo 3.3.3 (Espaco de folhas da Folheacao Hiperbélica) Seja F a folheacdo hiperbdlica
do exemplo 3.1.2. Veja que seu espaco de folhas R> F é homeomorfo & Estrela de quatro pontas
sem um ponto de ramificacdo. Esse exemplo ja deixa mais evidente em como as folheac¢es podem

ter espaco de folhas um pouco mais complicados.

—
=

S~
-
X;///; —_—
/,s\

’\\
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Xz

Figura 3.15: Espacgo de Folhas Hiperbdlico
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