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RESUMO

O presente trabalho, refere-se a apresentacdo e comparagdo quanto aos métodos numéricos
regra de Simpson composta e adaptativa, na resolucdo de uma integral. Neste contexto, foram
apresentados os conceitos de interpolacéo, do erro de truncamento e da quadratura adaptativa,
sendo implementado na interface do matlab, algoritmos do tipo Simpson convencional e
adaptado, nesta ordem, para auxiliar nos computos. Assim, foi exibido o resultado de uma
integral definida ndo contextualizada, a qual teve inicialmente sua solucéo fornecida através do
mecanismo computacional denominado Wolfram|Alpha. Seguidamente a integral teve sua
resolucdo por meios numéricos, concedendo uma andlise quantitativa utlizando a
fundamentacéo tedrica do erro relativo, o qual indicou para o senario abordado que a regra de
Simpson adaptativa se apresenta mais eficiente tanto na acuracia quanto na convergéncia a

menos de uma tolerancia requerida.

Palavras-chave: Métodos numéricos, Regra de Simpson adaptada, Quadratura adaptativa.

ABSTRACT

The present work refers to the presentation and comparison of the numerical methods,
Simpson's rule, compound and adaptive, in the resolution of an integral. In this context, the
concepts of interpolation, truncation error and adaptive quadrature were presented, being
implemented in the matlab interface, algorithms of the conventional Simpson type and adapted,
in that order, to assist in the calculations. Thus, the result of a non-contextualized definite
integral was displayed, which initially had its solution provided through the computational
mechanism called Wolfram|Alpha. Afterwards, the integral was resolved by numerical means,
granting a quantitative analysis using the theoretical foundation of the relative error, which
indicated for the analyzed scenario that the adaptive Simpson's rule is more efficient both in

accuracy and in convergence to less than one tolerance required.

Keywords: Numerical methods, Adapted Simpson's rule, Adaptive square.



1 INTRODUCAO

E essencial citar que a utilizagdo analitica é uma das ferramentas mais utilizadas para a
resolucdo do célculo de integrais. Ainda assim, existe situacbes em que a resolucao analitica
ndo apresenta o caminho mais adequado, em razdo do célculo de fungdes transcendentes
apresentarem alta complexidade, ou até mesmo a impossibilidade de se obter a sua resolucéo.
Levando em consideracéo isso, deve-se pontuar a existéncia de outros métodos que possibilitem
uma solucdo para a integral, apresentados como métodos numeéricos. Uma das técnicas que sdo
utilizadas, denomina-se como Regra de Simpson (RS), em sua configuracdo simples (RSS),
composta (RSC), e adaptada (RSA), as quais estabelecem um valor aproximado para a integral
a menos de uma precisdo requerida (SPERANDIO, MENDES E SILVA, 2003).

Dissemelhante com a integracdo numerica convencional, a qual se utiliza uma
determinada amplitude h, a integracdo numerica adaptativa, procede-se sem se preocupar em
fornecer o espagamento h, dessa maneira sdo estabelecidos os algoritmos de quadratura
adaptativa. Nessa circunstancia o objetivo desse método, é calcular o valor da integral, sendo
gue nos trechos onde a funcao apresenta elevado grau de variacdo, o nimero de subintervalos
sera maior, comparado com as areas que possuem pouca variagdo. Assim o0s algoritmos de
quadratura adaptativa, sdo estabelecidos para fornecerem uma precisdo que esteja dentro de
uma toleréncia (SPERANDIO, MENDES E SILVA, 2003). Portanto, o presente trabalho ird

ilustrar uma integracdo adaptativa, com base na regra de Simpson.



2 INTERPOLACAO

A interpolacdo se da por meio de uma das técnicas mais antigas, no que se refere o
estudo do célculo numérico. Antes do advento computacional, o processo de interpolagéo era
amplamente aplicado no célculo de fun¢bes que demandavam amplo esforco por parte humana,
visto que fungdes trigonométricas, hiperbolicas, exponenciais e logaritmicas, apresentam alta
complexidade para a sua resolugdo analitica. Nesse contexto, utiliza-se dessa técnica para
auxiliar na resolucéo de fungdes de elevado grau de dificuldade, ou quando ndo se dispde de
sua formulagio analitica (CLAUDIO E MARINS, 1994).

Sejam (n + 1) um conjunto finito de pontos distintos: xg, x4, ..., X, contidos em um
intervalo [a, b]. Conceituar interpolacdo de uma funcao f(x), baseia-se em definir uma funcéo
polinomial P(x) de grau menor ou igual a n, que vai ser uma nova funcéo e uma aproximacao
da funcéo dada, onde deve-se possuir a condicédo de interpolacdo que diz que P(x;) =y;, i =
0,1,2,...,n . Nesse cenario, substituir funcbes de elevado grau de dificuldade por um
polinémio pode representar a melhor solucdo para o calculo, visto que as aproximacdes por
polinémios sdo facilmente computaveis, suas derivadas e integrais sdo novamente polindmios,

suas raizes podem ser encontradas com relativa facilidade (BARROSO, 1987).

Figura 1 - Representacéo através de uma funcdo genérica y = f(x) (cor azul) por um polinémio interpolador
de grau 5 P;(x) (cor preta), o qual mostra geometricamente o processo de interpolagéo.

y=fx)

(X4_, y4-)

(%0, Yo0) (x2,¥2)

(tsr5) (s, ys)

(x1, 1) Ps(x)

Xn X1 X X2 Xa Xe
Fonte: Adaptado (RUGGIERO, 1996)



2.1 INTERPOLACAO DE LAGRANGE

Para o polindmio interpolador de Lagrange, onde serdo conhecidos (n + 1) pontos
distintos de uma funcdo y = f(x) (BURDEN E FAIRES 2016).

2.1.1 Obtencéao da Férmula

Sejam xg, x4, ..., X, (n + 1) um conjunto de pontos distintos, tendo y; = f(x;), i =
0,1,..,n e B,(x) um polinbmio que possua 0 seu grau sendo < n que interpola f em

Xo, X1, .-, Xy TENdO €M vista isso, representa-se P, (x) na forma (RUGGIERO, 1996, p. 216):

P,(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + =+ + YL (x) (1)
ou ainda:
P = ) L) @
k=0

no qual os polinémios L, (x) séo de grau n.

Em relagdo a condicdo de interpolacdo P,(x;) = y;, a mesma deve ser satisfeita para

cada i, isto é:
P,(x;) = yoLo(xy) + y1 L1 () + - + YLy (x;) = y; 3
Para tal objetivo, a forma mais simples de instituir a condicéo € estabelecer:
0, k+i
Li(xy) = {1, K= i (4)

dessa maneira, define-se L, (x) por:

(x = x0) (x = xq) oo (X — X)) (6 = Xpegg) o (x — %)
(ke — x0) Qg = x0) v (g — Xp—1) (e = Xpege1) o Qi — x)

- (x ~ xj)
L) =| |—%
k() L[(xk ") (6)

Jj#k

Li(x) = Q)

para mais;

Vale acentuar que como o numerador da expressdo L (x) é um produto de n fatores do
tipo: (x — x;),i =0,1,2,...,n, i # k, logo L, (x) é um polindmio de grau n, posto isso, P, (x)

é um polindmio < n. De mais a mais, para x = x;, i = 0,1, ..., n; obtém-se:

P) = ) Yl () = yili() = ©
k=0

assim sendo, substituindo (6) em (2), tem-se (RUGGIERO, 1996):



P(X)—Z}’kl_[(xk_ 1) (8)
];tk

Em vista disso, a formula (8), representa a expressao analitica que define o polindmio

interpolador de Lagrange de grau n.
2.1.2 Erro de Truncamento da Interpolagéo de Lagrange (Erp.g)

Seré indicada uma expressdo que defina o erro de truncamento para a interpolacéo de
Lagrange, sendo dados (n + 1) pontos de uma determinada funcdo y = f(x), entdo segue
(BARROSO. 1987):

ErpLg (x) = (x —x9)(x —x1) .. (x—2x,).4 9)
onde A é um parametro a determinar, e
Erprg (X) = f(x) — B(%) (10)

sendo que x representa o valor a ser interpolado, ou seja, o calculo esta sendo feito
especificamente nesse ponto. Segue-se:
B,(%) =ag+a;x+ -+ a, %, (11)
indica-se o parametro A decorrente da seguinte funcao auxiliar:
G(t) = f(t) — P (t) — Erpg(t) (12)
Nos pontosn + 2 : xy, x4, ..., X, € X, @ fungdo G (t) anula-se. Portanto, de acordo com o
Teorema de Rolle (Anexo A), a derivada da expressao a seguir é verdadeira:
GV =0 (13)

para pn € (xq, Xp)-
Derivando G (t), n + 1 vezes, segue:

GV = FOHU() — (n+ D! A (14)
tornando t = p, tem-se:
GG = FMHD(QW) - (n+ 1DIA=0 (15)
logo:
_ W 16
 (n+1)!
por fim, substituindo o valor do parametro (16) em (9), tem-se (Barroso, 1987):
£ (W
ETPLg(x) = (x —x0)(x —x1) ... (x—xy) m 17

Portanto (17) representa o erro de truncamento da interpolacdo de Lagrange.



3 INTEGRACAO NUMERICA

Para a compreensao sobre o estudo de integracdo numeérica, necessita-se primeiramente
do conhecimento acerca do &mbito do célculo diferencial e integral, onde a defini¢do aborda
que existe uma funcédo f(x), a qual deve ser continua em um intervalo [a, b], esta fungdo possui
uma primitiva inclusa no intervalo que foi citado, isto é, existe um F(x), tal que F'(x) = f(x).
Diante disso, a integral definida € dada por (GUIDORIZZI, 2001):

[ re0ax = r) - r@ (19

Entretanto, existem casos e?n que a primitiva F (x) é desconhecida, assim como a fungéo
integrando apresente alta complexidade no que tange a sua forma analitica, ou ainda,
desconhecida, possuindo apenas valores tabelados (BARROSO, 1987, p. 205).

Ante 0 exposto, deve-se mencionar a existéncia de técnicas para a obtencdo de uma
solucéo para a integral, denominando essas técnicas como métodos de integragdo numérica, a
qual possibilita a determinacdo de um valor aproximado para a integral f(x) tratada. Acerca
desta analise, Newton-Cotes desenvolveram uma metodologia em geral para as férmulas de

integracdo, o estudo ird apresentar em particular a regra de Simpson.
3.1 REGRA DE SIMPSON SIMPLES (RSS)

Para a RSS, utiliza-se a formula de Lagrange para designar a aproximacéo de uma fungéo
f(x) (ver naequacédo 8) por um polindmio interpolador de grau 2. Sendo que o P, (x), interpola
0 f(x) nos pontos nos pontos x, = a, x; = x, + h e x, = x, + 2h = b (ver Figura 2).

Figura 2 - Representagdo geométrica da Regra de Simpson Simples (RSS)

Y

Xo = a X1 = X9 +th x,=xy+2h=b X

| h 1 h 1
Fonte: Adaptado (CLAUDIO E MARINS, 1994)




Sendo assim, empregando o polindmio interpolador de Lagrange para n = 2,
dispde-se (RUGGIERO, 1996, p. 302):

Py(x) = yoLo(x) + y, L1 (x) + y,L,(x) (19)
assim como:

_ x])
Li(x) = 1_[ (v —x)) (20)
]:#k

sendoi=0,1,2
Posto isso, segue:

P, (x) = (x —x1)(x — x3) (x — x0) (x — x3) (x — x0)(x — x1) 21)
? Yo (x0 — x1) (g — x3) 7 (21 — x0)(x1 — x2) Y2 (x5 — x0) (3 — x1)
para mais, tem-se:
(x — x1)(x X3) (x —x0)(x — x3)
P =
(22)
(x — x0) (x — xl)f(x )
2h)(h) ?
Por conseguinte, integrando (22), segue:
b x2=b
f fx) = f Py(x) dx = Ipgs (23)
a Xo=a
Substituindo os valores de P,(x) em (23) obtém-se:
x *2 (xq) [*2
Irss = %f (x — x)(x — x3) dx — fh21 J. (x —x0)(x — x3) dx
f (x2) 9
X2
+L22 f (e = x)Cx = 1) dx
utiliza-se uma mudanca de variavel em (24), segue que:
X —Xxo =zh = dx = hdz,
(25)
X =Xxo+ zh
e consequentemente:
X—x1=Xxg+zh—(xy+h)=(z—-1he
1 0 ( 0 )=(z ) (26)
xX—x,=(2z-2)h
determinado os limites de integracdo, segue-se que:
XxX=Xx0,z=0x=x,z=1lex=x3,z=2 (27)

empregando os valores de (27), (26) e (25) em (24) obtém-se:



Iss = f(’;")hfo (z = 1)(z - 2)dz — f(xl)hfo 2(z — 2)dz
, (28)
+ f(xZZ)hfo z(z—1)dz
Resolvendo as integrais em (28) obtemos a (RSS):
Xy h
[ Fe0 = FIFG) + 4G + £ = s 29
conclui-se que (RUGGIERO, 1996):
h
Irss =5 [f(@) + 4f (@ +h) + £(b)] (30)

Onde Izss € denominada a representacdo da regra de Simpson simples no que tange a
representacdo da sua formulacdo analitica. Além disso, vale acentuar a utilizacdo de técnicas

analiticas com o objetivo de representar uma técnica numerica.
3.1.1 Erro de Truncamento da Regra de Simpson Simples (Ergss)

Para a determinacdo do E;pss, deve-se utilizar a integracdo de P(x) relativo a

aproximacdo polinomial do Erp,,4 (ver na equagdo 17). Ademais, considerando novamente a

integral variando de x, a x,, valores conhecidos em (27). Dessa maneira, toma-se (BARROSO,
1987):

X2
E7gss :f ETLg(x) dx (31)
Xo

Por conseguinte, empregando (17) em (31), tem-se:

(Y
3]

Ernss = f (o — x0)(x — x) (x — %), dx (32)

De modo analogo ao céalculo para a obtencdo da (RSS), utilizaremos os valores de (25),
(26) e (27) em (32), tem-se:

AW

3 hdz (33)

2
Errss = f zh(z — 1)h(z — 2)h.
0
segue que:
h4 2
Brss = = fOW [ 26-1D-2) dz 34)
0

Apos a resolucdo do item (34), verificou-se que o valor obtido foi E;zgs = 0, isto é,

constatando-se que o erro de truncamento da (RSS) ndo depende do residuo do segundo grau.



Perante 0 exposto, analisa-se a utilizacdo de um residuo menor que o anterior, no caso n = 3.

Portanto, temos:

& @ W
Fress = [ (o= x)Ge = 1) = )= ) L @)
X0 '
utilizando a mudanca de variavel em (35), chega-se a:
h5 2
Brass = 52 /OW [ 26— 1D -2 -3) ¢z 36)
0

Conclui-se que apos a resolucédo de (36), encontra-se o erro de truncamento da regra de

Simpson simples (BARROSO, 1987):

h5
Ergrss = —%-f(“)(u) (37)

ondea < pu<b.
3.2 REGRA DE SIMPSON COMPOSTA (RSC)

Na definicdo a seguir para a RSC, substitui-se o intervalo de integracéo [a, b] em n
subintervalos iguais de amplitude h (ver Figura 3), sendo que para cada par de subintervalos
devemos aplicar a RSS. Vale destacar, que a regra a seguir possui como restricao que o numero
de n intervalos devem sempre ser par (BARROSO, 1987, p. 217).

Figura 3 - Representagdo geométrica da Regra de Simpson Composta (RSC)

Fonte: Adaptado (CLAUDIO E MARINS, 1994)



Para determinamos o nimero de subintervalos n e a amplitude h, utiliza-se a seguinte

expressao:

e os pontos serdo: x;;i = 0,1, 2, ...,n.

Sendo que os pontos sdo igualmente espagados, assim, segue-se:

b
Irsc = f f(x) dx (39)
a
deve-se substituir f(x) por n subintervalos representados da forma Iss (ver na equacédo 30):

h h
Irsc =3 [f (xo) +4f (x) + f(x)] + 3 [f(xz) +4f (x3) + fx )] + -

B (40)
+ 3 [f () + 4f Gtna) + £ Cxn)]
define-se a regra de Simpson composta da seguinte forma (BARROSO, 1987):
h
Insc = 3 [f(x0) +4f (x1) + 2f (x2) + 4f (x3) + 2f (xa) + -+ + 2f (xn2) @1

+4f (xn-1) + f(xn)]
3.2.1 Erro de Truncamento da Regra de Simpson Composta (Ergsc)

Com a finalidade de atingir o (Epgsc), deve-se efetuar a soma de todos os erros
cometidos a cada aplicacdo da (RSS) (ver em 37), isto € (BARROSO, 1987, p. 218):
n/2
Ergse =E1 + By + Es + -+ Epjy =ZEl- (42)

=1
no qual E; é o erro de integracdo numérica no par de subintervalos cujos extremos sdo:
[X2i—2, X2i—1] € [X21-1, X3;]
Acrescentando (37) em (42), apresenta-se:

n/2

—h°
Frese = ) 5o~ fO) (43)
i=1

sendo x5, < Wi < Xy

Pela continuidade de f™ (x), existe p € [a, b], tal que:

n/2

5 FO = z £ ) @4)

Incorporando (44) em (43), tem-se:



_ h5
Ergrsc = m nf (4)(H) (45)

como;
b—a
h = - (46)
entdo (BARROSO, 1987):
—(b—-a)®
Ergsc = “180nt F® W (47)

sendoa<u<bhb

Por conseguinte (47) representa a formula tedrica do erro de truncamento para a regra
de Simpson composta.



4 INTEGRACAO NUMERICA ADAPTATIVA

Acerca das técnicas supracitadas RSS e RSC, as quais sdo utilizadas quando a funcéo
integrando f(x), possui variacdo suave ao longo do seu intervalo, contudo, é de conhecimento
que existe fungdes que apresentam um elevado grau de variagdo no intervalo. Diante disso,
deve-se apresentar 0os métodos de quadratura adaptativa, 0s quais sdo estratégias iterativas que
proporcionam a melhora dos resultados de um determinado problema. Diferente dos métodos
RSS e RSC que possuem espacamento h (constante), as abordagens adaptativas possuem maior
eficacia na acuracia, devido ela agir em regides que necessitam de algum refinamento, ou seja,
variando a dimenséo dos subintervalos, proporcionando uma maior dindmica computacional na
implementacao deste processo (SPERANDIO, MENDES E SILVA 2003).

4.1 REGRA DE SIMPSON ADAPTATIVA (RSA)

Com a finalidade de alcancar uma aproximacao mais precisa para a integral no intervalo
[a, b], a regra de regra de Simpson adaptada se torna uma alternativa para a implementacéo do
algoritmo numérico adaptativo. Levando em consideragcdo que a funcdo possua tanto regides
com grande variacao funcional como regibes com pequena variacdo, tendo vista isso, pode-se
partir de um erro pré-estabelecido e adaptar o tamanho do degrau para as necessidades de
variacdo. O célculo deste erro pode ser atingido através da aproximacao de uma f: f(x) dx
com uma tolerancia € > 0. Onde necessita-se aplicar primeiramente a primeira regra de

Simpson (ver na equagdo 30) com o tamanho da amplitude h, sendo h = b;—a Assim, temos

(BURDEN E FAIRES 2016, p. 244):

b h5
| 760 ax = 5@y - 550 “)
para algum p em (a, b), no qual:
S(a,b) = 2 [f(a) +4f(a+ b) + (b)) o)

Ademais, 0 passo a seguir requer a determinacdo de uma aproximacao de precisao que

ndo requeira f“ (u). Nessa circunstancia, deve-se aplicar a RSC (ver na equagdo 41), comn =

4 e tamanho da amplitude sendo % = ?, 0 que gera:



fbf(x)dx— [f(a)+4f<a+;l>+2f(a+h)+4f(a+3 )+f(b)]

(50)
-() %5
2/ 180 °
para qualquer fi em (a, b). Simplificando a notacéo, obtemos:
a+b
S(a,—) 3 [f(a)+4f(a+ )+f(a+h)] (51)
e
a+b
S( L ) 6[f(a+h)+4f(a+ )+f(b)] (52)
Sendo assim, a equagéo (50), poder ser reescrita da seguinte forma:
b a+b a+b
= RS 4
faf(x)dx S(a, 5 >+S( 3 ,b) 16< >f (M) (53)

A estimativa do erro € calculada assumindo-se que u ~ f{i, ou, mais precisamente que
F® (W) =~ F®(ji), sendo que o sucesso desta técnica depende da precisio dessa suposi¢io. Se

ela é precisa, entdo devemos equacionar as integrais nas equacdes (48) e (53) que ird implicar:

S(a,a;b>+5(a;b,b> 116< > fO@@ =~ S(a, b)—— f® W (54)
assim sendo
Z—(S).f(“)(u) z%[S(a,b)—S(a+aZLb>—S(a;b,b)] (55)

a utilizacdo dessa estimativa na equacao (53) produz a estimativa de erro.

(a’a;b>_5(a;b'b> 116< >f(4)(”)

1 a+b a+b
z_|S(a‘b)_5<“' 2 >_S( 2 ’b>|

(56)

a+b

O resultado encontrado enfatiza que S (a —) + S (— b) aproxima f: f(x) dx

cerca de 15 vezes melhor do que concorda com o valor conhecido S(a, b). Assim, se:

+b +b
|S(a,b)—5<a+aT>—S(a ; ,b>| < 15¢ (57)

espera-se ter:

abf(x)dx—5<a,a;b>—S(a;b,b> <e (58)




a+b
S(a, )+S

(a+b b)
2 2’

é aceito como uma aproximacao precisa o suficiente de fabf(x) dx (BURDEN E FAIRES

2016).

4.2 ALGORITMO ADAPTATIVO BASEADO NA REGRA DE SIMPSON

Nesta secdo, serd apresentado como forma de fluxograma as etapas para a utilizacdo
do algoritmo, o qual serd implementando para a regra de Simpson (BURDEN E FAIRES 2003).
Para a aproximacao de uma determinada integral f: f (x) dx dentro de uma tolerancia

dada, deve-se primeiramente definir uma entrada que é apresentada no passo 1, a resolucdo da

integral por meio da regra de Simpson composta e adaptativa nos passos 2 e 3 respectivamente,

e uma saida que é mostrada no passo 4:

eDefinir os extremos a e b; h
eDeterminar a tolerancia "TOL";
eEstipular o limite "N" para o nimero de niveis. )
~
e Aproximacao a partir do método de Simpson para o intervalo inteiro;
e AproximacGes sucessivas pelo método de Simpson sempre para a metade
dos subintervalos.
J
eAproximagdo a partir do método de Simpson adaptativo para o intervalo )
inteiro;
eAproximagoes sucessivas pelo método de Simpson adaptativo variando a
dimensdo dos subintervalos.
/
)
eAproximagao "APP" que a integral esta dentro de TOL, ou que N precisa ser
ajustado.
J

€g€dda



5 EXPERIMENTACAO NUMERICA

Para testar o método numérico para a regra de Simpson, serd apresentado a solucao
analitica de uma integral de um problema ndo contextualizado por meio da ferramenta
matematica Wolfram|Alpha, tal como a sua solu¢do numérica através da utilizacdo de uma

interface do programa Matlab, aplicando a RSC e RSA, a menos de uma precisdo requerida.

5.1 PROBLEMA

Calcular [ x%2 - (S — x) - (1 — e?*~D) dx, analiticamente e numericamente.
Para a figura 4 tem-se a exibicdo da imagem geométrica da funcdo f(x) = x%2 -
(g—x) . (1 - ez(x‘l)) no intervalo de [—0.5,2.5], sendo que a funcdo serad integrada no

intervalo de [0,1]. Verifica-se ainda, que no intervalo de [0,1], a funcdo apresenta um
comportamento abrupto.

Figura 4 — Imagem geométrica da funcéo integrando f (x) = x%2 - (g - x) - (1 — e2&=D) no intervalo
[-0.5,2.5]

1.5 T T T T T

0.5 5 i i i :
0.5 0 0.5 1 1.5 2 2,5
%

Fonte: Autoria propria (2022)



Vale salientar que a integral supracitada sera resolvida pelo teorema fundamental do
calculo (Anexo B), sendo que para a obtencdo do seu resultado, foi utilizado o Wolfram|Alpha

(Anexo C). Neste sentido, segue:

1 6
j x02 - (g - x) (1 — e?*=D)dx = 0,345727359282500 (60)
0

5.2 COMPARACAO DA INTEGRAL RESOLVIDA NUMERICAMENTE

Para a realizacdo da atividade, a qual retrata o desempenho comparativo entre 0s
processos citados, para buscar definir quais dessas tecnicas apresenta uma performance mais
significativa em relacéo a robustez e acuracia em circunstancias onde a fungéo apresenta regies
com amplas variacdes (ver, Figura 4). Ademais, é apresentado na Figura 5, 0 processo que

estima o erro relativo quanto aos resultados numericos comparados ao resultado analitico.

Figura 5 — Representacdo geomeétrica do erro relativo

10 T T, B L ELELN T ——

: — Simpson

Ad, (uadra,Simp,

&b leTehaadeTnsd bietobaTatsid bierubacaleiord b eTehnraleTesd b erohaaleierd bioruhazage v a WUMRER T o e, & b eTebaaleinsd bierobe:

Erro [{Exat—fAprox) / {(Exat)]

1 1

10 1 1 I S i o 1 (4 | 1 1 PR, WA | 1

10 100 1000 BO00
Numero de subintervalos [n]

Fonte: Autoria propria (2022)

No decorrer do processo apresentado na Figura 5, pode-se descrever a analise do
comportamento do erro relativo quando os resultados numéricos sdo comparados com 0

resultado analitico. Sendo assim, para uma estimativa de erro de 102, o método convencional



necessitou de aproximadamente 40 subintervalos para atingir o erro, enquanto que o método
adaptativo com apenas 10 subintervalos j& apresenta 0 mesmo erro. Logo mais, para uma
estimativa de erro de 10~*, o método convencional necessitou de aproximadamente 1200
subintervalos, sendo que o adaptativo precisou de aproximadamente 40 subintervalos, ou seja,
nota-se a mesma quantidade de subintervalos que o0 método convencional precisou para um erro
de 1072. Além disso, ja se percebe uma grande diferenca no nimero de subintervalos em
relacdo aos métodos a partir de um erro de 10~*. Em ultima andlise, 0 método convencional
ndo atinge o erro de 107° e 1078 na Figura 5, todavia 0 método adaptativo atinge o erro de
107% e 10~ em aproximadamente 300 e 700 subintervalos respectivamente.

Apds a obtencéo dos valores numeéricos na interface do programa Matlab, sera exibido
na Tabela 1, os resultados da integral, sendo mostrado o seu resultado analitico e seus resultados
numéricos, tanto pelo método convencional quanto pelo adaptado.

Tabela 1 — Resultados da integral analiticamente e numericamente
Integral exata = 0, 345727359282500
Integral de Simpson composta = 0,345724187395835
Integral de Simpson adaptada = 0, 345727359689493

Fonte: Produzida pelo autor com base nos dados (Matlab, 2022)

5.3 ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS

Posteriormente a execucdo do calculo previamente computado, a RSA apontou uma
maior acuracia para o célculo da integral empregada. Desse modo o erro relativo apresentado
na figura 5 é menor para a RSA do que para a RSC. Além disso, percebe-se na Figura 5 que
para determinar uma estimativa de erro de aproximadamente 1078, foi necessario subdividir o
intervalo de integracdo em aproximadamente 700 subintervalos para a RSA, enquanto que para
a RSC, levando em consideracdo a mesma estimativa de erro, mesmo com a subdivisdo de 6000
subintervalos, ndo houve a obtengdo da mesma acurécia.

Além do mais, ainda como informacdo, deve-se ponderar o tempo decorrido para o
processamento dos métodos da RSC e RSA para a subdivisdo dos 10240 subintervalos
definidos. O método composto, mesmo ndo atingido o erro pré-estipulado, necessitou de
aproximadamente 0.157421 segundos, no entanto o método adaptativo, o qual atingiu o erro
pré-estabelecido, foi operado em aproximadamente 24.178959 segundos, sendo um tempo de

aproximadamente 90 vezes maior que a realiza¢do do método composto.



6 CONCLUSAO

Portanto, o trabalho constituiu-se em retratar o desempenho no que se refere os meios
numericos, tendo em conta a regra de Simpson composta e uma adaptacao para a mesma, tratada
com regra de Simpson adaptativa. Levando em consideracdo este fato, foi realizado
primeiramente 0 processo de obtencdo do resultado analitico, para assim, instituir a solucdo
para 0s meios numéricos mencionados, tendo concluido a maior eficicia na acurécia para a
RSA, visto que a mesma apresenta melhor performance para fungdes que exibem regides com
grandes variagdes funcionais para o intervalo de integracéo.

Apresenta-se como como proposta de estudo futuro a atuacdo em uma questdo que
envolva uma situacdo problema real, podendo estender todo o processo abordado para uma
integracdo multipla.
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ANEXO A - TEOREMA DE ROLLE

Se f for continua em [a, b], derivavel em ]a, b[ e f(a) = f(b), entdo existira pelo
menos um ¢ em ]a, b[ tal que f'(c) = 0 (GUIDORIZZI, 2008).

Figura Al - Representacdo geométrica do Teorema de Rolle

Fonte: Adaptado (Guidorizzi, 2008).
Demonstracgéo:

Se f for constante em [a, b], entdo f'(x) = 0 em ]a, b[; logo existira ¢ em ]a, b[ tal
que f'(c) = 0. Suponhamos, entdo, que f ndo seja constante em [a, b]. Como f é continua no
intervalo fechado [a, b], pelo teorema de Weierstrass (GUIDORIZZI, 2008), existem x; € x,
em [a, b], tais que f(x;) e f(x,) sdo respectivamente, os valores maximo e minimo, de f em
[a, b]. Como f(x;) # f(x,), pois estamos supondo f ndo-constante em [a, b], segue que x; ou
X, pertence a Ja, b[ (estamos usando aqui a hipotese f(a) = f(b)), dai f'(x;) =00uf'x, =

0. Portanto, existe ¢ em ]a, b[ tal que f'(c) = 0.



ANEXO B - TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO (TFC)

Para a demonstracdo em relacdo ao Teorema Fundamental do Calculo, necessitamos

primeiramente definir uma funcéo auxiliar como segue a baixo:

G(x) = f Fo)dt (D)

cuja a sua derivada é definida da seguinte forma (FLEMMING, 2007):
PROPOSICAO

Seja f uma funcdo continua num intervalo fechado [a, b]. Entdo a funcéo G: [a, b] —

R, definida por:
X
G(x) = j F(o)dt (D2)
a
possuindo derivada em todos os pontos x € [a, b] que é dada por: GV (x) = f(x), ou seja;

d X
[ rwar=fw 03)

PROVA

Através da seguinte definico a seguir podemos definir a G (x):
G(x + Ax) — G(x)

6O = Jim = o9
dessa forma, possuimos:
G(x) = f f(t)dt (D5)
e
x+Ax
G(x + Ax) = f f(t)dt (D6)
subtraindo (D5) de (D6), torna-se:
x+Ax x
Gx+Ax)—G(x) = f f)dt — f f(t)dt (D7)

Exercendo que:

fx+Axf(t)dt = fxf(t)dt + fx+Axf(t)dt (D8)

a



e, entdo:

X x+Ax X
Gx + Ax) — G(x) = f F(o)dt + f F(o)dt — f F(O)dt (D)

x+Ax
Gx + Ax) — G(x) = f F(o)dt (D10)

Como f é continua em [x, x + Ax], entdo existe um ponto x entre x e x + Ax, tal que:

x+Ax
f f@®dt = (x+Ax — x)f(x) = f(x)Ax (D11)

Por consequéncia:

fim O AN ZG0) _ FOOAX e (D12)

Ax—0 Ax Ax-0 Ax Ax—0

Como x esta entre x e x + Ax, segue que X — x quando Ax — 0. Como f é continua

obtemos:
Aljcr_{lof (x) = lei_{r;f (x) = f(x) (D13)
Assim:
Aljicr_{lo G(x + Agci - G(x) - G0 (D14)
isto é;
GM(x) = f(x) (D15)

Podemos agora determinar o Teorema Fundamental do Célculo TFC:
TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Sendo f é continua em [a, b] e se F é uma primitiva de f neste intervalo, entdo:

b
[ rwae=re) - f@ (D16)

DEMONSTRACAO

Como f é continua em [a, b], entdo, sucede-se que:

G(x) = fxf(t)dt (D17)

a

€ uma primitiva de f nesse intervalo.
Seja F(x) uma primitiva qualquer sobre o intervalo [a, b], dai tem-se que:
F(x) =G(x)+C,Vx € |a,b]. (D18)



como:

G(a) = faf(t)dt =0

b
G(b) = f Fo)dt

Efetuando a diferenca entre F(b) e F(a), tem-se:
F(b) —F(a) = (G(b) + C) — (G(a) + C)
F(b) —F(a) =G(b) —G(a)

b
FO) - F@ = | f@a

Desta maneira, ficado demostrado o Teorema Fundamental do Calculo.

(D19)

(D20)

(D21)
(D22)

(D23)



ANEXO C - WOLFRAM|ALPHA

0 mecanismo computacional Wolfram|Alpha, ¢ habilitado para computar o
conhecimento nas mais diversas areas, como matematica, estatistica, finangas, geografia e
nutricdo. O mecanismo fornece respostas analiticas, através do processamento extraido por
dados estruturados. Além disso, a ferramenta apresenta extrema rapidez para o calculo e fornece

0 passo a passo da resolu¢do da fungao, sendo que para esse recurso deve-se adquirir uma

licenca paga.

Figura A2 - Interface inicial do Wolfram|Alpha.
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x21 Algebr A& Cher i DateseTime '# Surprises

Fonte: Autoria Propria



Figura A3 - opgo Calculus&Analisis para resolver a integral.
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Fonte: Autoria Propria
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Figura A4 - opcdo Compute a definite integral, para integrais definidas.

¢« > c

# wolframalpha.com/examples/mathematics/calculus-and-analysis

Calculus is the branch of mathematics studying the rate of change of quantities and the length, area and volume of objects. With the ability to answer

questions from single and multivariable calculus, Wolfram|Alpha is a great tool for computing limits, derivatives and integrals and their applications,

including tangent lines, extrema, arc length and much more.

Integrals

Compute definite and indefinite integrals of functions.

Integrate with respect to one or more variables.

Compute an indefinite integral:

integrate x2 sin*3x dx

Compute a definite integral:

Derivatives

Take the derivative of single or multivariate functions.
Compute the partial derivative of expressions with
more than one variable.

Calculate the derivative of a function:

derivative of x4 sinx =

integrate sin x dx from x=0 to pi

Compute higher derivatives:

Compute an improper integral:

int sinx/x dx, x=0..infinity

Limits

p: a.com/inpi y g

d+ from+x%3D0+to+pi

second derivative of sin(2x) =

Cempute partial derivatives:

dfdxx’2 y*a, dfdy x"2 yha =

Sequences

Fonte: Autoria Propria
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Figura A5 - Resolucdo da integral.

% WolframAlpha

integrate (x*1/5)*(6/5-x)*(1-exp(2*(x-1))) dx from x=0to 1 [=]
¥ NATURAL LANGUAGE | JFa MATH INPUT [E EXTENDED KEYBOARD 331 EXAMPLES % UPLOAD 34 RANDOM
Definite integral Fewer digits More digits
396E 1(-2)+230¢% - 99(-2)%° (%)
15 6 -z 5
fﬁ[—-x](l—exp(z(x—l)))dx: =
0 5 220 ¢*
0.34572735928252396249536025757108322680433098716137457964447284102".
-100

3320057859753759053473676744028186 + 0.x 10 i

E.(x)is the exponential integral E

I'(x) is the gamma function

Fonte: Autoria Propria
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