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pus Universitário de Salinópolis, Universidade Federal
do Pará.
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minha jornada me ajudou a superar as minhas dificuldades e me auxiliou durante grande
parte de minha graduação, sua contribuição foi de muita importância para minha formação.
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Equivalência entre a estabilização exponencial e a observabilidade

na fronteira para sistemas de dilatação de solos elásticos porosos

com saturação

Matheus Lima de Araújo

Faculdade de F́ısica, Universidade Federal do Pará.
Rua Raimundo Santana Cruz, s/n, 68721-000, Salinópolis–Pa, Brasil.

Abstract

Neste trabalho, investigamos um sistema de equações diferenciais parciais que modela a
dilatação de solos elásticos porosos com saturação. A principal relevância deste trabalho é
a prova do importante resultado de estabilização exponencial da energia total do sistema
através de um resultado mais geral que é a equivalência entre a estabilização exponencial e
a observabilidade na fronteira do sistema.

Keywords: Sistemas elásticos porosos, estabilização exponencial, observabilidade na
fronteira.

1. Introdução

Nas últimas décadas, a teoria das misturas tem sido estudada por pesquisadores de
diversas áreas, entre elas, destacamos: biologia, ciência do solo, indústria do petróleo, etc.
A necessidade de entender como a matriz sólida se comporta como resultado do movimento e
interação com fluidos, foi motivação para formular a teoria da mistura para sólidos elásticos
porosos preenchidos com fluido.

O problema de dilatação dos solos tratado neste projeto, representa um desafio significa-
tivo para engenheiros e arquitetos, que lidam com construção de fundações. Assim, encontrar
soluções duradouras para o problema estimula uma área ativa de pesquisa em disciplinas
afins. A investigação das leis do inchaço foi iniciada por Katz [2] e depois promovido por
Philip [3] e Sposito [4]. Em [6], Eringen desenvolveu o primeiro trabalho sobre a teoria da
mistura para saturação de sólidos porosos pela ação de um gás ou fluidos. É um modelo
matemático que consiste em três equações diferenciais parciais que configuram o problema
da saturação de sólidos porosos pela ação de um gás ou fluidos.

Até onde sabemos, o modelo matemático para a teoria linear de misturas binárias de
corpos elásticos em um espaço unidimensional foi introduzida pela primeira vez por Quin-
tanilla [5]. Ele a derivou do espaço tridimensional proposto por Eringen [6]. As equações de
campo do movimento para o modelo matemático no espaço unidimensional são dadas por{

ρzztt = P1x −G1 + F1,
ρuutt = P2x −G2 + F2,

(1)
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onde z simboliza o deslocamento do fluido e u representa o deslocamento do sólido elástico.
Atuando na equação de deslocamento, temos P1, G1 e F1 designando a tensão parcial, a
força interna do corpo e a força externa, respectivamente. Uma representação semelhante
na equação elástica são P2, G2 e F2 . As constantes positivas ρz e ρu representam a densidades
de z e u, respectivamente. As equações constitutivas das tensões parciais são dadas por

P1 = a1zx + a2ux e P2 = a2zx + a3ux, (2)

onde a1 > 0, a2 ̸= 0 e a3 > 0 são coeficientes constitutivos que satisfazem a relação

a1a3 > a22. (3)

A relação é indispensável para garantir a positividade da energia interna. Ao substituir (2)
em (1) acoplado com as seguintes forças internas e externas

G1 = G2 = ξ(zt − ut), F1 = µ1zxxt e F2 = 0, (4)

onde ξ e µ1 são coeficientes constitutivos positivos, temos{
ρzztt − a1zxx − a2uxx + ξ(zt − ut)− µ1zxxt = 0,
ρuutt − a3uxx − a2zxx − ξ(zt − ut) = 0.

(5)

Muitos são os resultados sobre a estabilidade assintótica do sistema (5) e suas variantes.
Quintanilla [5] estabeleceu um resultado de estabilidade exponencial para (5) usando técnicas
multiplicativas. Além disso, ele estabeleceu um resultado semelhante para o caso limite
(isto é, ξ = 0) empregando o Teorema de Hurwitz. Usando a abordagem da base de Riesz,
Wang e Guo [7] analisaram o caso limite, substituindo µ1zxxt por −k1(x)zt, onde k1(x) é o

coeficiente do amortecimento viscoso interno satisfazendo a relação

∫ 1

0

k1(τ)dτ > 0. Eles

provaram um resultado de estabilidade exponencial. Outros resultados interessantes no caso
limite com vários mecanismos de amortecimento pode ser encontrado em [8],[9],[10],[11],[12].
Alguns outros resultados fascinantes, também podem ser encontrados em [13], [14], [15] e
suas referências.

Neste trabalho, investigamos o problema de estabilização do caso limite do sistema (5)
quando ξ = µ1 = 0, com amortecimento atuando na fronteira. Em outras palavras, con-
sideramos o problema de inchaço em solos elásticos porosos com saturação de fluido dada
por

ρzztt − a1zxx − a2uxx = 0 em (0, l)× (0, T ), (6)

ρuutt − a3uxx − a2zxx = 0 em (0, l)× (0, T ), (7)

com condições iniciais dadas por

z(x, 0) = z0(x), zt(x, 0) = z1(x), u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), ∀x ∈ (0, l), (8)
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as condições de contorno

z(0, t) = a1zx(l, t) + a2ux(l, t) + γ1zt(l, t) = 0, ∀t ≥ 0, (9)

u(0, t) = a2zx(l, t) + a3ux(l, t) + γ2ut(l, t) = 0, ∀t ≥ 0, (10)

onde os coeficientes γ1 e γ2 são constantes positivas. A energia total associada ao sistema
(6)–(10) satisfazendo a relação (3) é dada por

E(t) :=
ρz
2

∫ l

0

|zt|2dx+
ρu
2

∫ l

0

|ut|2dx+
1

2
(a1 − a22/a3)

∫ l

0

|zx|2dx

+
1

2

∫ l

0

∣∣∣∣ a2√
a3
zx +

√
a3ux

∣∣∣∣2dx, ∀t ≥ 0, (11)

e satisfaz a seguinte lei de dissipação

d

dt
E(z, zt, u, ut; t) = −γ1|zt(l, t)|2 − γ2|ut(l, t)|2, ∀t ≥ 0. (12)

Isso mostra que a energia é uma função monótona e não crescente no tempo. Por outro
lado, se γ1 = γ2 = 0, consideramos o problema conservativo dado por

ρzφtt − a1φxx − a2ψxx = 0 em (0, l)× (0, T ), (13)

ρuψtt − a3ψxx − a2φxx = 0 em (0, l)× (0, T ), (14)

com as seguintes condições iniciais

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x), ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x),∀ x ∈ (0, l). (15)

e as condições de contorno

φ(0, t) = a1φx(l, t) + a2ψx(l, t) = 0, ∀t ≥ 0, (16)

ψ(0, t) = a2φx(l, t) + a3ψx(l, t) = 0, ∀t ≥ 0, (17)

Neste caso, a energia total atende a lei de conservação

d

dt
E(φ, φt, ψ, ψt; t) = 0, ∀t ≥ 0. (18)

A principal contribuição deste trabalho é estabelecer um resultado de equivalência entre
a estabilização exponencial do sistema (6)–(10) e a observabilidade da fronteira do sistema
(13)–(17). Ao melhor do nosso conhecimento, este resultado ainda não foi considerado no
estudo de sistemas elásticos porosos com saturação de fluido. Essas questões foram estudadas
em outros contextos, como por exemplo, encontramos em [16, 17], questões similares para a
equação da onda quasilinear, em [18] para o problema de transmissão da equação da onda,
em [19, 20] para feixes piezoelétricos e outros [21, 22, 23, 24].

O objetivo deste trabalho é provar o importante resultado de estabilização exponencial da
energia total do sistema através de um resultado mais geral que é a equivalência entre a es-
tabilização exponencial e a observabilidade da fronteira do sistema. Com isso, consideremos
o seguinte teorema:
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Teorema 1.1. (Equivalência entre estabilização e observabilidade) As seguintes estimativas
são equivalentes

(i) Existem constantes C > 0 e T > T0 tais que para todos (φ0, φ1, ψ0, ψ1) ∈ H1
∗ (0, l) ×

L2(0, l)×H1
∗ (0, l)× L2(0, l) com H1

∗ (0, l) :=
{
f ∈ H1(0, l); f(0) = 0

}
temos

E(φ0, φ1, ψ0, ψ1; 0) ≤ C(T )

∫ T

0

(
|φt(l, t)|2 + |ψt(l, t)|2

)
dt, (19)

onde C(T ) = l/2(T − 2τ l).

(ii) Existem constantesM > 0 e ω > 0 tais que para todo (z0, z1, u0, u1) ∈ H1
∗ (0, l)×L2(0, l)×

H1
∗ (0, l)× L2(0, l) temos

E(z, zt, u, ut; t) ≤ME(z0, z1, u0, u1; 0)e−ωt, ∀t ≥ 0. (20)

A metodologia usada neste trabalho consiste em dividir o problema objeto de estudo e
dois novos problemas: um conservativo e outro não conservativo. Para o problema conserva-
tivo, construiremos a desigualdade de observabilidade e para o problema não conservativo,
construiremos alguns lemas técnicos, que serão usados posteriormente para estabelecer a
equivalência com o resultado de decaimento exponencial das soluções do problema objeto
de estudo. Em ambos os caso, será usado o Método Multiplicativo.

2. Resultados

Esta seção é dedicada aos importantes resultados deste trabalho.
Prova: Iremos utilizar o método multiplicativo, ou seja, multiplicaremos a equação (6) por
zt e integraremos por partes em (0, l)

ρz

∫ l

0

zttztdx−
∫ l

0

(a1zxx + a2uxx)ztdx = 0. (21)

Segue dáı, a seguinte identidade

zttzt =
1

2

∂

∂t
|zt|2, (22)

substituindo a equação (22) em (21), temos

d

dt

ρz
2

∫ l

0

|zt|2dx−
∫ l

0

(
a1zx + a2ux

)
x
ztdx = 0. (23)

Integrando por partes o termo acoplado em (0, l), obtemos

d

dt

ρz
2

∫ l

0

|zt|2dx−
(
a1zx + a2ux

)
zt

∣∣∣∣l
0

+

∫ l

0

(
a1zx + a2ux

)
ztxdx = 0,

d

dt

ρz
2

∫ l

0

|zt|2dx−
(
a1zx(l, t) + a2ux(l, t)

)
zt(l, t) +

∫ l

0

(
a1zx + a2ux

)
ztxdx = 0. (24)
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Lembrando das condições de contornos dado em (9), obtemos a seguinte relação

a1zx(l, t) + a2ux(l, t) = −γ1zt(l, t), ∀t ≥ 0. (25)

Substituindo (25) em (24), temos

d

dt

ρz
2

∫ l

0

|zt|2dx+ γ1|zt(l, t)|2 +
∫ l

0

a1zxztxdx+

∫ l

0

a2uxztxdx = 0. (26)

Usando a identidade seguinte

zxztx =
1

2

∂

∂t
|zx|2, (27)

em (26), temos

d

dt

ρz
2

∫ l

0

|zt|2dx+ γ1|zt(l, t)|2 +
d

dt

a1
2

∫ l

0

|zx|2dx+
∫ l

0

a2uxztxdx = 0. (28)

Agora, multiplicamos a equação (7) por ut e integramos por partes em (0, l), logo

d

dt

ρu
2

∫ l

0

|ut|2dx+ γ2|ut(l, t)|2 +
d

dt

a3
2

∫ l

0

|ux|2dx+
∫ l

0

a2zxutxdx = 0. (29)

Somando as equações (28) e (29), temos

d

dt

ρz
2

∫ l

0

|zt|2dx+
d

dt

a1
2

∫ l

0

|zx|2dx+
d

dt

ρu
2

∫ l

0

|ut|2dx+
d

dt

a3
2

∫ l

0

|ux|2dx

+

∫ l

0

a2uxztxdx+

∫ l

0

a2zxutxdx+ γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2 = 0. (30)

Note que,
d

dt

(
uxzx

)
= utxzx + uxztx. (31)

Reescrevendo a equação (30) conforme (31), obtemos

d

dt

ρz
2

∫ l

0

|zt|2dx+
d

dt

a1
2

∫ l

0

|zx|2dx+
d

dt

ρu
2

∫ l

0

|ut|2dx+
d

dt

a3
2

∫ l

0

|ux|2dx

+
d

dt
a2

∫ l

0

uxzxdx+ γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2 = 0. (32)

Adicionando e subtraindo o termo abaixo

a22
2a3

d

dt

∫ l

0

|zx|2dx, (33)

9



na equação (32), obtemos

ρz
2

d

dt

∫ l

0

|zt|2dx+
ρu
2

d

dt

∫ l

0

|ut|2dx+
1

2

(
a1 − a22/a3

) d
dt

∫ l

0

|zx|2dx

+
1

2

d

dt

∫ l

0

(
a22
a3

|zx|2 + 2a2(uxzx) + a3|ux|2
)
dx+ γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2 = 0. (34)

Observe que

1

2

d

dt

∫ l

0

(
a22
a3

|zx|2 + 2a2(uxzx) + a3|ux|2
)
dx =

1

2

d

dt

∫ l

0

∣∣∣∣ a2√
a3
zx +

√
a3ux

∣∣∣∣2dx. (35)

Substituindo a equação (35) em (34), obtemos

d

dt

(
ρz
2

∫ l

0

|zt|2dx+
ρu
2

∫ l

0

|ut|2dx+
1

2
(a1 − a22/a3)

∫ l

0

|zx|2dx

+
1

2

∫ l

0

∣∣∣∣ a2√
a3
zx +

√
a3ux

∣∣∣∣2dx) = −
(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
. (36)

Definimos a energia total do sistema (6)–(10) por

E(t) :=
ρz
2

∫ l

0

|zt|2dx+
ρu
2

∫ l

0

|ut|2dx+
1

2
(a1 − a22/a3)

∫ l

0

|zx|2dx

+
1

2

∫ l

0

∣∣∣∣ a2√
a3
zx +

√
a3ux

∣∣∣∣2dx, ∀t ≥ 0, (37)

a qual satisfaz a seguinte lei de dissipação

d

dt
E(z, zt, u, ut; t) = −

(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
∀t ≥ 0. (38)

2.1. Problema Conservativo

Considerando o sistema de solos elásticos porosos, temos:

ρzφtt − a1φxx − a2ψxx = 0 em (0, l)× (0, T ), (39)

ρuψtt − a3ψxx − a2φxx = 0 em (0, l)× (0, T ), (40)

com as seguintes condições de contorno

φ(0, t) = a1φx(l, t) + a2ψx(l, t) = 0, ∀t ≥ 0, (41)

ψ(0, t) = a2φx(l, t) + a3ψx(l, t) = 0, ∀t ≥ 0, (42)
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e com as condições iniciais

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x), ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x),∀ x ∈ (0, l). (43)

A energia total associada ao problema é dada por

E(φ, φt, ψ, ψt; t) :=
ρz
2

∫ l

0

|φt|2dx+
ρu
2

∫ l

0

|ψt|2dx+
1

2
(a1 − a22/a3)

∫ l

0

|φx|2dx

+
1

2

∫ l

0

∣∣∣∣ a2√
a3
φx +

√
a3ψx

∣∣∣∣2dx, ∀t ≥ 0, (44)

e satisfaz a seguinte identidade

E(φ, φt, ψ, ψt; t) = E(φ, φt, ψ, ψt; 0), ∀t ≥ 0. (45)

Isto nos diz que a energia E(φ, φt, ψ, ψt; t) é um funcional constante no tempo. A proposição
seguinte trata deste resultado.

Proposição 2.1. A energia total do problema (39)–(43) dada em (44) satisfaz a seguinte
lei de conservação

d

dt
E(φ, φt, ψ, ψt; t) = 0, ∀t ≥ 0. (46)

Prova: Multiplicando a equação (39) por φt e integrando por partes em (0, l) temos

ρz

∫ l

0

φttφtdx−
∫ l

0

(a1φxx + a2ψxx)φtdx = 0. (47)

Utilizando a identidade φtφtt =
1
2
d
dt
|φt|2 na equação (47), obtemos

d

dt

ρz
2

∫ l

0

|φt|2dx−
∫ l

0

(a1φx + a2ψx)xφtdx = 0. (48)

Integrando por partes o termo acoplado, encontramos

d

dt

ρz
2

∫ l

0

|φt|2dx− (a1φx + a2ψx)φt

∣∣∣∣l
0

+

∫ l

0

(a1φx + a2ψx)φtxdx = 0,

d

dt

ρz
2

∫ l

0

|φt|2dx− (a1φx(l, t) + a2ψx(l, t))

∣∣∣∣l
0

φt +

∫ l

0

(a1φx + a2ψx)φtxdx = 0. (49)

Considerando as condições de contorno dado em (41), i.e.,

a1φx(l, t) + a2ψx(l, t) = 0, ∀t ≥ 0, (50)

reescrevemos a equação (49) da seguinte forma

d

dt

ρz
2

∫ l

0

|φt|2dx+
∫ l

0

a1φxφtxdx+

∫ l

0

a2ψxφtxdx = 0. (51)
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Agora, multiplicamos a equação (40) por ψt e integramos por partes em (0, l), obtemos

d

dt

ρu
2

∫ l

0

|ψt|2dx+
∫ l

0

a2φxψtxdx+
d

dt

a3
2

∫ l

0

|ψx|2dx = 0. (52)

Somando as equações (51) e (52), temos

d

dt

(
ρz
2

∫ l

0

|φt|2dx+
ρu
2

∫ l

0

|ψt|2dx+
1

2
(a1 − a22/a3)

∫ l

0

|φx|2dx

+
1

2

∫ l

0

∣∣∣∣ a2√
a3
φx +

√
a3ψx

∣∣∣∣2dx) = 0, (53)

para todo t > 0, e portanto, a prova está completa.

2.2. Desigualdade de Observabilidade

Aqui estabelecemos a desigualdade de observabilidade do problema conservativo (39)–
(43), usando técnicas multiplicativas.

Teorema 2.2. Para T > 2τ l, existe uma constante C(T ) > 0, tal que para todo (φ, ψ)
solução de (39)–(43) vale a seguinte estimativa

E(φ0, φ1, ψ0, ψ1; 0) ≤ C(T )

∫ T

0

(
ρz|φt(l, t)|2 + ρu|ψt(l, t)|2

)
dt, (54)

onde C(T ) = l/2(T − 2τ l).
Prova: Multiplicando a equação (39) por xφx e integrando por partes em [0, l] × [0, T ]
temos: ∫ T

0

∫ l

0

(
ρzφtt − a1φxx − a2ψxx

)
xφx dxdt = 0. (55)

Consequentemente,∫ T

0

∫ l

0

ρzφttφx x dxdt−
∫ T

0

∫ l

0

a1φxxφx x dxdt−
∫ T

0

∫ l

0

a2ψxxφx x dxdt = 0. (56)

Segue dáı que,

ρz

∫ l

0

φtφx x dx

∣∣∣∣T
0

− ρz

∫ T

0

∫ l

0

φtφtx x dxdt−
∫ T

0

∫ l

0

a1φxxφx x dxdt

−
∫ T

0

∫ l

0

a2ψxxφx x dxdt = 0. (57)

Fazendo Xφ(t) = ρz

∫ l

0

φtφx x dx e usando as seguintes identidades,

φtφtx =
1

2

d

dx
|φt|2, φxφxx =

1

2

d

dx
|φx|2, (58)
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obtemos

Xφ(t)

∣∣∣∣T
0

− ρz
2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx
|φt|2xdxdt−

a1
2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx
|φx|2x dxdt−

∫ T

0

∫ l

0

a2ψxxφxx dxdt = 0. (59)

Desse modo,

Xφ(t)

∣∣∣∣T
0

− 1

2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx

(
ρz|φt|2 + a1|φx|2

)
x dxdt−

∫ T

0

∫ l

0

a2ψxxφx x dxdt = 0. (60)

De maneira análoga para a equação (40), multiplicamos por xψx e integramos por partes
em [0, l]× [0, T ], obtemos∫ T

0

∫ l

0

(
ρuψtt − a3ψxx − a2φxx

)
xψx dxdt = 0. (61)

Consequentemente,∫ T

0

∫ l

0

ρuψttψx x dxdt−
∫ T

0

∫ l

0

a3ψxxψx x dxdt−
∫ T

0

∫ l

0

a2φxxψx x dxdt = 0. (62)

Portanto,

ρu

∫ l

0

ψtψx x dx

∣∣∣∣T
0

− ρu

∫ T

0

∫ l

0

ψtψtx x dxdt−
∫ T

0

∫ l

0

a3ψxxψx x dxdt

−
∫ T

0

∫ l

0

a2φxxψx x dxdt = 0. (63)

Fazendo Xψ(t) = ρu

∫ l

0

ψtψx x dx, e usando as seguintes identidades, temos

ψtψtx =
1

2

d

dx
|ψt|2, ψxψxx =

1

2

d

dx
|ψx|2, (64)

dessa forma

Xψ(t)

∣∣∣∣T
0

− ρu
2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx
|ψt|2x dxdt−

a3
2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx
|ψx|2x dxdt−

∫ T

0

∫ l

0

a2φxxψxx dxdt = 0. (65)

Assim temos,

Xψ(t)

∣∣∣∣T
0

− 1

2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx

(
ρu|ψt|2 + a3|ψx|2

)
x dxdt−

∫ T

0

∫ l

0

a2φxxψx x dxdt = 0. (66)

Somando as equações (60) e (66), obtemos[
Xφ(t) + Xψ(t)

]T
0

− 1

2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx

(
ρz|φt|2 + ρu|ψt|2 + a1|φx|2

)
x dxdt

−a3
2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx
|ψx|2x dxdt−

∫ T

0

∫ l

0

a2ψxxφx x dxdt−
∫ T

0

∫ l

0

a2φxxψx x dxdt = 0. (67)
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Note que,

d

dx

(
ψxφx

)
=

(
ψxx · φx

)
+ (ψx · φxx). (68)

Reescrevendo a equação (67) levando em consideração a equação (68), temos[
Xφ(t) + Xψ(t)

]T
0

− 1

2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx

(
ρz|φt|2 + ρu|ψt|2 + a1|φx|2

)
x dxdt

−a3
2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx
|ψx|2x dxdt− a2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx

(
ψxφx

)
x dxdt = 0. (69)

Adicionando e subtraindo o seguinte na equação (69)

a22
2a3

∫ T

0

∫ l

0

d

dx
|φx|2 x dxdt. (70)

Dáı temos,[
Xφ(t) + Xψ(t)

]T
0

− 1

2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx

(
ρz|φt|2 + ρu|ψt|2 + (a1 − a22/a3)|φx|2

)
x dxdt

− a22
2a3

∫ T

0

∫ l

0

d

dx
|φx|2x dxdt− a2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx

(
ψxφx

)
x dxdt− a3

2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx
|ψx|2x dxdt = 0. (71)

Neste sentido,[
Xφ(t) + Xψ(t)

]T
0

− 1

2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx

(
ρz|φt|2 + ρu|ψt|2 + (a1 − a22/a3)|φx|2

)
x dxdt

−1

2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx

(
a22
a3

|φx|2 + 2a2
(
ψxφx

)
+ a3|ψx|2

)
x dxdt = 0. (72)

Observe que,

−1

2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx

(
a22
a3

|φx|2 + 2a2
(
ψxφx

)
+ a3|ψx|2

)
x dxdt

= −1

2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx

∣∣∣∣ a2√
a3
φx +

√
a3ψx

∣∣∣∣2x dxdt. (73)

Portanto,[
Xφ(t) + Xψ(t)

]T
0

− 1

2

∫ T

0

∫ l

0

d

dx

(
ρz|φt|2 + ρu|ψt|2 + (a1 − a22/a3)|φx|2

+

∣∣∣∣ a2√
a3
φx +

√
a3ψx

∣∣∣∣2)x dxdt = 0. (74)
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Integrando por partes em [0, l], encontramos[
Xφ(t) + Xψ(t)

]T
0

− 1

2

∫ T

0

x

(
ρz|φt|2 + ρu|ψt|2 + (a1 − a22/a3)|φx|2

+

∣∣∣∣ a2√
a3
φx +

√
a3ψx

∣∣∣∣2)dt∣∣∣∣l
0

+
1

2

∫ T

0

∫ l

0

(
ρz|φt|2 + ρu|ψt|2 + (a1 − a22/a3)|φx|2

+

∣∣∣∣ a2√
a3
φx +

√
a3ψx

∣∣∣∣2)dxdt = 0. (75)

Devido as condições de contorno, temos[
Xφ(t) + Xψ(t)

]T
0

− l

2

∫ T

0

(
ρz|φt(l, t)|2 + ρu|ψt(l, t)|2

)
dt+

∫ T

0

E(φ, φt, ψ, ψt; t)dt = 0, (76)

[
Xφ(t) + Xψ(t)

]T
0

+

∫ T

0

E(φ, φt, ψ, ψt; t)dt =
l

2

∫ T

0

(
ρz|φt(l, t)|2 + ρu|ψt(l, t)|2

)
dt. (77)

Por outro lado, temos que∣∣∣∣Xφ(t) + Xψ(t)

∣∣∣∣ ≤ lρz

∫ l

0

∣∣φtφx∣∣dx+ lρu

∫ l

0

∣∣ψtψx∣∣dx. (78)

Observe que a E(φ, φt, ψ, ψt; t) é dado em (44). Usando a desigualdade de Young ab ≤
a2

2
+
b2

2
, temos∣∣∣∣Xφ(t) + Xψ(t)

∣∣∣∣ ≤ lρz
2

∫ l

0

|φt|2dx+
lρz
2

∫ l

0

|φx|2dx+
lρu
2

∫ l

0

|ψt|2dx+
lρu
2

∫ l

0

|ψx|2dx. (79)

Consequentemente, ∣∣∣∣Xφ(t) + Xψ(t)

∣∣∣∣ ≤ lτE(φ, φt, ψ, ψt; t), t ≥ 0, (80)

onde

τ := max

{
1,

1
√
a3

+
|a2|
a3

,

(
a1 −

a22
a3

)−1(
ρz +

ρu|a2|
a3

)
,
ρu√
a3

}
. (81)

Considerando a lei de conservação de energia, obtemos

E(φ, φt, ψ, ψt; t) = E(φ0, φ1, ψ0, ψ1; 0), ∀t ≥ 0, (82)

por outro lado, usando (80), encontramos[
Xφ(t) + Xψ(t)

]T
0

=Xφ(T ) + Xψ(T )−
(
Xφ(0) + Xψ(0)

)
≥−lτE

(
φ, φt, ψ, ψt;T

)
− lτE

(
φ, φt, ψ, ψt; 0

)
.
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De (82), temos [
Xφ(t) + Xψ(t)

]T
0

≥ −2lτE(φ0, φ1, ψ0, ψ1; 0). (83)

Combinando (77) e (83), temos

−2lτE
(
φ0, φ1, ψ0, ψ1; 0

)
+

∫ T

0

E
(
φ, φt, ψ, ψt; t

)
dt ≤ l

2

∫ T

0

(
ρz|φt(l, t)|2 + ρu|ψt(l, t)|2

)
dt. (84)

Ao usar (82), temos(
T − 2lτ

)
E
(
φ0, φ1, ψ0, ψ1; 0

)
≤ l

2

∫ T

0

(
ρz|φt(l, t)|2 + ρu|ψt(l, t)|2

)
dt. (85)

Portanto,

E
(
φ0, φ1, ψ0, ψ1; 0

)
≤ C(T )

∫ T

0

(
ρz|φt(l, t)|2 + ρu|ψt(l, t)|2

)
dt, (86)

onde C(T ) = l/2(T − 2τ l).

2.3. Problema auxiliar

Aqui nossa intenção é estabelecer um problema auxiliar para ser ponte de ligação entre
os problemas dissipativo (6)−(10) e conservativo (39)−(43), a fim de obtermos a conexão
entre a estabilização exponencial e a observabilidade exata na fronteira.

A partir de agora, o problema não conservativo será chamado de problema auxiliar. Para
obtê-lo, consideramos a mudança de variável z := φ+ y e u := ψ + w onde (y, w) é solução
do problema auxiliar dado por

ρzytt − a1yxx − a2wxx = 0 em (0, l)× (0, T ), (87)

ρuwtt − a3wxx − a2yxx = 0 em (0, l)× (0, T ), (88)

com as seguintes condições de contorno

y(0, t) = a1yx(l, t) + a2wx(l, t) + γ1zt(l, t) = 0, ∀t ≥ 0, (89)

w(0, t) = a2yx(l, t) + a3wx(l, t) + γ2ut(l, t) = 0, ∀t ≥ 0, (90)

e com condições iniciais

y(x, 0) =y0(x) =yt(x, 0) = y1(x) =w(x, 0) = w0(x) = wt(x, 0) = w1(x) = 0,∀x ∈ (0, l). (91)

A energia total associada ao problema (87)−(91) é dado por

E(y, yt, w, wt; t) :=
ρz
2

∫ l

0

|yt|2dx+
ρu
2

∫ l

0

|wt|2dx+
1

2
(a1 − a22/a3)

∫ l

0

|yx|2dx

+
1

2

∫ l

0

∣∣∣∣ a2√
a3
yx +

√
a3wx

∣∣∣∣2dx, ∀t ≥ 0. (92)
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Enfatizando que a condição a22 < a1a3 é fundamental para garantir a energia positiva.
Para todo t > 0 e satisfaz a taxa de mudança

d

dt
E(y, yt, w, wt; t) = −γ1yt(l, t)zt(l, t)− γ2wt(l, t)ut(l, t), ∀t ≥ 0. (93)

2.4. Lemas Técnicos

A prova do Teorema (1.1) baseia-se na construção de dois lemas que serão vistos a seguir.
O primeiro deles, estabelece uma relação entre os sistemas auxiliar e dissipativo, enquanto
que o segundo, estabelece uma relação entre os sistemas dissipativo e conservativo.

Lema 2.3. Para todo T > 0 e (y, w) solução do problema (87)−(91) existe uma constante
C > 0 tal que∫ T

0

(
|yt(l, t)|2 + |wt(l, t)|2

)
dt ≤ C

∫ T

0

(
|zt(l, t)|2 + |ut(l, t)|2

)
dt, (94)

para toda (z, u) solução do problema (6)−(10).

Prova: Multiplicando a equação (87) por yt e integrando por partes em [0, l] × [0, S] com
0 ≤ S ≤ T , temos ∫ S

0

∫ l

0

(
ρzytt − a1yxx − a2wxx

)
yt dxdt = 0. (95)

Dessa forma, obtemos∫ S

0

∫ l

0

ρzyttyt dxdt−
∫ S

0

∫ l

0

(
a1yxx + a2wxx

)
yt dxdt = 0. (96)

Utilizando a seguinte identidade: yttyt =
1
2
∂
∂t
|yt|2, obtemos

ρz
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|yt|2dxdt−

∫ S

0

∫ l

0

(
a1yx + a2wx

)
x
yt dxdt = 0. (97)

Integrando por partes o termo acoplado em [0, l]× [0, S], temos

ρz
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|yt|2dxdt−

∫ S

0

(
a1yx + a2wx

)
yt dt

∣∣∣∣l
0

+

∫ S

0

∫ l

0

(a1yx + a2wx)ytxdxdt = 0. (98)

Segue dáı, a seguinte identidade: yxytx =
1
2
∂
∂t
|yx|2, assim teremos

1

2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t

(
ρz|yt|2 + a1|yx|2

)
dxdt+

∫ S

0

∫ l

0

a2wxytx dxdt =

∫ S

0

(
a1yx + a2wx

)
yt dt

∣∣∣∣l
0

. (99)
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Adicionando e subtraindo o termo 1
2

a22
a3

∫ S
0

∫ l
0
∂
∂t
|yx|2 dxdt na equação (99) temos

1

2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t

(
ρz|yt|2 +

(
a1 −

a22
a3

)
|yx|2

)
dxdt+

a22
a3

∫ S

0

∫ l

0

yxytx dxdt+

∫ S

0

∫ l

0

a2wxytx dxdt

=

∫ S

0

(
a1yx + a2wx

)
yt dt

∣∣∣∣l
0

. (100)

Note que,

a22
a3

∫ S

0

∫ l

0

yxytx dxdt+

∫ S

0

∫ l

0

a2wxytx dxdt =
a2√
a3

∫ S

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)
ytx dxdt. (101)

Portanto,

1

2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t

(
ρz|yt|2 +

(
a1 −

a22
a3

)
|yx|2

)
dxdt+

a2√
a3

∫ S

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)
ytx dxdt

=

∫ S

0

(
a1yx + a2wx

)
yt dt

∣∣∣∣l
0

. (102)

De maneira análoga procedemos para a Eq. (88). Multiplicando por wt e integrando por
partes, obtemos ∫ S

0

∫ l

0

(
ρuwtt − a3wxx − a2yxx

)
wt dxdt = 0. (103)

Com isso, temos∫ S

0

∫ l

0

ρuwttwt dxdt−
∫ S

0

∫ l

0

(
a3wxx + a2yxx

)
wt dxdt = 0. (104)

Utilizando a seguinte identidade: wttwt =
1
2
∂
∂t
|wt|2, obtemos

ρu
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|wt|2dxdt−

∫ S

0

∫ l

0

(
a3wx + a2yx

)
x
wt dxdt = 0. (105)

Integrando por partes o termo acoplado, teremos

ρu
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|wt|2dxdt+

∫ S

0

∫ l

0

(
a3wxwtx

)
dxdt+

∫ S

0

∫ l

0

(
a2yxwtx

)
dxdt

=

∫ S

0

(
a3wx + a2yx

)
wt dt

∣∣∣∣l
0

. (106)

Utilizando a seguinte identidade: wxwtx =
1
2
∂
∂t
|wx|2. Consequentemente,

ρu
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|wt|2dxdt+

a3
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|wx|2dxdt+ a2

∫ S

0

∫ l

0

yxwtx dxdt

=

∫ S

0

(a3wx + a2yx)wt dt

∣∣∣∣l
0

. (107)
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Adicionando e subtraindo o seguinte termo
a3
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|wx|2dxdt, temos

ρu
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|wt|2dxdt+

a3
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|wx|2dxdt−

a3
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|wx|2dxdt

+a2

∫ S

0

∫ l

0

yxwtx dxdt+
a3
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|wx|2dxdt =

∫ S

0

(a3wx + a2yx)wt dt

∣∣∣∣l
0

. (108)

Observe que,

a2

∫ S

0

∫ l

0

yxwtx dxdt+
a3
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|wx|2dxdt =

√
a3

∫ S

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)
wtx dxdt. (109)

Com isso, temos

ρu
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|wt|2dxdt+

√
a3

∫ S

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)
wtxdxdt =

∫ S

0

(a3wx + a2yx)wtdt

∣∣∣∣l
0

. (110)

Somando as equações (102)−(110), teremos

1

2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t

(
ρz|yt|2 +

(
a1 −

a22
a3

)
|yx|2

)
dxdt+

a2√
a3

∫ S

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)
ytx dxdt

+
ρu
2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t
|wt|2dxdt+

√
a3

∫ S

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)
wtx dxdt

=

∫ S

0

(
a1yx + a2wx

)
yt dt

∣∣∣∣l
0

+

∫ S

0

(a3wx + a2yx)wt dt

∣∣∣∣l
0

. (111)

Note que,

a2√
a3

∫ S

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)
ytx dxdt+

√
a3

∫ S

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)
wtx dxdt

=

∫ S

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)
t

dxdt. (112)

Usando a seguinte identidade(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)
t

=
1

2

∂

∂t

∣∣∣∣ a2√
a3
yx +

√
a3wx

∣∣∣∣2, (113)

e substituindo na equação (111), temos

1

2

∫ S

0

∫ l

0

∂

∂t

(
ρz|yt|2 + ρu|wt|2 +

(
a1 −

a22
a3

)
|yx|2 +

∣∣∣∣ a2√
a3
yx +

√
a3wx

∣∣∣∣2)dxdt
=

∫ S

0

(
a1yx + a2wx

)
yt dt

∣∣∣∣l
0

+

∫ S

0

(a3wx + a2yx)wt dt

∣∣∣∣l
0

. (114)
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Usando a definição de E(y, yt, w, wt; t) e integrando por partes em [0, S], obtemos∫ S

0

d

dt
E(y, yt, w, wt; t)dt =

∫ S

0

(
a1yx + a2wx

)
yt dt

∣∣∣∣l
0

+

∫ S

0

(a3wx + a2yx)wt dt

∣∣∣∣l
0

. (115)

Consequentemente,

E(y, yt, w, wt;S)− E(y0, y1, w0, w1; 0)=

∫ S

0

(
a1yx + a2wx

)
ytdt

∣∣∣∣l
0

+

∫ S

0

(a3wx + a2yx)wtdt

∣∣∣∣l
0

. (116)

Levando em conta as condições iniciais (91), temos que E(y, yt, w, wt; 0) = 0. Portanto,

E(y, yt, w, wt;S) =
∫ S

0

(
a1yx(l, t) + a2wx(l, t)

)
yt(l, t) dt

∣∣∣∣l
0

+

∫ S

0

(a3wx(l, t) + a2yx(l, t))wt(l, t) dt

∣∣∣∣l
0

. (117)

Reescrevendo a equação, temos

E(y, yt, w, wt;S) = −
∫ S

0

(
− a1yx(l, t)− a2wx(l, t)

)
yt(l, t) dt

∣∣∣∣l
0

−
∫ S

0

(−a3wx(l, t)− a2yx(l, t))wt(l, t) dt

∣∣∣∣l
0

. (118)

Dáı temos,

E(y, yt, w, wt;S) = −γ1
∫ S

0

zt(l, t)yt(l, t) dt−γ2
∫ S

0

wt(l, t)ut(l, t) dt. (119)

Decorre da desigualdade de Young ab ≤ a2

4ε
+ εb2,

E(y, yt, w, wt;S)≤
1

4ε

∫ S

0

(
|zt(l, t)|2 + |ut(l, t)|2

)
dt+ ε

∫ S

0

(
|yt(l, t)|2 + |wt(l, t)|2

)
dt. (120)

E(y, yt, w, wt;S)≤
C

ε

∫ S

0

(
|zt(l, t)|2 + |ut(l, t)|2

)
dt+ ε

∫ S

0

(
|yt(l, t)|2 + |wt(l, t)|2

)
dt. (121)

Para todo t > 0, ε > 0 e 0 ≤ S ≤ T .
Por outro lado, multiplicamos a equação (87) por xyx e integrando por partes em [0, l]×

[0, T ], temos ∫ T

0

∫ l

0

(
ρzytt − a1yxx − a2wxx

)
xyx dxdt = 0. (122)

20



Logo,

ρz

∫ T

0

∫ l

0

yttyxx dxdt− a1

∫ T

0

∫ l

0

yxxyxx dxdt− a2

∫ T

0

∫ l

0

wxxyxx dxdt = 0. (123)

Dáı temos,

ρz

∫ l

0

ytyxx dx

∣∣∣∣T
0

−ρz
∫ T

0

∫ l

0

ytytxx dxdt− a1

∫ T

0

∫ l

0

yxxyxx dxdt− a2

∫ T

0

∫ l

0

wxxyxx dxdt = 0. (124)

Usando as seguintes identidades: ytytx = 1
2
∂
∂x
|yt|2 e yxxyx = 1

2
∂
∂x
|yx|2 e substituindo na

equação (124), obtemos

ρz

∫ l

0

ytyxx dx

∣∣∣∣T
0

− 1

2

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x

(
ρz|yt|2 + a1|yx|2

)
x dxdt− a2

∫ T

0

∫ l

0

wxxyxx dxdt = 0. (125)

Adicionando e subtraindo o seguinte termo
1

2

a22
a3

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x
|yx|2x dxdt na equação (125),

teremos

ρz

∫ l

0

ytyxx dx

∣∣∣∣T
0

− 1

2

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x

(
ρz|yt|2 +

(
a1 −

a22
a3

)
|yx|2

)
x dxdt

−a2
∫ T

0

∫ l

0

wxxyxx dxdt−
1

2

a22
a3

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x
|yx|2x dxdt = 0. (126)

Note que,

−a2
∫ T

0

∫ l

0

wxxyxxdxdt−
a22
a3

∫ T

0

∫ l

0

yxxyxxdxdt =− a2√
a3

∫ T

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yxx +

√
a3wxx

)
xyxdxdt. (127)

Portanto, temos

ρz

∫ l

0

ytyxx dx

∣∣∣∣T
0

− 1

2

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x

(
ρz|yt|2 +

(
a1 −

a22
a3

)
|yx|2

)
x dxdt

− a2√
a3

∫ T

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yxx +

√
a3wxx

)
xyx dxdt = 0. (128)

De maneira análoga procedemos para a equação (88), multiplicamos por xwx e integramos
por partes em [0, l]× [0, T ].∫ T

0

∫ l

0

(
ρuwtt − a3wxx − a2yxx

)
xwx dxdt = 0. (129)

Consequentemente,

ρu

∫ l

0

wtwxxdx

∣∣∣∣T
0

− ρu

∫ T

0

∫ l

0

wtwtxxdxdt− a3

∫ T

0

∫ l

0

wxxwxxdxdt− a2

∫ T

0

∫ l

0

yxxwxxdxdt = 0. (130)
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Utilizando as seguintes identidades: wtwtx =
1
2
∂
∂x
|wt|2 e wxxwx =

1
2
∂
∂x
|wx|2, obtemos

ρu

∫ l

0

wtwxxdx

∣∣∣∣T
0

− 1

2

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x

(
ρu|wt|2 + a3|wx|2

)
x dxdt− a2

∫ T

0

∫ l

0

yxxwxx dxdt = 0. (131)

Adicionando e subtraindo o seguinte termo
a3
2

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x
|wx|2x dxdt na equação (131). Dessa

forma, temos

ρu

∫ l

0

wtwxx dx

∣∣∣∣T
0

− 1

2

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x

(
ρu|wt|2

)
x dxdt− a2

∫ T

0

∫ l

0

yxxwxx dxdt

−a3
2

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x
|wx|2x dxdt = 0. (132)

Observe que,

−a2
∫ T

0

∫ l

0

yxxwxxdxdt−
a3
2

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x
|wx|2xdxdt=−

√
a3

∫ T

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yxx +

√
a3wxx

)
xwxdxdt. (133)

Assim temos,

ρu

∫ l

0

wtwxxdx

∣∣∣∣T
0

− 1

2

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x

(
ρu|wt|2

)
xdxdt−

√
a3

∫ T

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yxx +

√
a3wxx

)
xwxdxdt=0. (134)

Somando as equações (128)−(134), temos

−1

2

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x

(
ρz|yt|2 + ρu|wt|2 +

(
a1 −

a22
a3

)
|yx|2

)
xdxdt

− a2√
a3

∫ T

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yxx +

√
a3wxx

)
xyxdxdt−

√
a3

∫ T

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yxx +

√
a3wxx

)
xwxdxdt

+ρu

∫ l

0

wtwxxdx

∣∣∣∣T
0

+ ρz

∫ l

0

ytyxx dx

∣∣∣∣T
0

. (135)

Note que,

− a2√
a3

∫ T

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yxx +

√
a3wxx

)
xyxdxdt−

√
a3

∫ T

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yxx +

√
a3wxx

)
xwxdxdt

= −
∫ T

0

∫ l

0

(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)
x

xdxdt. (136)

Decorre dáı, a seguinte identidade

−
(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)(
a2√
a3
yx +

√
a3wx

)
x

= −1

2

∂

∂x

∣∣∣∣ a2√
a3
yx +

√
a3wx

∣∣∣∣2. (137)
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Portanto,

−1

2

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x

(
ρz|yt|2 + ρu|wt|2 +

(
a1 −

a22
a3

)
|yx|2 +

∣∣∣∣ a2√
a3
yx +

√
a3wx

∣∣∣∣2)xdxdt
+ρu

∫ l

0

wtwxxdx

∣∣∣∣T
0

+ ρz

∫ l

0

ytyxx dx

∣∣∣∣T
0

= 0. (138)

Ou seja,

1

2

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x

(
ρz|yt|2 + ρu|wt|2 +

(
a1 −

a22
a3

)
|yx|2 +

∣∣∣∣ a2√
a3
yx +

√
a3wx

∣∣∣∣2)xdxdt
= ρu

∫ l

0

wtwxxdx

∣∣∣∣T
0

+ ρz

∫ l

0

ytyxx dx

∣∣∣∣T
0

. (139)

Integrando por partes, temos

1

2

∫ T

0

x

(
ρz|yt|2 + ρu|wt|2 +

(
a1 −

a22
a3

)
|yx|2 +

∣∣∣∣ a2√
a3
yx +

√
a3wx

∣∣∣∣2)dt∣∣∣∣l
0

−1

2

∫ T

0

∫ l

0

(
ρz|yt|2 + ρu|wt|2 +

(
a1 −

a22
a3

)
|yx|2 +

∣∣∣∣ a2√
a3
yx +

√
a3wx

∣∣∣∣2)dxdt
= ρz

∫ l

0

ytyxx dx

∣∣∣∣T
0

+ ρu

∫ l

0

wtwxxdx

∣∣∣∣T
0

. (140)

Assim,

1

2

∫ T

0

x

(
ρz|yt|2 + ρu|wt|2 +

(
a1 −

a22
a3

)
|yx|2 +

∣∣∣∣ a2√
a3
yx +

√
a3wx

∣∣∣∣2)dt∣∣∣∣l
0

=

∫ T

0

E(y, yt, w, wt; t)dt+ ρz

∫ l

0

ytyxx dx

∣∣∣∣T
0

+ ρu

∫ l

0

wtwxxdx

∣∣∣∣T
0

. (141)

Consequentemente,

l

2

∫ T

0

(
ρz|yt(l, t)|2+ ρu|wt(l, t)|2 +

(
a1 −

a22
a3

)
|yx(l, t)|2+

∣∣∣∣ a2√
a3
yx(l, t) +

√
a3wx(l, t)

∣∣∣∣2)dt
=

∫ T

0

E(y, yt, w, wt; t)dt+ ρz

∫ l

0

ytyxx dx

∣∣∣∣T
0

+ ρu

∫ l

0

wtwxxdx

∣∣∣∣T
0

. (142)

Com isso, temos

l

2

∫ T

0

(
ρz|yt(l, t)|2+ ρu|wt(l, t)|2

)
dt ≤

∫ T

0

E(y, yt, w, wt; t)dt+
∫ l

0

(
ρzytyxx+ ρuwtwxx

)
dx

∣∣∣∣T
0

.(143)
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Por outro lado, note que, usando a desigualdade triangular, temos

l

2

∫ T

0

(
ρz|yt(l, t)|2+ ρu|wt(l, t)|2

)
dt ≤

∫ T

0

E(y, yt, w, wt; t)dt

+lρz

∫ l

0

|ytyx|dx
∣∣∣∣T
0

+ lρu

∫ l

0

|wtwx|dx
∣∣∣∣T
0

. (144)

Devido as condições inciais (91), chegamos em

α

∫ T

0

(
|yt(l, t)|2+ |wt(l, t)|2

)
dt ≤ 2

l

∫ T

0

E(y, yt, w, wt; t)dt

+2ρz

∫ l

0

|yt(x, T )||yx(x, T )|dx+ 2ρu

∫ l

0

|wt(x, T )||wx(x, T )|dx. (145)

Onde α := min{ρz, ρu}, e da desigualdade de Young, temos

α

∫ T

0

(
|yt(l, t)|2+ |wt(l, t)|2

)
dt ≤ 2

l

∫ T

0

E(y, yt, w, wt; t)dt+ lτE(y, yt, w, wt;T ), (146)

onde τ = max

{
1, 1√

a3
+ |a2|

a3
,

(
a1 − a22

a3

)−1(
ρz +

ρu|a2|
a3

)
, ρu√

a3

}
, substituindo (121) em (146),

obtemos

α

∫ T

0

(
|yt(l, t)|2+ |wt(l, t)|2

)
dt ≤ (2T + lτ)C

εl

∫ T

0

(
|zt(l, t)|2+ |ut(l, t)|2

)
dt

(2T + lτ)

l
ε

∫ T

0

(
|yt(l, t)|2+ |wt(l, t)|2

)
dt. (147)

Consequentemente,(
α− (2T + lτ)ε

l

)∫ T

0

(
|yt(l, t)|2+ |wt(l, t)|2

)
dt ≤ (2T + lτ)C

εl

∫ T

0

(
|zt(l, t)|2+ |ut(l, t)|2

)
dt. (148)

Escolhendo ε := αl/2(2T + τ l), obtemos

α

2

∫ T

0

(
|yt(l, t)|2+ |wt(l, t)|2

)
dt ≤ 2(2T + lτ)2C

αl2

∫ T

0

(
|zt(l, t)|2+ |ut(l, t)|2

)
dt. (149)

A partir dáı conclúımos a prova.∫ T

0

(
|yt(l, t)|2+ |wt(l, t)|2

)
dt ≤ 4(2T + lτ)2C

α2l2

∫ T

0

(
|zt(l, t)|2+ |ut(l, t)|2

)
dt. (150)
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Lema 2.4. Para toda solução T > 0 e (z, u) solução do problema (6)− (10)∫ T

0

(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
dt ≤ 4

∫ T

0

(
γ1|φt(l, t)|2 + γ2|ψt(l, t)|2

)
dt, (151)

para todas as soluções (y, w) do problema (39)–(43).
Prova: Da taxa de mudança (93), temos

d

dt
E(y, yt, w, wt; t) = −γ1yt(l, t)zt(l, t)− γ2wt(l, t)ut(l, t) ∀t ≥ 0. (152)

Note que, z = φ+ y e u = ψ + w. Então temos,

d

dt
E(y, yt, w, wt; t) = −γ1

(
φt(l, t) + yt(l, t)

)
yt(l, t)− γ2

(
ψt(l, t) + wt(l, t)

)
wt(l, t). (153)

Integramos em [0, T ],

E(y, yt, w, wt;T )− E(y0, y1, w0, w1; 0) = −γ1
∫ T

0

φt(l, t)yt(l, t)dt− γ1

∫ T

0

|yt(l, t)|2dt

−γ2
∫ T

0

ψt(l, t)wt(l, t)dt− γ2

∫ T

0

|wt(l, t)|2dt. (154)

Dessa forma,

0 ≤ E(y, yt, w, wt;T ) = −γ1
∫ T

0

φt(l, t)yt(l, t)dt− γ1

∫ T

0

|yt(l, t)|2dt− γ2

∫ T

0

ψt(l, t)wt(l, t)dt

−γ2
∫ T

0

|wt(l, t)|2dt. (155)

Consequentemente,∫ T

0

(
γ1|yt(l, t)|2 + γ2|wt(l, t)|2

)
dt ≤ −

(
γ1

∫ T

0

φt(l, t)yt(l, t)dt+ γ2

∫ T

0

ψt(l, t)wt(l, t)dt

)
. (156)

Usando a desigualdade de Young, obtemos

1

2

∫ T

0

(
γ1|yt(l, t)|2 + γ2|wt(l, t)|2

)
dt ≤ 1

2

∫ T

0

(
γ1|φt(l, t)|2 + γ2|ψt(l, t)|2

)
dt. (157)

Por outro lado, φ = z − y e ψ = u− w, obtemos

1

2

∫ T

0

(
γ1|yt(l, t)|2 + γ2|wt(l, t)|2

)
dt =

γ1
2

∫ T

0

|zt(l, t)− yt(l, t)|2dt

+
γ2
2

∫ T

0

|ut(l, t)− wt(l, t)|2dt. (158)
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Note que,

1

2

∫ T

0

(
γ1|yt(l, t)|2 + γ2|wt(l, t)|2

)
dt =

γ1
2

∫ T

0

|zt(l, t)|2dt+
γ1
2

∫ T

0

|yt(l, t)|2dt

−2
γ1
2

∫ T

0

zt(l, t)yt(l, t)dt+
γ2
2

∫ T

0

|ut(l, t)|2dt+
γ2
2

∫ T

0

|wt(l, t)|2dt

−2
γ2
2

∫ T

0

ut(l, t)wt(l, t)dt. (159)

Aplicando a desigualdade de Young (≥), obtemos

1

2

∫ T

0

(
γ1|yt(l, t)|2 + γ2|wt(l, t)|2

)
dt ≥ γ1

4

∫ T

0

|zt(l, t)|2dt−
γ1
2

∫ T

0

|yt(l, t)|2dt

+
γ2
4

∫ T

0

|ut(l, t)|2dt−
γ2
2

∫ T

0

|wt(l, t)|2dt. (160)

Consequentemente,∫ T

0

(
γ1|yt(l, t)|2 + γ2|wt(l, t)|2

)
dt ≥ 1

4

∫ T

0

(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
dt (161)

Substituindo (161) em (157), temos∫ T

0

(
γ1|yt(l, t)|2 + γ2|wt(l, t)|2

)
dt ≤ 1

4

∫ T

0

(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
dt (162)

Portanto,

1

4

∫ T

0

(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
dt ≤

∫ T

0

(
γ1|φt(l, t)|2 + γ2|ψt(l, t)|2

)
dt. (163)

3. Prova do Teorema (1.1)

Esta seção é dedicada à prova do Teorema (1.1), que será feito a partir dos resultados
estabelecidos das seções anteriores.

Prova: (i) ⇒ (ii). Assumindo (φ0, φ1, ψ0, ψ1) = (z0, z1, u0, u1) e tendo em mente que
φ = z − y e ψ = u− w, segue da desigualdade de observabilidade que

E(z0, z1, u0, u1; 0) = E(φ0, φ1, ψ0, ψ1; 0) ≤ C

∫ T

0

(
|φt(l, t)|2 + |ψt(l, t)|2

)
dt

= C

∫ T

0

(
|zt(l, t)− yt(l, t)|2 + |ut(l, t)− wt(l, t)|2

)
dt. (164)
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Consequentemente,

E(z0, z1, u0, u1; 0) ≤ C

∫ T

0

(
|zt(l, t)|2 + |ut(l, t)|2 + |yt(l, t)|2 + |wt(l, t)|2

)
dt. (165)

Usando o Lema (2.3), segue que∫ T

0

(
|yt(l, t)|2 + |wt(l, t)|2

)
dt ≤ C

∫ T

0

(
|zt(l, t)|2 + |ut(l, t)|2

)
dt, (166)

obtemos,

E(z0, z1, u0, u1; 0) ≤ C

∫ T

0

(
|zt(l, t)|2 + |ut(l, t)|2

)
dt. (167)

Por outro lado, da lei de dissipação (12), temos

d

dt
E(z, zt, u, ut; t) = −

(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
∀t ≥ 0. (168)

Integrando em [0, T ], obtemos

E(z, zt, u, ut; 0)− E(z, zt, u, ut;T ) =
∫ T

0

(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
dt. (169)

Segue dáı que,∫ T

0

|zt(l, t)|2dt+
∫ T

0

|ut(l, t)|2dt ≤ C

(
E(z, zt, u, ut; 0)− E(z, zt, u, ut;T )

)
, (170)

onde C := 1/min
i=1,2

{γi}. Resulta da desigualdade (167) e (170) tal que C > 0. Note que o

problema é dissipativo, então

E(z, zt, u, ut;T ) ≤ E(z, zt, u, ut; 0),∀t ≥ 0. (171)

Substituindo (171) em (170), temos

E(z, zt, u, ut;T ) ≤ CE(z, zt, u, ut; 0)− CE(z, zt, u, ut;T ). (172)

Dai temos

(1 + C)E(z, zt, u, ut;T ) ≤ CE(z, zt, u, ut; 0). (173)

Dessa forma, temos

E(z, zt, u, ut;T ) ≤
C

(1 + C)
E(z, zt, u, ut; 0). (174)
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Decorre da teoria de semigrupos (ver Pazy [26]) que

∥S(T )∥ ≤ C

(1 + C)
, ∀t ≥ 0. (175)

Assim, dado t ∈ (0, T ) existem δ > 0 e n ∈ IN tal que t = nδ + r com 0 ≤ r ≤ δ. Por sua
vez

∥S(t)∥≤ ∥S(δ)∥n∥S(r)∥ ≤
(

C

1 + C

)n(
C

1 + C

)
=

(
1 +

1

C

)− t
δ
(
1 +

1

C

)−1+ r
δ

=Me−ωt. (176)

Consequentemente,

E(z, zt, u, ut;T ) ≤ME(z0, z1, u0, u1; 0)e−ωt, ∀t ≥ 0, (177)

onde ω := 1
δ
ln(1+1/C) eM := (1+1/C)−1+ r

δ . Portanto está provado que decai exponencial-
mente. (i) ⇒ (ii). Agora provaremos que o decaimento exponencial implica na desigualdade
de observabilidade. De fato, segue da lei de dissipação (12) que

E(z, zt, u, ut;T )− E(z0, z1, u0, u1; 0) = −γ1
∫ T

0

|zt(l, t)|2dt−γ2
∫ T

0

|ut(l, t)|2dt, (178)

decorre dáı que,

E(z0, z1, u0, u1; 0)− E(z, zt, u, ut;T ) =
∫ T

0

(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
dt. (179)

Por outro lado, segue da hipótese (ii) que para T ≥ T ∗ = ln
(
4M
3

)/
ω, a energia satisfaz

E(z, zt, u, ut;T ) ≤
3

4
E(z0, z1, u0, u1; 0). (180)

Substituindo (180) em (179), temos

E(z0, z1, u0, u1; 0)−
3

4
E(z0, z1, u0, u1; 0) ≤

∫ T

0

(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
dt. (181)

Segue que,

1

4
E(z0, z1, u0, u1; 0) ≤

∫ T

0

(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
dt. (182)

Devido (φ0, φ1, ψ0, ψ1) = (z0, z1, u0, u1), temos

1

4
E(φ0, φ1, ψ0, ψ1; 0) =

1

4
E(z0, z1, u0, u1; 0) ≤

∫ T

0

(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
dt. (183)
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Aplicando o Lema (2.4), temos

1

4

∫ T

0

(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
dt ≤

∫ T

0

(
γ1|φt(l, t)|2 + γ2|ψt(l, t)|2

)
dt. (184)

Decorre dáı que,∫ T

0

(
γ1|zt(l, t)|2 + γ2|ut(l, t)|2

)
dt ≤ 4

∫ T

0

(
γ1|φt(l, t)|2 + γ2|ψt(l, t)|2

)
dt. (185)

Substituindo (185) em (183), obtemos

1

4
E(φ0, φ1, ψ0, ψ1; 0) ≤ 4

∫ T

0

(
γ1|φt(l, t)|2 + γ2|ψt(l, t)|2

)
dt. (186)

Portanto,

E(φ0, φ1, ψ0, ψ1; 0) ≤ 16

∫ T

0

(
γ1|φt(l, t)|2 + γ2|ψt(l, t)|2

)
dt, para T ≥ ln

(
4M/3

)/
ω (187)

Diante disso, a prova está conclúıda.
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4. Considerações finais

Neste trabalho de conclusão de curso, investigamos o problema que trata de um sistema
de equações diferenciais parciais que modela a dilatação de solos elásticos porosos com sa-
turação. Em outras palavras, mostramos o decaimento exponencial do problema de inchaço
em solos elásticos porosos com saturação de fluido. A principal contribuição deste traba-
lho foi provar o resultado de estabilização exponencial da energia total do sistema através
de um resultado mais geral que é a equivalência entre a estabilização exponencial e a ob-
servabilidade na fronteira do sistema. Mais precisamente, provamos estabilização do caso
limite do sistema elástico poroso com saturação de fluido sem a necessidade de mecanismos
internos de dissipação atuando no sistema, ou seja, com amortecimento atuando apenas
na fronteira. Para isso, dividimos o problema objeto de estudo em dois novos problemas:
um conservativo e outro não conservativo. Para o problema conservativo, extráımos a desi-
gualdade de observabilidade e para o problema não conservativo, constrúımos alguns lemas
técnicos, que foram usados posteriormente para estabelecer a equivalência com o resultado
de decaimento exponencial das soluções do problema objeto de estudo. Em ambos os casos,
foi usado o método multiplicativo. Finalmente, concluo dizendo que os resultados obtidos
neste trabalho foram publicados em um importante periódico cient́ıfico internacional e que
posteriormente, estando em uma pós-graduação, pretendo dar continuidade aos estudos re-
alizados nesse trabalho aplicando as técnicas que aprendi em outros problemas para obter
resultados semelhantes.
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