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Equivalencia entre a estabilizacao exponencial e a observabilidade
na fronteira para sistemas de dilatacao de solos elasticos porosos
com saturacao

Matheus Lima de Aratjo

Faculdade de Fisica, Universidade Federal do Pard.
Rua Raimundo Santana Cruz, s/n, 68721-000, Salindpolis—Pa, Brasil.

Resumo

Neste trabalho, investigamos um sistema de equacoes diferenciais parciais que modela a
dilatacao de solos eldsticos porosos com saturacao. A principal relevancia deste trabalho é
a prova do importante resultado de estabilizagao exponencial da energia total do sistema
através de um resultado mais geral que é a equivaléncia entre a estabilizacao exponencial e
a observabilidade na fronteira do sistema.

Palavras-chave: Sistemas eldsticos porosos, estabilizagdo exponencial, observabilidade na
fronteira

1. Introducao

Nas ultimas décadas, a teoria das misturas tem sido estudada por pesquisadores de
diversas areas, entre elas, destacamos: biologia, ciéncia do solo, industria do petroleo, etc.
A necessidade de entender como a matriz sélida se comporta como resultado do movimento e
interagao com fluidos, foi motivacao para formular a teoria da mistura para sélidos elasticos
porosos preenchidos com fluido.

O problema de dilatacao dos solos tratado neste projeto, representa um desafio significa-
tivo para engenheiros e arquitetos, que lidam com construcao de fundacoes. Assim, encontrar
solugoes duradouras para o problema estimula uma area ativa de pesquisa em disciplinas
afins. A investigacdo das leis do inchago foi iniciada por Katz [2] e depois promovido por
Philip [3] e Sposito [4]. Em [6], Eringen desenvolveu o primeiro trabalho sobre a teoria da
mistura para saturacao de solidos porosos pela acao de um gas ou fluidos. E um modelo
matematico que consiste em trés equacgoes diferenciais parciais que configuram o problema
da saturacao de soélidos porosos pela acao de um gas ou fluidos.

Até onde sabemos, o modelo matematico para a teoria linear de misturas binarias de
corpos eldsticos em um espago unidimensional foi introduzida pela primeira vez por Quin-
tanilla [5]. Ele a derivou do espaco tridimensional proposto por Eringen [6]. As equagoes de
campo do movimento para o modelo matematico no espago unidimensional sao dadas por

pzztt:le_G1+F17 (1)
putisy = Poy — Go + F,



onde z simboliza o deslocamento do fluido e u representa o deslocamento do sélido elastico.
Atuando na equagao de deslocamento, temos Py, GG; e F} designando a tensao parcial, a
forga interna do corpo e a forca externa, respectivamente. Uma representacao semelhante
na equagao elastica sao Py, G5 e I, . As constantes positivas p, e p, representam a densidades
de z e u, respectivamente. As equagoes constitutivas das tensoes parciais sao dadas por

P =a1z, +asu, e Py, =asz, + aguy, (2)
onde a; > 0, ay # 0 e ag > 0 sao coeficientes constitutivos que satisfazem a relagao
ayaz > a;. (3)

A relacao ¢é indispenséavel para garantir a positividade da energia interna. Ao substituir (|2))
em (/1) acoplado com as seguintes forgas internas e externas

Gi=Gy =&z —w), 1=z e =0, (4)
onde £ e iy sao coeficientes constitutivos positivos, temos

P2t — Q1 Zgg — Qollgy + E(20 — Ut) — 1120t = 0, (5)
Pulpt — A3Uzy — A2255 — g(zt - ut) =0.

Muitos sao os resultados sobre a estabilidade assintética do sistema e suas variantes.

Quintanilla [5] estabeleceu um resultado de estabilidade exponencial para (|5 usando técnicas

multiplicativas. Além disso, ele estabeleceu um resultado semelhante para o caso limite

(isto é, £ = 0) empregando o Teorema de Hurwitz. Usando a abordagem da base de Riesz,

Wang e Guo [7] analisaram o caso limite, substituindo g2, por —ki(x)z;, onde ki(x) é o
1

coeficiente do amortecimento viscoso interno satisfazendo a relagdo [ ki(7)dr > 0. Eles

provaram um resultado de estabilidade exponencial. Outros resultados (i)nteressantes no caso
limite com varios mecanismos de amortecimento pode ser encontrado em [],[9], [10],[11],[12].
Alguns outros resultados fascinantes, também podem ser encontrados em [13], [14], [I5] e
suas referéncias.

Neste trabalho, investigamos o problema de estabilizacao do caso limite do sistema
quando £ = p; = 0, com amortecimento atuando na fronteira. Em outras palavras, con-
sideramos o problema de inchaco em solos elasticos porosos com saturacao de fluido dada
por

Pzt — Q1R — QUgy = O em (07 l) X (07 T)7 (6)
Pullty — A3Ugy — Q22z; =0 em  (0,1) x (0,7), (7)

com condigoes iniciais dadas por

2(2,0) = 2o(2), 2t(x,0) = 21(2), u(x,0) = up(z), u(x,0) = us(z), Vo € (0,1), (8)



as condigoes de contorno

2(0,t) = arz, (1, t) + agu, (I, t) + 2:(l,t) =0, Vt >0, 9)

w(0,t) = agz. (1, t) + agug(I,t) + youy(l,t) =0, Vi >0, (10)

onde os coeficientes y; e y9 sdo constantes positivas. A energia total associada ao sistema
@— satisfazendo a relacao (3) é dada por

. [! ou [ 1 !
Et) = —Z/ ]zt|2dx—|——u/ ]ut\de—l——(al—ag/ag)/ ]zx\de
2 Jo 2 Jo 2 0

1 ! a9 2
= ——2 e dv, Yt >0, 11
+3 /0 \/a_?)z + Vazu,| dx (11)
e satisfaz a seguinte lei de dissipacao
d
ag(z,zt,u,ut;t) = —m|z(l,t))? — yalu (I, 1), ¥Vt >0. (12)

[sso mostra que a energia é uma fungao mondtona e nao crescente no tempo. Por outro
lado, se 71 = 2 = 0, consideramos o problema conservativo dado por

Pz‘Ptt - algprx - G'wax = 0 €m (07 l) X (07T)7 (13)
puqu)tt - a3¢xa: — Q2Pxx = 0 em (07 l) X (07 T), (14)

com as seguintes condigoes iniciais

p(2,0) = po(x), ¢e(z,0) = pr(x), ¥(2,0) = Yo(x), 1(z,0) = ¢1(2),V z € (0,1).  (15)

e as condigoes de contorno

(,D(O,t) = al@x(lat) + @2¢x(l7t) = 07 Vi Z O, (16)
B(0,1) = axpu(1,1) + agia(1,t) = 0, ¥t >0, (17)
Neste caso, a energia total atende a lei de conservagao
d

A principal contribuigao deste trabalho é estabelecer um resultado de equivaléncia entre
a estabilizacao exponencial do sistema @— e a observabilidade da fronteira do sistema
—. Ao melhor do nosso conhecimento, este resultado ainda nao foi considerado no
estudo de sistemas elasticos porosos com saturacao de fluido. Essas questoes foram estudadas
em outros contextos, como por exemplo, encontramos em [10] [I7], questoes similares para a
equagao da onda quasilinear, em [I8] para o problema de transmissao da equacao da onda,
em [19, 20] para feixes piezoelétricos e outros [21], 22 23| 24].

O objetivo deste trabalho é provar o importante resultado de estabilizacao exponencial da
energia total do sistema através de um resultado mais geral que é a equivaléncia entre a es-
tabilizacao exponencial e a observabilidade da fronteira do sistema. Com isso, consideremos
o seguinte teorema:



Teorema 1.1. (Equivaléncia entre estabilizagao e observabilidade) As sequintes estimativas
sao equivalentes

(1) Exzistem constantes C > 0 e T > Ty tais que para todos (o, p1,%0, 1) € HL(0,1) X
L2(0,1) x HL(0,1) x L*(0,1) com H!(0,1) := {f € H'(0,1); f(0) =0} temos

£l 1.t 1:0) < CT) | (rmz,t)ﬁ " |¢t<z,t>|2)dt, (19)

onde C(T) =1/2(T — 27l).
(11) Existem constantes M > 0 ew > 0 tais que para todo (29, 21, ug, u1) € HL(0,1)x L*(0,1) X
H0,1) x L*(0,1) temos

E(z,zt,u,ut;t) < M(€<Zo,21,UO7UI;O)€_wt, Vit > 0. (20)

A metodologia usada neste trabalho consiste em dividir o problema objeto de estudo e
dois novos problemas: um conservativo e outro nao conservativo. Para o problema conserva-
tivo, construiremos a desigualdade de observabilidade e para o problema nao conservativo,
construiremos alguns lemas técnicos, que serao usados posteriormente para estabelecer a
equivaléncia com o resultado de decaimento exponencial das solugoes do problema objeto
de estudo. Em ambos os caso, serda usado o Método Multiplicativo.

2. Resultados

Esta secao ¢ dedicada aos importantes resultados deste trabalho.
Prova: Iremos utilizar o método multiplicativo, ou seja, multiplicaremos a equacao (@ por
z; e integraremos por partes em (0, 1)

[ l
pz/ 2z de — / (a1 222 + Q2Uyy)zedr = 0. (21)
0 0

Segue dai, a seguinte identidade

10

= ——|%|? 22
ctt<t 2(%\24 ’ (22)
substituindo a equacao em (21)), temos
d 3 l l
E%/o | 2| *dw — /0 (alzm + aguz)mztdx =0. (23)

Integrando por partes o termo acoplado em (0, 1), obtemos

d B l l l

_p_/ 2|2 de — (@12, + asuy) 2| + / (a122 + aguy) zpdr = 0,

dt 2 0 0 0

d p l l

%é/ | 2| *dx — (alzm(l, t) + asug(l, t))zt(l, t) + / (alzx + agux)zmdx =0. (24)
0 0

8



Lembrando das condigcoes de contornos dado em @D, obtemos a seguinte relacao
a1z (1,t) + aguy (1, t) = —y12:(1,t), Vt > 0.

Substituindo em . temos

d } l l
p / |z 2dw + y1 |z (1, 1) ]2 —I—/ alzmzmdz—k/ Aol Zepdr = 0.
0 0

Usando a identidade seguinte

10
20t

Zylte = | 3:|2

em , temos

dpz/ dal ! 2 !
|ze|2dz + ]2 (L 1) ]2 + — |zx\ d:L'—l—/auxzmdx:O.
dt 2 ! e dt 2 ,

Agora, multiplicamos a equagao por u; e integramos por partes em (0,1), logo

d py

d pu d az
dt 2

l
/ P+ ol (1, 8)? +
0

! !
72 ). |u$|2dx+/0 g2z Uppdr = 0.

Somando as equagoes e , temos

dpz 2 dal dlou/ /
dt2/|ztldm+dt2/\x|dﬂc+dt2 \tld+dt2 fuy 2dz

+/ AUy 21 AT + / o2 Ui dr + 1|2 (L, t)|2 + Yalu(l, t)|2 =0.
0 0

Note que,
d

i
Reescrevendo a equacao conforme , obtemos

d p. 9
de + 9 12, 0%d d L
dt2/|zt| x+dt2/| | x+dt2/|ut’ x+dt2/|u| o

E“Z/ oz + 1|2 (L D)2+ 7ol £)[2 = 0.
0

uxzx) = Upp 2 + Uz Zig-

Adicionando e subtraindo o termo abaixo

2| 7d
2a3dt/|Z| “

(26)

(27)

(28)

(29)

(32)



na equagao ([32f), obtemos

d l
1 d a?
4= 212,12 + 2a0(upzp) + aslug* ) dz + v |2(1, 1) |2 + yalug(1, 1) |* = 0.
th 0 as

Observe que

1d ['(a3, 1d [
=5, — |%z 2 TAT :1:2 d = T
5% 0<a3]z\ + aQ(uz)—irag\u])x th/o

Substituindo a equacao em , obtemos

d(p. [ [ 1 l
1 ! Q9 2 2 2
0

Definimos a energia total do sistema (@f por

/]zt] dw+—/ ]ut\ dx—l— al—a2/a3 / |2, |*dx

+§/o \/_zx—i—\/_ux

a qual satisfaz a seguinte lei de dissipacao

2
a
\/—Z_Szx + Vasug| dx

dx, Vt>0,

d
EE(Z,Zt,u,Ut;t) = —(71|zt(l,t)|2 + 72|ut(l,t)|2> Vit > 0.
]

2.1. Problema Conservativo

Considerando o sistema de solos elasticos porosos, temos:

PPt — A1Prz — a'2¢xx =0 em (07 l) X (OaT)7
puwtt - a?ﬂ/}mc — A2Pxx = 0 em (07 l) X (07T)7

com as seguintes condicoes de contorno

90(07 t) = algpm(lﬂ t) + az%(la t)
¢(07 t) = a2901(l7 t) + a3wm<l7 t)

I
o o
<=
V
o o

10



e com as condigoes iniciais

p(2,0) = po(x), ¢e(x,0) = pr(x), ¥(2,0) = Yo(x), 1(x,0) = ¢1(2),V z € (0,1).  (43)

A energia total associada ao problema é dada por

Du l 1 l
oottt = % [ lofar+ 2 / |wt|2dx+§<a1—a§/a3> PR

+2/0

e satisfaz a seguinte identidade

E(p, 01, 0, s t) = E(p, 01,0, 0),  VE > 0. (45)

Isto nos diz que a energia E(p, ¢, 1, Py; t) é¢ um funcional constante no tempo. A proposigao
seguinte trata deste resultado.

Proposicao 2.1. A energia total do problema f dada em satisfaz a sequinte

let de conservacao

N

d
Eg(so,sot,w,l/}t;t) =0, Vt>0. (46)

Prova: Multiplicando a equagao (39)) por ¢; e integrando por partes em (0,[) temos

l l
Pz / orprdr — / (a1 + a2tyy)prdz = 0. (47)
0 0

Utilizando a identidade p;py = %%|gpt|2 na equagao (47]), obtemos

dpz

l l
dt 9 |90t’2dx - /0 (alsﬁx + (ZQ'QDx)x(PtdZU = 0. (48)

Integrando por partes o termo acoplado, encontramos

l

d B l l
dtp2 / |(:015|2d‘r - (al(pﬂc + aﬂ/}:p)gpt +/ (alpr + a2¢x)(,0txd$ = 0,
0 0
d pz 2 l :
7 |80t| dr — (a1p:(1,t) + agthe (1, 1)) @i + [ (a1 + azths)prdr = 0. (49)
0 0

Considerando as condigoes de contorno dado em , i.€.,
a1pz(l,t) + axp.(1,t) =0, Vt >0, (50)

reescrevemos a equacao (49) da seguinte forma

d } l l
p / |90t| dZE+/ Cllng(,Otxd{L‘—f-/ a2¢x90ta:dl' - 0 (51)
11



Agora, multiplicamos a equagao por 1, e integramos por partes em (0, ), obtemos

d pu 2 :
a2 / || d$+/0 a2§0z¢md$+dt 5 / |¢z| dr = 0. (52)

Somando as equacoes e (b2), temos

d (p: l 2 Pu : 2 1 2 : 2
e dz + 22 dz + = (a1 — L2d
(% [eracs e [opaes S - e [ lonPao

1 [ a 2 )
+= —— 0, ++/az,| dr ) =0, 53
2/0 \/a_sgp 3V (53)

para todo t > 0, e portanto, a prova esta completa. m

2.2. Desigualdade de Observabilidade

Aqui estabelecemos a desigualdade de observabilidade do problema conservativo f
(43), usando técnicas multiplicativas.

Teorema 2.2. Para T > 27l, existe uma constante C(T) > 0, tal que para todo (p,v)
solucao de — vale a sequinte estimativa

T
E(o, 1, b0, ¥1;0) < C(T)/O <p2|90t(lat)|2 +pu|¢t(l7t)|2)dt7 (54)

onde C(T") = 1/2(T — 271).
Prova: Multiplicando a equacao por zp, e integrando por partes em [0,[] x [0,7]
temos:

T pl
/ / (PzSDtt — 1Pz — a2¢xa¢) T g drxdt = 0. (55)
0 Jo

Consequentemente,

T T pl T pl
/ / P21 Pz T dxdt — / / 1Pz Pe T dadt — / / 22y x dxdt = 0. (56)
0 Jo 0Jo 0Jo

Segue dai que,
T T pl T pl
_/)z// @t@thdxdt—// 1 PpzPe T dxdt
00 0Jo

!
pz/ Oipz T dr
0 0
T pl
—// 2 0pz Py x dxdt = 0. (57)
0Jo

I
Fazendo X, (t) = p, / oo, T dxr e usando as seguintes identidades,
0

1

d 9 1
PtPte = |80t|

d
PrPrx = |80m|2 (58)
12



obtemos

T P T pl d ) a T pl d ) T pl
- = — xdxdt——// — |y a:dxdt—//a Ve dedt = 0. (59
E e s [ [ el (59)

Desse modo,

T 1 (Trl 4 T rl
_5// d_<pz‘90t|2+a1|§0x’2)xdxdt_//a21/}x:p(px$dxdtzo (60)
0 0oJo T 0Jo

De maneira analoga para a equagao , multiplicamos por zv, e integramos por partes
em [0,1] x [0, 7], obtemos

Ao(t)

(1)

T pl
/ / (pu¢tt - a3¢xx - a290mc) l”@bx dxdt = 0. (61)
0J0

Consequentemente,

T T T pl
/ / Puli ¥y x dxdt — / / a3y T dadt — / / 222y T dxdt = 0. (62)
0Jo 0Jo 0Jo

Portanto,
T T pl T pl
0 0J0 0J0

T pl
—// 2Py x dxdt = 0. (63)
0Jo

l
o / ity @ de
0

1
Fazendo X, (t) = p, / W, x dr, e usando as seguintes identidades, temos
0

_1d 9 _1d 2

dessa forma

T ou [TV d ) as [T/ d , T pl
- = — xdmdt——// — |, xda:dt—//a wzWex dzdt = 0. (65
L A [ (65)

Assim temos,

T 1 T pl d T rl
5 [ ] g (ol Yadsat ~ [ sz dvit =0, oo)
o 2JoJo dx 0Jo

Somando as equacoes e , obtemos

T Tt g
{)@(t)mlp(t)} —5// d—(pz\¢t|2+puwt]2+a1]g0x\2)xdxdt
0 0Jo ar

a T d T pl T pl
_33// d—|@/)x|2xdxdt—// aggbmg%xdmdt—// A2pzptPe v dxdt = 0. (67)
0Jo aT 0 J0 070
13

Xy(t)

Xy (1)




Note que,

Reescrevendo a equacao (]@ levando em consideragao a equagao , temos

00+ Xl ] ——// (el ol + Yo o
/ / — |, [*x dzdt — ay / / (uips)x dadt = 0. (69)

Adicionando e subtraindo o seguinte na equacao

a2
2@3// | o | @ dzdt. (70)

Dai temos,

T T pl d
[%(t) n Xm] K (pzw T pultl? + (ar — a%/ag)\%P)xdﬂsdt

T pl

d
—xQddt— // wxddt—?’//—x?ddt:. 1
2@3// |z |2 dxdt — as dstow:c Ooda:W"”“” 0. (71)

Neste sentido,
{X(H% ] ——// (pzlsot|2+pu|¢tl2+(a1—ag/a3)|%|2)xdxdt
__ __2x22 O Iz dadt = 0. 5
Observe que,
1 T pl d 2
__// _<@|sam|2+2a2(¢m%)+a3|%|2)xdmt
2 JoJo dz

_ ! / / N gpx—k\/_wz vt (73)

Portanto,
0+ 20] =3 [ o (oo + i+ (0~ et

e +/asty,
14

):v dxdt = 0. (74)

1



Integrando por partes em [0, [], encontramos

T

1 T
)+ 200 =3 [ 2l + g+ (01— el
0 0

2 l T pl
+‘&% + Va3, )dt s / / (pz|90t|2 + pultel* + (a1 — a3 /as)| sl
\/@
‘ \/_9055 + Vaz, )dxdt =0. (75)
Devido as condic¢oes de contorno, temos
T oy T T
20+200] =5 [ (el + pdnt.0F Jar+ [ et =o. 1)

o+ 0] + [ e ovaa=t [ (saor s atnor)a. @)

Por outro lado, temos que

! !
X, (1) + Xw(t)‘ < lpz/ !sotsox\dme/ || da. (78)
0 0
Observe que a E(p, vy, ¥, Yy;t) é dado em . Usando a desigualdade de Young ab <
a’> b
o + 5 temos

- lp, Loy 1pu
‘X()w@’ ”/|t|2d+’)/|%|d+”/|¢t|d+”/|wx|d (79)

Consequentemente,

Xl0)+ 20)| < 160, 020, (50)
onde
1 |as| ( a%)_l( Pu’a2|> Pu }
T:=maxs l,—+ —,[a; — = L+ ], — . 81
{ v e \" T a) " T ) s (81)
Considerando a lei de conservagao de energia, obtemos
(SO gptadj ’th, ) (SOOa ©15 7/’07@&17 )7 vt Z Oa (82)

por outro lado, usando , encontramos

= 2,(1) + (1)~ (2,40) + 2,0

Z —ZTE(SO7 Pt ¢7 ¢t7 T) - ng(% Pt ¢7 wtv O)
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De , temos

T

{»@(w n XN)L > 97 E (s o1, s 3 ). (83)

Combinando e (83), temos

T l T
—2”5(%00»801,@/)077#1,0)4'/0 5(%%7%%,15)6115 S 5/ (pz|<pt(lat)|2 +pu|wt(l7t)|2)dt (84)

0
Ao usar , temos

T
(T_ 217)5(<P07<P1,¢071/11;0) S /() (pz|§0t(l7t)‘2 +pu’¢t<l7t)|2>dt (85)

DO | =~

Portanto,

g(¢079017¢07¢1;0) < C<T)/0 (pz|90t(l7t)|2 +pu|¢t(l7t)|2) dt’ (86)
onde C(T) =1/2(T —27l). =

2.8. Problema auziliar

Aqui nossa intencao é estabelecer um problema auxiliar para ser ponte de ligacao entre
os problemas dissipativo (@ — e conservativo — , a fim de obtermos a conexao
entre a estabilizacdo exponencial e a observabilidade exata na fronteira.

A partir de agora, o problema nao conservativo sera chamado de problema auxiliar. Para
obté-lo, consideramos a mudanca de varidvel z := ¢ +y e u := 1) + w onde (y,w) é solugdo
do problema auxiliar dado por

PYtt — WYz — G2Wap = 0 em  (0,1) x (0,7, (87)
puwtt — Q3Wgy — Q2Ygx = 0 em (Oa l) X (07 T)v (88)

com as seguintes condicoes de contorno

Y(0,t) = ary.(l,t) + agwx (1, 1) + m2(l,t) =0, Vt >0, (89)
ZU(O, t) = a2yz(l7 t) + a3w$(l7 t) + 72“15([7 t) - Oa Vt > 07 (90)

e com condicoes iniciais
y(z,0) =yo(x) =yi(x,0) = y1(x) =w(zx,0) = wo(z) = w(z,0) = wyi(z) = 0,Vz € (0,1). (91)
A energia total associada ao problema ([87]) — ¢ dado por

l l
Pu 1
g(ya yt7w7wt7 = / |yt| d + = / |U}t|2dI + 5(@1 - CL%/CL3) / |y$|2dl’
0

+2/0

yx+\/_wx

dz, Yt >0. (92)
e
16




Enfatizando que a condicdo a5 < ajas é fundamental para garantir a energia positiva.
Para todo t > 0 e satisfaz a taxa de mudanca

d
Eg(ya Yt, W, W t) = _’YIyt(lu t)Zt(l7 t) - ’YQUJt(lu t)ut(la t)u Vi Z 0. (93)

2.4. Lemas Técnicos

A prova do Teorema (|1.1]) baseia-se na construgao de dois lemas que serdo vistos a seguir.
O primeiro deles, estabelece uma relagao entre os sistemas auxiliar e dissipativo, enquanto
que o segundo, estabelece uma relagao entre os sistemas dissipativo e conservativo.

Lema 2.3. Para todo T > 0 e (y,w) solu¢ao do problema — existe uma constante
C > 0 tal que

/OT(|yt(l,t)|2 + th(l,t)|2> dt < (J/OT<|Zt(z,1t)|2 + |ut(l,t)|2) dt, (94)

para toda (z,u) solu¢do do problema (6] — (L0).

Prova: Multiplicando a equacao por y; e integrando por partes em [0,!] x [0, S] com
0<S<T, temos

S pl
//(pzytt — Q1 Yzx — QQwa)yt dxdt = 0. (95)
0Jo
Dessa forma, obtemos

S pl S pl
//pzyttyt dxdt — / / (alym + agwm)yt dxdt = 0. (96)
0Jo 0Jo

Utilizando a seguinte identidade: 1y, = %%|yt|2, obtemos

p S la S rl
—Z//—Iyt!2da:dt—//(alyz+a2wm)ryt dzdt = 0. (97)
2 0 Oat 0 0

Integrando por partes o termo acoplado em [0,1] x [0, 5], temos

s S l@ S
o / / _|yt|2dxdt - / (alyﬂc + a2wz)yt dt
2 0Jo at 0

Segue dai, a seguinte identidade: v,y = %%]yx

1 S la S pl S l
! / / —(pz|ytr2+a1|ym|2)dxdt+ / / antwyypn drdt — / (arys + asw.)ys de| . (99)
2 0 Oat 0J0 0 0

17

l S pl
+ // (a1y, + agw,)yedrdt = 0. (98)
0 0J0

|2, assim teremos



1a2
2 a3

1 S la a2 a2 S rl S rl
- / / —(pzryt\2+(al——Q)!yxlz)dwdH—Q / / Yolto drdt + / / asWyye drdt
2 Jo JoOt as as Jo Jo 0Jo

l

Adicionando e subtraindo o termo fo 09t 9 1y,|? drdt na equacao (99) temos

S
= / (a1ys + agw, )y, dt (100)
0 0
Note que,
//yxym dxdtJr//azwxym dxdt = //( yx+\/_wz)ytx dzdt. (101)
\/_
Portanto,

1 S la a2
—//— pslue)* + (a1 — =2) |y |* | dadt + —// yx + Vazw, |y, dxdt
2 0Jo ot as

s
= / (a1ye + aswy)y; dt

0

(102)

0

De maneira andloga procedemos para a Eq. . Multiplicando por w; e integrando por
partes, obtemos

//(puwtt — A3Wyy — agym)wt dzdt = 0. (103)
0Jo

Com isso, temos

S pl S pl
//puwttwt dxdt — //(ag,wm + agym)wt dxdt = 0. (104)
0Jo 0Jo

Utilizando a seguinte identidade: wyw; = %%]wt\z, obtemos

p S la S rl
—"//—\wt!2dxdt—//(agwaragyx) wy dadt = 0. (105)
2 Jo Joot A v

Integrando por partes o termo acoplado, teremos

p S la S rl S pl
_“//—|wt|2dxdt+//(agwmwtm) dxdt—i—//(@yzwm) dxdt
2 0Jo 62(; 0.Jo 0Jo

s !
= / (azwy + asy,)wy dt| . (106)
0 0
Utilizando a seguinte identidade: w,wy, = %§|wm]2. Consequentemente,
p S la
—u//—|wt|2dxdt+ // |w$|2dxdt+a2//y$wtz dxdt
2 JoJoot 0Jod
_ / (a5, + asys)wn dt| (107)
0 0

18



Adicionando e subtraindo o seguinte termo — / |wx| dxdt, temos

S S S pl
@//2|wt|2dmdt+%//2|wx|2dmdt—%//2|wx|2dxdt
2 Jo Joot 2 JoJo Ot 2 Jo Jo Ot

S pl as S la S l

—Hzg//yzwm dxdt—i——//—\wxﬁdxdt:/(ang—i-agyx)wt dt| .
0Jo 2 JoJoOt 0

0

(108)

Observe que,

//ymwm dmdt+—//at|w$| drdt = \/_//( yx—l—\/_ww)wm dxdt. (109)

Com isso, temos

S
//at|wt]2da:dt—|— \/_//( Yo + \/_wz) wypdxdt /0<CL3’LU$ + gy )wydt

Somando as equagoes ((102) — (L10f), teremos

1 [910 : a3 9
= — | plyil +(a1__)|yz| dxdt—l—— yz+\/ 3Wy | Y dadt
2 0 Oat as 0J0
p Srto 2 5 as
= — dxdt + /a3 — Yy + azw, | wy, drdt
+2/0/0(9t|wt| xat + a3/0/0( _a3y + y/asw )wt X

l. (110)

S !
= / (a1ys + asw,)y, dt| + /(agwx + @y, )w, dt| . (111)
0 0 0 0
Note que,
a2 / S/l( Vas ) dzd \/— Jas dzd
\/a_g 0 \/— t t
2
» +Vasw, | | —vy. + Vasw, | dxdt. 112
- [ [ (G v )(fy Vas ) .
Usando a seguinte identidade
+ pva) =200y ] )
Wy, T T Sl ap— a3Wy| ,
v V) = g e
e substituindo na equacao (111)), temos
1[99 2 2 a3 2 az :
a a, z U - T — —Yz T d dt
2/0/0(%(/) ye|* + pulwe® + (a1 a3)|y| +‘\/a—3y + Vazw ) x
S l S l
= / (a1ys + asw, )y, dt| + /(agwgc + @y, )w; dt| . (114)
0 0 0 0

19



Usando a defini¢ao de E(y, y;, w, wy; t) e integrando por partes em [0, S], obtemos

s s l S l
d
/ —S(y’ Yi, W, Wy t)dt = / (alyx + a2wz)yt dt + /(a?)w:c + a?y:v)wt dt| . (115)
o dt 0 0 0 0
Consequentemente,
s ! s l
E(W, Y, w,we; S)— E(Yo, Y1, wo, w1; 0) :/ (alyz + aQu)m)ytdt —i—/(a;;wx + agy, )wdt| . (116)
0 0 0 0

Levando em conta as condicoes iniciais , temos que E(y, y;, w, w; 0) = 0. Portanto,

S l

E(ya Y, W, Wy S) :/ (aly:v(la t) + a2w:p(l7 t))yt<l7 t) dt
0 0
5 !
+ / (aswa (1, ) + asy (1, ))wa(1, ) ] - (117)
0 0
Reescrevendo a equacao, temos
5 !
5(y7 Yi, W, Wy, S) - _/ ( - alym(la t) - a2wm(lu t))yt(l7 t) dt
0 0
s !
—/(—a3wx(l,t) — agy. (1, )we(l, ) dt| . (118)
0 0
Dai temos,
S s
E(y, yp, w,wy; S) = —’yl/ 2L,y (L, t) dt —’}/2/ w(l, t)ug(l,t) dt. (119)
0 0

2
Decorre da desigualdade de Young ab < Z— + eb?,
€

1 S S
£ nw,06 )< 1o [ (I OP + .0 Jat 4« [(1n@.0F + o0 )at. (120)
0 0

g $)= < [ (a0r R )i« [ (. or + .op ). gz

0

Paratodot >0,e >0e0< S <T.
Por outro lado, multiplicamos a equagao por xy, e integrando por partes em [0, ] X
0,77, temos

T
/ /(pzytt — 1 Ypr — agwm)xyx dxdt = 0. (122)
0Jo
20



Logo,

T pl T pl T pl
Pz / / YulYoer drdt — ay / / Yro Yo daxdt — ay / / Wealzx dxdt = 0. (123)
0J0 0J0 0J0
Dai temos,
T T pl T pl
_Pz/ /ytymfr dxdt — CL1/ /ymyxx dxdt — a2/
0 0J0 0J0 0

[
P / YtYzx dx
0
|ye|?

Usando as seguintes identidades: vy, = %8% Yt

equagao ([124]), obtemos

! T Ty T pl
pz/ytyx:r; de| — = / /— (pz|yt\2 + al\yz|2>x dxdt — a2/ /wmymx drdt = 0. (125)
0 0 2 Jo JoOx 0 Jo

Adicionando e subtraindo o seguinte termo —— / / ly.|>z dzdt na equacio (125,

2 as
1 T
P / YtYpx dx
0 0

1 T la , a/% 2
LT (e - Dy s

T pl la
—ag/ /wmyxx dxdt — ——2// ly.|*z dzdt = 0. (126)
0Jo
Note que,

T ol T pl
GQ a9
—CLQ//wmymxdxdt - = /ymyxxdxdt = / ( _ym + +/a wm) xydxdt. (127)

T T pl 2
1 0 a

-5 / /— (Pz\ytlz + (a1 — —2)|yz\2>x dxdt
a3

De maneira analoga procedemos para a equacao , multiplicamos por zw, e integramos
por partes em [0, ] x [0, 7.

Wyt dxdt = 0. (124)

S~
N

|* e substituindo na

_ 19

teremos

Portanto, temos

!
P / YtYz T da:
0

/ /(puwtt — A3Wyy — agym)x% dxdt = 0. (129)
0Jo

/ /wtwmxdazdt - CLg/ /wmwmxdxdt — az/ /ymwx:cdxdt =0. (130)

Consequentemente,

!
Pu / wtwmxdaz
0




2 |w,|?, obtemos

Utilizando as seguintes identidades: wywy, = 12 |w,|* e wyw, =1

! T 1 [Ty T ol
pu/wtw$xdx - = / /—(pu|wt|2 + a3|w$|2)x dzdt — ag/ /ymwzx dxdt = 0. (131)
0 o 2JoJo Ox 0 Jo

Adicionando e subtraindo o seguinte termo — / / |w, |2z dxdt na equacdo (I31)). Dessa

T 1 T la ) T pl
_ — (pyu|we|? )z dxdt — a // ea W T dxdt
0 2/0/08:U(p| t|> 20 oy

T pl
S O 2 dudt = 0. 132
2/008x|wz|xx 0 (132)

forma, temos

1
Pu / wWW, T dx
0

Observe que,

[ywsdwdi— [ [ 2 Podzd Tl(az ) dxd
—a caWerdrdt — — — W |"zdrdt =—\/a ——Ypz + A/ A3 W,y | TWdxdt. (133
[ [ | |5 v (vt v (133)

Assim temos,

pu/wthxdx — —// pu]wt\ a:d.rdt—\/_//( ym+\/_wm>:vwxd:vdt 0. (134)

Somando as equagoes - temos

1 T la 9
—5 //6_ (pz\yt|2 + pulw|* + (a1 — %)|yz|2> xdxdt

l T 1 T
+pu/wthxdx + pz/ytyx:c dx
0 0 0

(135)

0

Note que,

//( ym+\/_wm)xyzdxdt—\/_//( Z/m—i-\/_wm):cwxdxdt

/ / ( Yo + Va3 wx> (\/—2_3% + \/@wx)x:cd:cdt. (136)

Decorre dai, a seguinte identidade

2

2 (05} 10 (05}
x T T x — <~ ~ | Y=z T 137
Y +\/a3w)( Yo + /3w )x 5 e \/a_gy + /azw (137)
22
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Portanto,

1 Trtp 2
- _ 2 dxdt
2/0/0a (pz|yt| + pulwe]® + (a1 Iyx ’\/_nyrJ_wm )ﬂf T

! T !
+pu/wthxdx + pz/ytyxx dx| =0. (138)
0 0 0 0
Ou seja,
1 (Trto 2
= p2lye* + pulw* + (ap — =2 |ym ‘ Yo + Wy )xdmdt
[ Lo ( TR
! T ! T
= pu/wthxdx + pz/ytymx dx (139)
0 0 0 0

Integrando por partes, temos

2 !
)
) dxdt

=1yt + pulwe]? +(a1—— |y |? ‘ ——Yo + Vazw,
[+ =

1
—5// (pz!ytl + pulwy]? +(a1—— )yal” + ‘\/_ywr\/_wm

N | —

! T ! T
= p- / Yo dx| 4 py / wywyxdr (140)
0 0 0 0
Assim,
E/Tx lye|? + |w|2+(a—&—%)| 2|2 +\/a_w2dtl
92 0 Pz|Yt Pu| Wt 1 as Yz \/a—gya} 3Wg .
T ! T ! T
= / E(Y, Y, w, wys )dt + pz/ytyxa: dx| + pu/wtwm:cd:v (141)
0 0 0 0 0
Consequentemente,
[ 2
0 \/_
T l T l T
= / E(Y, Yy, w, wi; t)dt + pz/ytyxx dr| + pu/wth:ndw (142)
0 0 0 0 0
Com isso, temos
l T T l T
5/ (pz|yt(l,t)|2+ pu|wt(l,t)|2>dt §/ E(y, yr, w, wy; t)dt +/(pzytyxx + puwthx) dx| .(143)
0 0 0 0
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Por outro lado, note que, usando a desigualdade triangular, temos

l

T T
3 (.04 g0 < [ 00w, wisoyi
0 0

T

l
+ lpu/ |wyw,|dx
0 0

' (144)

1
+l,02/ | Yy |dx
0

0

Devido as condigoes inciais (91]), chegamos em

T 9 T
a/ (|yt(l,t)|2+ |wt(l,t)|2)dt < 7/ E(Y, yp, w, wy; t)dt
0 0
! !
+2pz/ lye (2, T)| |y (z, T)|dz + 2pu/ |we(x, T)||wy(x, T)|dz. (145)
0 0

Onde « := min{p,, p,}, e da desigualdade de Young, temos

T 2 T
Oé/ <|yt(lat>|2+ |wt(l7t)|2) dt S 7/ g(y:yt7w7wtat)dt+ng<y7yt7w7wtaT)7 (146)
0 0

—1
onde 7 = max{l, \/% - %, (a1 — %) (pz + %:2') : \;—%}, substituindo (121)) em (146]),

obtemos

a[f(wxuwf+hwa¢nﬁdtsEﬁlﬂiE?AT(maxn%+mxuwP)w

el
T
Me/ (|yt(l,t)\2—|—]wt(l,t)|2)dt. (147)
0
Consequentemente,
2T +1 T 2T +1I1)C [
(o= E (e o+ a0 < B [t o+ o . 199
0 0

Escolhendo ¢ := al/2(2T + 7l), obtemos

%/OTQyt(l7t)|2+ |wt(l,t)|2>dt < %/OTQ%(M)M |ut(l,t)|2)dt. (149)

A partir dai concluimos a prova.

[ (st o it ) < LD it o it o) s
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Lema 2.4. Para toda solugao T > 0 e (z,u) solugdo do problema @ —

/ (m:zt(z,t)ﬁ+w|ut<z7t>r2)dt§4 / (%mu,tn?+72wt<z,t>|2>dt7 (151)

para todas as solugoes (y,w) do problema (39)—(43).
Prova: Da tazxa de mudanga (93)), temos

d
Eg(y,yt, w,we; t) = =y (L) ze(1, ) — yowe (1, t)ug(l, ) VE > 0. (152)

Note que, z=p+vy e u=1v+w. Entao temos,

€ wit) = = (0.0 0.0 )1, = 22 (0,0) + 0,0 0.0, (159

Integramos em [0, T,

T T
E(y, y, w,wi; T) — E(yo, y1, wo, wy;0) = —%/ (L, Oy (L t)dt — v | |yl t)Pdt
0 0

T T
—72/0 ¢t(z,t)wt(z,t)dt—72/0 lwy (1, 1) dt. (154)

Dessa forma,

T

T T
0 <&y, yr,w,w;; T) = —71/ (L, )y (1, t)dt — ’Yl/ |y (L, ) dt — ’YZ/ Yol t)we (1, t)dt
0 0 0

T
—72/ lw, (1, t)|?dt. (155)
0

Consequentemente,

/OT(71|yt(l, ) + 'yg]wt(l,t)\2> dt < — <71/0Tg0t(l, Oy (1, t)dt + 2 Oth(l,t)wt(Z, t)dt) .(156)

Usando a desigualdade de Young, obtemos

1 [T I
5/0 (%|yt(l,t)l2+72|wt(l,t)!2)dtS5/0 (%!wt(l,t)\z+72|z/ft(l,t)\2)dt. (157)

Por outro lado, p =z —vy e Y =u—w, obtemos

1 T
2/ (71|yt(l D2 + 7alw(l, 1) \2)dt / (1) — a1, )2t
0

T

+’;2 (L, 1) — wy(l, 1) [2dt. (158)
0
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Note que,

1" g
3 (b0 + et )i =2 i+ 2 [ o
0 0

1 %Uﬂ%UtMt+%i/h%lt|ﬁ+ Z/JwNJMMt
0 0
T

o2 [ (1, tywy (1, £)dt.
2 0

Aplicando a desigualdade de Young (>), obtemos

1 T o T o T
3| (o hwtoR Jar= % [agoopa -7 [ opa
0 0 0

v [T v [T
+£/mﬁm%—i/m@m%.
4 Jy 2 Jo

Consequentemente,

T 1 T
[ (.08 - elunt, 0 e = 3 [ (bt 0 + bt )
0 0

Substituindo [161)) em (157), temos

T 1 T
[ (.0 +alunt, 0 e < 3 [ (bt 0 + bt )
0 0
Portanto,
1 T T
1 [ (b0 +uluatt 0 Yot < [ (sl O + bt 0
0 0
|

3. Prova do Teorema (|1.1)

(159)

(160)

(161)

(162)

(163)

Esta sec@o ¢ dedicada a prova do Teorema (|1.1)), que serd feito a partir dos resultados

estabelecidos das segoes anteriores.

Prova: (i) = (ii). Assumindo (¢, @1, %o, ¥1) = (20, 21, U, u1) € tendo em mente que

p=z—y e Y =u—w,segue da desigualdade de observabilidade que
T
& (20, 21, ug, u1; 0) = E(po, p1, 0,115 0) < C/ (’@t(l>t)|2 + Wt(lat)|2) dt
0

—c O%%ﬂ—yﬂiw+ﬁﬂhﬂ—wﬂJW)ﬁ.
26
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Consequentemente,

T
&(z0, 21, ug, u1; 0) < C/ (|»Zt(lﬂf)|2 +lue(l O + lye(L O + Jwe(l, t)|2> dt.— (165)
0

Usando o Lema ([2.3)), segue que

/OT(Iyt(l, O + !wt(l,t)|2> dt < c/OTCZt(z,wt)l2 + \ut(l,t)]Q) dt, (166)

obtemos,

T
5(zo,zl,u0,u1; 0) < C/ <|Zt(l,t)‘2 + |ut(l,t)|2) dt. (167)
0

Por outro lado, da lei de dissipacao ((12)), temos

d

%E(z,zt,u,ut;t) = —(71|zt(l,t)|2 + 72|ut(l,t)|2> Vit > 0. (168)

Integrando em [0, T'], obtemos
T
E(z, zp,uyup; 0) — E(z, 2, uyu, T) = / (’yl\zt(l,t)IQ +’yg\ut(l,t)]2) dt. (169)
0

Segue dai que,

T T
/ |z (1, 1) |2dt —|—/ lug (1, 1) *dt < C(E(z, ze, u,u; 0) — E(z, zt,u,ut;T)), (170)
0 0

onde C' :=1/ @ig{%} Resulta da desigualdade (167 e (L70]) tal que C' > 0. Note que o

problema é dissipativo, entao

E(z, zp,uyu; T) < E(z, 2, u,u;0), Vit > 0. (171)

Substituindo em (|170]), temos
E(z, 2z, uyu; T) < CE(z, 2z, u,u; 0) — CE(z, 2z, u, ug; T). (172)

Dai temos

(1+C)E(z, zi,u,u; T) < CE(z, 24, u, uy; 0). (173)
Dessa forma, temos

E(z, z, uyuy; T) < Lc‘,’(z,zt,u,ut;O). (174)

(1+0C)

27



Decorre da teoria de semigrupos (ver Pazy [26]) que

IS < g Y20 (175)

Assim, dado t € (0,7 existem § > 0en € IN tal que t =nd +r com 0 <r < 4. Por sua
vez

ISOI< SO < (1 fo)n<1 - c) = (1 * %)

Consequentemente,

Sl

1 —1+5
<1 + 5) = Me " (176)

E(z, z,u,up; T) < ME(29, 21, ug, ug; 0)e ", Vt >0, (177)
ondew := $In(1+1/C) e M := (1+1/C)~'*5. Portanto estd provado que decai exponencial-

mente. (i) = (ii). Agora provaremos que o decaimento exponencial implica na desigualdade
de observabilidade. De fato, segue da lei de dissipacao ((12) que

T T
S(z,zt,u,ut;T)—S(zo,zl,uo,ul;O):—71/ |zt(l,t)|2dt—72/ (L HPdt, (178)
0 0

decorre dai que,

T
E(zo, 21, ug, u1;0) — E(2, 2z, uy u; T) = / (71|zt(l,t)|2 + 72|ut(l,t)|2> dt. (179)
0

Por outro lado, segue da hipétese (ii) que para T'> T* = In (%) / w, a energia satisfaz

w

E(z, z,u,u; T) < ZE(ZO,Zl,uO,ul;O). (180)
Substituindo (180 em ((179)), temos
3 ’ 2 2
g<20a217u07u1;0> - 18(207’217“0’”1;0) S ﬂyllzt(l?t” +72|ut(l’t)| dt. (181)
0
Segue que,
1 g 2 2
ZE(ZQ,Zl,Uo,Ul;O) < ’}/1|Zt(l,t)‘ +72|Ut(l,t)‘ dt. (182)
0
DeVidO (9007 @17@%#/11) = (207 21, UD,Ul), temos

1 1 T
15(900,9017%71/11;0) = 15(207217u0au1;0) < / (71|Zt(lat)|2 +72|ut(l,t)|2)dt. (183)
0
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Aplicando o Lema ({2.4)), temos

1 T T
— 1Ztl, 2 gutl, 2d_ 1 tl, 2 Qtl, Qd.
1 [ (wlator 4 uluatt0R )ar < [ (uleatt 0 + bt 0 e (1s

Decorre dai que,
T T
[ (bt + sttt e <4 [ (sl 0P +saliutioR Jar. (159
0 0
Substituindo (185]) em ((183)), obtemos

T
}15(900,%01,1?0,@/)1;0) < 4/ (71|80t(l>t)|2 +72|¢t(l7t)|2)dt- (186)

0

Portanto,

T
E(po, 1, %0,11;0) < 16/ (71’90t(l>t)|2 +72Wt(lat)|2)dt7 para T > In (4M/3) Jw (187)
0

Diante disso, a prova esta concluida. m
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4. Consideracgoes finais

Neste trabalho de conclusao de curso, investigamos o problema que trata de um sistema
de equacoes diferenciais parciais que modela a dilatacao de solos eldsticos porosos com sa-
turacao. Em outras palavras, mostramos o decaimento exponencial do problema de inchaco
em solos elasticos porosos com saturacao de fluido. A principal contribuicao deste traba-
lho foi provar o resultado de estabilizacao exponencial da energia total do sistema através
de um resultado mais geral que é a equivaléncia entre a estabilizagao exponencial e a ob-
servabilidade na fronteira do sistema. Mais precisamente, provamos estabilizagao do caso
limite do sistema elastico poroso com saturacao de fluido sem a necessidade de mecanismos
internos de dissipacao atuando no sistema, ou seja, com amortecimento atuando apenas
na fronteira. Para isso, dividimos o problema objeto de estudo em dois novos problemas:
um conservativo e outro nao conservativo. Para o problema conservativo, extraimos a desi-
gualdade de observabilidade e para o problema nao conservativo, construimos alguns lemas
técnicos, que foram usados posteriormente para estabelecer a equivaléncia com o resultado
de decaimento exponencial das solugoes do problema objeto de estudo. Em ambos os casos,
foi usado o método multiplicativo. Finalmente, concluo dizendo que os resultados obtidos
neste trabalho foram publicados em um importante peridédico cientifico internacional e que
posteriormente, estando em uma poés-graduacao, pretendo dar continuidade aos estudos re-
alizados nesse trabalho aplicando as técnicas que aprendi em outros problemas para obter
resultados semelhantes.
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