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Resumo

A cosmologia relativistica nasceu como forma de explicar a dindmica do universo através da
Relatividade Geral, teoria desenvolvida por Albert Einstein em 1915 para a gravitagdo, que
¢é o ponto de partida para explorarmos esta dinamica, além de outros problemas encontrados
ao longo do estudo. A primeira solucao de Eisntein para um modelo de universo sugeria um
universo estatico. No entanto, dados observacionais feitos pelo astronomo Edwin Hubble e as
solucbes obtidas pelo matematico Aleksandr Friedmann sugeriam um cenério de expanséo do
universo. Ao longo da histdria, outros cientistas desenvolveram diversos modelos considerando
diferentes parametros contidos nas solugoes. Neste trabalho, revisamos as solu¢ées mais im-
portantes das Equagoes de Friedmann para a descricdo da expansao do universo, sem levar

em consideragao as perturbagdes cosmolégicas.

Palavras-chave: Cosmologia, Relatividade Geral, Equacoes de Friedmann, Solu¢ées Cosmo-

logicas.



Abstract

Relativistic cosmology emerged as a way to explain the dynamics of the universe through
General Relativity, a theory developed by Albert Einstein in 1915 to describe gravity, which
serves as a starting point to explore this dynamics, along with other problems encountered
during the study. Einstein’s initial solution for a model of the universe suggested a static
universe. However, observational data by astronomer Edwin Hubble and solutions obtained by
mathematician Aleksandr Friedmann suggested a scenario of an expanding universe. Through-
out history, other scientists have developed various models considering different parameters
contained within the solutions. In this work, we review the most important solutions of the
Friedmann Equations for describing the expansion of the universe, without taking into account

cosmological perturbations.

Keywords: Cosmology, General Relativity, Friedmann Equations, Cosmological Solutions.



Abreviacgoes

FLRW  Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
RG Relatividade Geral

GN Gravitagdo Newtoniana
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Capitulo 1

Introducao

Os estudos e ideias sobre a origem e a evolugdo do universo estdo presentes ha muito tempo
entre os estudiosos, que ao longo da histéria propuseram diversos modelos para explicar como
tudo comegou [1]. Dentre os modelos mais conhecidos, temos a hipétese de Kant-Laplace, que
propunha que o sistema solar teria sido formado pela rotagdo de uma grande nebulosa, ou o
modelo do matematico Inglés W. F. Sedgwick que sugere que uma forte maré causada pela
passagem de uma estrela proxima ao Sol teria dado inicio a formagado dos planetas a partir
do residuo solar extraido dessa interagdo. Todos esses modelos eram baseados na Gravitagio
Newtoniana (GN).

Atualmente, nossos estudos sobre a formagao e evolugcao do universo sao baseados nas
solucoes das equagoes de Einstein para a gravitagdo, a chamada Relatividade Geral (RG),
que é descrita por uma geometria nao-euclidiana, através de entidades algébricas chamadas
de tensores. A partir dessas equagoes, que consistem de Equacoes Diferenciais Parciais (EDP)
nao lineares, varios fisicos obtiveram as mais diversas solu¢bes. A primeira solugoe foi a do
alemao Karl Schwarszchild em 1916 [2].

Ja em 1917, Einstein, buscando seu modelo de universo estatico, insere um termo A
em sua equacgio, conhecido como constante cosmoldgica, que provoca uma repulsdo para
contrabalancar a tendéncia atrativa da gravidade, como forma de encontrar uma solugao
estatica [3]. No mesmo ano, Willem de Sitter obtém as primeiras solugdes dindmicas [4]. Em
1922, o matemadtico russo Aleksandr Friedmann apresenta duas solugbes nao-estaticas [5],

baseadas na hipétese de distribuicao uniforme de matéria no universo, em que o universo



observavel possui uma distribuicdo de matéria e energia homogénea e isotropica em larga
escala, o chamado principio cosmoldgico. Uma delas descrevia um universo em expansao e a
outra, um universo em contracdo. Em 1927, Lamaitre obteve uma solucao utilizando o modelo
de de Sitter conjuntamente com o de Einstein, encontrando uma solugao de transicido entre
ambas [6]. Suas equagOes sugeriam que o universo em seu inicio se reduzia a um “ovo césmico”,
e que teve inicio a partir do que conhecemos popularmente como “Big-Bang”.

Em 1929, o astrénomo Edwin Hubble, através de observagoes [7], obteve um grafico das

distribuigoes das galdxias, como vemos ao lado esquerdo da Figura 1.1.
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Figura 1.1: Gréficos da velocidade de recessdo em funcdo da distancia, onde o grafico da esquerda foi
obtido por Hubble [7] e o da direita apresenta dados mais recentes, extraidos de [8].

Ao calcular as distdncias entre essas galaxias, Hubble afirmou que elas se afastavam umas
das outras com uma velocidade v diretamente proporcional & distancia d entre elas: v = Hpd.
Percebemos que, de acordo com as observagoes acima, a natureza linear da lei de Hubble se
torna mais evidente de acordo o aumento da escala de observagao. Isso se deve & homogeneidade
do universo para grandes escalas. Hubble, limitado pelos telescépios da época, obteve uma
escala de 2Mpc [7], enquanto dados mais atuais abrangendo um conjunto em torno de 1355
galdxias, alcangam os 100Mpc [8], apresentados no grafico a direita da Figura 1.1. Os pontos
(galdxias) mais préximos do perfil linear movem-se de acordo com a velocidade de recessao; as
que estdo mais dispersas movem-se com a chamada velocidade peculiar.

A velocidade de recessao mede o aumento da se¢ao espacial causado pela expansao.

Em resumo, vimos neste Capitulo um breve histérico sobre as principais ideias e observagoes

que contribuiram para o nascimento da cosmologia oderna. No Capitulo 2, revisitaremos a
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equacao de campo de Einstein, a partir da qual se obtém as solugoes, a partir de uma dada
métrica para um universo homogéneo e isotrépico. No Capitulo 3, introduziremos a métrica
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker [9] para obter as equagoes de Friedmann e de

aceleracdo, o que nos permite descrever os primeiros modelos cosmologicos de expansao.



Capitulo 2

Equacoes de campo de Einstein

Neste Capitulo, revisamos a descricdo mateméatica da Relatividade Geral, para que possa-
mos discutir a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) e as equagoes de
Friedmann e Raychaudhuri. Antes de abordarmos a gravitagdo einsteniana, que descreve a

cosmologia moderna, vejamos alguns elementos da geometria diferencial [10].

2.1 Tensor Métrico

Consideremos uma variedade diferenciavel e que podemos calcular a distancia espago-temporal
entre dois eventos através do elemento de linha ds. Nela definimos um tensor métrico covariante

de ordem dois g,v:

ds? = Z guvdxtdxY. (2.1)

Com os indices (u,v = 0,1,2,3). O tensor métrico, ou métrica, possui informagdes impor-
tantes a respeito do espaco-tempo, a partir dela podemos extrair componentes do tensor de
curvatura, por exemplo, do qual estudaremos os espagos curvos e suas propiedades.

Podemos representa-la de forma matricial:
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dgoo 9doir 9o2 9Jo3

gio 911 912 913
Juv =

g20 921 922 923

g30 931 932 933

Noés a utilizamos para extrair componetes dos demais tensores.

2.2 Tensor de Curvatura

O tensor de curvaura ou tensor de Riemann, cujas componentes sdo representadas por
R? upv, ¢ definido em uma variedade diferencidvel. Através dele podemos definir se estamos
diante de um campo gravitacional. Caso ele seja nulo, significa que estamos diante de um
espago plano, ou seja, sem gravidade. O definimos como:

R Lpv = 0vIhp — 0Ty + Mol — Moul s (2.2)

sendo o termo I, acima conhecido como conexao. Suas componentes sdo definidas a partir

da métrica da seguinte forma:

1
re, = —

29“A(au9?\v+av9)\u_a?\9uv) . (2'3)

A partir de uma contracdo do tensor de Riemann resulta o tensor de Ricci:
Ruv = R v (2.4)

Como veremos, a partir de uma dada métrica, o cdlculo do tensor de Ricci é um passo
fundamental para determinar as equagoes de Einstein de um sistema fisico.

Por sua vez, contraindo o tensor de Ricci, obtemos o chamado escalar de Ricci:

R=g""Ry . (2.5)

Este escalar é fundamental na RG, aparecendo nas equagoes de Einstein e também na formu-
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lacdo lagrangeana da RG.

2.3 Identidade de Bianchi

A Identidade de Bianchi é uma propiedade do tensor de Riemann:
R)\H vo;f3 + RML of3;v + RAH Bvia = 0 (2‘6)

em que RM® va;p ¢ a derivada covariante do tensor de Riemann. Ao contrairmos

duplamente (2.6), obtemos:

que pela identidade de Bianchi, temos:

Gia =0. (2.9)

A equagado acima esta associada a uma lei de conservagao no contexto da RG, como

pode-se concluir apds a equagao de Einstein.

2.4 Tensor Energia-Momento

O Tensor Energia-Momento T, ¢é um tensor que representa conteido de matéria e energia
do espaco-tempo, ou seja, ele representa a fonte de gravitagdo, uma vez que a presenca de
matéria no espaco induz a sua curvatura. Podemos obter a lei de conservacgao referida acima

no contexto da RG, aplicando a derivada covariante no tensor, entao:

T 4. =0, (2.10)
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este é o critério para o principio do acoplamento minimo [10], a partir deste principio

chegamos ao principio da relatividade geral.

2.5 Equacoes de Einstein

Em 1915, Einstein propde a equagao abaixo, conhecida hoje como equagao de Einstein da

Relatividade Geral:

1
Guv =Ry — 59uvR = KTy (2.11)

em que k é uma constante. A equacao acima significa que a presenca de matéria no espaco-
tempo induz a sua curvatura e, reciprocamente, a curvatura do espago-tempo determina o seu
movimento.

Para determinar o valor de k, aplicamos a Eq. (2.11) no chamado limite Newtoniano, o

que fornece o valor:

871G

k= el (2.12)
Dessa forma, podemos reescrever a equacao de Einstein como:
1 8nG
Ruv — §gwR = 7Tuv- (2.13)

2.6 A constante cosmolégica A

Em 1917, Einstein reformula sua equacdo de campo adicionando a constante cosmolégica
A a sua equacao. Ele considerou que em escalas cosmoldgicas a gravidade comportava-se de
maneira diferente, havendo um efeito parcialmente repulsivo [11], e que com a (2.13) o universo
colapsaria em razao de ser um fluido autogravitante.

Na época, para contornar este problema, Einstein adicionou uma constante A a sua equacao,
da seguinte forma:

1 87G
RHV — §9HVR — /\gu_'v = CTTHV . (214)
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O efeito desta constante é equivalente a uma forga repulsiva, com o intuito de contraba-
lancear o cardter atrativo da gravidade, evitando assim o colapso gravitacional [12].

Podemos entender melhor o significado de A tomando, por exemplo, o limite newtoniano,
o que conduz a:

V2¢p = 4nGp — c2Ar? | (2.15)

cuja solugdo para uma distribuicio esférica de matéria M com densidade constante é dada

por, segundo [12]:

GM  c2Ar?
= — . 2.1
p=—"F - (216)
Dessa forma, concluimos que
GM  c?Ar
= —. 2.17
Vo= -5 (217)

Entao, como estamos considerando o limite newtoniano, podemos aplicar a segunda lei de

Newton na forma

F=-mV¢ (2.18)

para concluir que a forga total sobre uma particula de massa m é dada por:

Fo

GMm_, mc2Ar,
— T+ T.

2.1
2 3 (2.19)

Vemos, entdo, que o segundo termo da equacao tem sentido contrario em relagdo ao primeiro,
e que equivale a uma forca de repulséao.
2.7 Tensor energia-momento de um fluido perfeito

O tensor energia-momento é um tensor de segunda ordem, cujas componentes podem ser

escritas como:
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Tio Tii T2 T3
Too Tor Too Tos
Tso Tz1 Tz Ta3

O elemento Ty representa uma densidade de energia, os elementos Ty, To; e Tij representam:
a densidade de fluxo de momento, a densidade de fluxo de energia e a pressao e as tensoes
internas do fluido, respectivamente.

Tendo isso em vista, e considerando que, na cosmologia, o univervo é homogéneo e
isotrépico em largas escalas, o que implica no principio cosmolégico, sendo modelado
como um fluido perfeito. O tensor energia-momento de um fluido perfeito relativistico pode

ser escrito como:

Tuv = [p(t) + p(t)upuy — guvp(t) (2.21)

em que p(t) é a densidade de matéria-energia, p(t) é a pressao do fluido e u,, é sua 4-velocidade.
Este tipo de fluido possui viscosidade nula, tensio de cisalhamento e ndo conduz calor. Apesar

de ser um modelo simples, descreve bem o universo em grandes escalas.



Capitulo 3

Elementos de cosmologia

Neste Capitulo, introduziremos os elementos da cosmologia moderna no espago de Friedmann-

Lemaitre-Robertson-Walker

3.1 Meétrica de FLRW

Em 1929, Robertson em seu artigo [9] apresenta a métrica para um universo representado por

uma, hipersuperficie quadri-dimensional:

2

a
XX +xE = (3.1)

@7
Aplicando as devidas manipulagoes algébricas [8] para a expressdo acima obtemos a métrica

de FLRW para um espaco homogéneo e isotrépico que é dada por:

dr?

m + T‘2(d92 + sen? 6dc|>2) , (3.2)

ds? = —c2dt® + a?(t)

utilizaremos esta métrica que satisfaz o chamado principio cosmolégico, que diz que
diferentes observadores presentes no universo em expansao devem ter a mesma interpretacao
sobre as propiedades do universo, que ele seja homogéneo em grandes escalas, e que possua
isotropia, ou seja, sem direcoes privilegiadas para quaisquer observadores.

Portanto, temos que, a(t) é o fator de escala e é uma funcio em que o valor exato

depende do contetido material predominante. O parametro K é a chamada curvatura da secao
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espacial e pode assumir os valores +1, 0 ou —1.
Para valores de K podemos ter: um universo esférico, plano ou hiperbélico, respectivamente.
A (3.2) aplica-se a todos os trés tipos de universo acima, bastando fixar o valor de K para

cada um.

3.2 Equacoes de Friedmann e Raychaudhuri

Vejamos agora como obter as equacbes de Friedmann e Raychaudhuri a partir da métrica
de FLRW [5]. Estas equagoes sao fundamentais para obtermos as solugbes que descrevem os
modelos de universo que abordaremos ao final do capitulo. Primeiramente devemos resolver a
equacao de Einstein (2.13), obtendo o tensor métrico e calculando as componetes dos tensores
de Ricci e escalar de Ricci.

Considerando ¢ = 1, temos que o tensor métrico de (3.2) é dado por:

—1 0 0 0
0 a>—L5 o0 0

(guv) = R (3.3)
0 0 a?r? 0
0 0 0 a%r?sen? 0

Devido a propiedade de simetria da métrica, calculamos sua inversa:

—1 0 0 0
pv 0 (1—al;r2) 0 0
(g") = ) (3.4)
0 0 0
1
0 0 0 a2r2sen? 0

Dada a métrica, podemos calcular (2.13). Obtendo as componentes da conexao(2.3):

Para o indice o« =0
aa
1—Kr?’
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FSQ — T2ad,
r = r?adasen? 0,
Para oo =1
Kr
rh = ——
11 1 — K‘I"Q,
My = —r(1—Kr?),
F313 = —1(1 — Kr?)sen? 0,
Para o« =2
a
T2 = F220 =
Iz, = —sen Ocos 6,
Para o« =3

MYy = I3y = cotg 6,
As demals conexdes:

3_3_2_2_1_1_d
I-‘03_1—‘30_I_‘OZ_]—‘QO_FOl_I—‘lo_av

1
ng :r??l = r122 :F221 = ;a

Calculando o tensor de Ricei:

a
Rog = —3— 3.9
00 (1, ( )
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Rij = (aa + 2a + QK)QU,

Calculando o escalar de Ricci:

. . 2
a a K
R=61(-— + ) + 5 />
a a a
Dada as expressoes acima escrevemos o tensor de Einstein:

az K
GOO:S<Q2+(12>7

2  a?+K
Gij = F—i_ a2 9ij,

Escrevemos o tensor energia-momento:

Too = p,

Tiy; = —pgij;

Portanto, reunindo todas as componetes de Ty, assim:

o 0 0 0
2
(Tun) 0 % 0 0
wv) =
0 pa’r? 0
0 0 0  pa’r’sen® 0

Calculamos agora as componentes do tensor de Einstein, entao:

Para Ggg:

3 a2 K 8nG
g e N

)

13

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.13)
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Para G11 = ng == G33

2d 1a* K 8nG
LS A= 3.14
c2a c2a?  a? i P (3.14)
Considerando A = 0, temos:
a2 K
35 + 3@ = nGp, (3.15)
. .2
a a k

Combinando (3.13) e (3.14), obtemos a equacao abaixo:

2 _ 8 Ke?  Ac?

=32 2 R (3.17)
a 4nG  3p  Ac?
—_—— —_ + —. 3.18
a 5 Pt et (3.18)

Estas sao as equacoes de Einstein para a cosmologia. A (3.17) é uma equagao de vinculo
chamada equagao de Friedmann, e (3.18) é chamada de equagdo de Raychaudhuri,
ou equacao de aceleragao, através dela podemos definir se o universo estd expandindo
aceleradamente [13]. De acordo com o modelo padrao da cosmologia, ha duas épocas da
expansao acelerada: a inflagdo que ocorreu nos primeiros momentos apés o big bang ¢ a
expansao acelerada tardia que ocorre no periodo presente, causada pela energia escura

[14].

3.3 Equacao da continuidade

A partir das equacoes de Friedmann podemos obter a equacdo de continuidade, que serd

importante para algumas solugoes futuras. Escrevendo a (3.17) da seguinte maneira:

2

4nGpa? 3
C_12:_7tpa_’_pa

3.19
e (319)

tomando sua derivada temporal,
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8nGaa d 2

2ad = — — 3.20
ad 5 g lea’l; (3.20)
substituindo a (3.18) na equacao acima:
. dp .
—a(p+3p) = aa+p(2a), (3.21)

dividindo por a em ambos os lados, temos a equagao da continuidade

dp a

LY Yo = 22

D 435(p+p) =0, (3.22)

podemos multiplicar por a® a fim de estabelecer uma relaciao de proporc¢ao com o elemento

devolume dv, e uma densidade de energia dE temos, apds alguns célculos:

d,. 3 d(a?) B
m [pa’] +p Fr 0, (3.23)
em termo de diferenciais:
dE +pdV =0. (3.24)

Um fato interessante é que podemos obter a equagao (3.24) a partir das equagoes de
Friedmann. Esta é a primeira lei da termodinamica para processos adiabaticos. Na cosmologia

ela sugere que a energia total do universo é constante.

3.4 Universo de De Sitter

A partir de agora, veremos algumas solu¢oes de expansao obtidas das equagoes (3.17) e
(3.18). Primeiramente considerando uma solu¢do para um universo vazio p = 0, homogéneo e

isotrépico, temos a partir da (3.14)

i=—aq, (3.25)

sendo uma EDO de segunda ordem com coeficientes constantes, fazendo a substituicdo por



16 3.5. Universo dominado por radiacao

eM [15], e apds alguns calculos obtemos a seguinte solugao geral:

a(t) = Clexp<\/§ct> + 43\12 exp(— \/éd), (3.26)
1

para um universo espacialmente plano k = 0, temos:

a(t) = aoexp<\/§ct>. (3.27)

Esta solugao apresenta um universo em expansao acelerada.

3.5 Universo dominado por radiacao

Vamos considerar agora um universo dominado por radiacio, essa configuracdo pode ser

modelada por um fluido perfeito, em que, a relacao entre pressao e densidade é dada por:

P = Zpr, (3.28)
3
substituindo em (3.22), temos
Pr 4% 2, (3.29)
Pr a
encontramos
Po,r
= —, 3.30
pT a4 ( )
sendo ppr uma constante, podemos substituir em (3.13), e obtemos:
1., 8nGpo,r
S k- = =0, (3.31)

G I .
Fazendo ) = 8”% e resolvendo a equacio acima temos trés casos:

3.5.1 Universo fechado

At 4 a? =2, (3.32)
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neste caso o universo retornara ao estado inicial, ou seja, apds a fase de expansao ele ira

colapsar em um tempo finito, o chamado Big Crunch.

3.5.2 Universo plano
a? = 2PcAt, (3.33)

neste caso o universo ird se expandir até um determinado limite (t — oo), tendendo a

manter-se constante em um tempo infinito.

3.5.3 Universo aberto

A2 — a? =2, (3.34)

a expansao tende a um crescimento assintético constante, em outras palavras, o universo
ird expandir cada vez mais ao longo do tempo.

E importande perceber que para os trés casos, o universo tem um inicio, o Big Bang.

3.6 Universo dominado por poeira

Agora vejamos um cendrio em que o universo é dominado por poeira. De forma qualitativa o
comportamento das solugoes serd semelhante ao caso de um universo dominado por radiagao,

com excecao dos limites assintéticos. Seja p = A =0, temos

Pr 3%y, (3.35)
Pp a

resolvendo a equacao acima obtemos:

p )
pp = (3.36)

substituindo em (3.13)
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1., 8ntGpo,p
—a“+k——=0
c2 3a ’
fazendo p = &TG%, temos os seguintes casos:
i Para K =1, caso fechado, teremos um Big Crunch
cot

1sen(QC) +(=

2 B2’

ii Para K = 0, caso plano, a expansao cessara ao longo do tempo

2/3
alt) = <3Bc6t)

2

iii Para K = —1, caso aberto, a expansao continuara uniformemente

_ codt

1
gsenh(20) — ¢ = B2
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(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

nestes trés cenarios também ha evidéncia de que o universo teve um inicio, uma singulari-

dade inicial.

3.7 Fluido perfeito

estado:

P =wp,

Podemos também considerar as fontes de energia como fluidos ideais [16], dada a equacdo de

(3.41)

em que w é uma constante conhecida como parametro de estado, que caracteriza os tipos

de fluidos a depender de seu valor fixado.

Primeiramente, resolveremos (3.41) na equagao da continuidade (3.22):

P 3814w =0,
] a

(3.42)
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integrando a equacdo acima, obtemos a solucdo:

p = ppa S, (3.43)

obtido o resultado acima, fixaremos os seguintes valores de w seguidos dos seus respectivos

graficos que mostram o comportamento de p em fungdo do fator de escala:

i Para radiacao w = %, temos:
4 (3.44)

100
80| 1
Y
©
< sof ]
.; — Radiagéo: p, = ppa~*
g
.E 40 - A1
c
a8
20} 1
o ‘ . ‘ .
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

Fator de Escala a
Figura 3.1: Gréfico para p,.

ii Para matéria w = 0, temos:

P = Pmoad >, (3.45)

100 T

80

g
)
E 60 - . 2]
— Matéria: p,,, = pga~
§
5 40 -
e
a
20
0 . . ! :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fator de Escala a

Figura 3.2: Gréfico para pmn,.
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iii Para a constante cosmolégica w = —1, temos:
p=pPA- (3.46)
5 .
4t ]
g
= 3l 1
- —— Constante Cosmoldgica: p, = cte
2
% 2f ]
3
@
[=]
1
0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Fator de Escala a

Figura 3.3: Gréfico para pa.

Podemos, entdo, dividir a histéria do universo em varias eras, que se baseam nas solugoes

que apresentamos anteriormente. Isto esta ilustrado na Figura 3.4.

Inflation

10

INucleosynthesis| |Large

Scale
Log(kgT/GeV)

Structure

Log(t/sec)
Dark Matter Cosmic
Production Microwave

Background

Figura 3.4: Eras de evolu¢do do universo [14]. Na parte superior do esquema temos o periodo da
Inflagdo, Nucleogéne e Estrutura em Larga Escala, respectivamente. No centro temos a Era da Radiagdo,
Era da Matéria e Era da Energia Escura, respectivamente. Na parte inferior temos Produgao de Matéria
Escura e Microondas Césmicas de Fundo, respectivamente.
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Conclusao

Neste trabalho abordamos uma breve revisao da relatividade aplicando-a & cosmologia. Resol-
vemos a equacao de Einstein para a métrica de FLRW, obtendo a equacées de Friedmann e
de aceleracdo. A partir delas comentamos a equacgdo de continuidade, ponto importante para
as demais solucdes ao longo deste trabalho. Entre elas, obtemos a solucao para o Universo de
De Sitter, cendrios de um universo dominado por radiacao, Universo dominado por poeira e a
solugdo para o Universo cujo conteiido material é descrito por um fluido perfeito.

Esperamos com este trabalho contribuir pra um primeiro contato dos estudantes de gra-

duagdo com a cosmologia.
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