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RESUMO

A modelagem de dados eletromagnéticos (EM) apresenta grande importância na lo-
calização de alvos de interesse à geofísica, seja com corpos condutivos ou resistivos,
como por exemplo a base de domos salinos. Um dos principais métodos em geo-
magnetismo é o método Magnetotelúrico (MT), no qual se utiliza fontes eletromagnéti-
cas não controladas (naturais) com o intuito de identificar grandes estruturas por meio
das medidas dos campos elétricos e magnéticos obtidos na subsuperfície ou no subs-
trato oceânico. A resposta obtida com o Método MT pode ser descrita pela modelagem
numérica dos dados EM, construindo modelos geoelétricos que representam estrutu-
ras geológicas da subsuperfície. No referido trabalho é usada a técnica dos elementos
finitos na solução da equação de Helmholtz que rege o fenômeno do método, atra-
vés de um código em C++. Modelos representativos de estruturas minerais simples
são analisadas, além da interpretação das respostas obtidas (resistividade aparente
e fase) a partir do código desenvolvido. Para validação do código comparar-se-á os
resultados com dados obtidos a partir do programa de Key e Weiss (2006).

Palavras-chave: Geofísica aplicada. Métodos eletromagnéticos. Método Magnetote-
lúrico. Modelagem eletromagnética. C++.



ABSTRACT

The data modeling electromagnetic (EM) has great importance in locating targets of
interest to the geophysical with either resistive or conductive bodies, such as salt do-
mes base. One of the main methods in geo-magnetism is the Magnetotelluric (MT)
method, which uses electromagnetic sources not controlled (natural) in order to iden-
tify major structures through measurements of electric and magnetic fields obtained in
the subsurface or in ocean substrate. The response to the MT method can be des-
cribed by numerical modeling of EM data, building geoelectric models that represent
the subsurface geological structures. In the referred work is used the technique of
the finite element solution for the Helmholtz equation that governs the phenomenon of
the method through a C++ code. Representative models of simple mineral structures
are analyzed, in addition to interpret the responses obtained (apparent resistivity and
phase) from the developed code. For code validation compare yourself to the results
with data obtained from the Key e Weiss (2006) program.

Keywords: Applied geophysics. Electromagnetic methods. Magnetotelluric method.
Electromagnetic modeling. C++.
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1 INTRODUÇÃO

Devido a maior complexidade de áreas de exploração de recursos minerais,
atualmente existe uma necessidade crescente de integração dos métodos geofísicos
na interpretação e análise de dados. Neste contexto, os métodos eletromagnéticos
tornaram-se importantes ferramentas na localização de alvos de prospecção de petró-
leo e gás, destacando-se, por exemplo, o Método Magnetotelúrico e o Método Eletro-
magnético de Fonte Controlada Marinho (MCSEM).

O Método Magnetotelúrico utiliza fontes naturais (passivas) e baseia-se nas
medidas das variações temporais dos campos elétricos e magnéticos com o objetivo
de estimar a distribuição da resistividade elétrica da subsuperfície. Com tais dados é
possível inferir a localização de estruturas associadas a formação de prováveis reser-
vatórios de hidrocarbonetos, trapas estratigráficas e feições geológicas de interesse à
indústria petrolífera.

Para o método magnetotelúrico o campo externo gerado pelas variações ge-
omagnéticas é a fonte natural da investigação em subsuperfície, quando esta fonte
primária atinge a superfície, parte de sua energia retorna ao meio de propagação e
outra parte é transmitida as camadas inferiores da Terra. Esta energia que penetra no
interior da Terra interage com o mesmo através de correntes elétricas induzidas pro-
duzindo como consequência um campo magnético secundário (NAIDU, 2012). Como
o fenômeno é regido por uma equação de difusão, para determinada frequência existe
um limite de profundidade de investigação referente ao campo eletromagnético, este
limite é determinado pelo efeito pelicular ou skin depth da propagação da onda eletro-
magnética.

1.1 OBJETIVOS

A ampliação do conhecimento sob novas linguagens de programação para so-
lucionar problemas de maneira prática e em menor tempo são questões e objetivos de
qualquer área de estudo, na geofísica e mais precisamente com relação aos métodos
Eletromagnéticos, tais objetivos não são diferentes.

Este trabalho busca tratar de um problema sob uma perspectiva alternativa as
linguagens de programações científicas usuais na geofísica aplicada (FORTRAN) ao
modelar numericamente dados Magnetotelúricos bidimensional (MT 2D) utilizando a
linguagem de programação C++. Analisando sua implementação, vantagens e limita-
ções.
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Assim, objetiva-se desenvolver um código na linguagem C++, com o intuito de
modelar os campos e/ou as componentes elétrica e magnética do campo eletromag-
nético. Atualmente os programas desenvolvidos neste âmbito carecem metodologias
de incorporação de solvers também conhecidos como bibliotecas numéricas. Assim,
devido tais solvers encontrarem-se na linguagem C ou C++, o desenvolvimento do
código nesta linguagem pode ser promissora.

1.2 METODOLOGIA

Trabalhos intensivos em modelagem de dados MT 2D utilizando a metodologia
de Elementos Finitos são relativamente recentes devido ao menor custo computacio-
nal nos dias atuais, citando-se trabalhos expressivos como os desenvolvidos por Rijo
(2008).

A metodologia deste trabalho pauta-se inicialmente na formulação do problema
a ser solucionado. Os campos elétrico e magnético serão obtidos pelo método de
Elementos Finitos (E.F.) para a concernente dimensão utilizada. Este método cor-
responde a uma técnica numérica para solucionar problemas de valor de fronteira,
discretizando o domínio da equação diferencial governante do problema em peque-
nos elementos finitos, que neste trabalho serão elementos triangulares. Modelos geo-
elétricos sintéticos serão utilizados na construção do programa e suas respostas serão
comparadas com resultados obtidos em metodologia já consagrada na literatura (KEY;
WEISS, 2006).

Assim, no próximo capítulo, será feito um apanhado geral sobre o Método Mag-
netotelúrico e o desenvolvimento matemático do problema. No capítulo 3 será feita
uma breve introdução a linguagem C++, abordado alguns aspectos do programa de-
senvolvido por este trabalho na modelagem eletromagnética. No capítulo 4 modelos
sintéticos e seus resultados serão apresentados, comparando as respostas obtidas
em C++ com os resultados obtidos por Key e Weiss (2006) usando um código em
FORTRAN 90. No último capítulo serão extraídas as conclusões mais pertinentes ao
trabalho, com base nos dados modelados obtidos. Além de comprovar se realmente
as vantagens na linguagem C++ poderão futuramente diminuir o foco na utilização da
linguagem FORTRAN.
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2 MÉTODO ELETROMAGNÉTICO (EM)

O Método Eletromagnético (EM) é um método geofísico que possui como res-
posta o mapeamento das propriedades életricas em subsuperfície. O principal fenô-
meno físico nos métodos eletromágneticos é o da indução eletromagnética, que pode
ser simplificada do seguinte modo. Uma corrente elétrica percorrendo uma bobina
gera um campo magnético nas proximidades da mesma. Esta corrente, que é alter-
nada, cria um campo eletromagnético primário nos arredores da bobina, gerando um
fluxo de correntes secundárias quando um condutor encontra-se presente. As corren-
tes secundárias ao interagirem com o condutor geram um novo campo, o campo mag-
nético secundário. O qual é utilizado para se obter informações do condutor (GOU-
VÊIA; SILVA, 1983).

2.1 MÉTODO ELETROMAGNÉTICO DE FONTE NATURAL (MÉTODO MAG-
NETOTELÚRICO - MT)

O Método Magnetotelúrico (MT) foi desenvolvido a partir de estudos realiza-
dos por Tikhonov (1950 apud SIMPSON; BAHR, 2005, p. 13) e Cagniard (1953 apud
SIMPSON; BAHR, 2005, p. 13), ao perceberem que o campo eletromagnético que
se propaga pela Terra corresponde as medidas dos campos magnéticos e elétricos
registrados simultaneamente, fornecendo os valores de impedância nas interfaces de
incidência da onda eletromagnética (SIMPSON; BAHR, 2005).

Este método apresenta a teoria baseada na propagação de um campo eletro-
magnético naturalmente gerado por fontes não controladas, decorrentes de variações
geomagnéticas. Tais variações podem ser resultado de interações Terra-ionosfera (ati-
vidade atmosférica), ou pelas interações vento solar - magnetosfera (micropulsações).
Tal que, a utilização de uma fonte natural possui uma vantagem com relação aos ou-
tros métodos eletromagnéticos no que tange a máxima profundidade à ser investigada,
pois que não apresenta dependência com relação à geometria fonte-receptor da son-
dagem realizada.

O Método Magnetotelúrico trabalha em uma faixa de frequência que varia desde
aproximadamente 0.0001 Hz até 1000 Hz. Tal faixa de frequência pode ser dividida em
sub-faixas que determinam o MT com banda larga, o qual varia de 1000 Hz - 0.001
Hz, e o MT com longo período, variando de 1 Hz - 0.000025 Hz, aproximadamente
(SIMPSON; BAHR, 2005; FONTES, 2014). Devido a baixa frequência de investiga-
ção, o que implica em grande comprimento de onda, para que se obtenha uma boa
resposta das medidas é necessário um alto contraste de resistividade entre o alvo e o
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meio encaixante, além de uma espessura consideravelmente grande.

O embasamento da sua teoria pressupõe que dois fatores são significantes
para indicar a máxima profundidade de penetração da onda eletromagnética, um está
relacionado à condutividade das feições da Terra e o outro corresponde ao período do
levantamento eletromagnético.

Os campos eletromagnéticos decaem pelo espalhamento geométrico e princi-
palmente pela distância que o sinal atravessa o condutor uniforme, conhecido como
skin depth. O skin depth corresponde a distância pelo qual a amplitude do campo se
reduz a 1/e no meio, que é aproximadamente 37% na amplitude e com relação à fase
uma redução de 57 ∘ (CONSTABLE, 2010; CONSTABLE; SRNKA, 2007). Em termos
matemáticos, o skin depth 𝛿 é representado por:

𝛿 =
√︃

2
𝜇0𝜎𝜔

≈ 500√
𝜎𝑓

onde : 𝜇0 é a permeabilidade magnética no vácuo; 𝜎 é a condutividade do meio, 𝜔 é a
frequência em rad/s e 𝑓 é a frequência em Hz.

A equação que governa a propagação no método MT é a equação de onda
amortecida que para o campo elétrico, por exemplo, é dada, segundo Constable
(2010), por:

∇2E = 𝜇 𝜎
𝜕E
𝜕𝑡

+ 𝜇𝜖
𝜕2E
𝜕𝑡2

Em um meio onde a condutividade seja aproximadamente nula, como na at-
mosfera ou no espaço livre, a equação que rege o fenômeno, equação acima torna-se
a equação da onda sem perdas familiar à sísmica. No caso em que a formação apre-
senta condutividade da ordem bem maior que a permissividade elétrica, o termo de
perda torna-se dominante ao termo da segunda derivada associada a permissividade
elétrica e a equação da onda se torna uma equação de difusão (CONSTABLE, 2010).

∇2E = 𝜇 𝜎
𝜕E
𝜕𝑡

que para uma excitação harmônica e uniforme na frequência angular 𝜔 tem soluções
na forma

E = E0𝑒
−𝑖𝛽𝑧𝑒𝛼𝑧

onde 𝛼 e 𝛽 são os termos de atenuação e atraso de fase sobre uma distância 𝑧. A
mesma analise é feita para a equação que rege a propagação do campo magnético.

De acordo com Berdichevsky e Dmitriev (2008) as impedâncias 𝑍 para o mé-
todo Magnetotelúrico 2D podem ser representados por,

|𝑍| =
⎡⎣ 𝑍𝑥𝑥 𝑍𝑥𝑦

𝑍𝑦𝑥 𝑍𝑦𝑦

⎤⎦
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e partindo de, ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝐸𝑥

𝐸𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⎡⎣ 𝑍𝑥𝑥 𝑍𝑥𝑦

𝑍𝑦𝑥 𝑍𝑦𝑦

⎤⎦ ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝐻𝑥

𝐻𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

obtêm-se as relações da impedância com os campos elétrico e magnético:

𝐸𝑥 = 𝑍𝑥𝑥 𝐻𝑥 + 𝑍𝑥𝑦 𝐻𝑦

𝐸𝑦 = 𝑍𝑦𝑥 𝐻𝑥 + 𝑍𝑦𝑦 𝐻𝑦

Como o problema é bidimensional, os tensores de impedância 𝑍𝑥𝑥 e 𝑍𝑦𝑦 são
nulos dependendo da direção de orientação do corpo no eixo x ou y (NEVES, 2014).

As impedâncias restantes resultam nas seguintes equações,

𝑍𝑥𝑦 = 𝐸𝑥

𝐻𝑦

𝑍𝑦𝑥 = 𝐸𝑦

𝐻𝑥

Neste trabalho será adotada a direção do eixo x como direção de strike do
corpo.

No método Magnetotelúrico existem dois modos de propagação eletromagné-
tica dependendo da direção do campo incidente. Estes modos são o modo TM (trans-
versal magnético) e o modo TE (transversal elétrico). O modo TM é aquele no qual
a componente do campo magnético incidente 𝐻 é paralelo as interfaces e portanto
perpendicular ao eixo de propagação da onda na direção z. Enquanto no modo TE a
componente do campo elétrico incidente é paralelo as interfaces e perpendicular ao
eixo de propagação da onda na direção z (NEVES, 2014; RIJO, 2004).

No modo TM a componente do tensor de impedâncias é 𝑍𝑥𝑦, e obtemos os
valores da resistividade aparente 𝜌𝑎𝑇 𝑀

e fase 𝜑𝑎𝑇 𝑀
através de:

𝜌𝑎𝑇 𝑀
= 1

𝜔𝜇
|𝑍𝑥𝑦|2 ,

𝜑𝑎𝑇 𝑀
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

(︃
𝐼𝑚(𝑍𝑥𝑦)
𝑅𝑒(𝑍𝑥𝑦)

)︃
,

No modo TE a componente do tensor de impedâncias é 𝑍𝑦𝑥, e obtemos os
valores da resistividade aparente 𝜌𝑎𝑇 𝐸

e fase 𝜑𝑎𝑇 𝐸
através de:

𝜌𝑎𝑇 𝐸
= 1

𝜔𝜇
|𝑍𝑦𝑥|2 ,

𝜑𝑎𝑇 𝐸
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

(︃
𝐼𝑚(𝑍𝑦𝑥)
𝑅𝑒(𝑍𝑦𝑥)

)︃
,
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2.2 FORMULAÇÃO MATEMÁTICA PARA O MÉTODO MT 2D

O problema a ser tratado é solucionar os campos elétrico e magnético para da-
dos magnetotelúricos. Tentar solucioná-lo analiticamente torna o problema não corri-
queiro. Assim se faz necessário recorrer a soluções numéricas. Uma técnica bastante
utilizada é a dos elementos finitos, o qual proporciona uma maior liberdade quando a
preocupação encontra-se em modelar a geometria do problema. Logo a solução será
obtida via elementos finitos 2D (RIJO, 2008).

As equações de Maxwell são a base inicial para o desenvolvimento da formu-
lação matemática do MT. Estas equações também são estudadas no domínio tempo-
ral, mas para este problema serão adotadas as equações de Maxwell no domínio da
frequência, as quais são definidas da seguinte maneira:

∇ · 𝜖E = 𝜌; (2.1)

∇ × H − (𝜎 + 𝑖𝜔𝜖)E = J; (2.2)

∇ · 𝜇H = 0; (2.3)

∇ × E + 𝑖𝜔𝜇H = 0; (2.4)

Para o meio homogêneo observa-se que as equações (2.1) e (2.3) são con-
sequentes, respectivamente, das equações (2.2) e (2.4). Tal prova pode ser obtida
através do uso do operador divergência nos dois lados das expressões (2.2) e (2.4),
fazendo uso também da propriedade vetorial ∇ · ∇ × F = 0. Assim, levando em con-
sideração somente as leis de Faraday e Ampère; respectivamente (2.2) e (2.4), as
equações regentes em cada parte homogênea reduzem-se a:

∇ × H − 𝜂E = J; (2.5)

∇ × E + zH = 0; (2.6)

Em que 𝜂 = (𝜎 + 𝑖𝜔𝜖) corresponde a admitividade, z = 𝑖𝜔𝜇 corresponde a impe-
ditividade, H representa o campo magnético, E é o campo elétrico, 𝜎 a condutividade
elétrica, 𝜇 a permeabilidade magnética e J a densidade de corrente elétrica.

Partindo do modelo estratificado com a heterogeneidade, considera-se, em ge-
ral, somente o modelo estratificado como sendo o modelo primário e a heterogenei-
dade como sendo o fator do campo secundário.

Para o modelo estratificado (primário) as equações de Maxwell são:

∇ × H𝑃 − 𝜂𝑃 E𝑃 = J; (2.7)

∇ × E𝑃 + z𝑃 H𝑃 = 0; (2.8)

Em que 𝜂𝑃 = (𝜎𝑃 + 𝑖𝜔𝜖𝑃 ) e z𝑃 = 𝑖𝜔𝜇𝑃 .
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Desta forma é necessária a separação dos campos elétrico e magnético em
duas partes: o campo primário e o campo secundário, os quais estão representados
nas seguintes expressões:

E = E𝑃 + E𝑆 (2.9)

H = H𝑃 + H𝑆 (2.10)

De forma similar, as propriedades elétricas do modelo primário e suas varia-
ções devido ao campo secundário devem ser consideradas. Assim:

𝜎 = 𝜎𝑃 + Δ𝜎, (2.11)

𝜖 = 𝜖𝑃 + Δ𝜖, (2.12)

𝜇 = 𝜇𝑃 + Δ𝜇. (2.13)

onde Δ𝜎, Δ𝜖 e Δ𝜇 são as variações das propriedades elétricas devido a heterogenei-
dade.

Aplicando as equações (2.9 - 2.10) e as condições (2.11- 2.13) nas equações
(2.5) e (2.6), obtemos:

∇ × (H𝑃 + H𝑆) − (𝜂𝑃 + Δ𝜂)(E𝑃 + E𝑆) = J, (2.14)

∇ × (E𝑃 + E𝑆) + (z𝑃 + Δz)(H𝑃 + H𝑆) = 0. (2.15)

onde: Δ𝜂 = Δ𝜎 + 𝑖𝜔Δ𝜖 e Δz = 𝑖𝜔Δ𝜇. E reescrevendo (2.14) e (2.15), resulta em:

∇ × H𝑆 − 𝜂E𝑆 = Δ𝜂E𝑃 , (2.16)

∇ × E𝑆 + zH𝑆 = −ΔzH𝑃 . (2.17)

ou também, decorrente de outra manipulação, temos:

∇ × H𝑆 − 𝜂𝑃 E𝑆 = Δ𝜂E, (2.18)

∇ × E𝑆 + z𝑃 H𝑆 = −ΔzH. (2.19)

No primeiro par de equações (2.16 - 2.17) observa-se que o termo da fonte
depende dos campos primários que na heterogeneidade geram as variações de pro-
priedades elétricas do campo secundário. No segundo par de equações (2.18 - 2.19)
observa-se que o termo da fonte, neste caso, depende dos campos totais e das varia-
ções das propriedades elétricas (campo secundário).

A formulação matemática para o problema do método Magnetotelúrico 2D parte
da formulação para ondas planas 2D, e requerem a utilização e desenvolvimento do
par de equações de Maxwell representadas pelas expressões (2.16) e (2.17), respec-
tivamente:

∇ × H𝑆 − 𝜂E𝑆 = Δ𝜂E𝑃 ,
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∇ × E𝑆 + zH𝑆 = −ΔzH𝑃 .

onde:

Δ𝜂 = 𝜂 − 𝜂𝑃 ;

Δ𝜂 = (𝜎 − 𝜎𝑃 ) + 𝑖𝜔(𝜖 − 𝜖𝑃 );

Δz = z − z𝑃 ;

Δz = 𝑖𝜔(𝜇 − 𝜇𝑃 ).

Considerando que o modelo em questão seja infinito na direção 𝑦, esta torna-se
a direção invariante à propriedade elétrica. Assim o modelo apresentará variação de
propriedades somente no plano 𝑥 − 𝑧 .Desta forma teremos um corpo bidimensional
limitado nas direções 𝑥 (em extensão ou comprimento) e 𝑧 (em profundidade). Logo,
decorrente da simetria de translação bidimensional temos que ( 𝜕

𝜕𝑦
= 0) e as equações

se reduzem a:

−𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑧
− 𝜂𝐸𝑆

𝑥 = Δ𝜂𝐸𝑃
𝑥 , (2.20)

𝜕𝐻𝑥
𝑆

𝜕𝑧
− 𝜕𝐻𝑧

𝑆

𝜕𝑥
− 𝜂𝐸𝑆

𝑦 = Δ𝜂𝐸𝑃
𝑦 , (2.21)

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑥
− 𝜂𝐸𝑆

𝑧 = Δ𝜂𝐸𝑃
𝑧 , (2.22)

e

−𝜕𝐸𝑦
𝑆

𝜕𝑧
+ z𝐻𝑆

𝑥 = −Δz𝐻𝑃
𝑥 , (2.23)

𝜕𝐸𝑥
𝑆

𝜕𝑧
− 𝜕𝐸𝑆

𝑧

𝜕𝑥
+ z𝐻𝑆

𝑦 = −Δz𝐻𝑃
𝑦 , (2.24)

𝜕𝐸𝑦
𝑆

𝜕𝑥
+ z𝐻𝑆

𝑧 = −Δz𝐻𝑃
𝑧 , (2.25)

respectivamente. As equações acima obtidas: equações (2.20 - 2.22) e as equações
(2.23 - 2.25) se desmembram em dois sistemas independentes de equações diferen-
ciais.

Neste trabalho, a orientação dos eixos cartesianos (𝑥, 𝑦, 𝑧) apresentam a se-
guinte configuração: o eixo 𝑧 é vertical, e está orientado para baixo; o eixo 𝑦 é hori-
zontal, e orientado saindo do plano que o contêm; e o eixo 𝑥 é horizontal, e orientado
ortogonalmente ao eixo 𝑦.

Explicitando as componentes 𝐸𝑆
𝑥 e 𝐸𝑆

𝑧 nas expressões (2.20) e (2.22) e poste-
riormente, substituindo-as em (2.24), temos:

𝐸𝑆
𝑥 = −1

𝜂

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑧
− Δ𝜂

𝜂
𝐸𝑃

𝑥 , (2.26)
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𝐸𝑆
𝑧 = 1

𝜂

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑥
− Δ𝜂

𝜂
𝐸𝑃

𝑧 , (2.27)

− 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
𝜂

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑥

⎞⎠− 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
𝜂

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠+ z𝐻𝑆
𝑦

= −Δz𝐻𝑃
𝑦 − 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝Δ𝜂

𝜂
𝐸𝑃

𝑧

⎞⎠+ 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝Δ𝜂

𝜂
𝐸𝑃

𝑥

⎞⎠. (2.28)

A equação (2.28) representa o modo TM (transversal magnético), o qual apre-
senta derivadas parciais da componente transversal 𝐻𝑆

𝑦 do campo magnético H.

Explicitando as componentes 𝐻𝑆
𝑥 e 𝐻𝑆

𝑧 nas expressões (2.23) e (2.25) e poste-
riormente, substituindo-as em (2.21), temos:

𝐻𝑆
𝑥 = 1

z

𝜕𝐸𝑦
𝑆

𝜕𝑧
− Δz

z
𝐻𝑃

𝑥 , (2.29)

𝐻𝑆
𝑧 = −1

z

𝜕𝐸𝑦
𝑆

𝜕𝑥
− Δz

z
𝐻𝑃

𝑧 , (2.30)

− 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
z

𝜕𝐸𝑦
𝑆

𝜕𝑥

⎞⎠− 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
z

𝜕𝐸𝑦
𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠+ 𝜂𝐸𝑆
𝑦

= −Δ𝜂𝐸𝑃
𝑦 + 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝Δz

z
𝐻𝑃

𝑧

⎞⎠− 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝Δz

z
𝐻𝑃

𝑧

⎞⎠. (2.31)

A equação (2.31) representa o modo TE (transversal elétrico), o qual possui
derivadas parciais da componente transversal 𝐸𝑆

𝑦 do campo elétrico E.

Para solucionar as expressões (2.28) e (2.31) recorre-se à métodos numéri-
cos, com a finalidade de obter soluções aproximadas. Normalmente são utilizados
algoritmos de elementos finitos ou métodos de equações integrais.

2.2.1 Modo Transversal Magnético (TM)

Ao tratar da formulação de elementos finitos para o modo transversal magnético
(TM), devemos analisar primeiramente o comportamento do campo magnético no ar
(z < 0), o qual é constante na direção de propagação da onda, ou seja, na direção z.

Seja

𝐸𝑥 = 1
𝜎𝑎𝑟

𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑧

de antemão, sabemos que o termo 𝜎𝑎𝑟 → ∞, do qual conclui-se que o outro termo
𝜕𝐻𝑦/𝜕𝑧 → 0, pois que a componente do campo elétrico na direção x é limitada. Como
a componente do campo magnético 𝐻𝑦 é constante acima da superfície, igualmente o
campo magnético secundário na direção y é nula. Assim, a formulação deve ser feita
somente na região abaixo da subsuperfície.
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A técnica numérica de elementos finitos consiste em dividir o domínio da solu-
ção em um número finito 𝑛 de elementos, nos quais os nós ou pontos nodais serão
enumerados. Os elementos apresentam forma triangular, e localmente os nós são
enumerados de 1 a 3, globalmente sua numeração é feita de acordo com a numera-
ção da malha (BECKER; CAREY; ODEN, 1981).

A solução será obtida inicialmente considerando o elemento unitário, para pos-
teriormente através da somatória das soluções locais dos elementos obter a solução
global do problema.

Da malha de elementos finitos, tomando apenas um elemento genérico Ω𝑒 para
ser desenvolvido pelo método de Galerkin, sendo aplicado à expressão (2.28), temos:

∫︁
Ω𝑒

𝜙𝑚

⎡⎣− 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
𝜂

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑥

⎞⎠− 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
𝜂

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧 +
∫︁

Ω𝑒
z𝜙𝑚𝐻𝑆

𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧

= −
∫︁

Ω𝑒

𝜙𝑚

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝Δ𝜂

𝜂
𝐸𝑃

𝑧

⎞⎠− 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝Δ𝜂

𝜂
𝐸𝑃

𝑥

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧 −
∫︁

Ω𝑒

Δz𝜙𝑚𝐻𝑃
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧

em que m = 1, 2, 3.

Usando as identidades a seguir:

𝜙𝑚
𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
𝜂

𝜕𝐻𝑆
𝑦

𝜕𝑥

⎞⎠ = 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
𝜂

𝜙𝑚
𝜕𝐻𝑦

𝑆

𝜕𝑥

⎞⎠− 1
𝜂

𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑥
,

𝜙𝑚
𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝Δ𝜂

𝜂
𝐸𝑃

𝑧

⎞⎠ = 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝Δ𝜂

𝜂
𝜙𝑚𝐸𝑃

𝑧

⎞⎠− Δ𝜂

𝜂

𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
𝐸𝑃

𝑧 ,

juntamente com

𝜙𝑚
𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
𝜂

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠ = 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
𝜂

𝜙𝑚
𝜕𝐻𝑦

𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠− 1
𝜂

𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑧
,

𝜙𝑚
𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝Δ𝜂

𝜂
𝐸𝑃

𝑥

⎞⎠ = 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝Δ𝜂

𝜂
𝜙𝑚𝐸𝑥

𝑃

⎞⎠− Δ𝜂

𝜂

𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
𝐸𝑃

𝑥 .

podemos reescrever a expressão acima, de forma que:

∫︁
Ω𝑒

1
𝜂

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 +
∫︁

Ω𝑒

z𝜙𝑚𝐻𝑆
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧

−
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
𝜂

𝜙𝑚
𝜕𝐻𝑦

𝑆

𝜕𝑥

⎞⎠+ 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
𝜂

𝜙𝑚
𝜕𝐻𝑦

𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

= −
∫︁

Ω𝑒

Δz𝜙𝑚𝐻𝑃
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧 +

∫︁
Ω𝑒

Δ𝜂

𝜂

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
𝐸𝑃

𝑧 − 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
𝐸𝑃

𝑥

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧

−
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝Δ𝜂

𝜂
𝜙𝑚𝐸𝑃

𝑧

⎞⎠− 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝Δ𝜂

𝜂
𝜙𝑚𝐸𝑃

𝑥

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧
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Fazendo-se as substituições pelas seguintes expressões:

𝐸𝑃
𝑥 = − 1

𝜂𝑃

𝜕𝐻𝑦
𝑃

𝜕𝑧
𝑒 𝐸𝑃

𝑧 = 1
𝜂𝑃

𝜕𝐻𝑦
𝑃

𝜕𝑥
. (2.32)

na terceira integral do lado direito e passando a terceira integral do lado esquerdo para
o lado direito, temos:

∫︁
Ω𝑒

1
𝜂

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 +
∫︁

Ω𝑒

z𝜙𝑚𝐻𝑆
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧

=
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
𝜂

𝜙𝑚
𝜕𝐻𝑦

𝑆

𝜕𝑥

⎞⎠+ 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
𝜂

𝜙𝑚
𝜕𝐻𝑦

𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

−
∫︁

Ω𝑒

Δz𝜙𝑚𝐻𝑃
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧 +

∫︁
Ω𝑒

Δ𝜂

𝜂

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
𝐸𝑃

𝑧 − 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
𝐸𝑃

𝑥

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧

−
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝Δ𝜂

𝜂
𝜙𝑚

1
𝜂𝑃

𝜕𝐻𝑦
𝑃

𝜕𝑥

⎞⎠+ 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝Δ𝜂

𝜂
𝜙𝑚

1
𝜂𝑃

𝜕𝐻𝑦
𝑃

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

Reescrevendo o fator Δ𝜂/(𝜂𝑃 𝜂) em 1/𝜂𝑃 −1/𝜂 na quarta integral do lado direito,
e reorganizando, teremos:

∫︁
Ω𝑒

1
𝜂

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 +
∫︁

Ω𝑒

z𝜙𝑚𝐻𝑆
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧

= −
∫︁

Ω𝑒

Δz𝜙𝑚𝐻𝑃
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧 +

∫︁
Ω𝑒

Δ𝜂

𝜂

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
𝐸𝑃

𝑧 − 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
𝐸𝑃

𝑥

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧

−
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝ 1
𝜂𝑃

𝜙𝑚
𝜕𝐻𝑦

𝑃

𝜕𝑥

⎞⎠+ 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝ 1
𝜂𝑃

𝜙𝑚
𝜕𝐻𝑦

𝑃

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

+
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
𝜂

𝜙𝑚
𝜕𝐻𝑦

𝑃

𝜕𝑥

⎞⎠+ 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
𝜂

𝜙𝑚
𝜕𝐻𝑦

𝑃

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

+
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
𝜂

𝜙𝑚
𝜕𝐻𝑦

𝑆

𝜕𝑥

⎞⎠+ 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
𝜂

𝜙𝑚
𝜕𝐻𝑦

𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

Adicionando-se as duas últimas integrais do lado direito e fazendo uso da iden-
tidade 𝐻𝑦 = 𝐻𝑃

𝑦 + 𝐻𝑆
𝑦 , considerando também as seguintes expressões de substituição

𝐸𝑥 = −1
𝜂

𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑧
𝑒 𝐸𝑧 = 1

𝜂

𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑥
,

e utilizando também as expressões definidas em (2.32), teremos:

∫︁
Ω𝑒

1
𝜂

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 +
∫︁

Ω𝑒

z𝜙𝑚𝐻𝑆
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧

= −
∫︁

Ω𝑒

Δz𝜙𝑚𝐻𝑃
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧 +

∫︁
Ω𝑒

Δ𝜂

𝜂

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
𝐸𝑃

𝑧 − 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
𝐸𝑃

𝑥

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧
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+
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝜙𝑚𝐸𝑆

𝑧

)︁
− 𝜕

𝜕𝑧

(︁
𝜙𝑚𝐸𝑆

𝑥

)︁⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

Em seguida realizando as substituições: 𝐸𝑆
𝑥 = 𝐸𝑥 − 𝐸𝑃

𝑥 e 𝐸𝑆
𝑧 = 𝐸𝑧 − 𝐸𝑃

𝑧 .

Por fim, aplicando o teorema de Green:

∫︁
Ω

⎛⎝𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 =
∫︁

𝜕Ω
𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑧 =

∫︁
𝜕Ω

(𝑃 î + 𝑄k̂).t̂𝑑𝑙

na última integral do lado direito, temos a formulação matemática adequada ao uso no
algoritmo de elementos finitos

∫︁
Ω𝑒

1
𝜂

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝐻𝑦
𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 +
∫︁

Ω𝑒

z𝜙𝑚𝐻𝑆
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧

= −
∫︁

Ω𝑒

Δz𝜙𝑚𝐻𝑃
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧 +

∫︁
Ω𝑒

Δ𝜂

𝜂

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
𝐸𝑃

𝑧 − 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
𝐸𝑃

𝑥

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 (2.33)

+
∫︁

𝜕Ω𝑒

𝜙𝑚E𝑆 . t̂𝑑𝑙

onde: E𝑆 = 𝐸𝑆
𝑥 î + 𝐸𝑆

𝑧 k̂.

Definida a equação para aplicação em elementos finitos faz-se necessário de-
finir as funções base. Para um elemento qualquer Ω𝑒 da malha de elementos finitos,
a solução do sistema de equações diferenciais, 𝐻𝑆

𝑦 , pode ser aproximada por uma
solução bidimensional (função linear no elemento) 𝐻𝑒 representada por

𝐻̃𝑒(𝑥, 𝑧) = 𝛼 + 𝛽𝑥 + 𝛾𝑧 (2.34)

no qual a equação acima representa o plano que contêm os três valores nodais (𝐻𝑒
1 ,

𝐻𝑒
2 , 𝐻𝑒

3) de 𝐻𝑒(𝑥, 𝑧).

Em cada nó, os valores nodais de 𝐻𝑒 são representados por:

𝐻𝑒
1 = 𝛼 + 𝛽𝑥1 + 𝛾𝑧1 , (2.35)

𝐻𝑒
2 = 𝛼 + 𝛽𝑥2 + 𝛾𝑧2 , (2.36)

𝐻𝑒
3 = 𝛼 + 𝛽𝑥3 + 𝛾𝑧3 . (2.37)

O conjunto de equações (2.35), (2.36) e (2.37) formam um sistema de equa-
ções lineares que resolvidos para os termos 𝛼, 𝛽 e 𝛾 resultam na seguinte solução:

𝛼 = 𝐻𝑒
1(𝑥2𝑧3 − 𝑥3𝑧2) + 𝐻𝑒

2(𝑥3𝑧1 − 𝑥1𝑧3) + 𝐻𝑒
3(𝑥1𝑧2 − 𝑥2𝑧1)

2Δ ,

𝛽 = 𝐻𝑒
1(𝑧2 − 𝑧3) + 𝐻𝑒

2(𝑧3 − 𝑧1) + 𝐻𝑒
3(𝑧1 − 𝑧2)

2Δ , (2.38)

𝛾 = 𝐻𝑒
1(𝑥3 − 𝑥2) + 𝐻𝑒

2(𝑥1 − 𝑥3) + 𝐻𝑒
3(𝑥2 − 𝑥1)

2Δ ,
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em que

Δ = 1
2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

1 𝑥1 𝑧1

1 𝑥2 𝑧2

1 𝑥3 𝑧3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

corresponde a área do elemento triangular formada pelos vértices (𝑥1, 𝑧1), (𝑥2, 𝑧2) e
(𝑥3, 𝑧3).

Substituindo a expressão (2.38) em (2.24) e reorganizando os termos, obtêm-
se:

𝐻𝑒(𝑥, 𝑧) = 𝑎1 + 𝑏1𝑥 + 𝑐1𝑧

2Δ 𝐻𝑒
1 + 𝑎2 + 𝑏2𝑥 + 𝑐2𝑧

2Δ 𝐻𝑒
2 + 𝑎3 + 𝑏3𝑥 + 𝑐3𝑧

2Δ 𝐻𝑒
3 , (2.39)

em que as variáveis a, b e c são representadas por:

𝑎1 = 𝑥2𝑧3 − 𝑥3𝑧2, 𝑏1 = 𝑧2 − 𝑧3, 𝑐1 = 𝑥3 − 𝑥2 ,

𝑎2 = 𝑥3𝑧1 − 𝑥1𝑧3, 𝑏2 = 𝑧3 − 𝑧1, 𝑐2 = 𝑥1 − 𝑥3 , (2.40)

𝑎3 = 𝑥1𝑧2 − 𝑥2𝑧1, 𝑏3 = 𝑧1 − 𝑧2, 𝑐3 = 𝑥2 − 𝑥1 ,

Definindo as funções bases 𝜙1, 𝜙2, 𝜙3 pelas seguintes expressões:

𝜙1 = 1
2Δ(𝑎1 + 𝑏1𝑥 + 𝑐1𝑧) ,

𝜙2 = 1
2Δ(𝑎2 + 𝑏2𝑥 + 𝑐2𝑧) , (2.41)

𝜙3 = 1
2Δ(𝑎3 + 𝑏3𝑥 + 𝑐3𝑧) .

Substituindo as funções base definidas em (2.41) na expressão (2.39), temos:

𝐻𝑆
𝑦 (𝑥, 𝑧) = 𝐻̃𝑒

1𝜙1 + 𝐻̃𝑒
2𝜙2 + 𝐻̃𝑒

3𝜙3 (2.42)

Da expressão acima notamos que as funções base 𝜙1, 𝜙2 e 𝜙3 são funções
lineares e desta forma obedecem as seguintes condições:

𝜙1(𝑥1, 𝑧1) = 1, 𝜙1(𝑥2, 𝑧2) = 0, 𝜙1(𝑥3, 𝑧3) = 0

𝜙2(𝑥1, 𝑧1) = 0, 𝜙2(𝑥2, 𝑧2) = 1, 𝜙2(𝑥3, 𝑧3) = 0

𝜙3(𝑥1, 𝑧1) = 0, 𝜙3(𝑥2, 𝑧2) = 0, 𝜙3(𝑥3, 𝑧3) = 1

Analisando individualmente cada elemento, considerar-se-á que as proprieda-
des elétricas (𝜎, 𝜇, 𝜖) são constantes no elemento. Substituindo 𝐻̃𝑒(𝑥, 𝑧) = 𝐻̃𝑒

1𝜙1 +
𝐻̃𝑒

2𝜙2 + 𝐻̃𝑒
3𝜙3 em (2.33), podemos expressar a matriz e o vetor associados ao ele-

mento genérico Ω𝑒 da seguinte forma:

𝐾𝑒
𝑚𝑛𝐻𝑒

𝑛 = 𝑓 𝑒
𝑚 𝑚 = 1, 2, 3, 𝑛 = 1, 2, 3. (2.43)



Capítulo 2. MÉTODO ELETROMAGNÉTICO (EM) 25

em que

𝐾𝑒
𝑚𝑛 =

∫︁
Ω𝑒

1
𝜂𝑒

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝑛

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝜙𝑛

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑥 +
∫︁

Ω𝑒

z𝑒𝜙𝑚𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑧 (2.44)

e

𝑓 𝑒
𝑚 = −

∫︁
Ω𝑒

Δz𝑒𝜙𝑚(𝐻𝑃
𝑦1𝜙1 + 𝐻𝑃

𝑦2𝜙2 + 𝐻𝑃
𝑦3𝜙3)𝑑𝑥𝑑𝑧

+
∫︁

Ω𝑒

Δ𝜂𝑒

𝜂𝑒

𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
(𝐸𝑃

𝑧1𝜙1 + 𝐸𝑃
𝑧2𝜙2 + 𝐸𝑃

𝑧3𝜙3)𝑑𝑥𝑑𝑧 (2.45)

−
∫︁

Ω𝑒

Δ𝜂𝑒

𝜂𝑒

𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
(𝐸𝑃

𝑥1𝜙1 + 𝐸𝑃
𝑥2𝜙2 + 𝐸𝑃

𝑥3𝜙3)𝑑𝑥𝑑𝑧

+
∫︁

𝜕Ω𝑒

𝜙𝑚E𝑆 . t̂𝑑𝑙

Aplicando as funções base (2.41) na expressão (2.44) e fazendo uso da se-
guinte identidade ∫︁

Ω𝑒

𝜙𝑗
1𝜙

𝑘
2𝜙𝑙

3 𝑑𝑥𝑑𝑧 = 2𝐴𝑒
𝑗! 𝑘! 𝑙!

(𝑗 + 𝑘 + 𝑙 + 2)! (2.46)

obtêm-se:

𝐾𝑒
𝑚𝑛 = 1

4𝐴𝑒𝜂𝑒

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑏2

1 + 𝑐2
1 𝑏1𝑏2 + 𝑐1𝑐2 𝑏1𝑏3 + 𝑐1𝑐3

𝑏2𝑏1 + 𝑐2𝑐1 𝑏2
2 + 𝑐2

2 𝑏2𝑏3 + 𝑐2𝑐3

𝑏3𝑏1 + 𝑐3𝑐1 𝑏3𝑏2 + 𝑐3𝑐2 𝑏2
3 + 𝑐2

3

⎞⎟⎟⎟⎠

+ z𝑒𝐴𝑒

12

⎛⎜⎜⎜⎝
2 1 1
1 2 1
1 1 2

⎞⎟⎟⎟⎠ (2.47)

Para o vetor 𝑓 𝑒
𝑚, da mesma maneira, obtemos:

𝑓 𝑒
𝑚 = − Δz𝑒𝐴𝑒

12

⎛⎜⎜⎜⎝
2 𝐻𝑃

𝑦1 𝐻𝑃
𝑦2 𝐻𝑃

𝑦3

𝐻𝑃
𝑦1 2 𝐻𝑃

𝑦2 𝐻𝑃
𝑦3

𝐻𝑃
𝑦1 𝐻𝑃

𝑦2 2 𝐻𝑃
𝑦3

⎞⎟⎟⎟⎠

+ Δ𝜂𝑒

6𝜂𝑒

(𝐸𝑃
𝑧1 + 𝐸𝑃

𝑧2 + 𝐸𝑃
𝑧3)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑏1

𝑏2

𝑏3

⎞⎟⎟⎟⎠ (2.48)

− Δ𝜂𝑒

6𝜂𝑒

(𝐸𝑃
𝑥1 + 𝐸𝑃

𝑥2 + 𝐸𝑃
𝑥3)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐1

𝑐2

𝑐3

⎞⎟⎟⎟⎠
Tendo obtido as matrizes 𝐾𝑒

𝑚𝑛 e os vetores 𝑓 𝑒
𝑚 dos elementos Ω𝑒, é necessá-

rio construir a matriz global, o qual é o somatório da influência que cada elemento
contribui no valor do campo.
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Como no método magnetotelúrico, o fenômeno de propagação da onda eletro-
magnética é regido pela equação quasi-estacionário, no qual 𝜎 >> 𝜔𝜖0, os termos da
admitividade e impeditividade reduzem-se a: 𝜂𝑒 = 𝜎𝑒 e z𝑒 = 𝑖𝜔𝜇𝑒. Considerando que
a permeabilidade magnética assumida será a do ar, 𝜇0. Em que para a propagação
de uma onda plana na direção 𝑧, a componente vertical do campo elétrico primário é
nulo.

2.2.2 Modo Transversal Elétrico (TE)

Ao tratar da formulação de Elementos Finitos para o modo Transversal Elétrico
(TE), devemos analisar primeiramente o comportamento do campo elétrico na camada
do ar (𝑧 < 0), o qual é variante na direção de propagação da onda, ou seja, na direção
𝑧.

Seja

𝐻𝑥 = − 1
𝑖𝜔𝜇0

𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑧

conclui-se, a partir da prerrogativa acima, que o termo 𝜕𝐸𝑦/𝜕𝑍 ̸= 0, devido a compo-
nente do campo magnético na direção 𝑥 ser limitada. Neste caso, torna-se essencial
considerar o efeito e a presença do ar.

Semelhantemente ao modo TM, aplica-se a formulação de Galerkin, neste
modo, à equação (2.31)

∫︁
Ω𝑒

𝜙𝑚

⎡⎣− 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
z

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑥

⎞⎠− 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
z

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧 +
∫︁

Ω𝑒

𝜂𝜙𝑚𝐸𝑆
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧

= −
∫︁

Ω𝑒

Δ𝜂𝜙𝑚𝐸𝑃
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧 +

∫︁
Ω𝑒

𝜙𝑚

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝Δz

z
𝐻𝑃

𝑧

⎞⎠− 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝Δz

z
𝐻𝑃

𝑥

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

em que 𝑚 = 1, 2, 3.

Usando as identidades:

𝜙𝑚
𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
z

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑥

⎞⎠ = 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
z
𝜙𝑚

𝜕𝐸𝑦
𝑆

𝜕𝑥

⎞⎠− 1
z

𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝐸𝑦
𝑆

𝜕𝑥
,

𝜙𝑚
𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝Δz

z
𝐻𝑃

𝑧

⎞⎠ = 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝Δz

z
𝜙𝑚𝐻𝑃

𝑧

⎞⎠− Δz

z

𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
𝐻𝑃

𝑧 ,

juntamente com

𝜙𝑚
𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
z

𝜕𝐸𝑦
𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠ = 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
z
𝜙𝑚

𝜕𝐸𝑦
𝑆

𝜕𝑧

⎞⎠− 1
z

𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝐸𝑦
𝑆

𝜕𝑧
,

𝜙𝑚
𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝Δz

z
𝐻𝑃

𝑥

⎞⎠ = 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝Δz

z
𝜙𝑚𝐻𝑃

𝑥

⎞⎠− Δz

z

𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
𝐻𝑃

𝑥 .
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podemos reescrever a equação acima, tal que:

∫︁
Ω𝑒

1
z

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 +
∫︁

Ω𝑒

𝜂𝜙𝑚𝐸𝑆
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧

−
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
z
𝜙𝑚

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑥

⎞⎠+ 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
z
𝜙𝑚

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

= −
∫︁

Ω𝑒

Δ𝜂𝜙𝑚𝐸𝑃
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧 −

∫︁
Ω𝑒

Δz

z

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
𝐻𝑃

𝑧 − 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
𝐻𝑃

𝑥

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧

+
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝Δz

z
𝜙𝑚𝐻𝑃

𝑧

⎞⎠− 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝Δz

z
𝜙𝑚𝐻𝑃

𝑥

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

Fazendo-se as seguintes substituições:

𝐻𝑃
𝑥 = 1

z𝑃

𝜕𝐸𝑃
𝑦

𝜕𝑧
𝑒 𝐻𝑃

𝑧 = − 1
z𝑃

𝜕𝐸𝑃
𝑦

𝜕𝑥
(2.49)

na terceira integral do lado direito e passando a terceira integral do lado esquerdo para
o lado direito, obtêm-se:

∫︁
Ω𝑒

1
z

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 +
∫︁

Ω𝑒

𝜂𝜙𝑚𝐸𝑆
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧

= −
∫︁

Ω𝑒

Δ𝜂𝜙𝑚𝐸𝑃
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧 −

∫︁
Ω𝑒

Δz

z

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
𝐻𝑃

𝑧 − 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
𝐻𝑃

𝑥

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧

−
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝Δz

z
𝜙𝑚

1
z𝑃

𝜕𝐸𝑃
𝑦

𝜕𝑥

⎞⎠+ 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝Δz

z
𝜙𝑚

1
z𝑃

𝜕𝐸𝑃
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

+
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
z
𝜙𝑚

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑥

⎞⎠+ 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
z
𝜙𝑚

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

Reescrevendo o fator Δz/zz𝑃 em 1/z𝑃 − 1/z na terceira integral do lado direito,
teremos:

∫︁
Ω𝑒

1
z

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 +
∫︁

Ω𝑒

𝜂𝜙𝑚𝐸𝑆
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧

= −
∫︁

Ω𝑒

Δ𝜂𝜙𝑚𝐸𝑃
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧 −

∫︁
Ω𝑒

Δz

z

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
𝐻𝑃

𝑧 − 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
𝐻𝑃

𝑥

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧

−
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝ 1
z𝑃

𝜙𝑚

𝜕𝐸𝑃
𝑦

𝜕𝑥

⎞⎠+ 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝ 1
z𝑃

𝜙𝑚

𝜕𝐸𝑃
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

+
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
z
𝜙𝑚

𝜕𝐸𝑃
𝑦

𝜕𝑥

⎞⎠+ 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
z
𝜙𝑚

𝜕𝐸𝑃
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

+
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝1
z
𝜙𝑚

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑥

⎞⎠+ 𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝1
z
𝜙𝑚

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧
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Adicionando-se as duas últimas integrais do lado direito e fazendo uso da iden-
tidade 𝐸𝑦 = 𝐸𝑃

𝑦 + 𝐸𝑆
𝑦 , considerando também as seguintes expressões de substituição

𝐻𝑥 = −1
z

𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑧
𝑒 𝐻𝑧 = 1

z

𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑥

e utilizando também (2.49), teremos:

∫︁
Ω𝑒

1
z

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 +
∫︁

Ω𝑒

𝜂𝜙𝑚𝐸𝑆
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧

= −
∫︁

Ω𝑒

Δ𝜂𝜙𝑚𝐸𝑃
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧 −

∫︁
Ω𝑒

Δz

z

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
𝐻𝑃

𝑧 − 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
𝐻𝑃

𝑥

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧

+
∫︁

Ω𝑒

⎡⎣ 𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝜙𝑚𝐻𝑆

𝑧

)︁
− 𝜕

𝜕𝑧

(︁
𝜙𝑚𝐻𝑆

𝑥

)︁⎤⎦𝑑𝑥𝑑𝑧

Em seguida realizando as substituições: 𝐻𝑆
𝑥 = 𝐻𝑥 − 𝐻𝑃

𝑥 e 𝐻𝑆
𝑧 = 𝐻𝑧 − 𝐻𝑃

𝑧 .

Por fim, aplicando o teorema de Green,

∫︁
Ω

⎛⎝𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 =
∫︁

𝜕Ω
𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑧 =

∫︁
𝜕Ω

(𝑃 î + 𝑄k̂).t̂𝑑𝑙

na última integral do lado direito, temos a formulação matemática adequada ao uso do
algoritmo de elementos finitos:

∫︁
Ω𝑒

1
z

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝐸𝑆
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 +
∫︁

Ω𝑒

𝜂𝜙𝑚𝐸𝑆
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧

= −
∫︁

Ω𝑒

Δ𝜂𝜙𝑚𝐸𝑃
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑧 −

∫︁
Ω𝑒

Δz

z

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
𝐻𝑃

𝑧 − 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
𝐻𝑃

𝑥

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑧 (2.50)

+
∫︁

𝜕Ω𝑒

𝜙𝑚H𝑆 . t̂𝑑𝑙

em que H𝑆 = 𝐻𝑆
𝑥 î + 𝐻𝑆

𝑧 k̂ .

Analisando individualmente cada elemento, considerar-se-á que as proprieda-
des elétricas (𝜎, 𝜇, 𝜖) são constantes no elemento. Substituindo 𝐸̃𝑆

𝑦 (𝑥, 𝑧) = 𝐸̃𝑒
1𝜙1 +

𝐸̃𝑒
2𝜙2 + 𝐸̃𝑒

3𝜙3 em (2.50), podemos expressar a matriz e o vetor associados ao elemento
genérico Ω𝑒 da seguinte forma:

𝐾𝑒
𝑚𝑛𝐸𝑒

𝑛 = 𝑓 𝑒
𝑚 𝑚 = 1, 2, 3, 𝑛 = 1, 2, 3. (2.51)

em que

𝐾𝑒
𝑚𝑛 =

∫︁
Ω𝑒

1
z𝑒

⎛⎝𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝑛

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧

𝜕𝜙𝑛

𝜕𝑧

⎞⎠𝑑𝑥𝑑𝑥 +
∫︁

Ω𝑒

𝜂𝑒𝜙𝑚𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑧 (2.52)
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e

𝑓 𝑒
𝑚 = −

∫︁
Ω𝑒

Δ𝜂𝑒𝜙𝑚(𝐸𝑃
𝑦1𝜙1 + 𝐸𝑃

𝑦2𝜙2 + 𝐸𝑃
𝑦3𝜙3)𝑑𝑥𝑑𝑧

−
∫︁

Ω𝑒

Δz𝑒

z𝑒

𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥
(𝐻𝑃

𝑧1𝜙1 + 𝐻𝑃
𝑧2𝜙2 + 𝐻𝑃

𝑧3𝜙3)𝑑𝑥𝑑𝑧 (2.53)

+
∫︁

Ω𝑒

Δz𝑒

z𝑒

𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑧
(𝐻𝑃

𝑥1𝜙1 + 𝐻𝑃
𝑥2𝜙2 + 𝐻𝑃

𝑥3𝜙3)𝑑𝑥𝑑𝑧

+
∫︁

𝜕Ω𝑒

𝜙𝑚H𝑆 . t̂𝑑𝑙

Aplicando as funções base (2.41) na expressão (2.52) e fazendo uso da se-
guinte identidade: ∫︁

Ω𝑒

𝜙𝑗
1𝜙

𝑘
2𝜙𝑙

3 𝑑𝑥𝑑𝑧 = 2𝐴𝑒
𝑗! 𝑘! 𝑙!

(𝑗 + 𝑘 + 𝑙 + 2)!

obtêm-se:

𝐾𝑒
𝑚𝑛 = 1

4𝐴𝑒z𝑒

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑏2

1 + 𝑐2
1 𝑏1𝑏2 + 𝑐1𝑐2 𝑏1𝑏3 + 𝑐1𝑐3

𝑏2𝑏1 + 𝑐2𝑐1 𝑏2
2 + 𝑐2

2 𝑏2𝑏3 + 𝑐2𝑐3

𝑏3𝑏1 + 𝑐3𝑐1 𝑏3𝑏2 + 𝑐3𝑐2 𝑏2
3 + 𝑐2

3

⎞⎟⎟⎟⎠

+ 𝜂𝑒𝐴𝑒

12

⎛⎜⎜⎜⎝
2 1 1
1 2 1
1 1 2

⎞⎟⎟⎟⎠ (2.54)

Para o vetor 𝑓 𝑒
𝑚, da mesma maneira, obtemos:

𝑓 𝑒
𝑚 = − Δ𝜂𝑒𝐴𝑒

12

⎛⎜⎜⎜⎝
2 𝐸𝑃

𝑦1 𝐸𝑃
𝑦2 𝐸𝑃

𝑦3

𝐸𝑃
𝑦1 2 𝐸𝑃

𝑦2 𝐸𝑃
𝑦3

𝐸𝑃
𝑦1 𝐸𝑃

𝑦2 2 𝐸𝑃
𝑦3

⎞⎟⎟⎟⎠

− Δz𝑒

6z𝑒

(𝐻𝑃
𝑧1 + 𝐻𝑃

𝑧2 + 𝐻𝑃
𝑧3)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑏1

𝑏2

𝑏3

⎞⎟⎟⎟⎠ (2.55)

+ Δz𝑒

6z𝑒

(𝐻𝑃
𝑥1 + 𝐻𝑃

𝑥2 + 𝐻𝑃
𝑥3)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐1

𝑐2

𝑐3

⎞⎟⎟⎟⎠
Em que para um meio estratificado, a componente vertical do campo magnético

primário é nulo.

Em ambos os modos TM e TE, a construção da matriz global e do vetor glo-
bal são igualmente desenvolvidas como nas construções locais da matriz e do ve-
tor no elemento. É importante ressaltar que as propriedades concernentes à matriz
global: esparsidade (presença de muitos zeros), simetria e bandeamento; tornam a
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implementação do problema mais otimizado. Por bandeamento considera-se que os
elementos com valores não nulos encontram-se próximos à diagonal principal delimi-
tando uma espessura de banda, e que por simetria é possível armazenar somente a
semi-banda, partindo da propriedade de simetria da matriz global.

Ainda com todas estas propriedades, a memória necessária para armazena-
mento de dados do problema é muito grande, assim uma renumeração dos nós para
diminuição da semi-banda torna-se necessária.
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3 A LINGUAGEM C++

3.1 INTRODUÇÃO À LINGUAGEM C++

A linguagem C++ foi desenvolvida por Bjarne Stroustrup no início de 1980.
Considerada uma linguagem de alto nível por apresentar semelhanças com o raciocí-
nio humano na solução de problemas e desenvolvimento de algoritmos, herdou muitas
características de seu antecessor, a linguagem C (MALIK, 2013).

Existem basicamente duas maneiras de se trabalhar com a programação: a
chamada programação estruturada (associadas as linguagens procedimentais) e a
programação orientada à objetos. A primeira busca desmembrar o problema a ser
resolvido em pequenos subproblemas, dividindo-os em módulos e funções, cujas so-
luções individuais se reúnem para solucionar o problema maior. O segundo está rela-
cionada a manipulação dos objetos. Um objeto é a representação da entidade física
do mundo real, ou seja, corresponde ao dado em conjunto com todas os procedimen-
tos relacionados a este (MALIK, 2013; SILVA FILHO, 2010).

A compatibilidade de C com C++ é comprovada pela possibilidade de inserção
de bibliotecas C nos programas escritos em C++, porém o contrário não se aplica.
Da evolução de linguagem C para o C++ novos atributos foram incorporados: objetos,
classes e a programação orientada à objetos.

As principais características da linguagem C++ em relação a programação ori-
entada à objetos são: o encapsulamento e a ocultação, abstração de dados, polimor-
fismo e herança.

O encapsulamento e a ocultação de dados estão intimamente ligados. As clas-
ses (estruturas de que reúnem objetos similares) não permitem o acesso direto de
seus membros, assim estes estarão protegidos e ocultados de eventuais manipula-
ções indesejadas. As unidades elementares da programação orientada à objetos: os
dados e as funções associadas a estas, são então encapsuladas dentro de uma classe
e seu acesso é realizado pelo mecanismo de abstração de dados. Tal procedimento
é possível, pois que cada objeto na classe só é acessada pela chamada de funções-
membros. Cada função-membro é associada à um objeto específico (SILVA FILHO,
2010).

O procedimento de abstração de dados é uma técnica que retorna somente a
tarefa ou dado final, o que contribui para a ocultação de dados. Assim, o importante
não é saber como a implementação da função-membro é feita, mas sim o dado ou
tarefa que é retornado desta função-membro (MALIK, 2013).
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O polimorfismo é uma característica relacionada a maneira como o programa
pode reconhecer funções de uma classe a partir de variáveis de entrada diferentes, e
que são específicos a cada objeto (SILVA FILHO, 2010).

A herança consiste na propriedade de criar uma classe de outra classe exis-
tente, tal operação permite que classes derivadas possam herdar funções-membros
da classe maior, além de poder conter novas atribuições e operações específicas para
a classe-filha (SILVA FILHO, 2010).

Uma forma de tornar a implementação de um software mais organizado é fa-
zer o uso de funções, o qual não é restrito à programação orientada a objetos, mas
proporciona uma organização diferente as linguagens orientadas a objeto. O conjunto
de funções e variáveis operantes são reunidas em uma entidade maior: a classe. Nas
chamadas em funções e classes a passagem dos parâmetros pode ocorrer por va-
lor ou por referência. Na primeira passagem parte do dado é passado à função que
chama e é a forma mais utilizada. A passagem por referência cria uma variável asso-
ciada ao dado referenciado (alias), neste caso, o valor repassado à função é em si o
próprio endereço da variável (MALIK, 2013; SILVA FILHO, 2010).

A organização diferenciada do código em termos da programação orientada a
objetos recaí em estruturar o código baseado em objetos e não em funções (como
ocorre na programação estruturada). O objeto é a unidade menor na constituição de
uma classe. A relação dos objetos e funções-membro em uma classe é que todas
as funções-membros são acessadas por todos os objetos. Funções-membro essen-
ciais na definição de uma classe são os construtores e destrutores, os quais estão
associados, respectivamente, a criação de um objeto específico e a destruição deste
mesmo. Cada construtor e destrutor atua sob um objeto específico. O nome do cons-
trutor e destrutor possuem o mesmo nome da classe, exceto pelo símbolo til ( ˜ ) no
início da definição do destrutor. Tal especificidade decorre da associação direta do
seu reconhecimento pelo compilador (SILVA FILHO, 2010).

Basicamente na implementação do programa em C++ utilizou-se as seguintes
bibliotecas ou diretivas de pré processador ( tipo de comando voltada ao compila-
dor) em C e C++: <iostream>, <fstream>, <iomanip>, <cmath>, <math.h>, <stdlib.h>,
<complex.h> e <stdio.h>. As quatro primeiras são bibliotecas padrão do C++ e as
quatro últimas, bibliotecas padrão do C. Tal possibilidade de mesclagem entre as bi-
bliotecas C e C++, decorre do C++ ser um desenvolvimento do C, desde que sejam
utilizadas as suas declarações de maneira correta.

Para maior entendimento das classes <iostream> e <fstream> devemos definir
a stream. Uma stream é um objeto que pertence a uma hierarquia relacionada ao
fluxo de caracteres estabelecido entre objetos, os quais permitem a saída e entrada
de dados em C++ (BUENO, 2002).
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Logo, <iostream> é uma classe maior, cujas classes herdeiras são <strings-
tream>, <fstream>, <istream> e <ostream>. Como a primeira classe herdeira não foi
utilizada, esta será apenas definida: corresponde ao fluxo de dados (saída e entrada)
atuando sob variáveis do tipo string. As classes herdeiras <istream> e <ostream>
são, respectivamente, associadas aos dados de entrada do teclado e saída na tela. A
classe <istream> possui como padrão o objeto cin, o qual manipula a leitura de da-
dos do teclado, atuando conjuntamente com o operador de extração (»). Enquanto,
a classe <ostream> apresenta como objeto de manipulação, o cout, o qual realiza a
saída de dados para a tela com o uso do operador de inserção («). A classe <fstream>
atua sobre a entrada e saída de dados com arquivos de disco, ou seja, ao invés de
trabalhar com entrada do teclado e a saída na tela, todo o fluxo de caracteres atua
sobre arquivos (BUENO, 2002).

Outra classe muito importante é a <iomanip> que realiza a formatação na saída
dos dados, a partir de manipuladores. Esta classe possui uma infinidade de mani-
puladores dos quais a presente programação se ateve apenas ao uso das funções
scientific, endl e setw. O primeiro fornece precisão de 𝑛 casas decimais estabelecidas
na inicialização da mesma. O segundo fornece uma nova linha e termina o fluxo de
caracteres. O último estabelece o tamanho de campos para conter a variável de saída
(BUENO, 2002).

O <cmath> é uma biblioteca para operações matemáticas que apresenta uma
vasta variedade de funções como operações trigonométricas (seno e cosseno) até
operações de raiz quadrada e logaritmos, das quais foi utilizada o valor absoluto (abs),
a raiz quadrada (sqrt) e a exponencial na base qualquer (pow)(MALIK, 2013).

O <cmath> e o <math.h> são ambas bibliotecas matemáticas, e apresentam
pequenas diferenças, a biblioteca em C (math.h) tem suporte para maior número de
funções como o fmode, o qual retorna o valor em ponto flutuante do resto da operação
x/y, mantendo o sinal de x (KERNIGHAN; RITCHIE, 1989).

A biblioteca <stdlib.h> fornece suporte as operações de alocação de memória
(alocação e desalocação dinâmica), além de tarefas relacionada a este. Outras fun-
ções desta biblioteca esta relacionada a conversão de números (KERNIGHAN; RIT-
CHIE, 1989).

Operações matemáticas com números complexos são suportadas pela biblio-
teca <complex.h>. A biblioteca <stdio.h> é uma biblioteca do C relacionada ao fluxo
de caracteres (entrada e saída de dados).
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4 RESULTADOS

No presente capítulo será abordada a validação do método por meio da com-
paração com dados obtidos pela modelagem utilizando o código desenvolvido por Key
e Weiss (2006), e os presentes dados resultantes da modelagem em linguagem C++.

Assim, será abordada dois modelos propostos por Rijo (2008). O primeiro mo-
delo corresponde ao semi-espaço, e o segundo modelo ao meio estratificado de três
camadas incluindo o ar. Para os dois modelos serão utilizadas frequências que va-
riam de 0.001 Hz até 100.00 Hz, cujo variação estabelecida é de um fator de 10 para
cada frequência analisada. No presente código desenvolvido não fora utilizado nor-
malizações na modelagem de dados 2D, e a malha utilizada em todos os modelos é
estruturada e não regular. Para a presente modelagem, os resultados foram gerados
em um computador pessoal com processador intel Core i5 , com 4 Gb de memória
RAM.

4.1 MODELO 1

O modelo 1 corresponde a um semi-espaço, cuja resistividade do ar adotada é
de 1.1012 Ωm, e o substrato apresenta resistividade de 100 Ωm. O alvo da prospecção
tem forma geométrica bem definida, cujas dimensões são 1 km de largura por 2 km de
altura, enterrado à uma profundidade de 500 m da superfície de medidas, estabelecida
em 0.0 m.

A Figura 1 representa o modelo acima descrito. Sendo a resistividade do corpo
5 Ωm. Dimensionalmente ele está posicionado simetricamente em relação ao eixo x,
varrendo em extensão de -500 m à 500 m.

Para estabelecer um bom resultado dos campos obtidos para o modo TM, o
grid da malha utilizada percorre dimensões de -40 km à 40 km, na direção 𝑥, e 0.0
km à 40 km na direção 𝑧. Com esta malha a condição para decaimento do campo
nas bordas fica estabelecido. As Figuras 2a e 2b mostram a extensão geral da malha
com refinamento maior nas posições de localização do corpo, para o modo TM. Para
a modelagem deste modelo foi dispendido 1.840 s, utilizando malha com 5244 nós e
10200 elementos

Pela relação fundamental da frequência com o comprimento de onda, tem-se
que para as menores frequências o comprimento de onda é maior, e consequente-
mente maior é a profundidade de investigação. Para as maiores frequências o com-
primento de onda é menor, e sua profundidade de investigação é menor.
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Figura 1 – Representação do modelo 1 (semi-espaço) de Rijo (2008) (Adaptado pela Autora).
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Fonte: Elaborado pela Autora

Por exemplo, para a frequência de 0.001 Hz, tem-se que o campo total 𝐸𝑥

é bem suave, saindo de uma amplitude um pouco acima de 6.10−4 𝑉/𝑚 atingindo
na posição central do corpo um valor um pouco abaixo de 3.10−4 𝑉/𝑚. As curvas
das partes real e imaginária do campo 𝐸𝑥 coincidem e suas inflexões próximas as
dimensões do corpo são bem mapeadas, como ilustrado na Figura 3.
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Figura 2 – Malha gerada para o modelo 1 proposto, modo TM. (a) Estabelecendo visualmente
as extensões da malha. (b) Ampliação na malha da região que contém o alvo.
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(b) Ampliação da região da anomalia para o modelo 1.

−3000 −2000 −1000 0 1000 2000 3000

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

5000

Malha - Modo TM - Modelo01

Eixo de discretização x

E
ix

o
d
e

d
is
cr

et
iz

a
çã
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Figura 3 – Campo Total 𝐸𝑥 para frequência de 0.001 𝐻𝑧 - Modelo 1, modo TM.
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Fonte: Elaborado pela Autora

Figura 4 – Campo Total 𝐸𝑥 para frequência de 0.1 𝐻𝑧 - Modelo 1, modo TM.
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Fonte: Elaborado pela Autora

Para uma frequência de 0.1 Hz, tem-se também o campo total 𝐸𝑥 bem su-
ave, com amplitude saindo acima de 6.10−3 𝑉/𝑚 atingindo na posição central entre
3.10−3 𝑉/𝑚 e 2.5 .10−3 𝑉/𝑚. As curvas são suaves, e coincidem em grande parte, so-
mente se distanciando próximo da laterais do alvo, entre -500 e 500 m, como ilustrado
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na Figura 4.

Para frequência de 10 Hz as curvas do campo total são suaves, e as partes
real e imaginária são próximas, mas próxima ao corpo sofrem inflexão da curva. No
geral as curvas tem amplitude de aproximadamente 0.063 𝑉/𝑚 e no centro do corpo,
as partes real e imaginária alcançam, respectivamente, 0.033𝑉/𝑚 e 0.053𝑉/𝑚. Sendo
que a parte real apresenta maior variação de amplitude que a parte imaginária, como
ilustrado na Figura 5.

Figura 5 – Campo Total 𝐸𝑥 para frequência de 10.0 𝐻𝑧 - Modelo 1, modo TM.
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Figura 6 – Posições de medida em 𝑥(𝑚) pela resistividade aparente obtida pela modelagem
C++ e pela modelagem em Fortran desenvolvida por Key e Weiss (2006) (curvas
com marcadores) para o modo TM. a) Resposta da resistividade aparente para as
frequências 0.001 𝐻𝑧 e 0.01 𝐻𝑧 (esquerda). b) Resposta da resistividade aparente
para as frequências 0.1 𝐻𝑧 e 1 𝐻𝑧 (direita). c) Resposta da resistividade aparente
para as frequências 10 𝐻𝑧 e 100 𝐻𝑧 (abaixo).
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Distância em x (m)

R
es

is
ti
v
id

a
d
e

A
p
a
re

n
te

(
Ω

m
)

 

 

freq 3: 0.1 Hz − 10 s
freq 4: 1.0 Hz − 1 s
freq 3: 0.1 Hz − 10 s
freq 4: 1.0 Hz − 1 s

−5000 −4000 −3000 −2000 −1000 0 1000 2000 3000 4000 5000
10

1

10
2

MODO TM 2D - modelo 1 - para frequências de 10 Hz e 100 Hz
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Fonte: Elaborado pela Autora

Analisando as curvas da resistividade aparente para cada frequência, ilustrada
na Figura 6, observa-se que nas frequências mais baixas (0.001 Hz - 0.1 Hz), mos-
trada na Figura 6 a), a estimativa da resistividade da heterogeneidade é mais acurada
do que as curvas de resistividade aparente para as maiores frequências (Figura 6c)
). Nos períodos maiores a resistividade aparente alcança 8 Ω 𝑚, muito próximo da
resistividade do corpo que é de 5 Ω 𝑚.

Quando se aumenta a frequência, o comprimento de onda diminui como já ci-
tado anteriormente, por isso o poder de penetração da investigação diminui. Ainda
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que nestas frequências a resistividade aparente não alcance o valor da resistividade
do corpo, suas curvas de resistividade aparente são influenciadas pelo corpo em pro-
fundidade. As inflexões destas curvas indicam aproximadamente os limites laterais do
corpo em torno de 𝑥 igual -500 e 500 m.

Comparando as curvas de resistividade aparente das Figuras 6 a), 6 b) e 6
c), que sobrepõem as respostas das resistividade aparente resultante da modelagem
C++ e do código de Key e Weiss (2006) (curvas com marcadores), observamos que
estas apresentam boa semelhança, e que ao menos qualitativamente as curvas dos
dois métodos convergem para a mesma resposta. Pela analise qualitativa das curvas
é possível validar a resposta obtida pela modelagem C++.

Ao contrário da analise realizada para resistividade aparente, a fase apresenta
comportamento diferente com relação a frequência utilizada. Para frequências de
0.001 Hz à 0.1 Hz (as mais baixas), mostrada na Figura 7 a), a presença do corpo
influência muito pouco no sinal obtido, enquanto para as frequências mais altas, a
influência do corpo é mais perceptível, sendo que na maior frequência (100 Hz), fase
alcança aproximadamente 58∘, como ilustrado na Figura 7 c).

As curvas obtidas são coerentes com o modelo proposto por Rijo (2008) que
foi obtido pelo programa desenvolvido porKey e Weiss (2006), e validam a resposta
obtida pela modelagem C++.

Para o modo TE utilizou-se uma malha com grid percorrendo dimensões de
-40 km à 40 km, na direção z, e -40 km à 40 Km na direção z. Com esta malha
a condição para decaimento do campo nas bordas fica estabelecido. As Figuras 8
a) e 8 b) mostram a extensão geral da malha com refinamento maior nas posições de
localização do corpo, para o modo TE. Para a modelagem deste modelo foi dispendido
11 m e 28.141 s, utilizando malha com 59670 nós e 118256 elementos. Na figura 8
b) observamos a maior densidade de nós próximo a profundidade de 0.0 m, devido a
obtenção do campo 𝐻𝑥 para o modo TE ser obtido como a derivada do campo 𝐸𝑦, e
neste modo o ar deve ser discretizado. A uma profundidade pouco abaixo de 0.0 m
(em 5 m) foi obtida as medidas dos campos.
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Figura 7 – Posições de medida em 𝑥(𝑚) pela fase obtida pela modelagem C++ e pela modela-
gem em Fortran desenvolvida por Key e Weiss (2006) (curva com marcadores) para
o modo TM. a) Resposta de fase para as frequências 0.001𝐻𝑧 e 0.01𝐻𝑧 (esquerda).
b) Resposta de fase para as frequências 0.1 𝐻𝑧 e 1 𝐻𝑧 (direita). c) Resposta de
fase para as frequências 10 𝐻𝑧 e 100 𝐻𝑧 (abaixo).
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Fonte: Elaborado pela Autora

As curvas de resistividade aparente para o modo TE são mais marcantes, po-
rém devido suas correntes encontrarem-se paralelas ao eixo principal do corpo, suas
respostas não são as melhores ferramentas para mapear os limites laterais dos cor-
pos, como ilustrado na Figura 9. As curvas obtidas pelos diferentes ferramentas de
modelagem, C++ e Fortran, como ilustrado nas Figuras 9 a), 9 b) e 9 c), apresentam
respostas muito semelhantes e por uma analise qualitativa as presentes respostas de
resistividade aparente obtidas pela modelagem C++ são validadas.

Para a resposta da fase obtida pelas duas metodologias já citadas, as curvas de
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Figura 8 – Malha gerada para o modelo 1 proposto, modo TE. a) Estabelecendo visualmente
as extensões da malha. b) Ampliação na malha da região que contém o alvo.

Fonte: Elaborado pela Autora

fase são bem semelhantes e tendem a convergir para mesma resposta, com ilustrado
na Figura 10.
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Figura 9 – Posições de medida em 𝑥(𝑚) pela resistividade aparente obtida pela modelagem
C++ e pela modelagem em Fortran desenvolvida por Key e Weiss (2006) (curvas
com marcadores) para o modo TE. a) Resposta da resistividade aparente para as
frequências 0.001 𝐻𝑧 e 0.01 𝐻𝑧 (esquerda). b) Resposta da resistividade aparente
para as frequências 0.1 𝐻𝑧 e 1 𝐻𝑧 (direita). c) Resposta da resistividade aparente
para as frequências 10 𝐻𝑧 e 100 𝐻𝑧 (abaixo).
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Fonte: Elaborado pela Autora

4.2 MODELO 2

O modelo 2 corresponde ao meio estratificado de três camadas, incluindo o ar,
cuja resistividade do ar adotada é de 1.1012 Ω𝑚, a resistividade da camada hospedeira
é de 10 Ω 𝑚, com espessura de 10 km e o substrato apresenta resistividade de 1 Ω 𝑚.
O alvo da prospecção tem forma geométrica bem definida, cujas dimensões são 1 km
de largura por 1 km de altura, enterrado à uma profundidade de 250 m da superfície
de medidas, estabelecida em 0.0 m.
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Figura 10 – Posições de medida em 𝑥(𝑚) pela fase obtida pela modelagem C++ e pela mode-
lagem em Fortran desenvolvida por Key e Weiss (2006) (curva com marcadores)
para o modo TE. a) Resposta de fase para as frequências 0.001 𝐻𝑧 e 0.01 𝐻𝑧
(esquerda). b) Resposta de fase para as frequências 0.1 𝐻𝑧 e 1 𝐻𝑧 (direita). c)
Resposta de fase para as frequências 10 𝐻𝑧 e 100 𝐻𝑧 (abaixo).
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Fonte: Elaborado pela Autora

A Figura 11 representa o modelo acima descrito. Sendo a resistividade do
corpo, 1 Ω 𝑚. Dimensionalmente ele está posicionado simetricamente em relação ao
eixo x, varrendo em extensão de -500 m à 500 m.

Para estabelecer um bom resultado dos campos obtidos para o modo TM, o
grid da malha utilizada percorre dimensões de -40 km à 40 km, na direção x, e 0.0 km
à 40 km na direção z. Com esta malha a condição para decaimento do campo nas
bordas fica estabelecido. As Figuras 12 a) e 12 b) mostram a extensão geral da malha
com refinamento maior nas posições de localização do corpo, para o modo TM. Para
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Figura 11 – Representação do modelo 2 ( meio estratificado de três camadas) de (RIJO, 2008)
(Adaptado pela Autora).
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Fonte: Elaborado pela Autora

a modelagem deste modelo foi dispendido 34.009 s, utilizando malha com 21315 nós
e 42048 elementos.

Para a frequência de 0.001 Hz, observa-se que o campo 𝐸𝑥 é bem suave. As
curvas das partes real e imaginária apresentam a mesma forma, mas estão desloca-
das uma em relação a outra por 0.6 .10−4 𝑉/𝑚. Suas inflexões são bem marcantes
e possibilitam fazer inferência dos limites laterias do alvo em profundidade. A parte
imaginária sofre maior variação na amplitude do campo 𝐸𝑥, como ilustrado na Figura
13.

As curvas das partes real e imaginária do campo total 𝐸𝑥 para frequência de
0.1 Hz são suaves, como ilustrada na Figura 14. As curvas são semelhantes e al-
cançam no centro em 𝑥 = 0 𝑚, o valor de 0.5 .10−3 𝑉/𝑚. É possível inferir que suas
inflexões mapeiam aproximadamente as bordas da heterogeneidade.

Para frequência de 10 Hz, nota-se que nas partes distantes da localização do
corpo, as curvas de parte real e imaginária do campo total 𝐸𝑥 são próximas, cujo valor
encontra-se um pouco abaixo de 0.02 𝑉/𝑚. Aproximando-se do corpo a parte real e
imaginária se distanciam, e a primeira sofre maior variação de amplitude, como pode
ser observado na Figura 15.
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Figura 12 – Malha gerada para o modelo 2 proposto, modo TM. a) Estabelecendo visualmente
as extensões da malha. b) Ampliação na malha da região que contém o alvo.
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Fonte: Elaborado pela Autora

Para o modelo proposto, observa-se que as curvas de resistividade aparente
para as frequências mais altas começam próximos à 10 Ω 𝑚, resistividade da rocha
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Figura 13 – Campo Total 𝐸𝑥 para frequência de 0.001 𝐻𝑧 - Modelo 2, modo TM.
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Fonte: Elaborado pela Autora

Figura 14 – Campo Total 𝐸𝑥 para frequência de 0.1 𝐻𝑧 - Modelo 2, modo TM.
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encaixante, e tendem a atingir a resistividade do corpo, o qual possui 1 Ω 𝑚. Porém
nas frequências mais baixas (0.001 Hz e 0.01 Hz) observa-se que a estimativa da re-
sistividade do corpo ultrapassa o valor real, atingindo valor de até 0.69 Ω 𝑚 (para 0.01
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Figura 15 – Campo Total 𝐸𝑥 para frequência de 10.0 𝐻𝑧 - Modelo 2, modo TM.
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Distância em x (m)

E
x

(V
/
m

)

 

 
Real
Imaginaria

Fonte: Elaborado pela Autora

Figura 16 – Posições de medida em 𝑥(𝑚) pela resistividade aparente para as frequências va-
riando de 0.001 𝐻𝑧 até 10 𝐻𝑧, cujo valor de uma frequência para outra é da ordem
de 10, para o modo TM - modelo 2.
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Fonte: Elaborado pela Autora

Hz) e 0.2 Ω 𝑚 (para 0.001 Hz). Tal resultado advém do modelo possuir um substrato
abaixo do meio que contém o alvo da prospecção. Logo estas curvas sofrem influen-
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ciam do substrato, que mascara a estimativa da resistividade do corpo, como ilustrado
na Figura 16.

Na Figura 17, observa-se que para as frequências mais baixas, a fase inicia-
se próximo à 60∘,e nas proximidades do corpo varia levemente até atingir 65∘. Tais
resultados decorrem da maior profundidade de investigação nestas frequências que
passa a sofrer influência do substrato. As suas inflexões nas curvas de fase estimam
aproximadamente os limites laterais do corpo. Ainda que respostas de fase sejam
estimativas qualitativas.

Figura 17 – Posições de medida em 𝑥(𝑚) pela fase para as frequências variando de 0.001 𝐻𝑧
até 10𝐻𝑧, cujo valor de uma frequência para outra é da ordem de 10, para o modo
TM - modelo 2.
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5 CONCLUSÕES

Do referido trabalho proposto, foi possível obter respostas contundentes que
foram validadas por metodologias de modelagem bem estabelecidas (KEY; WEISS,
2006). Ao modelar o problema do Método Magnetotelúrico 2D em linguagem C++
buscou-se uma nova alternativa dentro do leque de linguagens de programação dis-
poníveis para tentar solucionar a problemática proposta.

As diferenças observadas nas duas respostas modeladas em códigos diferen-
tes pode ser resultado do programa de Key e Weiss (2006) ter maior precisão, pois que
possui malha adaptativa e não estruturada possibilitando um erro mínimo na geração
das respostas. Além disso, o seu programa fornece maneiras de manter a forma dos
triângulos da malha mais regulares, utilizando para tanto interpolações do tipo spline
na obtenção da derivada dos campos. Outra vantagem do código de Key e Weiss
(2006) está no tempo de processamento bem curto em relação ao referido código de-
senvolvido em C++, pois que o primeiro utiliza o solver de sistema sistemas lineares
Super LU.

Como sugestões para próximos trabalhos nesta linha de modelagem, sugere-
se uma abordagem para verificar o tempo de processamento do código, comparando
dados de Fortran e C++ diretamente, com relação as suas funcionalidades e otimiza-
ção, utilizando um mesmo gerador de malha.
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