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RESUMO

Neste trabalho analisamos, sob o ponto de vista matematico, acerca do sistema de vigas
de Timoshenko com dissipagoes do tipo friccionais. Garantimos, utilizando a teoria de
semigrupo, a boa colocacao do problema e o decaimento exponencial para os casos em que
os amortecimentos estao agindo simultaneamente na forca de cisalhamento e no momento

fletor e também para o caso que esta presente somente em uma delas.

Palavras-chave: Boa colocacao, estabilidade exponencial, sistemas de Timoshenko, te-

oria de semigrupo.



ABSTRACT

In this work we analyze, from a mathematical point of view, a Timoshenko system with
frictional dissipations. We guarantee, using the semigroup theory, the well-posedness of
the problem and the exponential decay for the case in which the dampings are acting
simultaneously on the shear force and the bending moment and also for the cases that it

is present only in one of the forces.

Keywords: Well-posedness, exponential stability, Timoshenko systems, semi-

group theory
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1 Introducao

Desde os primérdios a humanidade buscar entender e explicar, sob diversas épticas
e ferramentas, fenomenos presentes na natureza. Atualmente, gracas a heranca da ma-
tematica desenvolvida entre séculos XIX e XX, as equagoes diferencias sao uma peca
fundamental para a compreensao de tais fenéomenos. Sua teoria é empregada em diver-
sas areas do conhecimento, como a fisica, quimica, biologia, e engenharia. Dentre essas,
iremos explorar mais detalhadamente a interacao entre a matematica e engenharia no
estudo sobre vigas, desenvolvido no século passado pelo engenheiro ucraniano Stephen
Prokofievich Timoshenko [I].

O modelo proposto por Timoshenko é dado por um sistema de equacoes diferenciais
parciais que descrevem a vibragao de vigas com comprimento L > 0, levando em consi-
deragao o deslocamento transversal ¢(x,t) e o angulo de rotagao ¥ (z,t). Segundo ele, as

equacgoes que governam para as variaveis ¢ e 1 sao

P1Pt = S
p2¢tt =M, — S,

(1.1)

em que S ¢é a forga de cisalhamento, M é o momento fletor e pi, po > 0 sdo constantes
relacionadas a densidade da massa, a area e ao momento de inércia de uma transversal
da viga [2]. Em termos da sua versao eldstica ou conservativa, as leis construtivas para a

forca de cisalhamento e momento fletor sao dadas por
S=k(ps+1v) e M=0b, (1.2)

onde k > 0 e b > 0 sao constantes que dependem, respectivamente, do cisalhamento e o
modulo de elasticidade de Young. Substituindo ([1.2)) em ((1.1]), obtemos o modelo eldstico

de Timoshenko

P11 — K(Pe + ) =0 em (0,L) x R*,

1.3
p2thyy — bbpe + k(e +¢) =0 em (0,L) x RY. (13)

E possivel mostrar que o sistema nao dissipa energia, isto é, a soma da energia
cinética com a energia potencial ¢ igual a uma constante, logo a energia associado ao
sistema nunca decai. Assim, para obter um comportamento nao-trivial, acrescenta-se
termos dissipativos ao sistema. Neste trabalho, em particular, consideramos dissipagoes

friccionais vy e 51y, obtendo assim o sistema

prow — k(s +1¥)z + apy =0 em (0,L) x R*,

14
Py — byy + K(0r + )+ Bhy =0 em (0,L) x RT. (14
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O sistema foi abordado por Almeida Junior, Santos e Munioz Rivera [3] para o caso
emque a >0e =0. O casoem que « = 0 e g > 0 foi tratado por Mutioz Rivera e
Racke [4]. Além disso, em sua dissertagao, Brito [5] explorou detalhadamente os trabalhos
anteriores. Nos trés trabalhos acima, explorou-se acerca da estabilidade do sistema.

Sob os primérdios de Soufyane [6], verificou-se nos trabalhos acima que a estabilidade
exponencial dos sistemas estao condicionada a igualdade de velocidade de propagacao de
ondas

r_0 (1.5)
P P2

Para garantir que o semigrupo é exponencialmente estavel, em [3] foi utilizado o
método do Funcional de Lyapunov, enquanto que nos trabalhos [4] e [5] foram utiliza-
dos técnicas de Semigrupos. Neste trabalho, iremos utilizar técnicas de semigrupos para
garantir a estabilidade exponencial. Aqui, iremos também utilizar a teoria de semigrupos,
porém de forma alternativa. De fato, a abordagem apresentada neste trabalho foca no
uso do espectro aproximado do gerador do semigrupo solugao como ferramenta principal.

Esta abordagem contorna possivel faltas de compacidade para problemas mais complexos.

Objetivo do trabalho

O principal objetivo do trabalho é investigar sobre a boa colocacao e a estabilidade
exponencial do sistema [1.4] Por outro lado, do ponto de vista do discente, a finalidade
priméaria por tras do trabalho é aprender técnicas modernas que poderao ser utilizadas

futuramente em pesquisas. Dal a justificativa da escolha do sistema (|1.4]).

Organizacao do Trabalho

O trabalho esté organizado da seguinte forma:

e No Capitulo 2 exibiremos resultados preliminares para o desenvolvimento do tra-
balho. Neste, adicionamos resultados de Analise Funcional, teoria de Semigrupos e

desigualdades notaveis.

e Seguimos para o Capitulo 3, onde exploramos o sistema em que o, > 0.
Neste apresentamos a boa colocacao do problema, sob condicoes de fronteira do
tipo Dirichlet-Neumamm e condicoes iniciais apropriadas, via teoria de Semigru-
pos. Em seguida, garantimos que o sistema é exponencialmente estavel, quando
a, f > 0. Verificou-se que, devido haver dissipacoes agindo simultaneamente sobre
a forca de cisalhamento e o momento fletor, a estabilidade exponencial do sistema

independentemente da igualdade (|1.5]).
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e QOutrossim, no Capitulo 4 abordamos sobre a estabilidade exponencial do problema
(1.4) para « > 0 e f = 0. Verificou-se, via teoria de semigrupos, que se vale a

igualdade (|1.5)), entao o semigrupo é exponencialmente estavel.

e Finalmente, no Capitulo 5 exploramos o sistema (|1.4)) para o caso em que a =0 e
£ > 0. Também via teoria de Semigrupos, concluiu-se que o sistema é exponencial-
mente estavel quando a igualdade (|1.5)) é satisfeita.



2 Resultados preliminares

Neste capitulo iremos apresentar resultados que irao sustentar o objetivo do trabalho.
Mais especificamente, exibiremos resultados classicos das teorias de Anélise Funcional, da
teoria de Semigrupos e citaremos desigualdades notaveis. Grande parte dos resultados do
presente capitulo nao serao demonstrados, contudo indicaremos as referéncias na quais

encontram-se suas comprovagoes, ¢ motivamos o leitor a consulta-los.

2.1 Analise funcional

Ao buscarmos solugoes para equacoes diferenciais, estamos atras de funcoes que sa-
tisfacam a igualdade apresentada. Desse modo, a teoria da Anélise Funcional surge, com
naturalidade, para alimentar e amparar o desenvolvimento da solucao, desde a descricao
de onde o problema faz sentido, até a comprovacao de existéncia de solugoes. Exibire-
mos alguns de seus resultados, em especial, aqueles que serao utilizados para atingir a
finalidade do trabalho.

Definigao 2.1. Seja X um espago vetorial normado. Dizemos que duas normas || - |1 e
| - |l2 sdo equivalentes (e denotamos || - |1 ~ || - ||2) se existem constantes ¢1,co > 0 tais
que

allzll < llzllz < eoflzlh, Ve X

Lema 2.1. Seja X um espago vetorial normado. Suponha que || -1 e || - ||2 sdo normas

equivalentes. Entao
(X,||-|l1) € Banach < (X,|-|2) € Banach.
Demonstracao. (=) Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em (X, || - ||2), entao
|xn — Zm|l2 = 0 quando m,n — co.

Por hipétese, existem ¢y, co > 0 tais que

alfzlls < flzf < collele Ve X (2.1)
Assim,
|z — Zm|l1 < 2|y — 2|l = 0 quando n,m — oo.
Desse modo, (x,) é uma sequéncia de Cauchy em (F, || - ||1), que é um espago de Banach.

Logo, existe z € X tal que

|zn — 2|1 = 0 quando n — oo.
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Novamente por (2.1f), temos

collzn — zll2 < ||z — 2[|y = 0 quando n — oo.

Logo, (z,) é convergente em (X, || - ||2). Portanto, (X, | - ||2) é um espago de Banach.
(<) Analogo. O
De agora em diante, consideremos X um espa¢o de Banach, com norma || - ||x e

A: D(A) C X — X um operador linear, com dominio D(A). Em particular, quando X

for um espago de Hilbert, denotaremos seu produto interno por (-, -)x.
Definicao 2.2. Dizemos que X ¢ reflexivo quando o funcional

J: X — X'
v o= Jo(f) = flx)

é sobrejetor.
Proposicao 2.1. Todo espaco de Hilbert € reflexivo.
Demonstracao. Veja [7, Teorema 4.6-6] O
Definicao 2.3. Um funcional F : X — C ¢é dito anti-linear se
F(ou+ Bv) =aF(u)+ BF(v), VYa,y€X, Va,BecC.

Ademais, uma forma B : X x X — C € denominada sesquilinear se

o B(Au+ v, w) = AB(u,w) + B(v,w);

e B(u, \v+w) = AB(u,v) + B(u, w),
para todo u,v,w € X e para todo A € C.

Teorema 2.1. (Lax-Milgram para formas sesquilineares) Sejam X um espago de Hilbert,
B: X x X — C um funcional sesquilinear e F' : X — C um funcional anti-linear, que

satisfazem as sequintes condigoes

(i) B é continuo, isto €, existe C' > 0 tal que
|B(u,v)| < Cllullx|[vllx, V u,veX;
(ii) B € coercivo, isto é, existe C > 0 tal que |B(u,u)| > Cllul%, V u € X;
(111) F € continuo, ou seja, existe C > 0 tal que

1F()] < Cllul|x ¥ u e X.



2.2. ESPACOS DE SOBOLEV UNIDIMENSIONAL 15

Entao existe um unico u € X tal que
B(u,v) = F(v), Vv e X.
Demonstracao. Veja [8, Corolario 6.2.2]. O

Definicao 2.4. Seja X um espaco de Hilbert. Um operador linear A € dito dissipativo
se,

Re(Az,z) <0, VYaze D(A).

Definigao 2.5. Seja A um operador nao limitado, densamente definido em X. O conjunto
resolvente de A, o qual denotamos por p(A), é o conjunto formado por todos A € C tais

que
(R1) (M — A)™! existe;

(R2) (M — A)~! € limitado;

(R3) (\I — A)~! é densamente definido.

Em adigao, define-se o espectro de A, denotado por o(A), por o(A) = C/p(A).

Definigao 2.6. Sob as hipdteses da defini¢dao[2.5, definimos os conjuntos

op(A) = {AeC; (M — A)" ndo existe} ;
o.(A) = {AeC;(M\ — A" existe, satisfaz (R3), mas ndo vale (R2)};
o.(A) = {AeC; (N —A)~" existe, mas ndo vale (R3)} .

Os conjuntos o,(A),0.(A) e 0,.(A) sdo chamados espectro pontual, espectro continuo e

espectro residual de A, respectivamente.

Definigao 2.7. O espectro pontual aprozimado de A é o subconjunto de o(A) definido

por

oap(A) == {\ € C; eziste (x,) € D(A), ||zp|lx =1 e [N — A)z, = 0 em X}.

2.2 [Espacos de Sobolev unidimensional

Nesta secao, iremos denotar por I = (a,b) com a < b, um intervalo aberto da reta.

Definigao 2.8. Seja 1 < p < co. Denotaremos por LP(I) o conjunto de todas as classes
de fungoes mensurdveis u : I — R tais que |ulP € integravel em I, no sentido de Lebesque.

O conjunto LP(I) é um espago de Banach, com a norma

I IZOR
1
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Em particular, quando p = 2, o espago L*(I) é um espago de Hilbert, com produto interno

(u,v) = /Iuﬂdx , lull = v/ (u, w).

Definig¢ao 2.9. Denotaremos por C§°(I) o conjunto das fun¢oes infinitamente diferencidveis
que possuem suporte compacto. Em outras palavras, € o conjunto de todas as funcgoes

¢ € C™(I) tais que o conjunto

supp (¢) := {x € I; ¢(x) # O}I

€ compacto.

Defini¢ao 2.10. Sejam u,v € LP(I). Dizemos que v € derivada fraca de u quando

/usox——/w, Ve Co(I).
I I

Nesse caso, denotamos por v = u,.
Definigao 2.11. O espago de Sobolev WHP(I) é definido por
WP(I) .= {u € LP(I); existe u, € LP(I)}.
Em especial, quando p = 2, escrevemos H'(I).
O espago WP(I) é um espago de Banach, com a norma
Jullwrr = llullze + [Jua| e

Por fim, o espago H'(I) é um espago de Hilbert, quando munido do produto interno

(u,v) i = (u,v) + (ug, v;), que induz a norma ||u|%; = |Jull® + |Ju.|*.

Proposicao 2.2. (Densidade) Seja u € W'P(I) com 1 < p < oo. Entao existe uma
sequéncia (u,) € C°(R) tal que un; — u em WHP(I).

Demonstragao. Disponivel em [9, Teorema 8.7]. O

Definigao 2.12. Dado 1 < p < oo, definimos WyP(I) como sendo o fecho de C3°(I) em
Wh(I). Além disso, denotamos H(I) = Wy (I).

Proposigao 2.3. Sejau € WY(I). Entio u € WyP(I) se, e somente se, u=0 em OI.
Demonstracao. Veja [0, Teorema 8.12]. O

Definicao 2.13. Dado um inteiro m > 2 e um numero real 1 < p < oo, definimos por

inducao o espaco
W™P(I) = {u € W™ (I); o € W™ 1P(I)}.

Também definimos

H™(I) = W™*(I).
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2.3 Teoria de semigrupos

Defini¢ao 2.14. Uma familia de operadores lineares limitados T'(t) : X — X, é denomi-

nada semigrupo de operadores lineares limitados em X se

i) T(0) =1 (I é o operador identidade em X );

it) T(t+s)=T(t)oT(S) para todo t,s > 0 (Propriedade de semigrupos).
Além disso, T'(t) € um semigrupo de classe Cy, ou um Cy-semigrupo se

lim T(t)x =2, V z€X.

t—0t

Por fim, dizemos que um Cy-semigrupo T'(t) € de contragies se
1Tz <1, ¥E=0,
em que £ (X) € o espago de operadores lineares limitados definidos em X .

Definigao 2.15. Seja T(t) um semigrupo de operadores lineares limitados. O operador
linear A : D(A) C X — X definido por

D(A) = {x € X; lim w e:m'ste}

t—0t

T _
Az = lim M

t—0t+ t ’

Ve D(A)
¢ o gerador infinitesimal de T(t). Nesse caso, denotamos T(t) = e,
Teorema 2.2 (Lummer-Phillips). Seja A: D(A) C X — X um operador linear. Se
i) A é dissipativo,
ii) A densamente definido em X,
iii) existe Ao > 0 tal que A\oI — A € sobrejetor,
entio A € um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes em X.

Demonstragao. Consultar [10, Teorema 4.3]. O

Proposicao 2.4. Seja A um operador dissipativo tal que I — A € sobrejetor. Se X ¢é

reflexivo, entao A é densamente definido.

Corolario 2.1. Seja A: D(A) C X — X um operador linear definido em um espaco de
Hilbert X. Se

i) A € dissipativo,
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it) I — A € sobrejetor,
entio A € um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes em X.
Demonstracao. Segue do Teorema e da Proposicao O

Lema 2.2. Suponha que A seja um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de con-
tragoes T(t) definido em X, e sejax € D(A). Entio T(t)x € C'(]0,00),X) e, em adigdo,
para todo t > 0,

v — Tt = /0 AT (r)adr — /0 () Awds

e
d
E[T(z&)a;] + A(T(t)z) = 0.
Demonstracao. Veja [11, Lema 2.1.1]. O

Observacao 1. Seque do Lema que, se A é um gerador infinitesimal de um Cy-
semigrupo de contracoes, entdo para cada x € D(A), U(t) = T(t)x € uma solugdo cldssica
para o sequinte problema abstrato de valor inicial (conhecido como problema abstrato de
Cauchy)

U =AU, t>0,

U(0) = z.

(2.2)

No entanto, se x ¢ D(A), o problema (2.2) nao possui uma solu¢iao no sentido cldssico.

Neste caso, pode-se definir uma solugdo generalizada de (2.2)).

Defini¢ao 2.16. Uma funcao U € C([0,00), X) € uma solugcdo generalizada de (2.2)) se
eriste x, € D(A) tal que z, — U(0) e T(t)x, — U(t) uniformemente em intervalos

limitados, quando n — oo.

Observagao 2. A solucao generalizada definida independentemente da sequéncia x, €
D(A) ¢ unica e se U(0) € D(A), a solu¢io generalizada € a solucao cldssica de (2.2)).
Com isso, se A € um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes e v € X,

entio U(t) = T(t)x é a unica solugcdo generalizada de ([2.2)).

Proposicao 2.5. Para todo v € X, o problema admite uma unica solucao genera-
lizada U € C(0,00,X). Em adicao, se x € D(A), entao U € a solugio cldssica de
e

U € C0,00,X)NC(0,00, D(A)).

Demonstragao. Segue das Observagoes [I] e O

Definicao 2.17. Seja T'(t) : X — X um semigrupo. Dizemos que T(t) é exponencial-

mente estdvel se existe M > 1 e~ > 0 tais que

|1T(t)z||x < Me "||z||x, Vz€X.
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Teorema 2.3 (Gearhart-Pruss). Seja A : D(A) C X — X gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo de contracio, ou seja T(t) = e'A. Entdo, T(t) é exponencialmente estdvel

se, e somente se,

i) iR C p(A);
i) limsup [|(iM — A) 7 2 < oo
[A| =00
Demonstracao. Veja [12] [13]. O

Teorema 2.4. Seja T'(t) um semigrupo de operadores limitados em X e A seu gerador

infinitesimal. Se X ¢é reflexivo, entao

o(A) NiR = g4,(A) NIR.
Demonstragao. Por um lado, da [14, Segao 5] temos

0p(A) U (A) C og(A). (2.3)
Por outro lado, da [I5, Proposi¢ao 2.2], temos

o.(A)NiR = 0,(A) NiR. (2.4)
Logo, combinando e

iR N (00(A) Uay(A) Ua(A)) = iR N (0(A) Uay(A)) C iR N owp(A) C RN o(A),

N

=o(4)

e o resultado segue. O

2.4 Desigualdades notaveis

Destinamos essa secao para apresentar desigualdades cléssicas que serao utilizadas no
decorrer do texto. Mais precisamente, exibir as conhecidas desigualdades de Cauchy-
Schwarz, Young, Poincaré e das poténcias. Além disso, iremos citar um lema que propoe

uma alternativa para garantir equivaléncias entre normas.

Lema 2.3 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja X um espaco vetorial com produto
interno (-,+)x, entao
|(u, v)x| < Jullxllv]lx ¥V u,veX,

onde ||ul|x = /(u,u)x.

Demonstragao. Consultar [16, Teorema 8.2.1]. O
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1 1
Lema 2.4 (Desigualdade de Young). Sejam a,b>0 e 1 < p,q < oo tais que — + — = 1.
P q

Entao,
a? b
ab < — + —.
p q

Em adicao, para todo € > 0
ab < ea”? + C(e)b?,

onde C(g) = (ep)~¥/Pq".
Demonstracao. Veja [17, Apéndice B.2, Proposigoes c e d]. O]

Definicao 2.18. Seja I um intervalo aberto da reta. Definimos os sequintes espagos
L) = (f e (D) s [ fa)de =0} e HID) = H'(D)NLXD)
I

Lema 2.5 (Desigualdade de Poincaré). Seja I = (a,b), entao ezxiste C' = C(b—a) > 0
tal que
[ull < Cllus|],

para toda fungao v € Hy(I) ouu € H}(I)
Demonstragao. Disponivel em [9, Proposicao 8.13] e [I7, Teorema 5.8.2]. ]
Lema 2.6. Sel1 <p< o ea,b>0, entao

a? + b < (a+b)P < 207 H(aP + bP). (2.5)
Demonstracao. Note que para a = 0 a desigualdade é verificada, pois

WP < BP <P P < 2P 1pP

Q| o

> 0. Assim, (2.5) é equivalente a

Agora, se a > 0, podemos definir x =

1+ aP < (14 )P <2741 + aP),

ou ainda
<UD o (2.6)
1+ 2P
No que segue, vamos provar (2.6)). De fato, definimos a funcéo f : [0,00) — [0,00) dada
por L+
+x
fle) = 1+ar

Observe que f(x) > 1, para todo x € [0,00) e

ple+ 1P (14 a?) —peP x4+ 1) ple+ 1)1 (1 —aP)
(14 ar)? N (14 )2 '

d
@f(x) =
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Logo,

%f(x):0<:>1—xp1:0<:>x:1.
Pelo teste da primeira derivada, segue que f é crescente em (0, 1), decrescente em (1, +00),
sendo x = 1 o candidato a ser ponto de maximo. Antes de determinarmos a segunda deri-
vada de f, observamos que o sinal da futura expressao dependera somente do numerador,
haja vista que seu denominador é sempre positivo. Assim, iremos nos preocupar somente

com a expressao resultante no numerador, que é dada por
p(p— D1 +2)P (1 —2P? — 22" (1 4 2P)* — 2p(1 + 2)P 1 (1 — 2P~ 1) (1 + 2P)zP

que é negativa, quando avaliada no ponto x = 1. Dal, o teste da segunda derivada garante

que, de fato, x = 1 é ponto de maximo. Por fim, pela regra de L’Hospital,

1 P 1 p—1 1 p—1
g (L2 PO {hm <_+1)] -t

z—oo 1 + xP T—00 paxP T—00 \ T

Por tudo acima, chegamos a seguinte andlise: f atinge seu valor maximo em =z = 1 e

f(1) =271 Logo, concluimos que

1< gii}f <l Vge 0, 00),
0 que garante . Portanto, (2.5)) é védlida, comprovando o afirmado. O
Lema 2.7. O funcional
I:L%0,L) — H0,L)
0 — 1(0) = Iy,
definido por N
Iy(x) = | 0O(s)ds

satisfaz :

176]] < L||10]]- (2.7)

Demonstragdo. Seja 6§ € L?(0, L). Da desigualdade de Holder, note que

[ o] = [ ([ 3) ez

ou seja, Iy € L*(0, L) e (2.7)) é vdlido. Por outro lado, pela Regra de Leibniz para integrais

[18], temos

% U;e(s)ds} =0(x), Yaze(0L).

Logo, Iy € H'(0, L). Finalmente, pelo fato de § € L1(0, L)

Iy(0) :/0 O(s)ds=0 e Iy(L) :/0 0(s)ds = 0.

Portanto, temos que Iy € H} (0, L). O



3 Sistema de Timoshenko com duas
dissipacoes friccionais

Dado L > 0, considere o seguinte sistema de Timoshenko

p1o — K(pz + ) + apr =0, em (0,L) x R™ (3.1)
P20t — s + k(P + ) + By =0, em (0,L) x RF
com condigoes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann
0(0,1) = (L, 1) = 12(0,1) = ¢ (L,t) =0, V>0, (3-2)
e condigoes iniciais
p(2,0) = @o(z), @i(2,0) =¢i(z), Vae(0L) (3.3)

1#(»% 0) = %(95), ¢t($,0) = ¢1($), Ve (O7L)

Para estudarmos a boa colocagao do problema —, vamos explorar o fato de
que o mesmo ¢ linear e autonomo. Isto nos permite utilizar a teoria de Semigrupo de
Operadores Lineares [10, [I1] para obtermos os resultados desejados. Além disso, para
nao sobrecarregar a notagao do trabalho, de agora em diante denotaremos por ¢ todas as

constantes positivas que depende de py, p2, b, Kk, a, B e L.

3.1 O semigrupo solucao

Para contemplar parte das condigoes de fronteira, consideramos o espaco de fase
A = Hy(0,L) x L*(0,L) x H(0,L) x L2(0, L)

munido do produto interno

(U1, Us) e = p1(P1, P2) + p2(V1, Va) + b(W10, V2z) + K(p12 + U1, o + 1U2),

€ norma
U5 = prll@all* + pal| 1 l* + bllnal* + sl 1o + I,

em que Ul = (()017q)la¢17q11)7 U2 - (@2,@2,1/]2, \DZ) €. AQU.i, <'7 ) € || ’ || representam

o produto interno e a norma usual do espaco L*(0, L), isto &,

(u,v):/o w(@)(z) dz, Hu||2:/0 (@) de, Vw0 € L0, L).
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Veja que a norma definida acima é equivalente a norma usual do espaco 7, a qual é dada

por
U = lleall” + l9al® + 121 + [
Com efeito, basta analisar a seguinte equivaléncia

lew + DI + 1all® ~ lleall* + sl

Aplicando a desigualdade triangular, a desigualdade da poténcia e a desigualdade de

Poincaré, temos

lpa + ¥ — WII* + |9
ez + Il + 1M1 + e
cllles + LI + ll9a]|”]
cl(llall + 191)* + N1z ]|”]
clllall* + =]

leall* + lI¢al

ININ IN

IN

Portanto, como 7 equipado com a norma | - |, é um espago de Banach, entdao pelo
Lema .1} (#,(-,-),| - |l#) é um espago de Hilbert.

Agora, denotando ® = ;, ¥ =1, e U = (i, ®,1, ¥)T reescrevemos o problema (3.1))
- na forma abstrata

Ut - AU, t > O
(3.4)
U<O) = UU = (9007 ()0171/}07wl)T
em que A: D(A) C s — s é dado por
P
1
0 T Tz @
AU = oLl +\IJ¢) ad] (3.5)

p%[bl/}xa: — k(s + 1) — BY]

e seu dominio, D(A), é formado por todas as quidruplas (p, ®,v, ¥)T pertencentes ao

espaco
[H%(0, L) N HA0, L)] x HY(0,L) x [H*(0, L) N H'(0, L)] x HY(0, L),

tal que v, € H}(0, L).

A fim de obtermos resultados de existéncia e unicidade para o problema —,
de agora em diante, investigaremos propriedades acerca do operador A advento do pro-
blema (|3.5). De fato, visando aplicar o Corolério mostraremos que A é um operador

dissipativo e I — A é sobrejetor.
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Lema 3.1. O operador A satisfaz
Re(AU,U)» = —a|| @[ = B[|P[*, VU € D(A).
Consequentemente, se o, 3 > 0, entdo A € um operador dissipativo.

Demonstragao. Seja U = (¢, ®,1,¥) € D(A) qualquer, utilizando integragao por partes

e as condi¢oes do dominio de A, obtém-se

(AU, U)e = p1(1/p1[s(pn + ¥) — a@], @) + p2(1/ pa[bthse — K(ps + 1) — Y, V]) +

(Vo ¥2) + K(Pr + U, 0 + 1))

= K((p +V)a, @) — (P, ) 4+ D(Ya, ¥) — K0 + 1, ¥) — B(V, ) +
(VoY) + K(Pay 0z + ) + K(V, 0z + )

= Kl((p+ 1Y), @) + (Do, 0 + V)] + K[V, 00 + ) = (0o + 0, V)] +
+b[ (Yo, ¥) + (Yo, 00)] — a|@]1* — B[ W]

= K[+ V)OlF — (Pa + 1, ®a) + (0 + U, Bo)] + K[V, 0 + ) +
— (U, 00 + )]+ D[ UI§ — (b, Ua) + (U, Uy)] — af|®))* — BT

= 2ikIm(P,, @, + ) 4+ 2ik Im(V, @, + ) + 2ibIm(V,, ;) +
—al|®[* - g w]*.

Extraindo a parte real em ambos os lados da igualdade acima, obtemos
Re(AU,U).r = —al|@|]* - B[P
Portanto, pela arbitrariedade de U € D(A), concluimos o desejado. []

Lema 3.2. Se o, > 0, entao [ — A ¢é sobrejetor.

Demonstragdo. Dada f = (fL, f2, f3, f*) € A, para garantir a sobrejetividade, precisa-
mos exibir um vetor U = (¢, ®,1, ¥) € D(A) tal que

¢

p—o=f!

. . _ 2
PP — k(s + ) —a® = pi f (3.6)
¢—V=f>

Para construir uma solugao de (3.6) com as regularidades desejadas, iremos seguir o

seguinte algoritmo:

Passo 1. Construir uma dupla (¢,v) € H}(0,L) x HL(0, L) utilizando o Teorema de Lax-
Milgram;
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Passo 2. Construir um par (®,¥) € Hj(0,L) x H}(0, L) satisfazendo as equagoes (3.6), e

35

Passo 3. Mostrar que ¢ € H?(0, L) e que a igualdade (3.6)), ¢ satisfeita;

Passo 4. Garantir que ¢ € H*(0,L), ¢, € H;(0,L) e que a equagao (3.6), é valida.

De agora em diante, denotaremos por W = H{(0,L) x H!(0, L) com norma

1w, 0)llw = [Jus + vl + o]

Passo 1. Definimos a forma sesquilinear I' : W x W — C dada por

L((0,), (8,9)) = (o1 + @), @) + (p2 + B) (W0, 9) + b, V) + Ky + 4, 3o + ) (3.7)

e o funcional antilinear F' : W — C dado por

F((¢,9) = (p1 + ) (f1, @) + p1(f2%, @) + (p2 + B)(f*,002) + p2(f1,40).  (3.8)

No Apéndice encontra-se a motivacao de escolhermos as funcgoes expressas nas igual-

dades (3.7) e (3.8). No que segue, vamos mostrar que as fungbes I' e F' satisfazem as

hipéteses do Teorema [2.1

I' € continua. Pela desigualdade triangular, desigualdade de Cauchy-Schwarz e desigual-

dade Poincaré, obtemos

T((,9), (@, 9))] <

IN

IN

para todo vetor (¢, ), (p,

que I' é continuo.

I' € coercivo. Note que

Re(T'((¢, %), (0, 9)))

(o1 + @) (2, @) + (p2 + B) (10, D) + bl (L, 1)
+5](pz + ¢, o + )|

(o1 + )@l Bl + (o2 + BN + blle 4]
+alls + ¥llllgs + ¥

clllee + PM@e + Dl + llex + Pllldall + ¢l @e + 2]
el all[|e

c [H% G + Pl + dall) + Il (12 + 2 + 1)

el (e D) llwll (@, ) lw,

QE) € W. Pela arbitrariedade dos elementos no dominio, segue

= (pr+a)lell” + (o2 + BN + bllall® + klles + ¥
min{d, #}[[[vz]* + |z + ¥[|°]

1

5 min{b, wh ([l + lles + 11)°

1
5 min{d, w1} (9, )l

v

v
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para todo (p,1) € W. Portanto, I é coerciva.

F ¢ continua. Pela desigualdade triangular, desigualdade de Cauchy-Schwarz e desigual-

dade Poincaré,

[Fle, )l < (pr+a)l(f1 )| + pul (£, ) + (o2 + B, )| + o2l (F, )]
< (ot )l el + pull f2llel + (o2 + BN+ p2ll £ 110
< cfll@all + el
< Cfllea + 9l + 11 + ([0 l]
< dlles + 9l + NIl

= (e, ¥)llw,

para todo (p,1) € W. Portanto, F' é continua.

Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um tnico (¢,%) € W tal que

L((0,9), (9,9)) = F((,9)), ¥ (§,9) € W. (3.9)

Isso conclui o Passo 1.

Passo 2. De posse do vetor (¢,1) € W satisfazendo (3.9)), definimos ® := ¢ — f1 €
Hi(0,L) e ¥ := ¢ — f* € H!(0,L). Por construgao, as igualdades (3.6), e (3.6), sao

satisfeitas, finalizando o Passo 2.

Passo 3. Seja ¢ € H}(0, L). Considerando o vetor (¢,0) € W na equagao (3.9) e, tendo

em conta as expressoes ((3.7) e (3.8)), temos
(pl _'_ Oé)(@? @) + K‘(gpﬂf + 1% be) = (pl + a)(flu @) + pl(f27 ¢)7

que pode ser reescrita como
=P

—
(o1 +a)(p — f1,0) + Klpe + 1, 02) = pi(f*,9),

ou ainda, .
([(pr + @)@ — p1 7], @)

R

(9056 + 1, 9535) =

Pela arbitrariedade de ¢ € HJ(0, L), segue da defini¢cao de derivada fraca que

1
(9027 + w)x = E[(/Ol =+ a)(I) - Plf2]7
o que implica que,
1
Prax = E[(pl + a)CI) - plfQ] - wz € LQ(O’ L)

Portanto, p € H?(0, L) N H}(0, L) e satisfaz a igualdade (3.6)), .
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Passo 4. Seja ¢ € H!0,L). Considerando o vetor (0,%) € W na igualdade (3.9) e,
tendo em conta as expressoes (3.7) e (3.8]), temos

(02 + B) (W, 0) + b(thg, ) + k(00 + 0, ) = (p2 + B)(f2,9) + pa(f*,3D).
Assim,
(p2 + B)(W, ) + b(the, Ua) + k(0w +10,00) = po(f*,4)), Vipe HN0,L).  (3.10)

Observe que nao podemos utilizar diretamente a definicao de derivada fraca, similar ao
anterior, pois nao sabermos se C5°(0, L) é denso em H!(0, L). Contudo, com intuito de
utilizarmos a definicao de derivada fraca, vejamos que a igualdade ¢é valida para
toda ¢ € H'(0, L). De fato, para toda ¢ € H*(0, L), defina

L
w=1— %/0 U(x) dz e HX(0, L).

Agora, veja que

o o) = i)~ 7 ([0 a0) ([ o) ) = (i

TV
=0

o )= ) - ([0 ) ([ v ar) =)

[

-~

=0

oot =Gt v ) =1 ([ 9w) ar) \(/OL«% FE) dr) = ()

-

=0

c = - ([ ) ([ re a) = i)

J

0

Das igualdades acima, chegamos a

(p2 + BY(T, ) + b(thy, U) + K(ps + ¥, 00) = po(f4,40), Vb € HY(0, L),

ou ainda,

() = —3 ({02 + AU + (s +4) — o0, ¥ 4 € HYO, L),

Pela definicao de derivada fraca, obtemos

Ve = (0 + BV + K(os+0) = paf ] € L0, 1), (3.11)

Portanto, v € H*(0, L) N H}(0, L) e a igualdade (3.6))4 ¢ satisfeita. Resta mostrar que a

condigao de fronteira 1,(0) = ¢,(L) = 0 ¢é valida. Para isso, consideremos uma funcao
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v € C([0, L]) tal que v(0) = 0 e v(L) = 1. De um lado, utilizando a integracao por partes,

temos

/wm )3(x) dz = gy (@@ — /wm o(@) di = (L /wm

Por outro lado, a definicao de derivada fraca nos diz que

[ et ar = - [ o) o

Das duas igualdade anteriores, conclui-se que 1, (L) = 0. Ademais, utilizando a igualdade
(3.11)), as regularidades de (p,v) € W e o fato de f* € L2(0, L), segue que

L

Assim, 1,(0) = ¢, (L) = 0, finalizando o Passo 4.

Uma vez comprovados os passos acima, concluimos que I — A é sobrejetor. O

Portanto, uma vez que ¢ é reflexivo, A é dissipativo e I — A é sobrejetor, o Corolario
garante que o operador A é gerador infinitesimal de um Cjy-Semigrupo de contragoes
S(t) = e!*. Mais ainda, somado ao exposto anterior, a Proposicao garante a validade

do seguinte resultado.

Teorema 3.1. Para todo Uy € 5, o problema (3.4) admite uma inica solugao generali-
zada U € C(0,00,9). Em adigio, se Uy € D(A), entao U € a solugao classica de ([3.4)
e

U € C*0,00,.) N C(0, 00, D(A)).

Na préxima secio, estudaremos a estabilidade do semigrupo S(t) = e*4.

3.2 Estabilidade exponencial

Nesta secdo iremos abordar a estabilidade exponencial do semigrupo S(t) = .

Teorema 3.2. Se a >0 e 5> 0, entao S(t) é exponencialmente estdvel.

Para provar o Teorema [3.2] vamos verificar que o gerador A satisfaz as hipdteses do
Teorema as quais podem ser obtidas por meio de estimativas provenientes da equagao

resolvente associada.
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3.2.1 Estimativas técnicas

Dados A € R\{0} e f = (f*, f?, /3, f3) € 2, suponhamos que exista U = (p, ®,9, V) €
D(A) tal que
(M — AU = f,

isto é,
(

iNp — P = f1

M ® — K(r +1)s + a® = py f?

i — W = [
Ki)\pg‘lf — g + k(e + 1) + B = pofL.

A partir de agora, apresentaremos as estimativas envolvendo a solugao de ([3.12f) por meio

(3.12)

de lemas.

Lema 3.3. Se a, 3 > 0, temos
al@l” + BII* < I fllellUle.
Demonstragao. Pelo Lema [3.1] sabemos que
Re(AU,U) = af|@|* + B[ %"
Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
Re(AU, U) = Re(iAU — AU U) < [|fllx|U L

Portanto,
al @] + BIC* < 11U,

como queriamos. O

No que segue, iremos apresentar dois lemas nos quais buscamos torné-los independen-
tes entre si. A motivacao dessa estratégia tem como objetivo a reutilizacao das estimativas
geradas por eles nos proximos capitulos. Vejamos que, para os préximos dois lemas, o

primeiro depende exclusivamente de o > 0, enquanto o segundo somente de 5 > 0.

Lema 3.4. Existe ¢ > 0 tal que

K 2 1 2

Sllee +olI" < c o1 12Ul + edllall”, Ve € (0,1).
Demonstragio. Tomando o produto interno em L?(0, L) de (3.12)), com ¢ + I, tem-se

iIMp1( P, + 1) — k(02 + U)o, 0 + Iy) + (P, 0 + 1) = pi(f2, 0 + L)
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Utilizando integragao por partes e a regularidade das funcoes ¢ e I, a igualdade acima

pode ser reescrita como
iIM1(®, 0+ 1) + Ellos + V1P + (@, 0+ 1y) = pr(f2, 0 + 1y).

Isolado &ll¢, +1||?, utilizando a desigualdade triangular e as igualdades (3.12)), e (3.12)),,
obtém-se

Ellos +0|I° = —idpi(@, 0+ Iy) — (@, 0 + Iy) + pi(f%, 0+ Iy)
= p1(®,iNg) + p1(®,iNL,) — (@, o+ 1y) + pi(f2 0 + 1)
= pi(®, P+ 1)+ pi(®, Ly + Is) — (@, 0+ Ly) + pi (f2 0 + 1)

6
— Zg
=1

em que
Py = le(pHQa Py = pl(q)mfl)v Py = pl(q)’j‘l’)’
Py = pl<q)7jf3)a Ps = _O‘((I)asp_‘_[w)v Ps = pl(f2790+[¢)‘

No que segue, estimaremos os termos P;, i € {1,...,6}. Para isso, vamos aplicar

sucessivas vezes as desigualdade de Cauchy-Schwarz, desigualdade de Young, desigualdade

de Poincaré e a desigualdade da poténcia.

e Para primeira parcela, segue como consequéncia do Lema que,
Py = pi[[@]* < el flle U]l

e Para segunda parcela, observa-se que

| P

IA

Al

cllel*lfz + 2 = £

cll@l* [Ilfz + £ + ILF211°]
c[lIRl1fz + 217 + 12l 1 £217)
el 15U

INIA A

IN

Portanto,
|Po| < || fll# U\l

e J4 na terceira parcela, aplicamos o Lema [2.7] para obter

C C
B3] < pull @Il < ell @]l < Z1@1° + el < 11 E L) B + e[
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e Novamente aplicando o Lema a quarta parcela pode ser vista como
[Pa)* < el @IPILFIP < ell@IPIN < el AU

ou seja,
| Py| < cll fllllUlle

e Em consequéncia do Lema 3.3 obtém-se

Pl < cll®lllg. + ]
K
< o) + Zlig, + v
<

K
Al + S llpw + 21
e Para sexta parcela, ver-se que

|Pol” < el 211 lles + 2l* < el FISANUI-

Dessa forma,

| Ps| < cl[fll[U]le-

Desse modo, das parcelas acima, concluimos que

K 1
Show + 0l < e (24 1) ULtV + 20l

Lema 3.5. Eziste ¢ > 0 tal que

1 1
Wl < ¢ (i + g+ 1) I LelVlle + conllw + 0IP ¥22 € 0.1)

Demonstragdo. Inicialmente, tomamos o produto interno em L*(0, L) de (3.12), com ¥ €
H!(0,L), obtendo a expressao

iAp2(W,T) = 0(Yu, ) + K + 90, 0) + B(T, ) = pa(f*, D).

Integrando por partes, utilizando a regularidade de ¥ e a equacdo (3.12));, a equacdo

acima pode ser reescrita como
INpa|[C|[2 + 0(thsy Ny — ) + (i + 20, W) + B W[ = pao(f*, ).
Pela bilinearidade do produto interno, temos

INP2[ I = Bllval*) = b(ha, £3) + K+, W) + BIIP]* = po(f*, 9),
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ou ainda,

1
bl ||* = —= [b(¥, 12) = 6(s + 0, 9) = BIPI + (4, 9)] + pal | P*.

Pela desigualdade triangular

il < 1 [l 20+l + 00+ BIEIE + pal( 0] +
Assim,
4 Q )
blo.]? <Y =+ — v,
Il < 3 (g ) 190
onde
Qi=tln Dl Q= Bl Q= pl ()

No que segue, estimaremos parcela presente no somatoério. Para isso, vamos aplicar su-
cessivas vezes as desigualdade de Cauchy-Schwarz, desigualdade de Young, desigualdade

de Poincaré e a desigualdade da poténcia.

e Para primeira parcela

Portanto,
@ _
£l e
A |A|
e Pelo Lema tem-se na segunda parcela
Q2
= < H||<px+¢|| ||‘1’H
A A
< [ + eollpw + 9|

IM2
< — U . :
< 62Wllf!lffll L+ 2llpw + ]

e Ja para terceira parcela, observe que

p | PN < el FAIPIN P < el FIZN1T 115
Logo,
Q4 < c[|f]

2| U||

Além disso, em consequéncia do Lema veja que

f
(5372 1912 < AL e

Por tudo acima, segue que

1 1
Wl < ¢ (= + 1y + 1) 1AL lULe + cenlen + 01
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Lema 3.6. Eziste ¢ > 0 tal que
101 < ¢ (i3 + 37 +1) 11
x> C T~ S
AP (A

Demonstragao. Pelos Lemas e temos que

WUIZ = @I+ o2l UN* + &lloa + 1 + bl ||

1 1 1
o+t —+1 AR |12 . 2
c(€2|)\|2 + B + - + ) W F Ul e + cler||a]” + e2llee + ¥||%)

1 1 1
——+ =+ —+1 Ul Ul
(it i+ 2+ 1) Ml + e+ ) U1

ou seja,
1 1

1
- U2, < (—— + — +—+1 Ulle.
(= + D)V < (s + oo 1) WLl

1

Escolhendo &1 e g5 de tal forma que e; +e5 = % > ( e aplicando a desigualdade de Young
c

com € = 1, teremos

1 1

_ _ 1 2 U 5
(i3 *+ 37+ 1) WU Le
1

1 2 1
S | 2 4 U

1
101

C
Cc

IN

ou seja,
1 11 2
Nk, <el—+—+1 2.

Portanto, extraindo a raiz em ambos os lados, chegamos a estimativa

1 1
wayﬁm+m+9mw

3.2.2 Prova do Teorema

No intuito de provar o Teoremal3.2, mostraremos que as hipoteses do Teorema de Gearhart-

Pruss 2.3 sao satisfeitas.

Suponhamos, por contradicao, a existéncia de A\, € R tal que i\, ¢ p(A). Pelo Teorema

]
i, € iR N o (A) = iR N 0gy(A).

Logo, existe U, = (¢n, Pn, ¥n, ¥,) € D(A) tal que ||Uy, ||+ = 1, para todon € Ne

fn=1i\U, — AU, - 0 em 7. (3.13)
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Escrevendo f, = (fL, f2, f3, 4, (3.13) pode ser expressa por

(fé =id\n — P, — 0 em H}(0,L)

2 =iMp1®, — £(Pne + V) +a®, — 0 em L0, L)
=i\, -V, -0 em H}0,L)

Lfn = ip2 W — Dy + (e +90) + fT, — 0 em L2(0, L)

(3.14)

Agora, vamos dividir a prova em dois casos:

Caso 1: A\, = 0. Nessa suposicao, segue diretamente das igualdades 1 e (3.14), que
®, =0 em H)(0,L) e U, —0 em HL0,L). (3.15)
Por outro lado, calculando o produto interno em L?(0, L) de ¢, com (3.14),, tem-se
~((6ns + Un)a, 9n) + (P, n) = (f3, 0n),
que também pode ser vista como
K(Pnz + U, Pua) = (f, 0n) = AP, 0n). (3.16)
Ademais, tomando o produto interno em L2(O, L) de 1, com 4, teremos

—b(Vnaa, V) + K(Pna + Uny n) + B(Wn, ¥n) = pa éa Vn),

ou ainda,

D[tz || + K(Pna + Vs ¥n) = pa(frs n) = B, ). (3.17)
Somando as equagoes (3.16)) e (3.17)), utilizando a desigualdade triangular e desigualdade

de Cauchy-Schwarz, segue que

bllvall® + £llone + wnll” < (2 00l + l(@n 00)l + p2|(fs D)l + Bl (W, )|
< If2lllenll + all@allllenll + p2ll fulllnll + A1l 120l

Das convergéncias (3.14),, (3.14)),, (3.15) e da limitacao de U,, segue que

b||¢n:v||2 + KHQOWB + 7vZ)7L||2 — 0.

Logo, ||Un||» — 0, contradizendo o fato de ||U,||» = 1, para todo n € N.

Caso 2: A\ # 0. Como A\, € R\{0}, f,, € 5 e U,, € D(A) é uma solucao de (3.14), temos
pelo Lema |3.6

1 1
0l < ¢ (5 + 757+ 1) ol =0,
A2 A
o que contradiz o fato de ||U,||,» = 1, para todo n € N.

Logo, em ambos os casos é gerado uma contradi¢ao. Portanto, iR € p(A).
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Agora, afirmamos que

limsup ||(iIA] — A) 7| g < 0.

[A] =00
De fato, seja f €  tal que ||f|l» = 1. Como iR C p(A), para cada A € R, existe
U € D(A) tal que
iU — AU = f.

Do Lema [3.6) e do fato de que U = (iA] — A)~! f, temos

11 11
WMI—A)VM%ZHUmfgc(——+——+1)W%%=c<——+——+1).
AP (A DEREY

Como o lado direito da desigualdade acima nao depende de f,

1 1
limsup || (iA — A) 7| g < limsupc (—2 + =+ 1) =c < 0.
Ao Ao \AP A

Portanto, todas as condi¢oes do Teorema sao satisfeitas e consequentemente, S(t) =

4 & exponencialmente estével. O

et

Nota-se que, para o sistema totalmente dissipativo com termos de amortecimento fric-
cionais, ou seja, quando «a, § > 0, a estabilidade exponencial é garantida sem a necessidade
de impor outras condicoes sobre o problema. Por outro lado, também ¢é de interesse ve-
rificar seu comportamento assintético quando temos o sistema parcialmente dissipativo,
isto é, quando o = 0 ou B = 0. Esta serd a dedicacao dos préximos dois capitulos, onde
retiraremos a dissipacao em um das equacoes e verifiquemos sob quais condigoes o sistema,

sera exponencialmente estavel.



4 Sistema de Timoshenko parcialmente
dissipativo (o« > 0 e 5 =0)

Dado L > 0, considere o seguinte sistema de Timoshenko

p1ow — K(pe + 1)z + ay = 0, em (0,L) x R*

P2 — Doy + K(pz +10) = 0, em (0, L) x R* .
com condicgoes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann
©(0,t) = p(L,t) =, (0,t) =, (L, t) =0, Vt>0, (4.2)
e condigoes iniciais
p(2,0) = po(x),  @ul@,0) =pi(x), Ve(0L) (43)
U(x,0) = o(x),  Yu(2,0) = u(z), Vael(0L)
Observe que o problema — pode ser reescrito como problema de Cauchy,
U =AU, t>0 (4.4)

U(0) = Up = (0, 1, %o, 1)
em que A, : D(A,) C A — H é dado por

)

A= | wlEer +\P¢)w “A (e W) € D(A,) = D(A),

/%Q[b¢xx - H(pr + ¢)]

Com minimas adaptagoes, a boa colocagao do problema (4.4 é herdada do Teorema |3.1}

Aqui, por completude, enunciamos o resultado de boa colocacao.

Teorema 4.1. Para todo Uy € €, o problema (4.4) admite uma inica solugdo generali-
zada U € C(0,00, 7). Em adi¢ao, se Uy € D(A,), entao U € a solugao classica de (4.4)
e

U € CH0,00,2) N C(0,00, D(AL)).

]

Sendo assim, o principal objetivo do presente capitulo consiste em investigar a estabi-

A

lidade exponencial do semigrupo solucao S(t) = et associado ao problema original.
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4.1 Estabilidade exponencial

4o & exponencialmente estdvel, iremos verificar

Para garantir que o semigrupo S(t) = e
que as hipéteses do Teorema sao contempladas. Vejamos que, pelo fato do sistema
ser parcialmente dissipativo, o decaimento exponencial esta condicionado a igualdade de
velocidade )

m:%—gzg (4.5)

Teorema 4.2. S(t) = e!4e ¢ exponencialmente estdvel se, e somente se, ([(L.5)) € satisfeito.

Para provar o Teorema [4.2] vamos verificar que o gerador A, satisfaz as condigoes do
Teorema [2.3] as quais podem ser obtidas através de estimativas provenientes da equacao

resolvente associada.

4.1.1 Estimativas técnicas

Nesta subsecao, iremos propor uma estimativa técnica, oriunda da equacao resolvente, a
qual ird auxiliar a demonstragio do Teorema[d.2l Dados A € Re f = (f1, f2, f°, f*) € #,
suponhamos que exista U € D(A,) tal que

(i — AU = f,
isto é,
iNp —® = f!
i1 ® — k(py + 1), +ad = py f?
J i (¢z + 1) pf (4.6)
i) — U = f3
\Z)\pZKI] - wa:p + K((P:E + w) = p2f4'

A partir de agora iremos exibir estimativas envolvendo a solu¢ao de (4.6). Para isso,

inicialmente, nota-se que os Lemas [3.3] e [3.4] j4 garantem a existéncia de ¢ > 0 tal que

pill@l1* < cll flle U~ (4.7)

K 1
s+ 0P < ¢ (2 + 1) 1Ll e + il (4.8

para todo €; € (0,1). Resta majorar dois termos da norma ||U|%,, os quais serao garan-

tidos pelos lemas enunciados a seguir.

Lema 4.1. Se (4.5)) € satisfeito, entdo existe ¢ > 0 tal que

O[]l < el Fll U2
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Demonstragao. De inicio, dividimos a equacao (4.6), por p; e a equagao (4.6]), por po,
obtendo
iIND — K/ p1(pa +1)e + /1@ = f?

(4.9)

Calculando o produto interno em L?(0, L) de 1} com v, € H}(0, L), tem-se

,0 Pl
Integrando por partes e utilizando as condigoes de fronteira de 1, teremos

_ K Q@ 9
P1 P1
Utilizando a equagao (4.6))3, segue
K a
—(Q)) (\I} + f3)a:) + E(sz + Qﬂ, wmz> + E((I)al/}x) = (f27¢x)7
ou ainda,
K Q@

Por outro lado, tomando o produto interno em L2(0,L) de (4.9)s com ¢ € HL(0,L)

teremos .
iINT,Y) — — Ve, V) + i(soz +,0) = (f*, ).
P2 P2

Utilizando as condigoes do dominio do operador, temos

— (W, ixy) + —dech2 ((%Hﬂ) V) = (f1, ).

Da equagao (4.6))5 teremos

—(T, 0+ f%) + —||1/Jx||2 ((sﬁxﬂb) ¥) = (f ),
ou seja,
—(T, ) — (¥, f*) + —||%||+ (sozﬂ/z v) = (4 9). (4.11)

Fazendo a diferenga entre a equagao (4 e 1) teremos

@ﬁNUW—éWM2=(@F%"% %>p;%+%w
P1 ——~——

=J1

Por outro lado, de 4,

A
Ve = 20+ B ) - 22

b b
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Substituindo em J; e utilizando (4.6, e (4.6]),, teremos

ho= oot 0 NP (o 0) = Y
= Ot 50 = a4 0l + L 0 )
_ %(zy\%ﬂw,@) - %u%wnhp—(%w I
_ %(@w+f; + 4 f30) — %H% +||> + p—pZ(% + v, )
= P00+ B ) il )

Dai, a equagao (4.12) pode ser reescrita como

(@, + U W) %H%HZ = (@) = S )+ D+ 0. 0) + () +

() = (@t ) 2R W) 4
1
2
2 4
—p—uwwu pb< L0, 1Y),
Logo, reorganizando os termos acima e aplicando a desigualdade triangular,
D = 2|2 E (@ 4+ &
Dt = 2 |- | @) - @2+ @) +
+(U, %) - p—";m +,0) = (f20) + (F,0) +
kP2 3 “_2 2 P2k 4
(f + f7 )+p1b|l%+w\| pb(soﬁw,f)
< 3|XO||< @0+ WO (@, )]+ 1@ 0|+ (2, )
+ir<%+w,w>\+\<f2,w>|+\<f4 >|+’””p2\<f1+f3 v)| +
2 2 P2R 4
+p—||sox+¢|| + = b (0 + 1, fH)]
9
=1
onde
My = (@, )], M, = %r@,wm, My = |(0, ),
M, = i\(ww,w, Ms = |(f2,0)], Ms = |(f*,v)|
= KpQ 3 _K“_2 2 P2k 4
Mri= SR+ W Myi=llea + IR, M= 2o+, )]

No que segue, estimaremos cada parcela do somatério acima. Para isso, aplicaremos,
quantas vezes necessario, a desigualdade de Cauchy-Schwarz,a desigualdade de Poincaré,

a desigualdade de Young, e a desigualdade da poténcia.
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e Para primeira parcela, note que

(@, £OF < N@IPILN* < el A2 U1

Desse modo,
My < el fll U] e

e Utilizando o Lema|3.3|com £; = €4, a segunda parcela pode ser majorada da seguinte

forma

C Cc
My < c|[®|[[|va]l < €—2H¢>H2 +ealt]* < o 1l + x| ||*.

e Na terceira parcela, nota-se que

(U, 1P < el FIZ U1

Logo,
Mz < c|| fll#llU |5

e Pelo Lema com g, = €2, a quarta parcela pode ser vista como

M4 S CH%JMDHH%H
C
< —llpe + 9|1 + e2lltb
€2
c 1
<

a (—2 i 1) LU o -+ coalloal + 2l

1 1
. (_ s —) LA Tl + (e + 1) el

2

e Para quinta parcela, Observa-se que

(201 < el PIP10al” < el FIZIU S

Portanto,
Ms < c|| flll|U]] -

e Na sexta parcela, tem-se

(L0 < el PPN < ell FI5IU11Z-

Assim,
Mg < c|| fllo U] -

e Para sétima parcela, veja que

Kp2
b (fo + 2, 0)1 < el fy + PIPITI < cll fIIENU1-
Dessa forma,

Mz < el fllo U]
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e Novamente, pelo Lema [3.4f com £, = &5, a oitava parcela pode ser majorada por

C
Ms < 5||f||%||U||% + e2|v ||,

e Na nona parcela, nota-se que

P2k

Doy | Pt Y FOP < clles + 9117 < el FIZ T2,

Dali,
My < c|| fll#llU |5

Além disso, pela condigao (|4.5))
c|xol[(®2 + ¥, ¥)| = 0.

Logo,
1 1
bl < e (4 =+ 1) Il + ezl
2

ou ainda,

1 1
(b= cen) [l < c (—3 R 1) e 1 e
62 62

H

Tomando g9 = 20 segue que
c

Ol[all < cll fllll U] -

Lema 4.2. Se (4.5)) € vdlido, entao eziste ¢ > 0 tal que
2 1 1 2
pA V" < e\ g+ + 1) IflorllUlle + cealldall®, ¥ ez € (0,1).
2 2

Demonstragdo. Iniciamos calculando o produto interno em L%*(0, L) de (4.6)4 com v €
H!(0,L), obtendo

I, ) = b(thaw, ) + K0 + 10, 0) = pa(f*,1)).

Utilizando as condigoes do dominio e a equagao 3, a equacgao acima pode ser reescrita

como
_p2(qja U+ f3) + waHQ + K(pr + "éb) = p2(f47 w)?
ou ainda,

P2l OI* = —pa(W, f7) + Bllpa|* + k(00 + 1, 00) — pa(f*, 90).

Entao, pela desigualdade triangular,

4
Pl WP < pal (W, )]+ 0lll® + £l (w + 0, 0) [+ pal (P00 = D Ny
=1
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onde

Ny = po| (T, )], Np = bl[¢e |,
N3 = /{|(()0:E+77Z)7¢)|7 N4 = p2|f47,¢$|'

No que segue, estimaremos cada N; acima. Para isso, utilizaremos, quantas vezes ne-
cessario, a desigualdade de Cauchy-Schwarz, desigualdade de Young e desigualdade de

Poincaré.

e Na primeira parcela

P2l (T, F2)P <l PIPNLP < el F 15T

Assim,
Ny < |l fll U] e

e Diretamente do Lema [4.1] a segunda parcela pode ser majorada, pois

Ny < |l fll U]l -

e Utilizando o Lema [3.4] com £; = €2 na terceira parcela, tem-se
2 )

N3 < cllpe + Y.l
c
< —llgs + VI + e[t |?
€2
<

c 1
5(?+QWMMWM+%M%W+@WN2

2

1 1
= ¢ (—3 + —> LA NU L + cealle .
g €9

2

e Para quarta parcela, veja que

pal (FL ) < el FII% 11U

Logo,
Ny < d[fll U] -

Portanto,

1 1
P < (5 + 1) IAlelULe + el
2

Lema 4.3. Se (4.5)) € vdlido, entdo existe ¢ > 0 tal que

1Tl < el £l
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Demonstragao. Pelas desigualdades (4.7)),(4.8) com £; = &9, e pelos Lemase temos

que

1UNZ = prll @I + o2 UN* + &lloa + 1 + bl ||

1 1
o O Y e
€y &2

1 1
< oG+ 24 1) IflrlULe + el
1
Escolhendo €5 = % > (), obtemos
c

1 1
§||U| % < cllflAlUllwe < el fIl + 1||U||§f-

Portanto,
U2 < el flle-

4.1.2 Prova do Teoremald.2l

Com a finalidade de provar o Teorema {4.2] mostraremos que as hipoteses do Teorema de
Gearhart-Pruss 2.3] sao satisfeitas.

Suponhamos, por contradi¢ao, a existéncia de A, € R tal que i\, ¢ p(A,). Pelo Teorema

24
iAe € IRNo(An) =R Nogp(As).

Logo, existe U, = (¢n, Pn, Vn, ¥,) € D(A,) tal que ||Uy, ||+ = 1, para todon € N e
fo=1\U, — AU, >0 em J7.

Pelo Lema [£.3] sabemos que
[Unll < cll full e — 0.

Mas isso contradiz o fato de |U,|,» = 1, para todo n € N. Portanto, devemos ter
iR € p(A).
Agora, afirmamos que

limsup ||(iA] — Ao) |z < 00

[A| =00
De fato, seja f € S tal que ||f|,» = 1. Como iR C p(A,), para cada A € R, existe
U € D(A,) tal que
iU — AU, = f.

Do Lema [4.3]e do fato de que U = (iA] — A)~!f, temos

IGAT = A) " flloe = 1Tl < cllf]

w — C.
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Como o lado direito da desigualdade acima nao depende de f,

limsup || (A — Aa) || 2y < limsupe = ¢ < oc.
[A]=+o0 [A| =400

Portanto, todas as condigoes do Teorema sao satisfeitas e, consequentemente, S(t) =

et4e ¢ exponencialmente estével.

4o ndo é exponencialmente estével.

Agora, vejamos que, se yo # 0, entdao S(t) = e’
Para isso, é suficiente exibimos uma sequéncia de nimeros reais, (A, )nen, € uma sequéncia
(fn)nen € H tais que

limsup [|(iA — A) ' full 2 ) = +00.

[A] =00

Lema 4.4. Se xo # 0, entdo existem \, >0 e f, € F tais que

limsup [[(iA, — Aa) ™ foull ey = +o0.

[A| =00
Demonstrag¢ao. Baseado nas ideias de Almeida Jinior, Santos e Rivera [3], consideremos
nm 2
w=(F) e
en(z) = % sin (V 7"‘%)
en(x) = /2 cos (/) -

Definimos f, = ( 0,0,0, = | € JZ e tomamos a equagao resolvente associada a ela, nas

P2
variaveis (@, ®p, ¥n, ¥,,), isto é,

(
tAon — P, =0
plZ)\n(I)n - 5(30713: + wn>x + CY(I)n =0

(4.13)
iAo — W, =0
De (4.13), e (4.13)); temos ®,, = id ¢, € ¥,, = iA,10,. Dai, obtemos
- )\in_ﬁ? nz T n:c+za)\n nZO
PLALp (Pna + Un) @ (4.14)

Buscamos solugoes da forma ¢, = ae, e ¥, = Befl. Substituindo em (4.14)) obtemos
( —pld)\i\/%sin( ) + /f&\/%% sin(y/Yn)
—|—/<al~)\/% T sin(y /) + ai&\/%sin( Tnx) =0
_pQZ;AfL\/%cos( Yn) + bl;\/%% cos(y/Tn)
| —i—/@ZL\/%w /A sin(y/Ynx) + /@5\/% cos(y/nx) = €5,
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a qual implica
A(=piA2 + Ky, + iad,) + bry/Am = 0
Akn/Tn + b(—paX2 + by, + k) = 1.

Em sua forma matricial, o sistema acima é dado por

—p1A2 + K, + da, ky/n a| |0
k\/n —pa X2 + by, + K b 1
My

No que segue, utilizaremos a regra de Cramer para determinar b. Inicialmente, tem-se

que

det[M,] = (—pi A2+ kyn +iad) (—p2 A2 + by, + k) — K2,
= (=122 + 570) (—p2 A2 + by, + K) — K2 i, (—pad + by, + k).
Ademais,

—p1A2 + Ky, +iad, 0

ky/Am 1

Nesse sentido, iremos determinar constantes d; e dy de tais forma que

det = — (= A2 + Ky +ia),).

dy = —pa\2 + by, + K
1 P2 Y (4.15)

dy = (=p1Ay + Km) (=p2 A5 + by + K) — 577
De (4.15]), temos

1
22 = p—[b% + Kk — dy].
2

Substituindo em (4.15),, tem-se

dy = (—&(b% +Kr—dy)+ m/n) dy — K>,

P2

= P1 (i—ﬁ) d1 —I{Q ’}/n—&dl(/{—dl)

P1 P2 P2
N e’
X0

Queremos d; de tal forma que p;xodi — k% = 0, ou seja,

I<L2

dl - .
P1Xo

Assim, também obtemos ds, que é dada por

3
dgzli—<1— i >
P2 P1X0
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Agora, temos condicoes de explicitar, para quais n € N, \,, é bem definida. De fato,

1 K2 L |k k
— by + Kk — | >0 <= n>—y/=- -1
P2 P1X0 T\ b [pi1Xxo

Assim, pela regra de Cramer,

—(=p1 A2 + Ky, +ia\,)
(_Pl)\% + ’i7n)<_p2/\121 + b'Yn + ’f) - ’12'771 + Z.O‘/\n(_p2)‘% + b'yn + ’{)
—(=p1 A} + Ky +iad,)

b =

do + 1ady A\,
Desse modo,
X A
b M e e
X dy A
)\—% + ZadlA_%

Observamos que o denominador tende a zero, enquanto o numerador tende a uma cons-

tante, pois
Tn KYn K P2k
— = = — =
K)\% K K b K K2 b b
— 1= + — — + —
P2 P1Xo K P2V P1P2X0Vn P2

Dessa forma,

2 — +00, quando n — +o0.

Como consequéncia, b — +00, pois caso contrario, b/\2 — 0, haja vista que A, — 400,

quando n — +o0. Dali,

L L H2
~ Lb*vy,
na]|® = / e () Pdr = / b*7, sin’ (?) dx = 27 — +00, quando n — +00.
0 0

Logo,
1A = Aa) ™ full % = blltne|* — +o0.

Portanto, a condigdo ii) do Teorema nio é satisfeita, isto é, S(t) = e nao é expo-

nencialmente estavel. O



5 Sistema de Timoshenko parcialmente
dissipativo (a« =0 e 3 > 0)

Dado L > 0, considere o seguinte sistema de Timoshenko

prew — Ko + 1) =0, em (0, L) x RT (5.1)
poss — Dby + K(0p +0) + By =0,  em (0,L) x RT
com condigoes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann
©(0,t) = p(L,t) =, (0,t) =, (L, t) =0, Vit>0, (5.2)
e condigoes iniciais
P(.0) = @ule), @i(0,0) = @ale), Ve (0D 5
U(x,0) = o(x),  Yu(2,0) = u(z), Vael(0L)
Nota-se que o problema — pode ser reescrito como problema de Cauchy,
U =AU, t >0 (5.4)
U(0) = Uo = (o, p1, %0, 91)"
em que Ag : D(Ap) C 5 —  é dado por
o
AU = 37[““”;* ¥)e] U= (p,%,0,7)" € D(As) = D(A).

p%[b¢x$ - K(Qox + ¢) - 6\11]

Efetuando pequenas adequagoes, a boa colocac¢ao do problema ([5.4]) é obtida do Teorema

Assim, por integridade, enunciamos o resultado de boa colocagao.

Teorema 5.1. Para todo Uy € 5, o problema (5.4) admite uma inica solugao generali-
zada U € C(0,00, ). Em adigdo, se Uy € D(Ag), entdo U € a solugdo cldssica de (5.4)
e

U € C'0,00,5) N C(0,00, D(Ap)).
O

Desse modo, o principal propésito do capitulo atual consiste em investigar a estabili-

dade exponencial do semigrupo solugao S(t) = e associado ao problema (5.1)-([5.3)).
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5.1 Estabilidade exponencial

Com finalidade de garantir que o semigrupo S(t) = €% é exponencialmente estével,
iremos verificar que as hipdteses do Teorema [2.3| sao atestadas. Vejamos que, pelo fato
do sistema ser parcialmente dissipativo, a estabilidade exponencial estda subordinada a

igualdade de velocidade

Xo=———=0. (5.5)
P1 P2

Teorema 5.2. S(t) = 4% € exponencialmente estdvel se, e somente se, (5.5)) € vdlida.

Buscando provar o Teorema , iremos verificar que o gerador Ag contempla as
condig¢oes do Teorema [2.3 Para isso, utilizaremos como auxilio uma estimativa pro-

veniente da equagao resolvente associada ao problema.

5.1.1 Estimativas técnicas

No intuito de garantir o decaimento exponencial do problema, na presente subsecao
iremos exibir uma estimativa técnica, a qual auxiliard da demonstragdo do Teorema [5.2]
Inicialmente, dados A € R\{0} e f = (f', f%, f3, f*) € 2, suponhamos a existéncia de
U= (p,®,¢,¥) € D(Ap), tal que

(iN — Ag)U = f
isto é,
(i)up — P = f!
A1 ® — k(s + 1)z = pof?
iz — U = f3
[ 1A02V — btay + k(pzr + 1) + BY = po fr

Vejamos uma estimativa técnica proveniente da solu¢do do sistema ([5.6). A principio,

nota-se que os Lemas [3.3] e [3.5] j4 garantem a existéncia de ¢ > 0 tal que

(5.6)

pll I < el £ U] 5.7)

¢ 1 1
bllvh]|* < —+1 Ul . 2 5.8
ol < (i + 7 + 1) IV + cealion + o, (5.5)

para todo g9 € (0,1). Assim, resta mostrar a majoracao para os dois termos restantes de

|U|| s, os quais serao garantidas pelos lemas abaixo.

Lema 5.1. Desde que (5.5)), existe ¢ > 0 tal que

Koz + 0l < el flla Ul
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Demonstragao. Inicialmente, dividimos a equacao (5.6[), por py e (5.6); por ps2, obtendo

i)‘q)_i(@w+w)m :f2
| i B 3 (5.9)
AN — —%z + —(pe + )+ =0 = f4

P2 P2

Calculamos o produto interno em L?*(0, L) de ( .2 com @, + 1, temos

b
P2 P2 p

2
Integrando por partes e utilizando as condigoes de fronteiras de ¢ e 9,, a igualdade acima

pode ser vista como

s

b
iIN2 (W, 00 + 1) + — (P, (9 + ©)a) + — 0w + VN2 + = (T, 00 + ¥) = pa(F4, 02 + ),
P2 P2 P2

ou ainda,

B

b
—p2(¥, idp, + i) + —(wx, (2 + 1)) + EH% +y|* + /)—2(‘1&% + 1) = pa(f*, 0u +10).

Utilizando as equacgoes 1 e .3, teremos

K p

—Pz(‘lﬁq’m—f;Jr‘I’—f?’)Jrg(%a (%+¢)2)+5||90x+?/’|’2+5(‘1’7%+¢) = p2(f*, 0ut ).
Assim,
K B
olles + IP = (T, @) + oo W+ oo (W, fr + ) - (W 4) pa(f* 00 + 1)

b

P2
Por outro lado, pela igualdade (5.6)),,

iA
(z + 1) = iq} - %f2

Desse modo,
K 5
olles + DIP = (T, @) + oo W+ pa (W, fr + ) - o (Wopn ) pa(f*, a + 1)

b :
——(@bx, AP D — P1f2)-
Kp2

Analisando a tltima parcela, pela equacao (5.6),

D i — ) = 20 <wx,¢>+%<wx,f2>
KpP2 P2K
b b
= —Lix, @) + 2 o e, )
P2k
_ bpl 3 bpl

_ g g bpl(fg a,) + bpl(%,f)-

P2k
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Logo,

K p
E||90x+¢||2 = ﬂz(q’,@x)vazH‘PHQ+P2(‘1’,f§-+f3)__2

b b b
_ﬂ(\p’ (I)m) - ﬂ(fZi, q)m) + ﬂ(%,ﬁ)
P2R P2R Rp2
pL |k b p
= L ) P a0 S ) = 2 )
K |1p1 P2 P2
b b
Pa(f*, 0o+ ) + (2, ®) + (i, f?)
P2k KpP2
6
P1
= ;Xo(‘l& d,) + Zl Ji
onde
o 2 L 1 3 _ B
Jl = ,02”\1’” ) ‘]2 = pQ(\Ij7fx+f )7 J3 = _E(\Pawx_{_w)?
b b
Ji = oS, 00+ 0), Js = P13, @), Jo 1= 2L (s, £2).
P2k Kp2

No que segue, estimaremos cada parcela do somatorio acima. Para isso, aplicaremos suces-
sivas vezes a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade de Poincaré, a desigualdade

de Young, e a desigualdade da potencia.

e A primeira parcela pode ser majorada pelo Lema ja que

Ji = pa| I < ellfll U e

Para segunda parcela, veja que

Jo < | Uz + £ < el fll Ul

Na terceira parcela, veja que

Cc Cc
Ji < || Vlllea + 9l < 8—2\\\1’H2 +e2llos +9|* < Ul + ol + 9.

Para quarta parcela, tem-se

Jo < cllfllllea + 2l < cll Al UL

Na quinta parcela, veja que

Js < cll 2Nl < el fllA Ul

Na sexta parcela, veja que

Js < cllallll 7] < ell fllelUlLoe.
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Além disso, por (5.5)),
%XO(\D, ®,) = 0.

Logo,
o + ceilles + 917

1
ol + P < ¢ (241 I7lLel0]
isto é,

1
(k—ce)llge +0IIP < =+ 1) [ fl2llU]lLe.
€1

Escolhendo ¢, = Qi, segue que
c

K
e + 4l < el fllllUlle-

Portanto,
kllea + oIl < cll flle Ul

Lema 5.2. Se (5.5 ocorre, entdao existe ¢ > 0 tal que
pll @l < el fllllULe-
Demonstragio. Tomemos o produto interno em L?*(0, L) de ¢ + I, com (5.6]),, obtendo

M1 P+ 1y) — k(02 + U)oy 0+ Iy) = p1(f2 0+ Ly).

Integrando por partes e utilizando as condigoes de fronteira de ¢ e I, a igualdade acima

pode ser reescrita como
Utilizando as equacoes (5.6, e (5.6)),, tem-se
pll@* = —(®,f) = pi(®, Lw) — pi(P, I3) + Killw + P[> — pr(f2, 0 + L)
5
= D> K
i=1
onde

Kl = _(q),]d), KZ = _pl(q)aj\ll>7 K3 = _p1<(b7 [f3>7
Ky = rlp. + [, K5 = —pi(f* ¢+ Iy).
Agora, vamos majorar cada parcela presente no somatorio, aplicando sucessivas vezes, a

desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade de Poincaré, a desigualdade de Young e

a desigualdade da Poténcia.
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e Para primeira parcela, temos que

Ep < e f07)
< dl®lPllfz + £+ 12007
< dl@lFllfz + 217+ cl @I £
< clfIZNUI5

Logo,
Ky < c|| fllrllU]l o

Na segunda parcela, veja que

C C
Ky < pa|[ @[]l < cl| @[ W] < 6—1H‘1/||2 +eif@f < Il +ei| @],

A terceira parcela pode ser majorada da seguinte forma

Kz < pil|@[[[lg ] < ell @121 < el £l U]

A quarta parcela é majorada diretamente do Lema [5.1] pois

klloa + 011 < el floellU e

Na quinta parcela, tem-se que
Ks < || falll ]l < cll f2llll¢a]] < el fllelUlle-

Por tudo descrito acima, segue que

1
ol < o (g ; 1) Vel U o+ 21 [B]12.

ou ainda,

1
(o1 — 1) ]2 < ¢ (a ; 1) e U e

Escolhendo ¢, = %, temos
P1
SN < ellf LUl

Portanto,

pill@l* < cllfll# U]

-

Lema 5.3. Eziste ¢ > 0 tal que

1

1
1Ule < (W b 1) 1£lLe-
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Demonstracao. Segue das desigualdades (5.7)) e (5.8) e dos Lemas e que

s+ ceallps + Y|

1 1
U, < c<—+—+1) U

1 1
—+ —+1 2| U Ul
¢ <52|)\|2 + A + ) £l U2 + ce2l U5
Dali,
(1= eI < e (= + 17 + 1) WAl
T o\eAP A -
Escolhendo €5 = — e aplicando a desigualdade de Young com ¢ = 1, tem-se
1 1 1
—UI?, < — 4+ —+1 || U
11 ? 1
< — 4+ —+1 2+ Z|U|
< e(grt 1) M+ 101
ou seja,

Lo, < e+ L) e
- c|l —+— ).
L YEREY B

Portanto, extraindo a raiz em ambos os lados da desigualdade,

1 1
HnyﬁW+W+QMM

5.1.2 Prova do Teorema

Com objetivo de provar o Teorema [5.2] mostraremos que as hipdteses do Teorema de
Gearhart-Pruss 2.3 sao satisfeitas.

Suponhamos, por contradicdo, a existéncia de A, € R tal que i\, ¢ p(Ag). Pelo Teorema

24
A €1RN O'(Aﬁ) =1RN O'ap(Aﬁ).

Logo, existe U, = (pn, Pn, ¥ V,,) € D(A) tal que ||U,||» =1, para todon € N e
fo=1i\NU, —AgU, -0 em 2. (5.10)
Escrevendo f, = (fL, f2, £2, f4), (6.10) pode ser expressa por

(fé =id\gn — P, =0 em H)(0,L)
12 =iMp1®y — 6(Pne + ¥n)e — 0 em L0, L)
=i\, -9, -0 em H!(0,L)
L fn = i0p2 W — D + (e +¥n) + fT — 0 em L2(0, L)

(5.11)
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Agora, vamos dividir a prova em dois casos:

Caso 1: A\, = 0. Nessa suposicao, segue diretamente das igualdades 1 e 3 que
®, -0 em H)(0,L) e ¥, —0 em H!0,L). (5.12)
Por outro lado, calculando o produto interno em L?(0, L) de ¢, com (5.11)),, tem-se
—K((Pnz + Pn)es ¥n) = (frr Pn)s
que também pode ser vista como
K(Ona + Uny Pna) = (frs ©n)- (5.13)
Ademais, tomando o produto interno em L*(0, L) de v, com 4, teremos

_b(wnazxa wn) + ’%(Qpnz + %, 7wbn) + B(\Ijm wn) = /)2( éa wn)a

ou ainda,
waanZ + H(Spmc + Vn, 77071) = p2( ;fa wn) - /B(qjm ¢n) (5-14)
Somando as equagdes ((5.13)) e (5.14)), utilizando a desigualdade triangular e desigualdade

de Cauchy-Schwarz, segue que

bllvall* + Kllons +¥all* < [(fas0n)l + 102(fns ¥n)l + BI(Tn, ¥n)]
< Ifallleall + p2ll falllnll + A1l [0l

Das convergéncias (5.11)),, (5.11),, (5.12) , e da limitagao de U,,, segue que

bH%HQ + R"pr + ¢|’2 — 0.

Logo, ||Un||,» — 0, contradizendo o fato de ||U,||» = 1, para todo n € N.

Caso 2: A\, # 0. Como A\, € R\{0}, f, € 5 e U, € D(Ap) é uma solucdo de (5.11)),
temos pelo Lemdp.3]

1 1
WUl < c (W bt 1) Wl — 0.

o que contradiz o fato de ||U,||» = 1, para todo n € N.

Logo, em ambos os casos ¢ gerado uma contradicao. Portanto, iR € p(A4g).
Agora, afirmamos que
limsup || (iA — Ag) ™| 2 < 00
[A]—o0
De fato, seja f € 2 tal que ||f||l» = 1. Como iR C p(Ap), para cada A\ € R, existe
U € D(Ap) tal que
AU — AgU = f.
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Do Lema e do fato de que U = (A — Ag)~' f, temos

1 1 1 1
1A = A5) ™ flloe < U ]Lor < c (— P 1) 1l = <_+ —+1)
’ REEY R

Como o lado direito da desigualdade acima nao depende de f,

1 1
limsup ||(:A] — Ag) || 2(r) <hmsupc< >+ +1) =c < oo.
IA| =00 Aotoo VAR Al

Portanto, todas as condi¢oes do Teorema sao satisfeitas e, consequentemente, S(t) =
e!4s é exponencialmente estavel.

Agora, vejamos que, se Yo # 0, entdo S(t) = e'4¢ nao é exponencialmente estével.
Para tal objetivo, é suficiente exibimos uma sequéncia de ntimeros reais, (A, )nen, € Uma

sequéncia (f,)nen € A tais que

limsup [|(iX — Ag) ™ full ) = +oc.

[A| =00

Lema 5.4. Se xo # 0, entao existem X\, >0 e f, € J tais que

limsup [|(iA, — Ag) ™" full ) = +00.

[A| =00
Demonstragao. Seguindo as ideias de Almeida Jinior, Santos e Rivera [3], consideremos
nm 2
w=(F) e
en(T) = \/%sin (v Fnz)
ex(x) = \/%cos (VAnz) -
Denotando f, = (0, e—n, 0, 0) € J e tomamos a equacao resolvente associada a ela, nas
P1
variaveis (@, @, ¥n, ¥,,), isto é,
(
IAon — P, =0
plZ)\nq)n - H(@nx + wn)az = €n

(5.15)
De (5.15); e (5.15)); temos ®,, = iX 0, € W), = iX,00,. Dali, segue que
P1AnPn = K(Png + i) @ (5.16)

Queremos solugoes da forma ¢, = ae, e ¥, = Be*. Substituindo em (|5.16)) obtemos

)+ /ia\/7% sin(y/nz) + Iﬁb\/7 T SIn(\/ ) = €y,
)+ bb\/;fyn cos(y/Tnx) + lia\/; Yn Sin(y/nx)

—I—/-d;\/% cos(y/ ) + zﬂ)\n\/%cos(\/v_nx) =0,

—p1aX;
—,025)\2
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a qual resulta em

A(—p1A2 + k) + b/ = 1
A/ Yn + b(—paX2 + by, + K +iBA,) = 0,

Em sua forma matricial, o sistema acima é dado por

—0AL + K k/7n al |1
kv/An —pa A2 + by, + K+ i8N, b 0

~~

Mp

Empregaremos a regra de Cramer para determinar a. Inicialmente, tem-se que

det[M,] = (—p1 A2+ £%0) (=22 + by, + K +iBA,) — K29
= (—pl)\i + /wn)(—pg)\i + by, + k) — K2y + iﬁ)\n(—plki + KYn)-

Além disso,

1 ky/7n
det \/7

= —(—paX2 + by + K+ i),
0 —p2 A2 + by, + K+ i8N, (=p2 i fAn)

Nesse sentido, iremos determinar constantes d; e dy de tais forma que

dy = —pi X2 + kv
1 P1A;, Y (517)

dy = (—p1 A2 + k) (—p2 A2 + by + K+ K) — K2,

De (5.17)), temos

1
Xy = E[/Wn — di].

Substituindo em ([5.17)),, tem-se

d, = d; (—%(/@% —dy) + KV + /ﬂ) — K2,
1

b
= Pz<£——>d1—ﬁ2 %—d1<@—f€)-
1 P2 P1
N————

X0

Queremos d; de tal forma que paxodi — k% = 0, ou seja,

2
dl - .
P2Xo

Assim, também obtemos ds, que é dada por
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Entao, temos condicoes de explicitar, para quais n € N, A\, é bem definida. De fato,

1 K2 L K
— [k — | >0 <= n>—
P1 P2X0 TV P2Xo

Dai, pela regra de Cramer,

N —(=p2 A2 + by, + 5+ iBN,)
(=1 A2 + Kyn) (—p2A2 + by, + k) — K29, + i8N (—p1 A2 + k)
—(=p1A2 + Ky + K+ i)

do + iBdy A,
Dessa forma,
No T K An
. o— —b— — —= —if—
a A2 A2 N2 A2
/\_%L a d2 . /\n
)\_721 + Zﬁdl)\—%

Observamos que o denominador tende a zero, enquanto o numerador tende a uma cons-

tante, pois, quando n — 400,

p by b _, pb

)\%:1[ /12]:/{ K2 K
K

R fyn — S —
P1 P2X0 P1 P1P2X0Vn

Dessa forma,

a
z — 400, quando n — +oo.

Como consequéncia, @ — 400, pois caso contrario, a/\2 — 0, haja vista que A\, — 400,

quando n — +o0. Dali,

L L 2 )\2 ~2L
|®,]|? = / li\non(z)|?dr = / ()\nd sin (?)) dv = ”g — 400, quando n — +00.
0 0

Portanto,
@A = A) 7 fall%e 2= prl|@all® — o0,



A Calculos motivadores

Neste apéendice apresentaremos calculos, possivelmente informais, que motivaram defi-

nir certas igualdades presentes no trabalho.

A.1 Encontrando o espaco de fase

Calculando o produto interno em L*(0, L) de (3.1)); com ¢; obtemos

p1(u, 1) = E((a = ), 1) + alipr, 1) = 0. (A.1)
:;rll 3;}2 T

Observe que

e Pela regra do produto para derivadas

P d 2
I = == — .
1= p1(ps, 1) > dtH%H
e Da integragao por partes, tem-se que
I, = _’i((%px + ¢)m7 th) = —k [@t(@x + ¢)|5 - (QDI + 9, (:Dtxﬂ

= ’%(90:5 + ¢7 Sptx)

e Na terceira parcela, temos

Iy = afp, ¢r) = afled”.

Dessa forma, a equacao (|A.1]) pode ser reescrita como

pd
2 dt

Ademais, tomando o produto interno em L?*(0, L) de (3.1), com 1);, segue que

leell* + £(a + ¥, pi) + allrl* = 0. (A.2)

,02(1/1@&7 z/Jt) - b(wmwt) + 5(901 + 1, wt) + B(wt; wt) =0. (A-?’)
=J1 =Js =J3 =Jy

Agora, observe que

e Para primeira parcela, veja que

pz d

2
2

Ji = P2(¢ttﬂ/}t) =
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e Integrando por partes e utilizando a regra do produto para derivadas, temos que
~b(Wazs 1) = =b [l = (W Y12)] = b, Ya) = 3 dtnwxuz

e Manteremos a parcela Js.

e Na quarta parcela, tem-se
Jy = 5(%7%) = BH%”Q
Dai, a equagao (|A.3)) pode ser reescrita como

> Al + al} + sl + 0, 00) + Bl =0, (A1)

Somando as equagoes (A.2) e (A.4)) e observando que

k d
K(Pr + 0, Q1) + K0 + 0, 0) = K(pe + 0, (0 +)1) = 5 d_“@m + ¢||2
obtém-se a igualdade
1
o {/)1||90t||2 + el + 0101 + Klloe + 011} = —alledl® = Bllvl . (A.5)

Integrando({A.5)) em (0,t) temos

pillee@ON” + palle P +blIa (O + £l (0z + ) (@)
= pallee(0) 1% + pallwe(0) 1% + bllebw ()| + £l (22 + ) (0)]]

~a [ a7 ds =5 [ ol as (A6
A igualdade nos motiva a utilizamos o seguinte espaco de fase:
A = Hy(0,L) x L*(0, L) x H! x L*(0, L)
munido do produto interno
U0 = p1(2,9) 4 pa(W, V) + (e, 1) + 60w + 9,0, +9),

€ norma
U5 = prll@I* + pallE1* + bllll® + lloa + 2117,

em que U = (@, ®, ¢, V), U = (¢, D' ¢ V) € 7.
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A.2 Definindo a forma sesquilinear e o funcional anti-linear

Agora vemos a motivagao para definir a forma sesquilinear (3.7)) e o funcional antilinear

B3).
Seja f = (f', 2. f5, I € e U = (9, 9,4, W)" € D(A) tal que

(I— A = f
isto é,
@ ® f
P . p%[li((px + 1/})m - OzCI)] _ f2
(8 v f?
v L{bthas — lipy + ) — 8] r
Pela soma e igualdade de matrizes, obtém-se
(
p—0=f!
D — Ky + 1)y —a® = py f?
P1 (¢ +9) prf (A7)
pov= g
\/02\11 — Wue + K(pz +¢) + BY = p2f4'

Pelas igualdades (A7), e (A.7); temos ® = ¢ — f1 e U = ¢y — f3. Substituindo em (A.7),
o (&), segue

(o1 + a)p — K(ps + 1) = (pr + ) f' + p1f? (A8)
(p2 + B — Dhaw + K0z + 1) = (p2 + B) f* + paf?
Calculando o produto interno em L?(0, L) de (A.§), com ¢ € H}(0, L), temos
(o1 + ) (9, @) = (e + ¥z @) = (o1 +)(f1,0) +pi(f%9).
Integrando por partes
(o1 + @) (o, @) = Kl(0e +©)Bl5 — (0 +9),22)] = (o1 +)(f,8) + (S 9).
Portanto, tem-se
(1 + ), @) + k(e + ), 2) = (o1 + ) (1, 8) + pa(f*, D) (A.9)

Por outro lado, calculando o produto interno em L?(0, L) de (A.§), com ¢ € H!(0, L)

teremos

(2 + B) (W, ) = b(Va, ) + (0 4+ 10, ) = (p2 + B)(f2,) + pa(f4,3D).

Integrando por partes e utilizando as condi¢oes do dominio, obtemos

(02 + 5)(%@ —b ¢x7m(€ - <waza'&x) + K(pr + lﬁﬂz) = <P2 + 6)(][.3’1;) + p2(f47’92)'
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Desse modo, tem-se a equacao

(p2 + B) (W, ¥) + b(¥a, ¥0) + 5(0r + 0, 0) = (p2 + B)(f*,0) + po(f4, ). (A.10)

Somando as equagoes ([A.9) e (A.10), obtemos a igualdade

em que

L((p, ), (,9)) = (1 + a)(,B) + (p2 + B) (W, ) + b(¥a, ) + K( P + 0, B + V)

F(3,9) = (p1 + a)(f1, @) + pi (2 0) + (p2 + B)(f2,0) + pa( £, ).
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