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RESUMO

As Estrelas negras de Michell sdo objetos astrofisicos previstos inicialmente a partir da Gravita-
cao Newtoniana. A principal caracteristica destes corpos compactos é que estes exercem uma
forca gravitacional tdo forte que nem mesmo a luz poderia escapar de sua agéo. Na atualidade,
€ sabido que a Teoria da Relatividade Geral é a teoria de Gravitagao que melhor descreve o cos-
mos. A partir desses conhecimentos, é prevista a existéncia de Buracos Negros, objetos que
distorcem o tecido do espaco-tempo de maneira tao forte que nada consegue escapar do inte-
rior de uma regiao no espago-tempo cujo limite é denominado de horizonte de eventos. Neste
trabalho iremos estudar as Estrelas Negras e os Buracos Negros estaticos, em conjunto com a
Gravitacao Newtoniana e o formalismo Tensorial.

Palavras-Chaves: Buracos Negros; Estrelas Negras; Relatividade Geral.



ABSTRACT

The Black Stars proposed by Michell are astrophysical objects initially predicted based on New-
tonian Gravitation. The main characteristic of these compact bodies is that they exert a gravi-
tational force so strong that not even light could escape their influence. In the present day, it is
known that Einstein’s General Theory of Relativity provides the best description of the cosmos.
From this understanding, the existence of Black Holes is predicted—objects that warp the fabric
of spacetime so intensely that nothing can escape from within a region whose boundary is known
as the event horizon. In this study, we will explore Static Black Holes and Black Stars, alongside
Newtonian Gravitation and Tensorial Formalism.

Keywords: Black Holes; Black Stars; General Relativity.
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INTRODUCAO

A Lei da Gravitagcao Universal foi apresentada inicialmente pelo fisico inglés Isaac New-
ton no ano de 1687, lei esta que é central para a Teoria da Gravitagdo Newtoniana. De acordo
com a mesma, a forga gravitacional entre dois corpos sera uma quantidade proporcional ao
produto de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre os seus

respectivos centros (1).

Essa teoria foi amplamente aceita € se mostrou muito precisa em descrever o movimento
dos planetas, a acao da gravidade sobre o movimento de corpos em queda livre, dentre outros
fendmenos fisicos. No entanto, existem alguns fatos observados por cientistas, os quais nédo
estao previstos quando usamos as equacdes provenientes da Gravitacdo Newtoniana. Como
exemplo temos o desvio da trajetéria da luz ao passar proximo a um objeto massivo, efeito

conhecido como lente gravitacional (2).

No ano de 1905 o fisico Albert Einstein publicou um artigo, em que neste trabalho sao
apresentados pela primeira vez os postulados que embasam a Teoria da Relatividade Restrita
(3). Esta Teoria nos fornece uma nova interpretacao para os conceitos de espaco e tempo, em
que estes sdo vistos como tendo uma dependéncia entre si, ao contrario do que descrevia a

Mecénica Galileana (4).

Dez anos depois de Einstein revolucionar o conceito de espaco-tempo com a Teoria
da Relatividade Especial (TRE), ele apresenta a academia prussiana de ciéncias seu trabalho
que versa sobre a Teoria da Relatividade Geral (TRG). Esta € uma Teoria de gravitagdo que nos
fornece uma generalizagao dos conceitos introduzidos na TRE para vincula-los ao novo conceito

de gravidade, que € considerada agora como uma manifestacao da curvatura do espago-tempo.

Dentre as previsdes da TRG podemos destacar os buracos negros, que sao objetos
estelares caracterizados por possuir uma regido de campo gravitacional tdo intenso que toda
matéria existente no interior dessa regidao nao consegue escapar da atracao gerada pela dis-
torcdo extrema do tecido do espago-tempo (5). Estes objetos podem ser formados a partir do

colapso gravitacional de estrelas massivas.

Em uma estrela, existe um equilibrio entre a forga gerada pela pressao da radiacao, que
age radialmente no sentido de dentro para fora da estrela, e a forga gravitacional que age no
sentido oposto, essas sdo as principais forgas atuando na estrela, porém ndo sao as unicas,

podendo haver efeitos elétricos ou magnéticos na mesma. Com o passar de milhdes de anos,



0s atomos que compdem a estrela perdem energia, fazendo aumentar sua densidade até um
ponto em que a estrela ird colapsar sob sua prépria gravidade. Esse efeito podera gerar uma
supernova, que € uma explosao rapida e violenta que libera uma quantidade muito grande de
energia. Apéds isto, podemos ter a formacao de estrelas de néutrons ou buracos negros. Caso
a estrela ndo seja tao massiva, teremos a formacao de uma ana branca (6). Usando a TRG O
fisico indiano Subrahmanyan Chandrasekhar calculou o limite para a maxima massa possivel
para uma estrela do tipo ané branca, sendo também anélogo para estrelas de néutrons essa
relacdo entre densidade e colapso gravitacional. Em seus calculos, ele mostrou que se uma

ana branca tem massa superior a 1,44 vezes a massa do Sol, ela entraria em colapso.

O trio TOV, composto por Tolman, Oppenheimer e seu estudante de doutorado George
Volkoff, desenvolveu as equagdes que descrevem a estrutura interna das estrelas de néutrons.
Eles descobriram que h& um limite maximo para a massa dessas estrelas, inicialmente estimado
em 0,7 massas solares, na auséncia de forgas nucleares. Entretanto, reconheceram que uma
equagao de estado mais realista poderia aumentar esse valor. Com o avango dos calculos de
fisica nuclear, hoje se estima que o limite maximo da massa das estrelas de néutrons é de cerca
de 3 massas solares, e ha muitas equacdes de estado que consideram as complexidades das
interacdes nucleares. Caso o colapso gravitacional continue, teremos a formagao de um buraco

negro (7).

Neste trabalho iremos estudar os aspectos introdutérios da Gravitagao newtoniana, como
as equacgdes que descrevem a forca e o potencial gravitacional associados ao movimento de
corpos celestes. Em seguida, abordaremos o conceito de estrelas negras, que sdo objetos
dos quais toda luz emitida de sua superficie ndo consegue escapar do campo gravitacional.
Além disso, vamos analisar os aspectos mateméaticos ligados ao desenvolvimento da TRG para
em seguida apresentar os resultados decorrentes desta Teoria. Ao final, iremos descrever o

movimento de particulas na presenca de um Buraco Negro.
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1 GRAVITACAO NEWTONIANA
1.1 Leis de Kepler

Foi no século XVII que um matematico e astrénomo alemao chamado Johannes Kepler,
estabeleceu leis gravitacionais que descrevem o movimento de translagdo ao redor do Sol,
conhecidas como “Leis de Kepler", essas trés leis fundamentais fornecem uma descricao dos
movimentos planetérios, considerando o Sol como o centro do sistema solar em um modelo

heliocéntrico.

Podemos enunciar as leis de Kepler da seguinte forma:

+ Lei das Orbitas: A primeira lei de Kepler afirma que cada planeta viaja em uma trajetéria

eliptica com o Sol posicionado em um dos focos da elipse.

+ Lei das Areas: A segunda lei de Kepler afirma que a linha imaginaria que conecta o Sol
a um planeta cobre areas iguais em tempos iguais. Isso significa que a velocidade de
um planeta varia ao longo de sua érbita, sendo mais rapida quando o planeta esta mais

proximo do Sol (periélio) e mais lenta quando esta mais distante (afélio).

* Lei dos Periodos: A terceira lei de Kepler estabelece uma relagdo entre o tempo que
um planeta leva para orbitar o Sol (seu periodo) e a distancia média do planeta ao Sol.
Especificamente, o quadrado do periodo de um planeta é proporcional ao cubo de sua

distancia média ao Sol. Isso pode ser expresso matematicamente como:
T? = Kr’, (1.1)

em que T € o periodo orbital do planeta, K € uma constante que € a mesma para todos

0s planetas no sistema solar e r representa a distancia média do planeta ao Sol.

O valor de K para o nosso sistema solar é

K =2,98 x 10 **anos* /m’. (1.2)

O aprendizado das Leis de Kepler é crucial para a ciéncia, particularmente a astronomia.
Elas permitem aos astronomos uma melhor compreenséo do sistema solar. Além disso, as Leis

de Kepler tiveram um impacto significativo nas descobertas posteriores de Isaac Newton.
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1. GRAVITACGAO NEWTONIANA

Portanto, vimos que essas Leis descrevem o movimento dos planetas em torno do Sol,
e estdo intrinsecamente ligadas & gravidade. A primeira lei, conhecida como Lei das Orbitas,
estabelece que os planetas se movem em o6rbitas elipticas com o Sol em um dos focos. Isso
implica que a interagao gravitacional ndo s6 mantém os planetas em suas érbitas, mas também
determina a forma dessas orbitas. A segunda lei, a Lei das Areas, e a terceira lei, a Lei dos
Periodos, também sdo consequéncias da interacdo gravitacional, que governa a velocidade
orbital dos planetas e o periodo de suas o6rbitas, respectivamente. Essas leis fornecem uma

compreensdo abrangente da mecénica celeste e da dindmica dos corpos celestes.

1.2 Forca e Potencial Gravitacional

A Forga gravitacional descrita pela Teoria da Gravitacdo Newtoniana é a interacdo fun-
damental mais fraca dentre todas as quatro interacdes existentes. Ao analisar a atuacao dessa
forca entre dois corpos massivos, temos que a mesma ird depender de apenas trés fatores: as
massas m; e my de cada um dos corpos e a distancia r entre seus centros. Portanto, temos

que a equagéao para o médulo da forga gravitacional pode ser escrita como

Fip=——5—, (1.3)

em que G é a constante gravitacional ou constante de Newton. A forga descrita acima € uma
quantidade vetorial que atua de modo radial na dire¢do de um eixo imaginario que liga os dois
corpos, em que Fi; representa a forga atrativa que o objeto de massa m; exerce sob o corpo
de massa my. O termo r2 presente no denominador da expressao nos informa que a medida
em que 0s corpos se aproximam a forga existente entre eles aumenta. A figura abaixo ilustra a

atuacdo dessa forca.

12



1. GRAVITACGAO NEWTONIANA

Figura 1.1 — Forga gravitacional

Essa forca também é conservativa, ou seja, o trabalho realizado por essa forgca para
deslocar uma particula de um ponto A para outro ponto B independe da trajetéria percorrida
pela particula. Portanto, a partir desse conceito de for¢a conservativa podemos deduzir uma

equacao referente a energia potencial gravitacional.

O potencial gravitacional € um conceito que foi introduzido por Isaac Newton. Esta é
uma quantidade fisica escalar que esta ligada a elevacdo de um objeto em uma regido com
campo gravitacional. A equacao para determinar a energia potencial gravitacional U em um

sistema em que temos duas particulas de massa m; e m, é:

y = Smm (1.4)
r

Considerando a interagé@o entre um corpo e a terra, observamos que conforme a distan-
cia do solo aumenta, sua energia potencial gravitacional cresce, pois o valor da razdo em (1.4)
se torna menor em médulo, mas o sinal negativo faz com que U seja crescente. A interpretagéo
dada a equacao anterior é de que a mesma representa o trabalho necessario para deslocar uma
particula de massa my situada em um ponto P, com distancia r da particula de massa m, até
uma distancia infinita. Novamente, pelo fato da gravidade ser uma forga conservativa, podemos

expressa-la em termos da energia potencial gravitacional. A férmula obtida é:

d (G
Fio=—— ( mlmz) , (1.5)

onde aplicando a derivada, obtemos novamente a equagéao (1.3). Portanto, estdo apresentados

13



1. GRAVITACGAO NEWTONIANA

0s conceitos introdutérios necessarios para a compreensao do universo.
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2 ESTRELAS NEGRAS

As estrelas negras séo objetos astrofisicos previstos inicialmente a partir de anélises da
gravitagdo newtoniana. Sabe-se que entre dois corpos massivos a equagao (1.3) é vélida e
que, mesmo considerando a natureza corpuscular da luz, sabemos atualmente que os foétons
ndo possuem massa. Portanto, a principio a luz ndo teria seu movimento afetado pela forgca
de Newton. Entretanto veremos que até mesmo esses corpos podem ter sua trajetéria alterada
em fungao da interacdo gravitacional. Essa alteragao é explicada corretamente pela Relativi-
dade Geral. Mas, se atribuirmos uma certa massa ao féton, a teoria newtoniana também nos

fornecera um resultado que permite obter as estrelas negras.

Para encontrar essas solugdes precisamos considerar a velocidade de escape. Esta
corresponde a velocidade minima com a qual um corpo deve ser langado, seja da Terra ou de
qualquer outro corpo celeste, para que ele possa escapar integralmente da atragdo gravitacio-
nal. Os célculos mostram que esse tipo de velocidade ndo depende da massa do corpo que
esta escapando. Dessa forma, se a velocidade de escape associada a uma estrela fosse maior
que a velocidade da luz, todos os fétons emitidos pela estrela ficariam aprisionados em seu
interior. Sendo assim, temos ainda que rusticamente a primeira meng¢do ao que na atualidade
denota-se por buraco negro, em que este é formado a partir do colapso gravitacional de estre-
las e previsto matematicamente pela Teoria da Relatividade Geral, a qual abordaremos mais a

frente neste trabalho.

Foi o reverendo inglés John Michell (1724-1793) quem prop0s pela primeira vez acerca
da existéncia de objetos astrofisicos os quais denominou de estrelas Negras (8). Seu trabalho
foi apresentado pelo fisico e quimico franco-britdnico Henry Cavendish no ano de 1783 pe-
rante a Royal Society, que é uma sociedade cientifica e a academia nacional de ciéncias do
Reino Unido. No ano de 1799, temos publicada pelo matematico, astrbnomo e fisico francés
Pierre-Simon Laplace (1749-1827) uma demonstragéo alternativa para a existéncia das estrelas

negras, a qual vamos explicar a seguir:

Considere que um foton esta escapando da atracao gravitacional de uma estrela através
de um movimento radial. Ao atribuirmos a massa m para o féton, a segunda lei de Newton nos

dard a seguinte equacgao:

F = =m—. 2.1
ma mdt (2.1)

15



2. ESTRELAS NEGRAS

Quando se aplica a regra da cadeia, obtém-se

drdv 22)
=m——. :
dt dr
Substituindo a equacéao (1.3) no lado esquerdo da equagao acima, obtemos
GmM drdv dv
_ (2.3)

——=m—— = my—
r2 dt dr dr’

onde M indica a massa da estrela e o sinal de menos indica que a forga atua no sentido contrario
ao vetor unitario de deslocamento. Como o corpusculo estd em movimento radial, a razdo dr/dt

€ sua velocidade v. Analisando o lado esquerdo e direito da equagao anterior e aplicando o

/—Gr—jzwdr:/vdv. (2.4)

2GM
r

calculo integral, chega-se a

A solucao dessa equacéo é

+2C =2, (2.5)

em que o valor de C é constante e esta associado a posi¢ao e velocidade final do foton.

Dessa forma, vamos determinar o valor dessa constante em termos da velocidade do f6-
ton na superficie da estrela e do raio estelar. Considerando estes como c e R, respectivamente,
obtém-se o resultado

20=c———. (2.6)

Substituindo esta expressao em (2.5), chega-se ao resultado

, 2GM , 2GM
V= +cP—

- c R (2.7)

Nessa equacao, estdo presentes dois valores para a velocidade do foéton, ve c. O
primeiro valor é referente a velocidade do féton durante sua trajetéria, o qual é fungéo do raio
r. Visto que r > R, v sera sempre menor que a velocidade inicial do féton na superficie c. Na
atualidade sabe-se que a velocidade da luz no vacuo é sempre constante em todos os sistemas
de referenciais inerciais, mas como estamos interessados em buscar um resultado histérico
para esta problematica, estamos supondo que a forga gravitacional consegue agir no sentido de

modificar a velocidade de fotons.

16



2. ESTRELAS NEGRAS

A partir de agora vamos considerar a existéncia de uma outra estrela com massa maior

que M, em que seja valida a seguinte relacao
o= — (2.8)

em que M’ é a massa dessa segunda estrela. Tem-se, logicamente, que o > 1. Isolando M’ na

equagao anterior e calculando a expressao (2.7) para essa segunda estrela, obtém-se

2 2GaM |, 2GoM

" c R (2.9)
Considerando que o féton escapa para o infinito, ou seja, que ¥ — o, chega-se a
2GoM
V2= — T (2.10)

Além disso, supondo que a forga de interacdo gravitacional seja tao forte que v/ — 0 quando

¥ — oo, obtém-se da Ultima expressdo que

,  2G6oM
= R/ .

c (2.11)

Ao isolarmos R’ na expressao anterior, encontramos uma equacéo anéloga a que descreve o
Raio de Schwarzschild, que é a superficie de nao-retorno de um buraco negro. Portanto, resta
agora determinar o valor da constante o. Para esta tarefa, tem-se que considerar os dois corpos

como sendo esféricos e tendo densidades uniformes. Disso resulta que

_ 3IM (2.12)
P= 4mR3’ '
M’
I= . 2.1
P 4mR"3 (2.13)

Tomando a razao entre os termos da equacao (2.12) pelos termos de (2.13), obtém-se

M pR}
= DR (2.14)

Agora vamos supor que R’ = 250R, ou seja, que o raio da primeira estrela seja 250 vezes

menor que o raio da segunda estrela. Este valor foi escolhido tendo em vista ser o tamanho

17



2. ESTRELAS NEGRAS

minimo com o qual corpos com densidade igual ou maior a da Terra vado conseguir aprisionar 0s
fétons emitidos em sua superficie. Aplicando a equacéo (2.8) em conjunto com essa suposicao
chega-se ao resultado

p/
o= 250" (2.15)
p
Substituindo esta expressao e o valor de R’ na equacéo (2.11), tem-se o seguinte

! c*R
% = m (2.16)
Deve-se considerar para a determinacdo da densidade relativa descrita acima algum
corpo celeste cujos resultados observacionais das medidas de aberragédo da luz sejam conhe-
cidos. Este efeito esta relacionado a posicao aparente do Sol em relagao a Terra, e é devido ao
movimento relativo entre esses corpos, fazendo com que um observador no planeta verifique a

posicao dessa estrela ligeiramente deslocada. Portanto, o Sol foi escolhido para esta analise.

Assim, considerando um movimento circular da Terra em torno do Sol, tem-se

GMSOIMTer _ 1‘4Terv2
D? D '’

(2.17)

em que igualamos a forga de atracao gravitacional que o Sol exerce sobre a Terra, expressa do
lado esquerdo, com a forga centripeta associada a este movimento de rotacdo. Nessa equacéo,
Ms,; e M7, sdo as massas do Sol e da Terra, respectivamente. Tem-se também que o lado
direito representa a forca centripeta da Terra em relagdo ao Sol, com V sendo a velocidade
tangencial do movimento e D é a distancia média entre esses dois corpos. Isolando a massa
do Sol na dltima equacéao, observa-se que

V2D

MSOZZT' (218)

Substituindo esse valor na equacgao (2.16) e tendo em vista os diagramas da figura 2.1, chega-

p/ 3 c\2 RSol
= (= . 2.1
Psor 10002 (v) < D ) (219)

se ao resultado a seguir

18



2. ESTRELAS NEGRAS

Figura 2.1 — Diagramas referentes ao movimento da Terra ao redor do Sol

tan @ = %

Dingramis 2

soL | 1 TERRA
\

Fonte: Retirado de (8).

Usando as informagdes constantes nos diagramas acima, e tendo em vista os valores

observacionais da época, chega-se as seguintes razdes

c 1
- 2.20
vV tan(20,25")’ (2.20)
R

IS)O’ = tan(16'2"), (2.21)

as quais, quando utilizadas em (2.19), nos informam que a densidade da estrela escura relativa

ao Sol é
/

P
Psot

~ 4. (2.22)

Sendo assim, conclui-se que se um objeto celeste tivesse o quadruplo da densidade
que o sol tem, o que corresponde a 4 x 1,41g/cm® = 5,6g/cm? e raio 250 vezes maior, 250 x
696.342Km ~ 1,7 x 103Km, tem-se que este objeto teria uma forga de atragdo gravitacional
tao forte que aprisionaria em seu interior toda luz emitida em sua superficie. Essa densidade

encontrada é muito préxima a densidade da Terra, o que permite inferir que a existéncia de tais
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2. ESTRELAS NEGRAS

corpos na natureza é de fato possivel.

Dito isto, destaca-se a importancia histérica que este trabalho tem para a ciéncia e em
especifico para o campo da astronomia, visto que essa é a primeira mencao ao que hoje conhe-
cemos por Buraco Negro. Ressalta-se também que o trabalho realizado pelo reverendo negro
John Michel inicialmente foi alvo de criticas e desacreditado por grande parte da comunidade
académica de seu tempo. Somente apds o advento da Teoria da Relatividade Geral e com o
conceito de Buraco negro decorrente dela ja consolidado foi que os calculos pioneiros de Michel

ganharam notoriedade.
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Antes de iniciar a andlise dos buracos negros, faz-se necessério introduzir todo o fer-
ramental matematico utilizados na TRG (9). Foi visto que o simples entendimento de calculo
com quantidades escalares e vetoriais foi suficiente para compreender as estrelas negras, que
decorrem da gravitagdo newtoniana. Contudo, somente esses conceitos nao sao capazes de
descrever a Teoria Einsteiniana, visto que nela temos que entender espacos curvos quadridi-

mensionais e suas relacbes com os sistemas de coordenadas que os descrevem (9).

Existem duas abordagens para o aprendizado do formalismo tensorial. A primeira é
abstrata e garante maior significado geométrico para as quantidades trabalhadas. Nesse caso
dispensa-se 0 uso de indices para descrever os tensores. Na segunda abordagem, a qual sera
adotada neste trabalho, embora o significado geométrico nao seja tao profundo, tem-se que
os célculos se mostram bem mais praticos. Nessa visao, a utilizagao de indices nas féormulas
se mostra de suma importancia, pois de outro modo as equagdes seriam tao grandes que se

tornariam invidveis (10).

Portanto, define-se o conceito de Variedade de dimensdao N como sendo um objeto
geométrico caracterizado por um conjunto de pontos, 0s quais por sua vez sao caracterizados
por N coordenadas (xl,xz, ...,xN), em gue 0S numeros sobrescritos representam indices, ndo
expoentes. Desse modo, é necessario que cada ponto seja descrito por somente um conjunto
de coordenadas, caso contrario tem-se um sistema de coordenadas degenerado. Além disso,
outra condi¢do para que um objeto geométrico seja uma Variedade é que sua geometria local

seja plana, ou seja, se reduza a geometria euclidiana nas proximidades de um ponto.

Como exemplo, considere uma superficie esférica que esté incluida em um espaco tri-
dimensional euclidiano plano. A partir de um sistema de coordenadas que se inicia no centro
da esfera tem-se que somente dois angulos (6,¢) sdo necessarios para caracterizar um ponto
sobre a superficie. Portanto, tem-se uma variedade de duas dimensdes. Analisando um ponto
P na superficie dessa esfera e seus pontos vizinhos, observa-se que quanto mais préoximo de
P, mais a distancia entre esses pontos sobre a superficie tende a uma reta. Como exemplo,
a figura abaixo ilustra uma situagdo em que temos uma esfera de raio 1, e um plano definido
pela equacdo z = 1 no R3, o qual é tangente a esfera no ponto (x,y,z) = (1,1,1). Quanto mais

proxima deste ponto, a distancia infinitesimal ds tende a forma euclidiana

ds® = dx* +dy*. (3.1)
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Figura 3.1 — Esfera unitaria com um ponto de tangéncia ao plano z=1
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Generalizando o pensamento acima, a esfera n-dimensional € definida como o conjunto
de todos os pontos a uma distancia fixa da origem em R"T!. A esfera de dimensdo 1 é o
circulo S!, enquanto a esfera de dimens&o 2 foi 0 exemplo anterior. A esfera de dimenséo
zero S consiste em dois pontos equidistantes do ponto central. Dizemos que SY & uma varie-
dade desconectada de dimensao zero. Vale ressaltar que a definicdo de S” em termos de sua
incorporacdo em R™*! é simplesmente um atalho conveniente para a compreensao de sua geo-

metria; todas as variedades que discutiremos podem ser definidas por si mesmas, sem recorrer

a espacos planos de dimensao superior.

De fato, todas as informagdes referentes a geometria da variedade estéao inseridas na
expressao para ds>, que costuma ser funcdo das coordenadas e seus diferenciais. Na geome-

tria riemanniana, essa expressao tem a seguinte forma

ds® = gupdx“dx’. (8.2)

Nessa equacao, faz-se 0 uso da convengao da soma, em que quando existe a repeticao de indi-
ces sobrescritos e subscritos, assume-se que ha uma soma implicita de 1 até N na equagéao. Os
coeficientes métricos g, dardo as caracteristicas da geometria em andlise, e assim a métrica
riemanniana é uma funcao das coordenadas utilizadas para mapear a variedade que associa

um produto interno sobre o espaco tangente em cada ponto dessa variedade de Riemann, que

varia continuamente (ou suavemente) de ponto a ponto.

De fato, a partir da analise da equagao (3.1) observa-se que o elemento de linha ds® se

torna euclidiano quando os coeficientes métricos de indices iguais assumem valor 1 e todos os
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outros coeficientes séo nulos, g., = 1 e gu» = 0, onde a # b. Portanto, generalizando o pensa-
mento exposto, na vizinhanga de qualquer ponto P na variedade sempre é possivel encontrar

coordenadas na qual o elemento de linha se torna
ds® = (dx")? + (dx?)? + ...+ (dx)?, (3.3)

em que o numero sobrescrito fora dos parénteses sao de fato expoentes, ao contrario dos indi-
ces internos. Dito isto, pode-se também utilizar esta métrica para construir 0 espago tangente a
variedade em um certo ponto P. Por exemplo, em uma superficie esférica, que € uma variedade
bidimensional, na qual trabalhou-se anteriormente, o espaco tangente sera representado por
um plano, que apresenta somente o ponto P em comum com S2. Assim, a partir dos conceitos
referentes a algebra linear, podemos tomar dois vetores linearmente independentes contidos
nesse plano e a partir deles construir uma base para este espaco tangente e, desse modo,
qualquer vetor v associado ao ponto P, & descrito por uma combinacéo linear dos vetores de

base do espaco tangente a P, de forma que se tenha
_ 1 2
v=vetvey, (3.4)

em que as quantidades v*, com os indices a = 1,2, sdo chamadas de componentes contravari-

antes do vetor v na base e,.

De modo anélogo, o espaco tangente possui a propriedade de ser construido a partir de
um segundo conjunto de vetores, os quais serdo denotados por e¢ = (el,ez). De tal forma que,
seguindo o exemplo da superficie esférica, um vetor v no ponto P também pode ser denotado
por

V= vle1 + vzez, (3.5)

em que v, = v, V2 SA0 0S componentes covariantes de v. A regra que relaciona os dois con-
juntos de vetores é a seguinte

em que temos o delta de Kronecker, denotado como 8(a,b) = 62, que é uma fungao binaria que
assume o valor 1 quando a e b sao iguais e 0 caso contrario. De fato, esse segundo conjunto

de vetores também forma uma base.

Tendo-se introduzido estes dois tipos de vetores, pode-se escrever os coeficientes da
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métrica g, em termos do produto interno entre os vetores de base, de modo que

€a-©€p = Zab- (3.7)

Analisando essa expressao em conjunto com a equacao (3.2), podemos inferir uma relacéo
similare?-e? = g“b. Mais do que isto, os componentes e os vetores de base co e contravariantes
também se transformam em fungdo da métrica, de tal forma que as equagbes a seguir sao

validas e extremamente Uteis

gabvb = Va, (3.8)
ab.,. __ _.a

g, =", (3.9)

gave” = eq, (3.10)

g"e, =€, (3.11)

em que essas relagcées podem ser demonstradas usando o produto interno entre dois vetores

quaisquer v e u.

A distingao entre as quantidades covariantes e contravariantes também pode ser expli-
cada em termos da forma como essas quantidades séo alteradas quando muda-se o sistema de

coordenadas usado para mapear a variedade, de acordo com as seguintes equacdes usadas

para alterar as quantidades do sistema (x!,x?,...,x") para o novo sistema (x’!,x2,...,x'N)
Ve = %i;vb, (3.12)
, oxb
Va = ra Vb, (3.13)
e = aaj; b (3.14)
el = %:eb. (3.15)

Isto nos indica que, as quantidades contravariantes se modificam tomando a derivada das novas
coordenadas em relacdo as coordenadas antigas, enquanto que as quantidades covariantes

mudam a partir de um processo oposto.

Quando analisa-se as derivadas dos vetores de base, algumas sutilezas nos calculos

sdo necessarias. Visto que dois pontos proximos P e Q de coordenadas x“ e x% + dx“ possuem
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espacos tangentes distintos, a taxa de variacdo dos vetores nao sera igual ao resultado em
espacos euclidianos planos. Em vez disso, faz-se uma projecdo do vetor resultante no espacgo

tangente ao ponto P, de modo que

ey (3.16)

Assim, observa-se que esta derivada é tomada como a soma de quantidades proporcionais ao
produto dos demais vetores de base. Os coeficientes I'2. sdo chamados de conexao afim e,
como veremos a seguir, podem ser escritos em funcao dos coeficientes métricos. Para esta
tarefa, deve-se primeiro supor que a conexo é simétrica em seus dois indices covariantes’, ou
seja

. =r°,. (3.17)

A partir deste resultado, utiliza-se a equagao (3.7) e a derivada em relagdo as coorde-

nadas x¢, o que vai gerar o seguinte
0c8ab = (0c€,) €5+ €4 (dcep). (3.18)

Em que d. € uma maneira abreviada de escrever a derivada em relagéo ao sistema de coorde-

nadas x¢, isto é, d. = d/dx“. Com o uso da equagéo (3.16), imediatamente tem-se que
9c8ab = Tic8ab + The8aa (3.19)

Dessa forma, fazendo duas permutagdes ciclicas nestes indices e combinando-os, chega-se

finalmente na seguinte expressao para os termos da conexao

1
Iy, = ig“d(abgdc +0c8bd — 0d&hc)- (3.20)

Dada a forma da equag&o acima, os termos I, podem ser chamados também de conexao
métrica. Como estes coeficientes sdo escritos em fungao das derivadas da métrica, pode-se
inferir que em espagos euclidianos, em que g,, = 1 e g4» = 0 com a # b, a conexao métrica é

nula.

Da mesma forma que a derivada dos vetores de base deu origem aos termos da conexao

"No contexto de variedades riemannianas isso nem sempre é verdade, mas no contexto da Relatividade Geral
temos que essa suposicao é valida para os nossos propésitos. O caso mais geral da origem a um tensor de torgao,
que € descrito em termos da diferenga entre os dois lados da equagéo (3.17).
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métrica, quando se toma a derivagao de um vetor v = v?¢, em relacdo as coordenadas x¢ tem-
se que

oV = (9:v")e, +v*(d.e,), (3.21)

quando aplicada a equacao (3.16) para modificar o ultimo termo do lado direito, tem-se que
AV = (0.v")e, +1T . ep. (3.22)

Alterando o indice de a para b presente no primeiro termo do lado direito desta Ultima equacao,
chega-se a

OV = (97 +vI% ey, (3.23)

Agora se define a derivada covariante dos componentes vetoriais contravariantes como sendo

o termo que se encontra entre parénteses na equacao anterior, de modo que
Vel =97 +412.. (3.24)

Novamente, observa-se que em espacos euclidianos, os termos da conexdo métrica somem
e a derivada covariante se reduz a derivada parcial de um vetor, o que permite inferir que é
um conceito mais amplo que abarca as caracteristicas de espagos curvos mais complexos.
De modo analogo, sabe-se que um vetor presente na variedade pode também ser escrito em

termos de seus vetores de base contravariantes, de modo que sua derivada ira gerar
oV = (9cvg)e? +vy(d.e”). (3.25)

Agora, buscaremos uma forma de escrever o termo d.e* como fungdo da conexao afim. Para
isto, toma-se a equacéo (3.16) e faz-se uma contragdo da mesma por e?, e tendo em vista (3.6),
tem-se que

e’ 9.6, =TY.. (3.26)

Portanto, ao se derivar a equacgéao (3.6) em relagao a x¢, tem-se que
o.(e,-€”) = (0.e,) e’ +e,-0.€",

0.(88) = (0.e,)-€” +e,-0.e"
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e, 0.’ = —(0c€4) e’

Usando a equagao (3.16), tem-se

e, 0.e’ = —(l"Zced) .eb

e?.e,0.e” = —cmed ,

dy ob — b od
oy0.e” =T, .e“.

Portanto, se tomarmos b = a e a = d na expressao acima, e substituindo em (3.25),
tem-se que

OV = (0cva)e® —valy e?. (3.27)

Cc

Isso nos permite escrever a derivada covariante desses componentes vetoriais da seguinte
maneira

Veva = 0cvg —vgle.. (3.28)

Dessa forma, em variedades curvas de vérias dimensdes, deve-se considerar 0s coe-
ficientes da conexdo afim para o calculo da taxa de variacdo de um vetor ao longo de uma
trajetoria qualquer R através da variedade. Como demonstrado acima, isso pode ser feito de

duas maneiras, com o uso das derivadas covariantes.

Vamos agora continuar esta abordagem introduzindo a no¢ao de tensores. Estes séo
entidades geométricas introduzidas na geometria diferencial para a generalizagao da nogao
de escalares, vetores e matrizes. Assim como essas entidades, um tensor é uma forma de
representacado associada a um conjunto de operacdes, como a soma e o produto. De fato, todas
as ideias trabalhadas até aqui com vetores podem ser discutidas através de uma abordagem

com tensores, visto que vetores e escalares também sao tensores.

A ordem de um tensor representa a quantidade de vetores usados para construi-lo. Por

exemplo, para um tensor de segunda ordem, temos
t=(%4) ® ("), (3.29)

t=1% (e, ®ep),
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t=r"%e,®ep). (3.30)

Nessa equagio, ® representa o produto tensorial entre estes vetores, e 1’ sdo os componen-
tes contravariantes do tensor t nas bases (e,,e;). Portanto, um tensor de ordem n pode ser

construido usando o conjunto de vetores de base (e,, €y, ..., €, ), da seguinte maneira
t=1""e,Re,®..0e,). (3.31)

Nesse exemplo, usamos somente vetores com componentes contravariantes, mas isso ndo quer
dizer que ndo possamos escrever um tensor usando um outro conjunto de vetores. De fato, isso

daria origem a um tensor misto n X m que € escrito da seguinte forma

t= (1"ey) @ ... ® (u"ey ) @ (vp,€") @ ... ® (vp, €"), (3.32)
t= (U ™y, vy )(€g @ ... D, DM @ ... 2elm), (3.33)
t=rMiny (84 ®... 0, e @ ... @ebm). (3.34)

Dada a forma encontrada na equacao anterior, podemos denotar um tensor de ordem n x m
pelas suas componentes em um dado conjunto de vetores de base, e iremos fazer isso adiante

neste tépico.

A simetria de tensores é analisada de acordo com o sinal apresentado quando fazemos

uma permutacao de quaisquer dois indices deste, de modo que se tivermos

tab = tha, (3.35)

o tensor t é simétrico. No caso em que

tab = —lha; (3.36)

temos um tensor antisimétrico nos indices a e b.

Continuando esta analise, veremos agora como um tensor muda de acordo com uma
mudanca de coordenadas de x“ para x’*. Como os tensores s&o entidades associadas a geo-
metria da veriedade em si, estes ndo irdo depender da escolha das coordenadas usadas para

mapear a variedade, de modo que, usando como exemplo um tensor de segunda ordem do tipo
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0 x 2, teremos que

el ®e’ =1, e e, (3.37)

em que as quantidades com a linha sobrescrita estdo escritas no sistema x’* e as que estdo
sem a linha estao no sistema x“. Usando a equacgéao (3.15) para reescrever os dois vetores de

base do lado direito desta ultima equagéo, temos

@ ax/b
b_ d
tape e’ =t 5 e ® FL (3.38)
xla B /b
twe’ 2’ = th(’lbec ®el. (3.39)

Isso nos permite inferir que a regra que os tensores devem obedecer quando mudam de um

sistema de coordenadas para outro sera

ox' ox’’
t(:d - thab‘ (340)

Usando um procedimento analogo, vamos chegar ao resultado seguinte para um tensor contra-

variante de segunda ordem
b
b _ ox! ox” 4
ox’c ax/d

a

(3.41)

De fato, estes dois Ultimos resultados encontrados podem ser usado para se obter a generaliza-
cao destaregra. Isso ira descrever que um tensor misto de ordem n x m se transforma conforme

aregra
x4 Jxdn gx/d Qx/dm

by..by — ox’c1  ox/en 9xbr T Qxbm

£41---an

UGy (3.42)

Portanto, concluimos que para denotar uma quantidade geométrica de tensor, é neces-
sario que esta obedeca a lei de transformagao obtida acima. Notamos também deste Ultimo
resultado que se um tensor é nulo em um sistema de coordenadas, certamente sera nulo em

todos os demais sistemas.

A métrica é um tensor de segunda ordem. Para verificar essa afirmacao, partimos da

equagao (3.7) e substituimos os vetores de base usando (3.14). Dessa forma tem-se

ox'c ax/d )
8ab = 57 55 8ed> (3.43)

em que reconhecemos o produto e/, -e;l = g’cd. Entretanto, a conex@o meétrica I';., mesmo
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que escrita em termos dos coeficientes métricos, ndo € um tensor pois ndo assume a forma
deduzida em (3.42).
3.1 Equacoées de Euler-Lagrange

Vamos agora introduzir um procedimento que vai nos gerar uma forma de obter as equa-
cbes de movimento para as particulas sob a acao de um campo gravitacional. Para esta tarefa,
vamos usar o conceito de acao S na fisica, que assume uma forma de uma fungéo escrita em
termos das coordenadas x“, sua derivada x“ e também em termos do parametro que descreve

a curva u, de modo que

uf
S— / L 5, u)du, (3.44)
u;

em que L é chamado de lagrangeano. Portanto, dentre as diversas solugdes possiveis para S,
vamos encontrar aquela que extremiza o valor de L. Além disso, para encontrar esta fungao,

vamos fazer a seguinte restricdo a respeito das condi¢des de contorno para este problema
X (u; r) = x“(u; r) =0, (3.45)

em que os indices i e f estao relacionados as posigdes inicial e final da trajetoria, respectiva-

mente. Sendo assim, tomamos uma variacao nula do funcional §, tal que

oS = /uf SLdu :/ (%SX + %Sx ) du=0. (3.46)

Pode-se reescrever o termo entre parénteses nessa Ultima equacgao tendo em vista o resultado

oL g d (Y
d (axas ) = pin <ax") by (3.47)

Isolando o primeiro termo do lado direito e substituindo o resultado em (3.46), teremos

uf oL ur d (oL
55 = / <axa ——(axa)sx)du—/m —(@sx) (3.48)

usando a condicao de contorno (3.45), temos que a integral do Ultimo termo do lado direito é

seguinte

nula. J& para a outra integral, devemos pdr em evidéncia o termo comum dx“ e também usar o

seguinte teorema:

Se [;2 0(x)n(x)dx = 0, em que ¢(x) & continua e n(x) é uma fungéo de classe C?, ou

maior, que é nula em seus pontos de fronteira, entdo ¢(x) = 0.
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Dessa forma segue-se a seguinte equagédo de extrema importancia para a mecénica

OL d (oL
Eviab <ﬁ> = 0. (3.49)

Estas equacdes sdo denominadas equacdes de Euler-Lagrange e a partir delas obtemos as

classica

equacdes de movimento para o sistema. Para definir o lagrangeano, devemos ter em mente
que este é escrito em termos da diferenga entre a energia cinética e a potencial. Entretanto, se
considerarmos particulas que estao se movendo somente sob acao da gravidade, o termo de

energia potencial é nulo, e dai teremos somente o termo de energia cinética
L = mgapi®i®, (3.50)

no qual m representa a massa da particula e desprezamos o termo constante 1/2. Assim,

substituindo isto em (3.49), encontramos o seguinte
§ 4+ T i05% = 0. (3.51)

Essas equacdes sdo conhecidas como equacgdes geodésicas e, de acordo com a teoria qua-
dridimensional apresentada, esta relacdo da origem a quatro equacdes que descreverdao o mo-
vimento de particulas neste sistema. Os fétons, sendo particulas de luz, ndo possuem massa
e, portanto, ndo tém energia cinética no sentido tradicional que se aplica a objetos com massa.
No entanto, eles carregam energia na forma de radiagdo eletromagnética. Portanto, podemos

aplicar a equacao (3.50) para fétons desprezando o termo m € o resultado também sera (3.51).

A partir desta analise, é possivel obter uma importante quantidade na descricdo do mo-
vimento geodésico de particulas. De fato, se a métrica g,, ndo depender de uma determinada

coordenada x“, decorre da equacao (3.49) o resultado seguinte

oL )
W = 8dpX

b—K, (3.52)
em que K é constante. Desse modo, usando a relagado (3.8) e definindo t* = x¢, teremos que
ti =K. (3.53)

Ou seja, os coeficientes covariantes do tensor ¢ sdo constantes durante todo o deslocamento
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da particula. Iremos usar isto mais adiante, quando estivermos estudando o movimento radial
e circular de particulas sujeitas a acdo do campo gravitacional de objetos compactos, como os

buracos negros.

O formalismo lagrangeano tem uma vantagem de permitir uma descrigdo covariante da
dindmica relativistica, que € a teoria da interacdo da matéria com o campo gravitacional. Nessa
descricdo, a acao é funcao das coordenadas e suas derivadas em relagdo ao parametro afim,
em que este € um parametro que mede o0 comprimento ao longo da trajetéria de uma particula.
Portanto, as equagbes de movimento das particulas podem ser obtidas a partir da agao usando

as equacoes de Euler-Lagrange.
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4 BURACOS NEGROS DE SCHWARZSCHILD

A partir da probleméatica de resolver as equacdes de Einstein para a descricdo de ob-
jetos astro-fisicos, tem-se que o astrébnomo e fisico alemao Karl Schwarzschild foi o primeiro a
apresentar uma solugéo exata para este problema. Para isso, este cientista teve que trabalhar
considerando algumas restricoes acerca da geometria da variedade a ser estudada. Entretanto,
os resultados encontrados quando analisa-se a métrica desta geometria ja servem como bons
parametros para o entendimento de buracos negros. Dessa forma, vamos agora apresentar o
caminho percorrido para a descricdo da geometria de Schwarzschild, que descreve a regiao
exterior a uma distribuicdo esfericamente simétrica de massa (9).

Vamos considerar uma variedade quadri-dimensional constituida por uma coordenada
tipo tempo x” e trés coordenadas espaciais (x',x%,x*). Além disso, também faremos a suposi-
¢ao de que a métrica g, € estacionaria, ou seja, nao depende de e que o elemento de linha
ds® permanece invariante quando x° — —x°. Estas duas restrigdes anteriores permitem inferir
que estamos trabalhando com uma métrica estatica. Além disso, faremos a restricao adicional
de que estamos lidando com um espago-tempo que é isotrépico. Isso significa que as proprie-
dades fisicas desse espago-tempo sdo as mesmas em todas as dire¢des, ndo havendo diregéo
preferencial neste espaco-tempo. Assim, seus coeficientes métricos dependem somente dos
invariantes rotacionais, que sdo quantidades na fisica que permanecem constantes sob trans-

formagdes de rotagao, quais sejam

X-X=1r, (4.1)
dx - dX, (4.2)
X-dX. (4.3)

A partir disso, deve-se calcular, portanto, o elemento de linha ds* com o uso de coordena-
das esféricas polares (¢,r,0,¢), em que estas se relacionam com as coordenadas cartesianas

(xY,x', x%,x*) de acordo com a seguinte lei de transformagéo

1

x =rsinBcos?, (4.4)
X’ = rsin@sin¢, (4.5)
x° = rcosH. (4.6)
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Aplicando isto e fazendo algumas mudancas de variaveis, chega-se a seguinte forma para o
elemento de linha

ds® = A(r)dt* — B(r)dr* — r*(d8* + sin® 0d¢?). (4.7)

Assim, a fim de encontrar as fungdes A(r) e B(r), busca-se encontrar primariamente os coefi-

cientes advindos da Equacéo de Einstein, a qual escreve-se por

1
R/JV - EgluvR = _KT:uV' (48)

Nessa equagéo, temos no lado esquerdo um tensor de segunda ordem, Ry, que € conhecido
como tensor de Ricci, € 0 escalar de Ricci R. Essas quantidades estdo relacionadas a curvatura
da geometria em questao. O tensor de Ricci é obtido a partir de um trago do tensor de curvatura,
ou seja, € uma contracao dos indices do tensor de Riemam Rdabc. Pode-se escrever o tensor

de Ricci em termos dos coeficientes da conexdo métrica da seguinte forma

R,UV - avrcluc - acrcluv + FPIJGFGPV - Fpluvrcpc. (49)

O escalar de Ricci também é uma quantidade que descreve a curvatura de um espaco-
tempo em relatividade geral. Matematicamente, é um escalar obtido pela contragdo do tensor
de Ricci, de modo que R = g"YR,y. Ja no lado direito de (4.8), temos o produto entre ¥, que é
a constante de acoplamento definida em termos de G e ¢, com o tensor de momento e ener-
gia. Esta quantidade tensorial de energia-momento é uma entidade matematica que descreve
como a energia e 0 momento se distribuem no espago-tempo. Como o elemento de linha (4.7)
descreve a geometria externa a distribuicdo esfericamente simétrica de massa, teremos que
T,y sera nulo. Como consequéncia direta disto, teremos que R,y também sera nulo. Portanto,

reconhecendo os seguintes coeficientes métricos

goo = A(r), (4.10)

g1 = —B(r), (4.11)
_ 2

g =-r", (4.12)

g33 = —r?sin6, (4.13)
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aplicando os mesmos em (3.20), e sucessivamente usando os resultados encontrados em (4.9),

acharemos as seguintes expressoes

A// A/ A/ Bl A/
Ro=—"—+—(=+=)-= 4.14
00 ZB+4B(A+B> rB’ (414)

A// A/ A/ B/ B/

Ru=5-"Z\5+% )= 4.15
=24 4A<A+B) rB’ (4-19)
Rp— L 14l (A_F (4.16)
27 B 2B\A B)’ '

R33 =R»; sin’ 6. (4.17)

Para determinar as fungdes A(r) e B(r), igualamos todas as equagdes a zero, gerando
trés equacdes distintas, tendo em vista que a equacéo (4.17) é mdltipla de (4.16). Resolvendo
estas e também aplicando o conceito de limite de campo fraco, em que para objetos de massa
pequena e distancias maiores, a métrica de Schwarzschild se reduz a lei de gravitagdo de
Newton. Chega-se ao resultado de que a geometria de Schwarzschild é descrita pelo seguinte

elemento de linha

2GM 26M\ !
dszzcz<1—G—)dt2—(l— G ) dr* — r*(d6* + sin® 8d¢?). (4.18)

C21" Czl"

Nessa equacao, os Ultimos dois termos do lado direito descrevem a geometria de uma
superficie esférica e dessa forma estao relacionados a simetria com relagéo as coordenadas

angulares. De fato, pode-se escrevé-los por
dQ? = r*(d®? 4 sin® d¢?). (4.19)

Assim, é possivel reescrever (4.18), de maneira simplificada, de modo que tenhamos

2GM 26M\ !
ds* =c*(1— dr* — (11— dr* —dQ2. (4.20)
c2r cr

Note que a equacao acima é singular somente em dois valores da coordenada radial.
Assim, quando r — 2GM/c2 temos que g, — 0 e g, — —oo. Inversamente, para r — 0 temos
que g, — — e g, — 0. Entretanto, dentre estes valores de r, apenas r = 0 € uma singularidade

intrinseca, ou seja, representa uma regido de curvatura infinita, pois o célculo da curvatura
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escalar R"V*VR,yry neste ponto tem valor infinito. O outro raio de interesse, r = 2GM /c2,
representa uma singularidade de coordenada, que advém de uma escolha de coordenadas
com dominio de validade restrito. Dessa forma, é possivel remover essa Ultima singularidade
com uma mudanca de coordenadas adequada. Este valor define o raio de Schwarzschild, o qual
€ a superficie de ndo retorno de um buraco negro estatico, agindo portanto como um horizonte
de eventos. Outras caracteristicas ligadas a este raio é que este representa uma superficie de
infinito desvio para o vermelho e que também nas proximidades destes os efeitos relativisticos

acontecem de maneira mais intensa, conforme sera estudado no decorrer deste trabalho.

4.1 Geodésicas de fotons em um plano equatorial

Antes de discutir as caracteristicas intrinsecas associadas a geometria dos buracos ne-
gros, vamos analisar o efeito que este elemento de linha acarreta nas trajetérias de fétons. Para
isto, vamos utilizar as equagdes de Euler-Lagrange em conjunto com o Lagrangeano, os quais

sdo dados pelas equagdes (3.49) e (3.50) sem o termo de massa.

Aplicando os coeficientes da métrica presentes em (4.18) no lagrangeano, temos o re-

sultado a seguir

2GM 26Mm\ ! . :
L:c2<1— G )i2—<1— G ) 2 — 12 (6% +sin* 0¢?). (4.21)

czr

Substituindo esse resultado em (3.49), iremos deduzir as quatro equacoes seguintes

d 2GM
— |23 11— =0 4.22
du l ¢ < c2r )} ’ ( )
2GM\ ! M 2GM\ 2 . .
26 f+G—t2— - 26 i — r(6? 4 sin” 8p?) = 0, (4.23)
C2F FZ c2r
2. 5
0+ —70 —sinBcos09~ =0, (4.24)
r
d 220
o [r*sin" 6] = 0. (4.25)

Note que as quantidades entre colchetes nas equacgdes (4.22) e (4.25) sdo constantes relacio-
nadas ao movimento. A fim de diminuir a complexidade das equacgdes anteriores, restringimos a
analise de geodésicas considerando-as contidas em um plano equatorial definido por 6 = w/2.
Essa escolha ndo diminui a generalidade das equagdes anteriores, visto que estamos conside-

rando corpos com simetria esférica. Dessa forma temos que (4.24) é imediatamente satisfeita
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e as 3 equagbes remanescentes se transformam em

2GM ) ,
(1— - )t:k, (4.26)
c°r
2GM\ . GM , 26M\ ", .,
(1— 2, >r+ rzt —(1— czr) i —rdp- =0, (4.27)
¢ =h. (4.28)

A constante k em (4.26) esta relacionada a energia total dos fétons através da equagao
E = kmgc?, enquanto que h é igual a0 momento angular especifico da particula de luz. A
equacéao (4.27), que mesmo com as restricbes impostas ainda continua complicada, pode ser

substituida pela primeira integral das equagdes geodésicas, que é dada por
gt =&, (4.29)

em que & pode assumir dois valores, quais sejam: ¢? para particulas massivas e 0 para fétons.
Também é Util perceber que o paradmetro u que descreve a trajetéria nao € igual para estes dois
tipos de particulas. Para particulas com massa é mais conveniente parametrizar as geodési-
cas utilizando o tempo préprio, T. Para fétons outro parédmetro precisa ser utilizado, uma vez
que a sua trajetéria € uma curva nula (em que ds = dt = 0). Neste trabalho vamos focar em

compreender o movimento de fotons.

Introduzindo os coeficientes métricos na ultima equagédo, com 6 = /2, encontramos

-1
c? <1 — 2(§M) i — (1 — 2(§M) =’ =& (4.30)

c°r c°r

Dessa forma, obtemos duas equagoes para a energia em fungao da coordenada r. Para fétons,
substitui-se & por 0 e também usamos as equagbes (4.26) e (4.28) nesta Ultima expressio,
obtendo portanto o resultado seguinte

—1 —1 2
k*c? (1 — 2GM) — (1 — ZGM) pol (4.31)

Czl" _1”2'

Multiplicando ambos os lados por 1 — 2GM/c2r e reorganizando, temos
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h? 2GM
f~2+—<1— G ):czkz. (4.32)

621”
Com essa equacao sera possivel abordar o movimento radial e circular destes tipos de particu-

las.

4.1.1 Movimento radial de fétons

Para analisar um f6ton em movimento radial, utiliza-se a equag&o (4.30), com & = ¢ = 0.

.\ 2 2
(C) :c2(1_2(jM) | (4.33)
t c°r

Extraindo a raiz em ambos os lados e usando o fato de que 7/ = dr/dt, segue-se

ar_ (c— 2GM> : (4.34)

Temos

dt cr

em que o sinal positivo é usado para um foéton se afastando radialmente e o negativo para o

caso oposto. Integrando este ultimo resultado, obtemos

2

ey 2OM ey (4.35)
= n - :
R R YTV %
y 26M | e + (4.36)
=—r———In|l— — :
=72 Maem %

em que a é constante. Note que nestas equag¢des quando r — 2GM/c2, temos ct — +oo.
Portanto, fétons emitidos radialmente préximo do horizonte de eventos tomam um tempo infinito
para serem percebidos por observadores distantes. A figura abaixo ilustra os graficos de (4.35)
e (4.36), em que temos a linha azul, a qual representa a trajetéria radial de um féton que se
aproxima do buraco negro, e a linha vermelha, a qual representa o caso oposto em que o féton
se afasta, respectivamente. Em que consideramos, por questdes de simplicidade, GM/c2 =1

ea=1.
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Figura 4.1 — Trajet6ria radial de fétons

Note que quando r — o 0 angulo de inclinagcdo da curva tende a 45°. Dessa forma,
no infinito essas particulas formam o cone de luz no espago-tempo de Minkowski. Entretanto,
note que quando r — 2GM/c2, os angulos de inclinacdo tendem a 90° e —90° para para as
trajetorias que estdo entrando e saindo do buraco negro, respectivamente. Dessa forma, con-
cluimos que os cones de luz associados a uma particula fecham-se a medida em que a particula
aproxima-se do horizonte de eventos, limitando o movimento da mesma. Este efeito esta sendo

ilustrado na figura 4.2, em que temos trajetérias geodésicas e os cones de luz associados.

Embora esteja representado na figura 1, linha azul, que fétons emitidos em diregéo ao
Buraco Negro ndo conseguem entrar na interior do horizonte de eventos, devemos ter em mente
que a coordenada temporal neste caso esta associada ao referencial de um observador distante.
De modo que essa assintota vertical significa que este observador nunca vera a particula de luz
cruzar o horizonte de eventos. A linha vermelha da figura anterior nos informa sobre a dificul-
dade que existe na visualizacdo de tais objetos, visto que quanto mais préximo do horizonte de

eventos a luz for emitida, mais tempo demorara para ser percebida por observadores distantes.

De fato, as trajetérias de fétons definem os cones de luz, estes representam as fronteiras
causais no espaco-tempo, indicando quais eventos podem afetar ou ser afetados por outros
eventos através de sinais que respeitam a velocidade da luz. Como podemos observar na
imagem abaixo, esses cones mudam de orientagdo em 90° no interior do horizonte de eventos.
Como a trajetéria de particulas massivas devem pertencer ao interior destes cones de luz,

concluimos que o horizonte de eventos é a regidao do espago-tempo em que toda particula

39



4. BURACOS NEGROS DE SCHWARZSCHILD

presente no seu interior deve chegar a singularidade r = 0.

Figura 4.2 — Cones de luz no espacgo-tempo de Schwarzschild

Schwarzschild black holes

Ingoing null
ot congruence

Singularity —

I 1

Ouigoing null

\ / % b 7 congruence

r=0 r=2u

Fonte: Retirado de (9)

4.1.2 Movimento circular de fétons

O movimento circular de fotons é abordado a partir de uma equacao derivada de (4.32).

Note que
dr _dr., hdr

f:%_% = 23 (4.37)

onde na ultima igualdade se utilizou (4.28) para remover ¢ Substituindo a equacgao anterior em

(4.32), encontramos

2 2 2
2GMh
(hdr) +h =2k + . (4.38)

—— —=c
r2 do r2 c2r3
Dividindo ambos os lados por h e incorporando u = 1/r, o resultado anterior se transforma

para

du\? , 2k 26Mu’
0 +u” = +— (4.39)

h? c?
Derivando ambos os lados em relagéo a ¢, temos

dud®v _ du  6GMu* du

dudati o du SOV du 4.40
d0d% a2 do’ (4.40)
d’u 3GMu?
W u—= 02 (441)
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Sendo assim, um f6ton em movimento circular tem 7 = ¥ = 0, implicando na nulidade do

primeiro termo do lado esquerdo. Desse modo teremos a seguinte equacao

3GMu?
= 5 .

u (4.42)

C

Usando novamente a relacao que existe entre r e u, encontramos que fétons sé admitem movi-

mento circular na seguinte coordenada radial

3GM
c2

r= . (4.43)

A partir dos célculos referentes e energia potencial associada a essas trajetérias, é possivel
demonstrar que tais Orbitas serdo instaveis (9). Através destes conceitos é possivel estudar
a forma da sombra que um Buraco Negro apresenta, em que esta é a regido escura no céu,
vista por um observador distante, onde a luz é capturada pelo objeto compacto. No caso de

Schwarzschild, concluimos que um Buraco Negro apresenta sombra circular.
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Os buracos negros de Kerr sao uma classe fascinante de buracos negros que possuem
rotacdo, diferenciando-se dos buracos negros de Schwarzschild, que sao estaticos. A rotagcao
de um buraco negro de Kerr é descrita pelo seu momento angular, e essa caracteristica confere
a eles propriedades Unicas. Por exemplo, ao redor de um buraco negro de Kerr, existe uma
regiao chamada ergosfera, onde o espacgo-tempo é arrastado pela rotacdo do buraco negro de

tal forma que tudo dentro dela é forgado a mover-se na dire¢ao da rotagdo do buraco negro (9).

Essa rotagdo também afeta a forma como a matéria cai em um buraco negro de Kerr, po-
dendo levar a formacgao de discos de acregao extremamente eficientes na conversdao de massa
em energia. Além disso, a rotacdo permite a extracdo de energia do buraco negro por meio
do processo Penrose, um mecanismo tedérico que pode permitir que particulas ganhem ener-
gia as custas do momento angular e massa do buraco negro (10). Na figura abaixo temos a

representacdo das caracteristicas essenciais desses tipos de objetos.

Figura 5.1 — Buraco Negro de Kerr

Event horizon r=r" Ring singularity

Stationary limit
surface (fnfinire
redshifi swrface) 57

-

Event horizon r=r

Infinite redshift Ergosphere

surface §

5}'|11111tLr)-l axis (H=0)

Fonte: Retirado de (9)

Nessa imagem, S e S~ representam as superficies de redshift infinito, que é um au-
mento no comprimento de onda e diminuicdo da frequéncia da luz emitida por um objeto em
movimento relativo ao observador, ou seja, a luz emitida por objetos préximos a essa superficie
sofre um deslocamento extremo para o vermelho, indicando que esta se afastando do obser-
vador. A superficie r caracteriza a regido de nao-retorno neste espaco-tempo, onde r~ esta
contida em seu interior. Portanto, vemos que esse espacgo-tempo possui dois horizontes de

eventos. Estas superficies possuem a forma de um elipséide alongado perpendicularmente ao
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eixo de rotacdo z. A regido entre as superficies r™ e ST é chamada de esgoesfera. Nessa re-
gido, devido a rotacao do Buraco negro, todas as particulas devem se mover no mesmo sentido
de rotagédo do Buraco Negro. Os resultados mostram que neste caso a singularidade sera ane-
lar e estara contida no plano z = 0. Esse local na geometria € uma caracteristica fundamental

dos buracos negros rotativos, onde a densidade se torna infinita e as leis da natureza colapsam.

5.1 Orbitas esféricas de fotons

Os buracos negros de Kerr sdo considerados mais realistas do que os buracos negros de
Schwarzschild porque muitos objetos astronémicos, incluindo estrelas e buracos negros, pos-
suem rotacdo. Portanto, espera-se que a maioria dos buracos negros no universo sejam do tipo
Kerr. Nesse sentido, o estudo de geodésicas nulas ou nao nulas no espago-tempo de buracos
negros de Kerr se mostra de grande valor cientifico. E possivel obter as equagdes para estas
trajetérias usando a separabilidade da equacao de Hamilton-Jacobi e a constante de Carter. Em
que a equagao permite que, em certos sistemas dindmicos, as equagdes de movimento possam
ser separadas em equagdes mais simples que podem ser resolvidas independentemente e a

constante surge como consequéncia dessa separabilidade.

Analisando as geodésicas nulas na geometria de Kerr, podemos mostrar que existem
orbitas esféricas de fotons, e o estudo de tais 6rbitas é crucial para compreender a fenomenolo-
gia dos campos gravitacionais de Buracos negros rotativos. As érbitas fundamentais de foétons
definem a regido de onde a radiagao pode ser observada no infinito e influenciam a aparéncia
da sombra de um buraco negro. Foétons proximos a essas Orbitas podem ser espalhados em

grandes angulos, resultando em mdltiplas imagens desmagnificadas da esfera celeste (11).

5.2 Sombras de Buracos Negros

A sombra de um buraco negro é a regido escura vista por um observador em repouso
no infinito, onde a luz é capturada pelo buraco negro. Para calcula-la, consideramos os raios
de luz que vém de todas as diregbes e sdo capturados pelo horizonte de eventos do buraco
negro. A partir do estudo das 6rbitas esféricas de fétons presentes no espago-tempo de Buracos
Negros Rotativos, é possivel obter tais sombras (12). De fato, essas 6rbitas especiais possuem
a caracteristica de ter coordenada radial constante e o conjunto dessas érbitas determina a
aparéncia da sombra do buraco negro. Os resultados mostram que a sombra de um buraco
negro de Kerr com baixa rotagdo € aproximadamente circular. A figura abaixo ilustra estes

resultados para parametros de rotacao variados.
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Figura 5.2 — Geodésicas de foétons para diversos parametros de rotagédo
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Fonte: Retirado de (12)

Nessa imagem, observamos que a medida que o parametro de rotacdo do buraco negro
aumenta, a sombra se torna assimétrica, assemelhando-se ao formato de um “D” quando o

parametro de rotacdo a tende ao seu valor extremo igual a M, que é a massa do Buraco Negro.

5.3 Formas de Deteccao

Visto que um buraco negro aprisiona tudo que cruza o seu horizonte de eventos, observa-
lo claramente se constitui numa tarefa desafiadora, mas os cientistas desenvolveram métodos
engenhosos para identificar esses objetos cdésmicos. De fato, podemos encontrar formas de
detectar um buraco negro a partir da 6rbita de corpos proximos a este. Vamos estudar como

podemos realizar essa tarefa:

* Observacao de Oscilagdes e Variagdes no Brilho: Astrbnomos estudam estrelas ou outros
objetos que orbitam esses buracos negros. As oscilagdes e variagdes no brilho desses
corpos podem revelar a influéncia gravitacional do buraco negro. Essas observacoes
fornecem pistas sobre a presenca do buraco negro e ajudam a mapear sua localizagdo

no espaco (6).

» Desvio Espectral e Radiacdo Eletromagnética: O desvio para o vermelho (redshift) é outra
ferramenta valiosa. Quando uma estrela esta em érbita de um buraco negro, seu espectro

de luz pode mostrar um desvio para o vermelho caracteristico. Além disso, buracos negros
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ativos emitem radiacdo em raios-X e radiofrequéncia. Detectar essa radiagdo € uma

maneira eficaz de identificar a presenca desses objetos cosmicos (13).

» Simulagbes Computacionais e Modelagem: Além das observagbes diretas, os astréno-
mos usam simulacées computacionais para modelar o comportamento de objetos em
orbita de buracos negros. Essas simulagdes preveem padrdes de movimento e caracteris-
ticas observaveis (12). Combinando observacoes reais e modelagem, podemos mapear

a presenca e a localizacdo desses buracos negros no vasto cosmo.

Na figura abaixo temos 7 érbitas de estrelas proximas ao centro da Via Lactea, obtidas

a partir de observagdes do Telescopio Keck pertencente ao UCLA Galactic Center Group.

Figura 5.3 — Orbitas de estrelas ao redor de um objeto compacto central

" Keck/UCLA Galactic
Center Group

Fonte: Retirado de (8)

De acordo com tais érbitas e tendo em vista as formas de deteccdo abordadas acima,
podemos inferir que existe um Buraco negro no centro da nossa galaxia. Esse objeto esta
representado pela estrela amarela no centro da figura, e os circulos de mesma cor representam

pontos especificos da trajetéria de uma estrela.
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CONCLUSAO

As Estrelas Negras de Michel e os Buracos Negros sao conceitos fascinantes da astrofi-
sica, ambos relacionados a compreensao da gravidade. Enquanto as Estrelas Negras sao cor-
pos tedricos que nao colapsam completamente, evitando a formagao de uma singularidade, os
Buracos Negros sao caracterizados por poderem ter uma singularidade central e um horizonte
de eventos do qual nada pode escapar. Estrelas Negras estao previstas a partir da Gravita-
cao Newtoniana, enquanto que os Buracos Negros sdo solugcdes das equagdes de campo de
Einstein e refletem a complexidade do universo. As estrelas negras propdéem uma distribuicéo
de matéria por um volume finito, diferentemente dos Buracos negros, que acumulam toda sua
massa na sua singularidade, que possui densidade infinita. Tanto estes quanto aqueles séo co-
nhecidos por sua capacidade de capturar até mesmo a luz, tornando-os invisiveis e detectaveis

por seus efeitos gravitacionais em objetos vizinhos.

Neste trabalho foi dado énfase em compreender as caracteristicas intrinsecas ao mo-
vimento de particulas sob agdo do campo gravitacional de um buraco negro estatico e sem
carga elétrica ou magnética, também buscamos encontrar, com o uso do Calculo diferencial e
da gravitagao Newtoniana, as solugdes que descrevem as Estrelas Negras. Por fim analisamos
de maneira breve e qualitativa as caracteristicas inerentes a geometria de um Buraco Negro

rotativo e a forma de detectar tais corpos.

De fato, as solugdes para os Buracos Negros nos informam que a superficie r = 2GM/c2
é de fato um horizonte de eventos, ou seja, nada que acontece dentro desta superficie pode ser
percebido por observadores distantes (10). Entretanto, mesmo no exterior do horizonte o buraco
negro interage com particulas massivas e nao massivas e é a partir do estudo destes efeitos

gravitacionais causados ao redor do buraco negro que afirmamos sua existéncia (7).

Sendo assim, a partir das equacodes de Euler-Lagrange, vimos que um féton caindo em
um buraco negro em movimento radial tomard um tempo préprio finito para chegar a singu-
laridade r = 0. Entretanto, devido a dilatagdo do tempo, um observador distante dos efeitos

gravitacionais do buraco negro nunca verd tal particula adentrar no horizonte de eventos.

Os resultados também indicam que quando os fétons sdo emitidos para fora da atracao
gravitacional do Buraco Negro e radialmente préximo do horizonte de eventos, estes tomam
um tempo infinito para serem percebidos por observadores distantes. Ademais, neste tipo de

geometria, fétons sé admitem movimento circular em r = 3GM/c2 (9). Outrossim, o estudo
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abordado relacionado as geodésicas pode ser complementado analisando os demais tipos de
buracos negros, como 0s que rotacionam e também os que possuem carga elétrica ou magné-

tica, trazendo novos resultados que podem ser usados para comprovar a validade desta Teoria.
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