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RESUMO

Neste trabalho, estudaremos dois dos mais importantes teoremas da Analise no R", mais
precisamente, o Teorema da Aplicacdo Inversa e o Teorema da Funcao Implicita. Antes
de apresentarmos formalmente os teoremas, faremos uma introdugao com desenvolvimento
historico e também estudaremos definigoes, teoremas e lemas que nos ajudarao a entender
e mostrar os dois teoremas desejados. Apos isso, apresentaremos algumas aplicacoes destes

teoremas afim de ressaltarmos suas importancias.

Palavras-chaves: Teorema da Aplicacao Inversa, Funcao Implicita, Anélise no R".



ABSTRACT

In this work, we will study two of the most important theorems of Analysis in R", more
precisely, the Inverse Application Theorem and the Implicit Function Theorem. Before we
formally present the theorems, we will make an introduction with historical development
and we will also study definitions, theorems and lemmas that will help us to understand and
demonstrate the two desired theorems. After that, we will see some applications of these

theorems in order to highlight their importance.

Key Words: Inverse Application Theorem, Implicit Function Theorem, Analysis in R".
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Introducao

A Anélise Real (ou Anélise na reta) é um dos mais importantes ramos da matematica,
ela se dedica a estudar propriedades do conjunto dos ntimeros reais, como infimo e supremo,
sequéncias, funcoes de uma variavel, limites, derivadas, integrais e séries de funcoes. Seus
resultados sao de extrema importancia para a compreensao de conteidos relacionados a

Algebra, Geometria e Matematica Aplicada.

A Analise no R" é uma extensao da Anélise Real, ela estuda conceitos semelhantes aos da
Anélise real, mas agora extendido para o espaco de dimensao n, isto é, nogoes de conjuntos,
sequencias, funcoes de varias variaveis, derivadas parciais, superficies, integrais multiplas,
etc...

A Analise surgiu durante o desenvolvimento e rigor matemético do Célculo Diferencial
e Integral, que foi inventado no século XVII por Isaac Newton (1643-1727) e por Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), este ultimo desenvolveu alguns dos conceitos de derivada e
integral que sao ultilizados até os dias de hoje. Esse desenvolvimento continuou gracgas
a matemadticos como Leonhard Euler (1707-1783) e Jean-le-Rond d’Alembert (1717-1783).
No entanto, devido as necessidades da época, nao existia uma organizacao dos conceitos
matematicos (também chamado de “rigor matematico”), mas com o passar do tempo, sur-
giu a necessidade desta organizacao, a qual foi feita a partir do século XVIII por diversos
matemadticos, alguns deles sendo Joseph Louis Lagrange (1736-1813), Bernhard Bolzano
(1781-1848), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) e Karl
Weierstrass (1815-1897). Podemos dizer que a Andlise Real e a Andlise no R" surgiram
gracas a estes matematicos, os quais possuem resultados que serao ultilizados neste tra-
balho. Para mais informagoes sobre o desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral,

recomendamos as referéncias [3] e [I].

Dentre os diversos resultados importantes que compoem a Anélise no R", temos o Te-
orema da Aplicacao Inversa e o Teorema da Funcao Implicita, os quais sdo os objetos de
estudo deste trabalho.

O Teorema da Aplicagao Inversa no espago R"™ é uma generalizagao desde mesmo re-
sultado em R, este teorema afirma que se uma funcao f : I — J, entre intervalos de
R, é diferenciavel e bijetora, entdo ela é um difeomorfismo se, e somente se, f(z) # 0

para todo z € I. Ja em R", o teorema diz que dada uma funcao f : U — R" de classe
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C* e diferencigvel, definida em um conjunto U C R™ aberto, se em um ponto a € U,
f'(a) : R — R"™ é um isomorfismo, entao localmente f é uma bijegao diferencidvel com

inversa f~! diferencigvel.

Ja o Teorema da Funcao Implicita estabelece condigoes que permitem encontrar solucoes
de equagdes do tipo f(z,y) = ¢, e também permite definir y em fun¢ao de z ou x em fungao
de y, e obter a derivada da funcao implicita em fungao das derivadas da funcao dada f(z,y).
O Teorema da Funcao Implicita afirma que, dada uma funcao f : R™™ — R" de classe
C*, ¢ o conjunto de pontos (z,y) € R™™ tais que f(z,y) = ¢, se uma restricao de f’ é um
isomorfismo, entao existem abertos na vizinhanga de um ponto (zo, yo) tal que f(xg,yo) = ¢,
tais que existe uma aplicacao ¢ € R" em fungao de x ou em fungao de y tal que suas derivadas
sao obtidas por meio das derivadas de f e seu grafico é obtido através do conjunto de nivel

c de f.

O Teorema da Aplicacao Inversa e o Teorema da Funcao Implicita possuem algumas
aplicagoes, eles podem ser usados no estudo de sistemas dinamicos, estudo de curvas e
superficies diferencidveis e implicitas, resolugoes de Equacoes Diferenciais Parciais, etc...
O que demonstra a importancia e relevancia destes resultados. Portanto, o objetivo deste
trabalho sera enunciar e demonstrar os Teoremas da Aplicagao Inversa e da Funcao Implicita,
para isso, serao desenvolvidas as defini¢oes preliminares necessarias para compreensao e

demonstracao destes teoremas, que serao feitas em dois capitulos.

Este trabalho esta dividido da seguinte forma: No primeiro capitulo, serao abordados
as primeiras definicoes sobre o espago R", sequéncias, nocoes de conjuntos, e conceitos
envolvendo aplicagoes, como continuidade e limites. No segundo capitulo, serao abordados
as definigoes de diferenciabilidade em R". Finalmente, no terceiro capitulo, serao enunciados
e demonstrados os dois teoremas desejados e serao abordados algumas aplicacoes destes
teoremas. ApOs o terceiro capitulo, hd um apéndice, que trata de algumas defini¢oes de

Algebra Linear ultilizadas neste trabalho.

Para a elaboragao deste trabalho, foram ultilizados [4], [5], [6] e [9] como principais

referéncias, e [7], [2], [10] e [8] como referéncias complementares.
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Capitulo 1
Definicoes Preliminares

Neste primeiro capitulo, estudaremos os principais resultados referentes ao espaco R".
Faremos um breve resumo da topologia do R", passando pelas definicoes de sequéncias,

continuidade de aplicagoes, homeomorfismo e limites.

1.1 O Espaco R"

Nesta primeira secao, construiremos o espaco R" e veremos suas primeiras propriedades.

Introducao

Seja n um numero natural. O espaco euclidiano n-dimensional é o produto cartesiano

de n fatores iguais a R, onde R é o conjunto dos ntimeros reais, logo
R"=RxRx---xR.
Cada ponto de R" é uma lista de n coordenadas de termos reais, representados na forma

x = (x1, - ,x,) onde 1, -+, x, s40 nimeros reais.

Os elementos de R" serao chamados de pontos ou de vetores.

Definigao 1.1. Sejam © = (x1, -+ ,x,) ey = (y1, -+ ,Yn) pontos de R" e a um nimero

real, a soma x 4+ y e o produto o - T sao, respectivamente
x+y:(:v1+y1,--- ,$n—|—yn) e o-r= (04‘351,"' ,Oé'xn).

A definicao de soma e produto nos permite concluir que R" é um espaco vetorial, entao,
para os pontos x,y,z € R" e os nimeros «, f € R, valem as seguintes propriedades:
Comutatividade: x+y=y+x e ar = zxaq;

Associatividade: x+ (y+2) = (x+y)+ 2z e ao(fzx) = (af)x;

Elemento Neutro: x +0=x ¢ x-1=ux;

12



Simétrico: x + (—x) = 0;
Distributiva: (o + f)x = ax + Pz e oz +y) = axr + ay.

Chamamos de base canonica do R"™ o conjunto dos vetores
€1 = (1,07 7O),@Q = (0,17 70)7... ,En = (0’07 7]_)

que possuem uma unica coordenada nao nula, igual a 1. Isso significa que qualquer vetor

x = (21,29, -+ ,x,) pode ser escrito como

n
rT=x1 €1+ T e+ -+ T, €, isto é, x = E zTieq.
i=1

Produto Interno

Definicao 1.2. Chamamos de produto interno do espaco euclidiano R™ a func¢ao bilinear

() :R" x R*™ = R, que faz corresponder a cada par de vetores (x,y) € R™ o nimero real
(Ty) =1 1+ + T Y-

Para z,y,z € R" e a € R, resulta da definicao anterior, as seguintes propriedades:
D) (z,y) = (y, @);
D) (@, y +2) = (z,y) + (z,2);
L) (- z,y) = o (z,y) = (z,a - y);
IV) (z,z) >0 e (z,2) =0z =0.

Defini¢ao 1.3. Dados z,y € R", se (z,y) = 0 entao os vetores x e y sao chamados

ortogonais, representados pela notacao: x1ly.

Pela defini¢ao anterior, observamos que o vetor 0 = (0,...,0) é ortogonal a todos os

vetores de R". Também o vetor e; é ortogonal ao vetor e; se i # j.

@y

Exemplo 1.1. Dado o vetor x € R" nao-nulo, para y € R", o vetor z = y — (7.7)
x,x

ortogonal a x. De fato, note que pela expressao de z que

(0.2) = (g — TY gy gy - AT0
(2, )
Norma

Definicao 1.4. Chamamos de norma euclidiana em R", a func¢do |.| : R® — R, que associa

cada x € R™ o numero

o) = Va2 + -+ 22 = (x, 2).
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A norma euclidiana é o resultado da férmula do comprimento de um vetor no plano em

coordenadas cartesianas, ou seja, |z| é o comprimento de x. Dessa forma,

o =yl = V(@1 =) + -+ (20— yn)?

é o comprimento do segmento de reta de extremidades x = (21, ,x,) e ¥y = (Y1, , Yn),

em outras palavras, é a distancia entre os pontos x e y.

Quando |z| = 1, dizemos que x é um vetor unitdrio.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer x,y € R", tem-se [{(x,y)| <
|z| - ly|. Vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y € um maltiplo escalar do

outro.

Demonstracao. Para x = 0 o resultado é trivial. Entao seja x # 0. Pelo Exemplo 1.1, para

y € R", o vetor z =y — éx, yi -x é ortogonal a x. Isolando y e fazendo a = éa:, y;’ temos
T, x xT,x
y =z 4+ «a-x. Segue dai que
Y =(z+a -z, z+a-z)=z[*+a* 2]
2 2
2 2 <Q’I7y> 2 <ZE,y>
y|” = o - Ja|" = 5 el = =3
(z,2) |z
2 S <x,y>2 2 >
o 2 S e o 2 (o)
Portanto, |z| - |y| > [{z,y)|, valendo a igualdade se z = 0, isto é, y = a - x. O

Para z,y,€ R" e a € R, resulta da definicao que a norma euclidiana tem as seguintes

propriedades:

D) |z|=0< x=0;
1) |z| > 0;

II) for -z = |af - [x;

IV) |z +y| < |z| + |y| (Desigualdade Triangular).
As propriedades 1), II) e III) resultam diretamente da defini¢do, a propriedade 1V),

referindo-se a nimeros nao-negativos, é demonstrada observando que
v +yl* = (2 +y,2+y) = |2 + 20z, y) + [yl* < 2 + 202(ly| + [yI* = (=] + |y])*.

Entdo |z +y|? < (Jz|+|y|)* e portanto, |z +y| < |z|+|y|. Isso ocorre em virtude do Teorema
LT que afirma que (z,5) < |o] - sl

Observacgao 1.1. Qualquer funcdo |.| : R" x R™ — R que tem as propriedades 1), 1I), 111)

e IV) é chamada de norma.
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A norma euclidiana é uma forma de representacao de uma norma no espaco R" e serd a
principal forma ultilizada neste trabalho. No entanto, existem outras normas em R", como

a norma do maximo e a norma da soma, cujas respectivas expressoes sao:
|y = max{[ze], -+ fanl} e [zlg = [oa| 4o+ ]

Ambas cumprem as quatro propriedades acima, e portanto sao normas em R". Quando

necessario, essas normas serao ultilizadas neste trabalho.

1.2 Bolas e Conjuntos Limitados

Nesta segao, apresentaremos as definicoes de bolas abertas e fechadas e a definigao de

conjuntos limitados.

Definicao 1.5. Sejam a € R" e um niumero real v > 0. Chamamos de bola aberta de centro
a e raio r, o conjunto dos pontos de R" cuja distancia destes ao centro a € menor que o

Tal0 T, 0U Seja,
B(a;r) ={x € R"; |z —a| <r}.

Definicao 1.6. Sejam a € R™ e um numero real r > 0. Chamamos de bola fechada de
centro a e raio r, o conjunto dos pontos de R" cuja distancia destes ao centro a € menor

ou igual ao raio r, ou seja,
Bla;r] ={z € R"; |x —a| <r}.

Definicao 1.7. Sejam a € R" e um numero real r > 0. Chamamos de esfera de centro a e
raio T, o conjunto dos pontos de R"™ cuja distancia destes ao centro a € igual ao raio r, ou

seja,
Sla;r] ={z € R"; |x —a| =r}.

Pelas definigdes acima, observa-se que Bla,r] = B(a,r) U S[a,r].

A bola fechada B[0; 1] de centro na origem e raio 1 é também chamada disco unitdrio de
R"™. O conjunto dos vetores unitarios de R" é chamado esfera unitdria de dimensao n — 1,
isto é,

St ={reR"; |z| = 1}.

Definigao 1.8. Um conjunto X C R" ¢é dito limitado se estd contido em alguma bola, isto

é, quando dado r > 0, tem-se |z| < r, para todo z € X.

Definicao 1.9. Seja X C R" um conjunto limitado. O diametro de X é o niumero
diam.X = sup{|r — y|;z,y € X}.

Segue imediatamente dessa defini¢do que se diam.X =d e x € X, entdao X C Blz;d).
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1.3 Sequéncias

Nesta secao, apresentaremos as definicoes de sequéncias de pontos em R" e também

algumas propriedades, exemplos e estudaremos o conceito de limite de sequéncia.

Definigao 1.10 (Sequéncia). Uma sequéncia em R"™ é uma fungao x : N — R"™ que associa
a cada natural k um ponto x; € R™. Uma sequéncia em R"™ € representada por (xy)ren ou

simplismente por (zy).

Para cada? = 1,--- ,n, z%, é a i-nésima coordenada de z;. Como cada termo de uma
sequéncia possui suas coordenadas, entao uma sequéncia em R" é um lista de n sequéncias

de nuimeros reais.

Definicao 1.11. Uma subsequéncia de (xp) em R"™ € a restrigio dessa sequéncia a um
subconjunto infinito N' = {k; < kg < --- < k; <---} CN, denotada por (zx,, -+ ,Tg,, ")

ou (xkj )jen-

Definicao 1.12. Uma sequéncia é limitada quando existe uma bola que contenha todos os

seus pontos. Isto é, existe r > 0, tal que |zy| < r para todo termo xy de (xy).

Resulta imediatamente da definigdo que se uma sequéncia (zy) é limitada, entao para
todo 7 = 1,--- ,n, as n sequéncias de termos reais também sao limitadas, a reciproca é

verdadeira.

Definicao 1.13 (Limite de Sequéncia). Um ponto a € R™ ¢é chamado limite de uma
sequéncia (zx) quando para todo € > 0, existe um ko € N tal que, k > ko = |z, —a| <€ e

escreve-se lim x, = a. Em simbolos,
k—o00

limz,=a<Ve>0,Tk €N, k>ky= |, —a| <e

k—o00

Dizer que lim x; = a ¢ o limite de uma sequéncia significa dizer que qualquer bola
k—o0

aberta de centro a e raio € contém todos os termos x, da sequéncia, exceto possivelmente

para um numero finito de indices k < kg, onde kg é escolhido em funcao de e.

Para simplicidade de notacao, sera ultilizado a notagao lim x; em vez de lim xy.
k—o00

Resulta dessa definicao que
lime, =a < |z, —a| <es |(xp —a) — 0] < e < lim(xy —a) =0.
Dessa forma, lim x = a se, e somente se, lim(z; —a) = 0.

Definigao 1.14. Uma sequéncia (zy) € dita convergente quando existe limxy, = a. Caso

nao erxista lim xy, entao (xy) € dita divergente.

Resulta dessa definicao que k > kg = |z, — a|] < € pode ser escrito como k > kg = xy €

B(a;€). Assim, toda sequéncia convergente é limitada.
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Teorema 1.2. O limite de uma sequéncia em R" quando existe, € unico.

Demonstracao. Considere a sequéncia convergente (x;) em R". Sejam a,b € R" tais que
limz, = a e limz, = b e suponhamos que exista € > 0 tal que B(a;e) e B(b;€) sejam

disjuntos.

Como limz, = a, entao pela definicao de limite, existe kg € N tal que £ > ky =

|z — al < €, ou seja, xp € B(a;¢€), e entdo, xx ¢ B(b;€), o que é uma contradigao.

Entao a = b. O

Teorema 1.3. Se limx, = a, entdo toda subsequéncia de (xy) converge para a.

Demonstragao. Dada a sequéncia (x) em R", seja a subsequéncia (zy, );en. Para qualquer
bola aberta B de centro em a, existe ky € N tal que todos os termos x, com k > kg, estao em

B, em particular, todos os termos xy,, com k; > kg, estao em B, portanto, limzy, = a. U
km ;

1
Exemplo 1.2. A sequéncia (x1,) em R? cujo termo geral é ), = (k—Jrl , Sen <7>) é

divergente. Por mais que a primeira coordenada convirja para zero, ao observar a sequnda

N 2k
coordenada, vemos que a Sequéncia de termos pares Togp = Sen - ) = sen (km) con-

(2k = 1)7r) _

T
sen <k7r — 5) converge para 1. No entanto, (x) é uma sequéncia limitada, pois para todo

zy, € R?, tem-se |z < V2.

verge para 0, enquanto que a sequéncia de termos impares Top_1 = sen(

Teorema 1.4. Seja uma sequéncia (x) em R", esta coverge para um ponto a = (aq,- - , ayp)
se, e somente se, para i = 1,--- ,n, as suas coordenadas xy, convergem para as respectivas

coordenadas a; do ponto a.

Demonstracao. Seja (z)) uma sequéncia em R", onde k € N. Adotando a norma do méximo,
para cada i = 1,--- ,n, temos |z, — a;| < |z — a|. Pela definicao de Imite, temos lim x), =
a = limzg, = a;.

Reciprocamente, se vale limzy, = a;, entao dado € > 0, para ¢ = 1,--- ,n, existem
ki,...,k, € N tais que k > k; = |x,, — a;| < e. Tomando ky = max{ky, ..., k,} e adotando a

norma do maximo, temos k > ky = |z, — a| < e. Portanto, lim z;, = a. O

Teorema 1.5 (Propriedades Operatérias). Sejam as sequéncias (zx) e (yx) em R" tais que
lim(zy) = a elim(yx) = b e a sequéncia (o) em R tal que lim(ay) = a, valem as sequintes
propriedades:

I) lim (z, + yx) = a + b;

II) lim(oy - zg) = - a;

IIT) im(xy, yr.) = (a,b);

IV) lim |zg| = |al.
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Demonstracao. 1) Esta propriedade é valida em R (veja [4], pagina 28), logo, para cada
i=1,---,n,vale lim (xy, + yi,) = a; +b; e pelo Teorema , obtemos lim (z) + yx) = a+b.

IT) Como em 1), esta propriedade é valida em R (veja [4], pagina 28), logo, para cada

i=1,--,n, vale lim(ay - zp,) = o - a; e pelo Teorema [1.4] obtemos lim(ay, - zx) = a - a.
IM0) im(wg, yp) = im(og, - yr, + -+ Tpy - Yp,) = a1 - by + -+ an - by = (a, b).
IV) lim |z3| = lim v/(zx, 21) = \/{(a,a) = |al. O

Teorema 1.6 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada em R"™ possui

subsequéncia convergente em R™.

Demonstracao. Seja (zy) uma sequéncia limitada em R™. As primeiras coordenadas de seus
termos formam uma sequéncia limitada (z, )reny de nimeros reais a qual pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass em R (veja [4], pagina 26), possui uma subsequéncia convergente,

entao existe um subconjunto infinito N; C N e um numero real a; tais que lim xy, =
keNy

a;. Novamente, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass em R, a sequéncia limitada (xy)gen,
possui uma subsequéncia convergente, entao existem um subconjunto infinito Ny C N; e um

numero real as tais que lim zy, = as.
keNy

Prosseguindo com este processo n-vezes, obtemos os conjuntos infinitos N D N; D Ny D
.-+ D N,, e os numeros reais ay, as, ..., a, tais que lim zy, = a;, para @ = 1,...,n. Fazendo
keN;

a = (ai,as, ..., a,), pelo Teorema , temos %16%1 Tr = a, 0 que prova o teorema. ]
7

Definicao 1.15 (Sequéncia de Cauchy). Seja (zy) uma sequéncia em R™. Esta é chamada
de sequéncia de Cauchy quando para todo € > 0, existe kg € N tal que k,r > ko = |xp—x,| <
€. Em limite, lim |z — z,| = 0.

Teorema 1.7. Toda sequéncia de Cauchy em R"™ € limitada.

Demonstracao. Seja (zx) uma sequéncia de Cauchy. Tomando a defini¢ao de limite e fazendo
e = 1, existe ky € N tal que k,r > kg = |r — x| < 1. Dai, percebe-se que para k > ko,
x € B(xg,; 1) e entao

{xl7'“ axka"'} g {wla"' 7$kofl}UB<xk‘0;1)-

Isto é, todos os termos da sequéncia (x) estdo dentro da unidao do conjunto dos termos z;,
com j < ko — 1, que possivelmente nao estao na bola B(xy,, 1) e do conjunto dos termos xy
que pertencem a bola. Portanto, (x;) é limitada, pois tomando r =max{|x1|, - , |Tk,—_1|, [Tk |+
1}, temos |zy| < 7, Vk € N. O

Toda sequéncia de Cauchy é limitada, mas nem toda sequéncia limitada é de Cauchy. A

sequéncia vista no Exemplo é limitada mas nao de Cauchy, pois nao existe lim |z — ,|.

Teorema 1.8 (Critério de Cauchy). Uma sequéncia converge se, e somente se, é Cauchy.
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Demonstragao. Seja (x)) uma sequéncia de Cauchy em R", pela proposigao anterior, (zy)

¢ limitada e pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, possui uma subsequéncia convergente

(xy)renv. Tomando a € R™ tal que limz, = a, temos lirlg |z, —a] = 0 e, pela definigao de
relN/

sequéncia de Cauchy, . gmN |z, — x| = 0. Pela desigualdade triangular, obtemos
eNyreN’

|z, — al < |zg — x| + |2, — al
dessa forma, lim |z — a| = 0, entao limz, = a e (z) é convergente.

Reciprocamente, seja (xy) convergente em R", com lim z;, = a, observando que
2 — 2] < Jzx — ol + |2 — al,

segue que lim |z — z,,| = 0 e portanto, (zx) é de Cauchy. O]

1.4 Ponto de Acumulacao

Nesta secao, estudaremos a nocao de ponto de acumulacao, conceito fundamental para

o estudo de limites mais adiante.

Definicao 1.16. Um ponto a € R" € chamado de ponto de acumulagcao de um conjunto

X C R" quando cada bola de centro a contém algum ponto de X diferente de a.

Um ponto de acumulacao de X pode pertencer a X ou nao. Se a nao é um ponto
de acumulacao de X, este é chamado ponto isolado de X. Isto é, existe r > 0 tal que
B(a,r)NX = {a} ou B(a,r)NX = 0. Se todos os pontos de um conjunto sao isolados, este

¢é chamado conjunto discreto.

Definigao 1.17. O conjunto dos pontos de acumulac¢ao de X € chamado de conjunto deri-

vado de X e € representado por X'.

Teorema 1.9. Sejam a € R" e X C R", as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) a é um ponto de acumulagao de X .
b) a é o limite de uma sequéncia de pontos x € X — {a}.

¢) Toda bola de centro a contém uma infinidade de pontos de X .

Demonstrag¢ao. Supondo a) verdadeiro, para todo k& € N, tem um ponto x; € X tal que
1
0<|zr—al < T donde zp # a e limxy = a. Entao a) = b).

Supondo b) verdadeiro, para qualquer kg € N o conjunto zx; k > k¢ ¢ infinito, entao b)
= ¢). Finalmente, ¢ trivial que c) = a). O
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1.5 Continuidade

Nesta secao, apresentaremos uma das mais importantes definigoes em R", a continuidade
de aplicacoes, serao vistos: definicao, propriedades, exemplos e resultados.

Seja uma aplicagao f: X C R™ — R", que associa a cada ponto x = (z1,--- ,x,) € X
sua imagem f(z) = (fi(x), -, fu(x)). As fungdes fi(z), -+, fu(z) sdo chamadas fung¢des-
coordenada de f(x).

Definigao 1.18 (Continuidade). Uma aplicagio f : X C R™ — Y C R" € continua no
ponto a € X quando, dado € > 0, obtém-se § > 0 tal que

reX, |[r—al<d=|f(z)— fla)| <e

A aplicacao f é dita continua quando é continua em todos os pontos de X.

A defini¢ao acima significa que se f(z) é continua no ponto a, entdo podemos tomar
f(z) tao préoximo de f(a) quanto desejamos, desde que x seja suficientemente préximo de
a. De forma simples, a é um ponto fixo e x se aproxima dele, entdo f(z) se aproxima de
f(a).

Na notagao de bolas, a definicao acima é equivalente a
r € B(a;0)NX = f(x)€ B(f(a);e)NY

o que implica f(B(a;0) N X) C B(f(a);e) NY. De modo simples, f(B(a;d)) C B(f(a);e).
Da definigao acima, observa-se que se f: X C R™ — R" é continua, entao para Y C X

a restricao f|Y também é continua.

Exemplo 1.3. Vamos mostrar que as formas bilineares s,p : R* — R definidas por s(x,y) =
x4y ep(x,y) = x-y sao continuas, ou seja, mostraremos que a soma e o produto de nimeros

reais sao funcgoes continuas.
Adotando a norma do mdzimo em R?, para (a,b) € R?, temos (x,y) € B((a,b);d) se, e
somente se, |t —al < e|y—b] <.
Continuidade da soma: dado € > 0, seja § = %’ se lx —al < % ely—b < % (isto €,
(x,y) € B((a,b);0)), entdo
€

2

€
|s(z,y) = s(ab) =l +y—(a+ b=z —a)+(y-d)| < |z —a+]y-bf<5+5=e

Portanto, s(x,y) € continua.

Continuidade do produto: dado € > 0, temos zy —ab= (x —a)-(y—b)+ (x —a)-b+

(y — b), entdo tomando i \f c ¢
a - — 5 entao tomanao menor gque os numeros -, e
y 1 33 -(la|+1) "3 (o[ + 1)

que se | —a|l < d ely —b| <9 (isto € (x,y) € B((a,b);d)), entao

VEMOS
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€ € €
p(,9) = p(a,b)| = oy — abl < &= al [y = bl + o — al - |} + Jal - ]y = b] < S+ £ + 5 =

Portanto, p(x,y) € continua.

Exemplo 1.4. A norma, da Definicao[I.4, é uma funcao continua. De fato, seja a fungao
l.| : R® = R com a correspondéncia x — |x|. Tomando f(x) = |z|, para a € R" tem-se
|f(z) = f(a)] = ||z| — |a|| < |z — a|]. Logo, dado € > 0, fazendo § = € tem-se |x —a|] < § =
|f(z) — f(a)| <€, e portanto, f € continua.

O proximo teorema afirma que a composta de duas aplicacoes continuas é também

continua.

Teorema 1.10 (Composta de Aplicagoes). Sejam X C R™, Y C R", f: X — R" com
f(X)CY eg:Y = RP. Se f é continua no ponto a € X e g é continua no ponto f(a),

entdo go f : X — RP € continua no ponto a.

Demonstracao. Dado € > 0, aplicando a definicao de continuidade para g, existe A > 0 tal

que para y € Y, tem-se

ly — fla)| < A= 1g(y) — g(f(a)] <e

Agora, aplicando a definicao em f, obtemos para A > 0 a existéncia de um o > 0 tal que,

para x € X, temos
lr —al <d=|f(z)— fla)| <A\
Assim,

[z —al <d=|f(z) = fla)] <A =g(f(x)) —g(f(a))] <e
Portanto, go f : U — R? é continua no ponto a. O

Teorema 1.11. A aplicacio f : X C R™ — R" € continua em a se, e somente se, para

toda sequéncia de pontos (xy) C X com limzy, = a, se tem lim f(x) = f(a).

Demonstracao. Seja f: X C R™ — R" continua no ponto a. Dada a sequéncia de pontos
(xr) C X com limzy = a, para todo € > 0 existe § > 0 tal que f(B(a;d)) C B(f(a);e).
Correspondente a 0, existe ky € N tal que k > kg = x € B(a;0), assim k > kg = f(zx) €
B(f(a);€) e entao, lim f(zx) = f(a).

Reciprocamente, suponhamos por contradigdo que limzy, = a = lim f(zx) = f(a) mas

f nao seja continua em a. Entao existe ¢y > 0 tal que, para cada k € N, obtemos z;, € X

com
1
o —al < 1 e |f(@) ~ )] 2
Entao temos lim 2, = a, mas lim f(z;) # f(a), o que gera uma contradigao. O
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Teorema 1.12. A aplicagao f : X C R™ — R" € continua em um ponto a € X se, e

somente se, suas fungoes-coordenadas fi,---, f, : X — R sao continuas neste ponto.

Demonstragao. Suponhamos que f é continua em a e seja uma sequéncia (xy) em R" tal
que limzy = a, pelo Teorema [1.11} temos lim f(x;) = f(a), e pelo Teorema (1.4 temos
lim fj(zx) = fi(a), como o Teorema é vélido em R (veja [4], pagina 77), para i =

1,--- ,n, as fungoes-coordenada fi,--- , f, sdao continuas em a.

Reciprocamente, suponhamos fi,---, f, continuas em a. Sabemos que para cada 1 =
1,--,n, vale lim f;(z;) = f(a), entdo pelo Teorema [L.4] vale lim f(z;) = f(a) e pelo
Teorema [1.11], f é continua em a. O

Teorema 1.13 (Propriedades Operatérias). Sejam o conjunto X C R™, as aplicagies
continuas f,g : X — R" e a aplicagao continua o : X — R. Sao continuas as sequintes
aplicagoes:

I) f4+g: X — R" definida por (f + ¢
II) a- f: X = R" definida por (a- f) :
1) (f,9) : X = R definida por (f, g)(z) = (f(z), 9(z)
IV) |f|: X — R definida por | f|(z) = [f(z)].

Demonstracao. Basta aplicar o Teorema [1.11| e ultilizar as propriedades operatoérias de li-

mites de sequeéncias do Teorema [1.5] O

Definicao 1.19 (Continuidade em relagao a uma variavel). Uma aplicagio f : X C
R™ — Y C R" diz-se continua em relagdo a varidvel z; (1 < i < m) quando, para cada

(@1, ,Q;-1,0i41, "+ ,ap) fitado, a aplicacdo parcial t — f(ay, -+ ,a;_1,t,a;41, "+ ,Qm) €

continua.

Toda aplicacao continua f : X C R™ — Y C R" é continua em relagao a cada uma de
suas variaveis, pois suas aplicacoes parciais sao compostas de f com uma aplicacao continua
do tipo t — f(ay, -+ ,a;_1,t,a;41,*+ ,a,). No entanto, uma aplicagdo continua em relagao
a cada uma de suas variaveis nao implica que ela seja continua. O Exemplo abaixo mostrara
isso.

T se (x,y) # (0,0)
Exemplo 1.5. Seja a fungio f : R? — R definida por f(z,y) = { 22 +y*’ Y 7

0, se(z,y) = (0,0).

A fungdo f € continua separadamente em rela¢do a x e ay, pois f(a,y) = ER (para
xb
a#0)e f(0,y) =0, enquanto f(z,b) = R (para b # 0) e f(z,0) = 0. Mas f €

descontinua na origem (0,0). De fato, seja g : R — R? definida por g(t) = (at,at) entdo

(at)(at) ~ (at)* 1
(at)2 + ((lt)2 - 2((1t)2 - 5; para todo t 7é 0’

(fog)(t) =

e (fog)(0)=0. Como g € evidentemente continua, entio f é descontinua na origem.
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1.6 Continuidade Uniforme e Homeomorfismo

Nesta secao, estudaremos conceitos de continuidade uniforme e homeomorfismo, tais
como defini¢oes, propriedades e exemplos.

Definicao 1.20 (Continuidade Uniforme). Uma aplicacio f : X C R™ — R" € dita

uniformemente continua quando, dado € > 0, obtém-se 0 > 0 tal que

2 -yl <d=1[f(z) = fly)l <& VryeX.

Teorema 1.14. A aplicacio f : X C R™ — R" ¢ uniformemente continua se, e somente

se, para as sequéncias T,y € X tais que im |z, — ygx| = 0, se tem lim | f(zx) — f(yx)| = 0.

Demonstragao. Sejam f uniformemente continua e as sequéncias () e (yx) com lim |z —
yr| = 0. Assim, para ¢ > 0 dado, existe 6 > 0 tal que para z,y € X se tem |z —y| < d =

|f(x) = f(y)] <e
Além disso, existe ky € N tal que k > ko = |z — yx| < 6, assim k > ko = |f(xg) —
f(yx)] < € e entdo, im | f(xx) — f(yx)| = 0.

Reciprocamente, suponhamos por contradigao que lim | f(zx) — f(yx)| = 0 mas f nao seja

uniformemente continua. Entao existe ¢y > 0 tal que, para todo k£ € N, temos zp,yr € X

1
com |7y — yi| < 7 e |f(zr) — f(ye)| > eo.

Entao, temos lim |z —yx| = 0, mas lim | f(x) — f(yx)| # 0, 0 que é uma contradi¢ao. [

Resulta da defini¢ao de continuidade uniforme que toda aplicacao uniformemente continua
¢é continua, mas nem toda aplicacao continua é uniformemente continua. A funcao produto
do Exemplo[1.3]é continua mas nao uniformente continua, pois naquele caso, d nao dependia

apenas de €, mas também do ponto (a,b).

Definigao 1.21 (Aplicagao Lipschitziana). Uma aplicagao f : X C R™ — R" € chamada

Lipschitziana quando existe ¢ > 0 (chamado constante de Lipschitz) tal que
[f(z) = f) < cle—yl, VoyeX.
Teorema 1.15. Toda aplicacao Lipschitziana € uniformemente continua.
Demonstracao. Dado € > 0, basta tomar § = Z e pela definicao anterior, temos
ryeX e lr—yl<d=|r—yl <§:>|f(x)—f(y)| <clr—y|<cd<e.
[

Quando ¢ = 1, a aplicacao Lipschitziana é chamada de contracao fraca, se 0 < c¢ < 1, ¢

chamada de contracao e se ¢ > 1, é chamada de dilatacao.
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Exemplo 1.6. A soma de vetores em R"™ € uma contracgao fraca.

De fato, seja a forma bilinear s : R" x R"™ — R" definida por s(z,y) = x +y. Conside-

rando a norma da soma em R"™ x R", temos pela desigualdade triangular,

|s(z,y) = s(a,0)| = |(x+y) — (a+0)| = |[(z—a) + (y=b)| < |z —a[+|y—b] = [(x,y) — (a,b)|.
Exemplo 1.7. Sao contragoes fracas as projecoes m; : R" — R definidas por m;(x) = x;,
onde x = (x1, -+ ,xy).

Com cfeito, tem-se |mi(x) — m(y)] = |v: — il < o — yl.
Teorema 1.16. Uma aplicacao € uniformemente continua se, e somente se, suas coorde-

nadas o $ao.

Demonstracao. Analoga a prova do Teorema [1.12 O

Teorema 1.17. A composta de duas aplicacoes uniformemente continuas € uniformemente

continua.

Demonstracao. Analoga a prova do Teorema [1.10 O

Definigao 1.22 (Homeormofismo). Um homeormofismo de um conjunto X C R™ sobre um
conjunto Y C R™ € uma bijecio continua f : X — Y cuja inversa f~':Y — X € também

continua.

Resulta da definicao que a composta de dois homeomorfismos é um homeomorfismo, e

a inversa de um homeomorfismo é um homeomorfismo.

Exemplo 1.8. Seja uma aplicagio f : X C R™ — R", seu grdfico é o conjunto G =
{(z, f(x));x € X} CR™ xR". Se f é continua, entdo seu grdfico G é homeomorfo ao seu

dominio X.

Com efeito, a aplica¢io continua ¢ : X — G dada por p(z) = (z, f(z)) € um home-
omorfismo cugjo inverso (x, f(x)) — x € a restricio de G da proje¢ao de R™ x R"™ sobre
R™.

Exemplo 1.9. A bola aberta B = B(0;1) C R™ é homeomorfa ao espaco R".
T

— ¢
1+ |z

sao continuas e tem-se f(g(y)) =y e g(f(z)) = x para quaisquer z € R" e

De fato, as aplicagées f : R" — B e g : B — R" definidas por f(x) =

Y
9\y) =
W =1
y € B. Entio g = f .

1.7 Limites

Nesta secao, estudaremos outro conceito importante do espago R"™, o de limite de
aplicagoes. E Estudaremos a defini¢cao, algumas propriedades, resultados e apresentaremos

alguns exemplos.

24



Definigao 1.23 (Limite de Aplicagdo). Sejam a aplicagio f: X C R™ — R" ea € R" um
ponto de acumulagio de X (ou seja, a € X'). Dizemos que b € R™ € o limite de f(x) quando
x tende para a quando para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que x € X e 0 < |z —a| < §

implicam | f(z) — b| < € e escreve-se lim f(x) = b. Em simbolos,
T—ra

lim f(z) =beVe>0, 36>0,2eX el<|z—al<d=|f(z)—b <e.

r—a

Dizer que lim f(x) = b significa dizer que pode se tomar f(z) suficientemente préximo de
r—a
b desde que se tome x suficientemente préximo (mas diferente) de a. A restrigdo 0 < |x — a

significa que = # a, entao no limite x nao assume o valor de a.

O ponto a pode ou nao pertencer ao conjunto X, se sim, entao f : X C R™ — R" é
continua em a se, e somente se, lim f(z) = f(a). Como em limite de sequéncias, o limite
T—a

de uma aplicacao quando existe, é tinico.

Exemplo 1.10. Sejam a fungdo f : X C R* — R definida por f(x,y) = x, e um ponto
(a,b) € X. Entao lim f(z,y) = a.

(z,y)—(a,b)
De fato, adotando em R* a norma do mdzimo, temos que (z,y) € B((a,b);8) se, e
somente se, dado € > 0, existe d > 0 tal que |[x—a| < § e |y—0b| < §, e pela definicdo de limite,

vem |f(z,y) — f(a,b)| = |z — a|] <€, e portanto, vale lim f(z,y)= lim z=a.
(z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)

Exemplo 1.11. A funcdo constante tem limite igual a prdopria constante.

Com efeito, seja f : X C R" — R definida por f(x) = ¢ (onde ¢ € R) ea € X.
Pela defini¢ao de limite, existe € > 0 tal que, para 6 > 0 e x € X tem-se |x —a| < § =
|f(z) — f(a)] = |c — ¢| <€, e portanto, vale lim f(z) = lim ¢ = c.

rT—ra Tr—a

Teorema 1.18. Sejam X C R™ e a € X'. Se as funcoes-coordenadas de f : X — R"

540 f1,.... fn X — R, entao tem-se lim f(z) = b se, e somente se lim f;(x) = b;, para

r—a Tr—a
1=1,...,n.
Demonstragao. Se lim f(x) = b entdo para cada i = 1,--- ,n, tem-se lim f;(x) = b;, pois
Tr—a r—ra
|fi(x) = bi] < |f(x) =Dl
Reciprocamente, se vale lim f;(x) = b; para todo i = 1,--- ,n, entdo vale lim f(x) = b,
T—a T—ra
pois | /(x) — 1] < 3 |fi(x) — b, 0
i=1

Teorema 1.19. Sejam X CR™, a € X' e f: X = R". Tem-se lim f(x) = b se, e somente
r—a

se, para toda sequéncia de pontos (vx) C X — {a} com limxy = b, se tem lim f(zx) = b.
r—a

Demonstragao. Suponhamos que lim f(z) = b e que exista uma sequéncia (zx) C X — {a}
Tr—a

com lim z; = a.
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Dado € > 0, existe § > O tal que z € X, 0 < |z —a|] < d = |f(z)—b| < e. Existe também
ko € N tal que k > ky = 0 < |z, — a| < . Como consequéncia, k > ky = |f(zx) — b < e,
logo, vale lim f(zx) = b.
r—ra
Reciprocamente, suponhamos que exista uma sequéncia (zy) C X —{a} com lim z = a,

e isso implique chlir(ll f(zx) = b, mas que nao se tenha il_r)rclb f(z) = b. Entao existe ¢y > 0 tal

1
que, para todo k € N, tenhamos (z;) C X tal que 0 < |z, —a| < T com |f(xg) — b > eo.
Entao teriamos (z) C X — {a} com limz, = a, mas lim f(x;) # b, 0 que gera uma
r—a

contradicao. O

Teorema 1.20 (Limite de composta). Sejam X CR™, Y CR", ae X', beY', f: X =Y
uma fung¢ao tal que lim f(z) =b e g:Y — RP continua em b, entdo lim g(f(x)) = g(b).
Tr—a r—a

Demonstracao. Dado € > 0, aplicando a definicao de continuidade em g, existe A > 0 tal

que para y = f(z) € Y, tem-se

[f(x) = bl < A= [g(f(x)) —g(b)] <e

Agora, como lim f(x) = b, aplicando a defini¢ao de limite em f, obtemos que, para A > 0
Tr—a

existe 6 > 0 tal que, para x € X, temos
lr —al <0 =|f(x) —b] <A
Assim,
[z —a <0 = [f(x) =] <A=[g(f(x)) = g(b)] <&

Portanto, vale lim g(f(z)) = g(b). O

Tr—a

Teorema 1.21 (Propriedades Operatérias). Sejam X C R™, f,g: X - R", a: X - R

e xg € X'. Se existem lim f(z) = a, lim g(z) = b e lim a(z) = «p. Entdo valem as
T—rT0 T—T0 T—T0

sequintes propriedades:

D) lim (f(z) +9(x) = a+
1) lim (a(2) - f(2)) = aq - a;
1) lim (f(2),9(x)) = (ab);
1V) T |£(2)| = ol

Demonstracao. 1) Considere a soma de vetores s : R" xR" — R" definida por s(z,y) = z+v.
Pelo Exemplo[1.6] s ¢ uma aplicagao continua. Observando que f(z)+ g(z) = s(f(z), g(x)),
pelo Teorema [1.20] temos lim[f(x) + g(z)] = lim f(z) + lim g(x) = a + b.

r—a r—a T—a

As demonstragoes de II), III) e IV) sdo andlogas ao item I). O

Teorema 1.22. Sejam X CR™, a € X', a: X — R tal que lima(x) =0¢e f: X - R"

T—a
uma fungao limitada. Entao lim|a(x) - f(z)] = 0.
Tr—a
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Demonstracao. Se f(x) é limitada, entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que, |f(z)]| < ¢,
Ve € X.

Se lim a(x) = 0, entao existe € > 0 tal que, para § > 0 tem-se |x —a| < § = |a(z)] < £
c

r—a

Entao, temos |z —a| < § = |a(x) - f(z)| < S
c

Portanto, lim[a(x) - f(z)] = 0. O
T—a
Exemplo 1.12. Seja f : R2—{0} — R definida por f(z,y) Y putio tm flry)
Xem . . oeja . — ejiniaa por Z, = ——7. nltao 11m Z, =
P g P Y=oy (2)—=(0,0) Y
0.
Ty : Ty
De fato, t ) = - 1 =0, rest 7
e fato, temos f(x,y) 2t T e como (a:,y)lg%o,o)x resta provar que 21

limitada. Basta observar que

ry y
P4y 2l Jal g

= cos(0) - sen(0),

onde 0 € o angulo que o vetor z = (x,y) forma com o eizo das abcissas. Concluimos que
Ty
x? + 9?2

Portanto, pelo Teorema |1.22 lim  f(z,y) =0.
(z,9)—(0,0)

<1

Teorema 1.23. Sejam X CR", a € X' e f : X — R tal que existe lim f(z). Se lim f(z) >
Tr—a

r—a

0, entdo existe 6 > 0 tal que, Vo € X e 0 < |x — a| < 0 implicam f(x) > 0.

Demonstragao. Seja b tal que lim f(x) = b. Se b > 0, entao tomando b = €, existird § > 0

r—a
tal que
reAel<|zr—al<d = b—e<flx)<b+e = 0<f(z)<20b.
Portanto, se lim f(x) =b > 0, entao f(x) > 0. O

T—a

Teorema 1.24. Sejam X C R", a € X' e f,g: X — R. Se f(z) < g(x) e existem o0s

limites lim f(x) e lim g(z), entdo vale lim f(x) < lim g(z).
r—a T—a Tr—a T—a

Demonstragao. Suponhamos por contradigao que lim f(z) > lim g(x), entao teriamos lim[f(z)—
Tr—a Tr—a Tr—a

g(x)] > 0 e pelo Teorema [1.23] existe § > 0 tal que, Vx € X e |z — a| < § implicam

f(x) —g(x) > 0= f(x) > g(z). O que gera uma contradicao. O

1.8 Conjuntos Abertos

Nesta secao, estudaremos o conceito de conjunto aberto, e veremos algumas propriedades

e exemplos.
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Definigao 1.24. Seja X C R". Um ponto x € X é chamado ponto interior do conjunto
X quando dado r > 0, a bola aberta B(x,r) estd contida em X, ou seja, todos os pontos

suficientemente proximos de x estao em X.

Definicao 1.25. O Conjunto int.X dos pontos interiores a X chama-se interior do conjunto

X. E claro que int.X C X e quando x € int. X, diz-se que X € vizinhanc¢a de x.

O conjunto 0.X dos pontos cujas bolas de centro neles contém pontos de X e pontos que
nao estao em X é chamado fronteira de X. Isto é, se x € 0X entao para r > 0, a bola
B(x;r) contém pontos de X e pontos que nao estdo em X, com isso, z € X nao significa

que z € X.

Definicao 1.26 (Conjunto Aberto). Um conjunto X C R"™ é chamado conjunto aberto

quando todos os seus pontos sao pontos interiores, ou seja, quando intX = X.

De outra forma, um conjunto X € um conjunto aberto se, e somente se, X NOX = (),

ou seja, se nenhum de seus pontos pertencer a fronteira de X.

Desta definicao, percebemos que int.X é um conjunto aberto, enquanto 9A nao é con-

junto aberto.

Exemplo 1.13. O conjunto vazio ) e o espago R™ sao conjuntos abertos.

Com efeito, um conjunto sé nao é aberto se contém algum ponto que nao seja interior,

como () nao contém ponto algum, € um conjunto aberto.

E trivial que R™ seja um conjunto aberto, pois para todo ponto a € R" e um real r > 0,
tem-se B(a;r) C R".
Exemplo 1.14. Toda bola aberta em R™ € um conjunto aberto.

Com efeito, dada a bola B = B(a;r) de centro a € R" e raio r > 0, seja x € B. Entdo
|z —a| <r, logo, r—|x—a| >0, fazendo s = r—|x—al, vamos provar que B(x;s) C B(a;r).

De fato, y € B(z;s) = [y —z| <s= |y —x| <s=r—|r—al. Logo
ly—al <|ly—z|+|z—a|<r—|z—a|+|x—a|l=r.
Concluimos que y € B(a;r). Portanto, B(a;r) é um conjunto aberto.

Teorema 1.25. Sao vdlidas as sequintes afirmagoes:

a) Se X eY sao conjuntos abertos, entao X N'Y € aberto.

b) Sendo (X))xer uma familia arbitraria de conjuntos abertos, entdo a unido finita X =
U X, € aberta.

AEL

Demonstragao. a) Seja x € X NY, entdo z € X e z € Y, assim, existem 7,k > 0 tais
que B(xz;r) € X e B(x;k) C Y, entao tomando s = min{r, k} tem-se B(z;s) C X e
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B(z;s) C Y, logo B(x;s) C X NY. Entao, x é ponto interior de X N'Y e portanto, X NY

é aberto.

b) Supondo z € X, entdo x € X, para algum A € L. Como X, é aberto, existe r > 0 tal
que B(x;r) C X\ C X, assim x é ponto interior de X e como isso ocorrera para qualquer

ponto de X, conclui-se que X é aberto. O

Teorema 1.26. A funcao f: X C R" — R" € continua se, e somente se, a imagem inversa
f7H(Y) de todo conjunto aberto Y C R™ ¢ aberto em X.

Demonstragio. Suponhamos f continua, se Y é aberto, entdo para todo x € f~1(Y) existe
e > 0 tal que B(f(z);e) C Y. Pela continuidade de f, x é centro de uma bola aberta B,
tal que f(B,NX) C B(f(z);e) C Y, logox € B,NX C f }(Y). Isto valendo para todo
z € f7H(Y), resulta que fH(Y) C A, NX C f1(Y), entdo f1(Y)=A,NX, onde A, é a
reunido das bolas abertas B,, € f~'(Y). Portanto, f~'(Y) é aberto.

Reciprocamente, suponhamos que, para Y aberto, f~'(Y) é aberto em X, ou seja
f1(X) = AN X, com A aberto em R™. Entdo dados # € X e ¢ > 0, tomamos
X = B(f(z);€) e obtemos A C R" aberto tal que AN X = f(B(f(z);¢)). Certa-
mente € X, entao existe § > 0 tal que B(x;0) C X e assim f(B(z;0) N X) C B(f(z);e€).

Portanto, f é continua em todos os pontos = € X. O

1.9 Conjuntos Fechados

Nesta se¢ao, estudaremos o conceito de conjunto fechado, e veremos algumas proprieda-

des e exemplos.

Definicao 1.27. Seja o ponto a € R". Este é dito ponto aderente a um conjunto X C R"

quando dado uma sequéncia de pontos (xy) em X, tem-se lim(xy) = a.

E importante observar que a ser aderente a X nao significa que a € X. Abaixo estd um

exemplo deste fato.

Exemplo 1.15. Considere a bola B(0;1) € R™ de centro em 0 = (0,--- ,0) e raio 1, o ponto
0;1

er = (1,0,---,0) ndo pertence a B(0;1), mas se tomarmos uma sequéncia (xy) € B(0;1)

9

1

(com k € N) de termo geral x, = (1 7

aderente a B(0;1).

0, ,0), vemos que limz, = ey. Entao ey €

Definicao 1.28. O conjunto dos pontos aderentes a X € chamado fecho de X e é repre-

sentado por X .

Definigao 1.29 (Conjunto Fechado). Um conjunto X C R™ € chamado conjunto fechado

quando todos os seus pontos sdo pontos aderentes, ou seja, quando X = X.

De outra forma, um conjunto X € dito fechado quando todo limite de uma sequéncia de

pontos de X ainda é um ponto de X.
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Exemplo 1.16. O conjunto vazio O e o espago R™ sdao conjuntos fechados.

De fato, um conjunto so nao € fechado se contém algum ponto que nao seja aderente,

como o conjunto ) ndo contém ponto algum, ele é um conjunto fechado.

E trivial que R™ seja um conjunto fechado, pois para todo ponto a € R"™ podemos tomar

uma sequéncia de pontos (xy) em R™ (com k € N) tal que limzy = a.

Exemplo 1.17. A fronteira 0X de um conjunto X C R™ € um conjunto fechado.

Com efeito, pela definicao de fronteira, temos a € 0X se, e somente se, a € aderente a
X eR"— X, ou seja, 0X = X NR" — X.

Entao, todos os pontos de 0X sdao pontos aderentes, e portanto, 0X € um conjunto

fechado.

Teorema 1.27. Sao vdlidas as sequintes afirmacoes:

a) O ponto a é aderente ao conjunto X C R" se, e somente se, toda bola de centro a contém
algum ponto de X.

b) Um conjunto X C R"™ € fechado se, e somente se, seu complementar R™ — X € aberto.

¢) O fecho que qualquer conjunto € fechado, ou seja, X = X.

Demonstracao. a) Se a é aderente a X, entdo limzy = a, com z; € X para todo k €
N. Portanto, qualquer bola B(a;r) contém pontos de X, a saber, todos os x para k

suficientemente grande.

Reciprocamente, se toda bola de centro a contém pontos de X, podemos escolher, para
cada k € N, um ponto x;, € X que esteja na bola B (a; %), isto é, |z —a| < % Entao,
lim x;, = a e portanto, a é aderente a X.

b) Seja X um conjunto fechado, entdo se z € R" — X entdo z nado é aderente a X e,
pelo item a), existe r > 0 tal que B(z;7r) C R" — X, entdo R" — X é um conjunto aberto.

A reciproca é provada de modo andlogo.
Portanto, X é fechado se, e somente se, R" — X é aberto.

c¢) Se x € R" — X, entdo pelo item a) existe uma bola aberta B de centro em x que nio
contém pontos de X, ou seja, X C R" — B. Logo, X C R* — B, mas pelo item b), R" — B
é fechado, entdo X C R" — B, ou equivalentemente, B C R" — X.

Assim, todo ponto € R® — X é um ponto interior, logo R” — X é aberto e pelo item
b), X é fechado. O

Teorema 1.28. Sdo vdlidas as sequintes afirmagoes:
a) Se X eY sao conjuntos fechados, entao X UY € fechado.
b) Sendo (X))rer uma familia arbitrdria de conjuntos fechados, entdo a intersecdo finita

X = ﬂ X € fechada.

AEL
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Demonstracao. a) Pelo item b) do Teorema , os conjuntos X =R"—XeY =R"-Y
sdo abertos, entdo pelo item a) do Teorema [1.25 temos X NY =R™ — (X UY) é aberto.
Novamente pelo item b) do Teorema[L.27, X UY é fechado.

c) Para cada A € L, temos que Ay = R" — X, é aberto. Segue pela item b) do Teorema

1.27 que A = U A, é aberto. Como A = R" — X, concluimos que X é fechado. n
AEL

Teorema 1.29. Uma funcao f: X C R™ — R" € continua se, e somente se, a imagem
inversa (Y de todo conjunto fechado Y C R™ € fechado em X.

Demonstragao. Se Y é fechado, entao pelo item b) do Teorema seu complementar,
A =R" —Y é aberto e pelo Teorema f é continua em Ae f1(A) =X — f1(Y) ¢é
aberto. Portanto, f~'(Y’) é fechado. O

1.10 Compacidade

Nesta segao, estudaremos o conceito de conjunto compacto, e veremos algumas proprie-

dades e exemplos.

Definigao 1.30 (Conjunto Compacto). Um conjunto X C R"™ € chamado compacto quando

¢ limitado e fechado.

Exemplo 1.18. Toda bola fechada Bla;r| e a esfera S|a;r] sdo conjuntos compactos.

Pelo Teorema [1.6, concluimos que um conjunto X é compacto se, e somente se, toda

sequéncia de pontos () C X possui uma subsequéncia que converge para algum ponto de
X.

Decorre imediatamente da defini¢ao as seguintes propriedades:
I[) Se X e Y s@o conjuntos compactos, entdao X UY é compacto.
IT) Sendo (X))er uma familia arbitraria de conjuntos compactos, entao a intersegao finita
X = ﬂ X é compacta.
AeL
Teorema 1.30. A imagem f(K) de um conjunto compacto K C X por uma fung¢ao continua

f: X CR™—=R" € um conjunto compacto.

Demonstracao. Seja (yx) uma sequéncia de pontos em f(K'). Para cada k € N existe x,, € K
tal que f(xr) = yx. Como K é compacto, uma subsequéncia (z),cy converge para um

ponto a € K.

Sendo f continua em a, e a = lim(xy), entdao pelo Teorema |1.11} temos lim f(zy) =
keN’ keN

f(a) € f(K). Logo, toda sequéncia de pontos (yx) = f(zx) € K possui uma subsequéncia

(Y) ey convergente para um ponto a € f(K). Portanto, f(K) é compacto. O
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Corolario 1.30.1 (Teorema de Weierstrass). Seja K C R™ wm conjunto compacto. Se
f: K — R € uma fungdo real continua, entdo existem xo,x1 € K tais que f(zg) < f(x) <

f(x1), Vo € K.

Demonstragao. Sendo f(K) C R compacto, entao f(K) ¢ limitado, considerando os nimeros

yo = inff(K) ey, = supf(K), é claro que yo,y1 € f(K), entdo yo = f(x0) € y1 = f(21)
para todo = € K. ]

Teorema 1.31. Seja X C R™ um conjunto compacto. Toda func¢dao continua f: X — R"

¢ uniformemente continua.

Demonstracdo. Suponhamos que f nao seja uniformemente continua. Entao existe € > 0
tal que, para cada k € R existem duas sequéncias (xy) e (yx) tais que lim(zy —yx) = 0 e

|f(zr) = flur)| > €

Como X é compacto, podemos supor que limz, = a € X e como y, = (yx — xx) + ok,
temos lim y, = a. Sendo f continua em a, temos Um[f () — f(yx)] = im f(zx) —lim f(yx) =

a —a = 0, o que gera uma contradigao. O]

Teorema 1.32. Seja X C R™ um conjunto compacto. Toda fungdo continua injetiva

f: X = R" é um homeomorfismo sobre sua imagem compacta 'Y = f(X).

Demonstracdo. Seja g = f~1: Y — X a inversa de f, como Y é compacto, logo fechado,
entao pelo Teorema [1.29, g é continua se, e somente se, para todo fechado A C R™, a
imagem inversa g ' (A4) = g ' (AN X) é um fechado em R".

Mas AN X é compacto, entdo g (AN X) = f(AN X) é compacto pelo Teorema m,
logo ¢ fechado. O

Teorema 1.33 (Teorema de Cantor). Sejam K; D Ky D -+ D K, D -+ uma sequéncia
decrescente de conjuntos compactos nao-vazios, existe pelo menos um ponto a que pertence

a todos os esses K.

Demonstracao. Para cada k € N, seja x, € Ky, a sequéncia (zy) é limitada, entdo possui

uma subsequéncia (z,),cy convergente para o ponto a = lim (z,).
reN’

Dado k, temos K, C K} sempre que r € N e r > k. Entao quando isso ocorre, temos

x, € Kj. Segue que a = lim (z,) pertence a K}, para cada k € N. O
reN

Definicao 1.31. Uma cobertura de um conjunto X C R"™ é uma familia (Cy\)xer de sub-
conjuntos Cy C R" tais que X C U Ch.

AeL
Definigao 1.32. Uma subcobertura é uma subfamilia (Cy)aer, L' C L de subconjuntos

Cy\ C R" tal que ainda se tem X C U C.
AeL/
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Uma cobertura é dita aberta quando todos os C) sao abertos, ou finita quando L é um

conjunto finito.

Lema 1.1. Seja K C R" compacto. Para todo € > 0 existe uma decomposicio K =
KiU---UK, onde cada K;, (1 <i<mn) é compacto e tem diametro < e.

Demonstracao. Consideremos o« > 0. Um cubo de aresta a é um produto cartesiano
n

C= H la;, a; + ] de n intervalos de comprimento a.. Se x = (1, ,xn) ey = (Y1, , Yn)
i=1
pertencem a C, entdo para cada ¢ = 1,--- ,n, tem-se |z; — y;| < «, logo |z — y| =

\/Z(a:i —y;)? < ay/n. Tomando x; = a; e y, = a; + «, temos |z — y| = ay/n, entdo

av/n é o diametro do cubo de aresta a em R"™.

A Decomposicao R = U [ma, (m + 1)a] da reta em intervalos adjacentes de compri-

mEZ
mento « determina uma decomposi¢ao de R™ como reuniao de cubos adjacentes de aresta
n

a.A saber, para cada m = (my,--- ,m,) € Z", pomos C,, = H [mic, (m; + 1)a] e temos
i=1
R™ = U Cy,. Para todo X C R" tem-se X = U (X NCy). Se X é limitado, apenas

meZ” mezn"
um numero finito das intersecoes X N C), sao nao-vazias, logo, podemos escrever

X=X1U---UXy

onde cada X; é da forma X N C,,, logo tem didmetro menor ou igual a ay/n. Se X for

compacto, entao cada X; é compacto, o que demonstra o lema. O

Teorema 1.34 (Teorema de Borel-Lebesgue). Um conjunto K C R"™ € compacto se, e
somente se, toda cobertura aberta K C UA) admite subcorbetura finita K C Ay, U---UA,, .

Demonstracao. Seja K C R" compacto. Suponhamos, por contradicao, que K C U A, seja
uma cobertura aberta que nao admite subcorbetura finita. Através do lema podemos
exprimir K como uma reuniao finita de compactos de diametro < 1. Pelo menos um desses

K;, suponhamos K; C UA), nao admite subcobertura finita.
. e : . 1 .
Exprimindo K; como uma reuniao finita de compactos de diametro < o entao pelo
menos um desses, supondo K3, ndo pode ser coberto por um nimero finito de A} s.
Prosseguindo com este argumento, obtemos uma sequéncia decrescente de compactos

1 )
KiD>KyD- DK, D comdiamk, < — e que nenhum deles estd contido em uma
n

reuniao finita de A,'s, em particular, todos os K,, sao nao-vazios.

Pelo Teorema [1.33], existe a € ﬂ K,,. Para algum A, tem-se a € A,. Como A, é aberto,

1 1
tem-se B (a; —) C A, para algum n. Sendo a € K, e diamK, < —, concluimos que
n n

1
K,CB (a; —) C A,, oque gera uma contradicao. 0
n
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1.11 Conexidade

Nesta se¢ao, estudaremos o conceito de conjunto conexo, e veremos algumas propriedades

e exemplos.

Definicao 1.33. Uma cisdio do conjunto X C R™ € uma decomposicio X = AU B onde
AUB = AUB =0, ou seja, nenhum ponto de A é aderente a B e nenhum ponto de B €
aderente a A.

Se X = AU B é uma cisao entao os pontos de X que sao aderentes a A, nao pertencendo
a B, estdo em A, entdo A = AN X. Da mesma forma, B = BN X. Entdo A e B sdo
conjuntos fechados, e como A =X — Be B= X — A, concluimos que A e B sao conjuntos

abertos.

Se X é aberto, A e B sao abertos disjuntos. Se X é fechado, A e B sao fechados disjuntos.

Se X é compacto, A e B sao compactos disjuntos.

A Cisao X = AU é chamada cisao trivial. Qualquer outra cisao que nao seja esta, é

chamada cisao nao-trivial.

Defini¢ao 1.34 (Conjunto Conexo). Um conjunto X C R"™ é dito conexo quando admite

apenas a cisao trivial. Ou seja, quando X = AU B tem-se A= ou B = ().

Se um conjunto X C R"™ ndo possui a cisao trivial, ele é chamado desconezo.

Exemplo 1.19. O Conjunto vazio, um ponto {x} e R sao conjuntos conexos, pois todos

podem ser representados por meio da cisao trivial.

Exemplo 1.20. Um conjunto discreto X C R"™ com mais de um ponto € um conjunto
desconexo. De fato, todo ponto x € X ¢ isolado, entao qualquer bola de centro em x estd
contida em X, assim, todo ponto x € um conjunto aberto e entdo a reunido A de alguns
desses pontos é um conjunto aberto em X. Como A # X # (), tomando B = X — A, temos

X = AU B, que € uma cisao nao trivial. Portanto, X € desconezo.

Teorema 1.35. Valem as sequintes afirmacoes:
a) A imagem de um conjunto conexo X C R™ por uma aplicagao continua f : X — R" ¢
um conjunto conezo.

b) A reuniao X = U Xy de uma familia qualquer de conjuntos conexos € um conjunto

AEL
COMEXO.

c¢) O produto cartesiano X x Y C R™" dos conjuntos X C R™ e Y C R" € conezo se, e
somente se, X eY sao conjuntos conexos.
d)Se XCR"eX CY CX, entdoY ¢é conero.

Demonstracgao. a) Se f(X) = AUB é uma cisao da imagem de X, entdo A e B sao abertos
e fechados em f(X), além de disjuntos. Entdo f~'(A) e f~*(B) também sdo disjuntos,
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abertos e fechados em X. Logo, X = f~*(A) U f}(B) é uma cisio, que é trivial pois X é
conexo por hipotese.

Mas A = f(f(A)) e B= f(f *(B)) pois A e B estdo contidos em X. Entdo 4 ou B

¢ vazio e a cisdo f(X) = AU B ¢ trivial. Portanto, f(X) é conexo.

b) Seja a tal que a € X, para todo A € L. Se X = AU B é uma cis@o entao a esta
em A ou em B. Suponhamos a € B. Paratodo A € L, X = (AN X,)U(BNX,) é
uma cisdo trivial, pois X, é conexo, como a € (BN X,), segue que AN X, é vazio. Entao
A =Uy(AN X)) é vazio e a cisao X = AU B ¢ trivial. Portanto, X é conexo.

c) Se X XY ¢é conexo, entdao X e Y s@o conexos porque sao as imagens das projegoes
continuas p;(z,y) = = e pa(z,y) = .

Reciprocamente, se X e Y sdo conexos, entao seja o ponto ¢ = (a,b) € X x Y, para cada
z = (z,y) o conjunto C, = (X x {b}) U ({z} x Y) é conexo pois é reunido dos conjuntos
conexos X X {b} e {x} XY que possuem o ponto (x,b) em comum. Também ¢ = (a,b) € C,
para todo z € X xY e X x Y U, C,, entao pelo item anterior, X x Y é conexo.

d) Seja Y = AU B uma cisao, entdo X = (AN X) U (BN X) também ¢ uma cisao.
Como X é conexo, entdo (AN X) =0 ou (BN X) = (). Suponhamos (AN X) = 0. De
XCYeY =XUY resulta X C B, logo X C BeentdaoY C B pois Y C X. Logo,
A=ANY Cc XNY =0, ouseja, A= (. Entdo Y = AU B é uma cisdo trivial e portanto,

Y é conexo. [
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Capitulo 2

Diferenciabilidade

Neste capitulo, ultilizando resultados estabelecidos no capitulo anterior, apresentaremos
os resultados referentes a diferenciabilidade no espago R", comecando pela diferenciabilidade
de aplicacoes f : R™ — R e depois estendendo esse conceito para as aplicagoes f : R™ — R".
Serao apresentados conceitos como derivadas parciais e direcionais, definicao de diferencia-

bilidade, classes de diferenciabilidade, regra da cadeia, matriz jacobiana e difeomorfismo.

2.1 Diferenciabilidade para aplicagoes f : R" — R

Nesta se¢ao, apresentaremos o conceito de diferenciabidade para aplicagoes do tipo f :

R"™ — R, tal como seus resultados, propriedades e alguns exemplos.

Derivadas Parciais e Direcionais

Definigao 2.1 (Derivada Parcial). Sejam f : U — R definida um conjunto aberto U C R"

ea € U. A i-ésima derivada parcial de f no ponto a € o numero

of (a) = lim fla+te;) — f(a)

ox; t—0 t

,parat=1,---.n,

caso esse limite exista, onde e; € o i-ésimo vetor da base canonica de R™, isto €, e; € o vetor

de R"™ que possui 1 na coordenada i-ésima e 0 nas demais.

o . .. Of < ,

A existéncia da derivada parcial £ mostra que a funcao f é continua no ponto a em
relacao a variavel z;. No entanto, a existéncia de todas as derivadas parciais de f em um
ponto a nao implica que f seja necessariamente continua neste ponto. Abaixo estd um
exemplo, no qual foi tomado a funcao do Exemplo [1.5]

T se (x,y) # (0,0)
Exemplo 2.1. Seja a funcio f : R? — R definida por f(z,y) = { 2% +y*’ i ’

0, se(x,y) =(0,0).
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Para todo x e y em R* temos f(0,y) =0 e f(x,0) = 0. Entdo temos também

af . f(ta 0) — f(07 0) af . f(07 t) — f(07 O)
T A R

=0,

assim ezistem as derivadas parciais de f na origem (0,0), mas pelo Ezemplo f nao é

continua em (0,0).

Definigao 2.2 (Derivada Direcional). Sejam f : U — R definida um conjunto aberto

UCR", aeUeveR". A derwada direcional de f no ponto a e na dire¢ao v €

OF (1) i L0t 1) — fla)

ov t—0 t

Com esta definicao, as derivadas parciais se tornam casos particulares das derivadas

of  of
82%’ _8ei

direcionais, ou seja, ¢ a derivada direcional de f no ponto a na diregao do vetor
€;.
Seja 6 > 0 tal que o segmento de reta (a — 0v,a + dv) esteja contido em U. O caminho

retilineo d : (—9,6) — U dado por A(t) = a + tv é transformado por f no caminho fo A :

t — f(a+ tv) no espago R". A derivada direcional a—f(a) é o vetor-velocidade de f o\ em
v
t=0.

Novamente, consideremos a fun¢ao do Exemplo [I.5] esta possui as derivadas direcionais

5, Para v = (r,0) e v = (0,8), as quais sao nulas. Entretanto, ao tomarmos v = («, 3),
v
com «, 3 # 0, temos

af 1 ta -t ) a-f

o0 =T Gayr oy~ et )

Esse limite nao existe, entdo nao existe a derivada direcional de f no ponto (0,0).

Como nas derivadas parciais, a existéncia da derivada direcional nao implica em conti-
nuidade. O exemplo abaixo mostrara isso.
3y
Exemplo 2.2. Seja a fungio h : R? — R definida por h(z,y) = { 25+ 32’ se (z,9) 7 (0,0)
0, se (z,y) = (0,0).

1
Como h(zx,2) = = para todo x # 0, vemos que h ¢ descontinua em (0,0). No entanto,

tomando a derivada direcional de f em (0,0) na dire¢ao do v = (o, B) temos

oh . h(ta,tp) i t*a3p , ta’

v 150 1 i5017ab 4 352 =0

= 11m ——=
10 t4ab 1 32

Entao, eziste a derivada direcional de h em (0,0) na direcao do vetorv. Mas h é descontinua
em (0,0).
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Diferenciabilidade e Classes de Diferenciabilidade

Seja f : U — R uma fungao que possui as n derivadas parciais em todos os pontos do

af of
: U — R
or, Oz,
Definigao 2.3 (Diferenciabilidade). Uma fun¢ao f: U — R, definida no aberto U C R"™ €
chamada diferenciavel em um ponto a € U quando cumpre as sequintes condi¢oes:
0
I) Ezistem as derivadas parciais ——(a), - - / (a).

0x; " Oz,
II) Para todo v = (v, -+ , ) € R™ tal que a+v € U, tem-se

aberto U C R". Entao ficam definidas as n fungoes ——

fla+v)— Z(’? ~a; +1(v), ondehm%:().
v

Quando f é diferencidvel em todos os pontos de U, dizemos que f ¢é diferenciavel.

Observagao 2.1. U deve ser um conjunto aberto, pois se a € U entdo existe 6 > 0 tal que
B(a,0) C U. Logo, para todo v € R" tal que |v| < 6 temos a +v € U e portanto, f(a + v)

esta bem definido.

Observagao 2.2. A igualdade acima é a definicio da fungao resto r(h). Considerando as

derivadas parciais , a diferenciabilidade de f no ponto a tem sua esséncia na afirmacado

8xi

de que r(v) € infinitésimo em relagao a v, ou entao, r(v) tende a zero mais rapidamente
r(v

que |v|, o que resulta lir% ﬁ = 0. De modo explicito, para todo € > 0 existe o > 0 tal que
v— v

0<|v|<d=|r(v)| <elv.

Observacao 2.3. Em alguns casos, para evitar as excegoes causadas pelo demoninador

zero, é conveniente colocar o resto na forma r(v) = p(v) - |v|, onde p é definida, para todo

r(v)

v tal que a+v € U, por p(v) = ﬁ sev #0 e p(0) =0. Entao, a diferenciabilidade de f
v

no ponto a € representada por

fla+v)— fla) = Z gg ~a; + p(v) - v, onde lim p(v) = 0.

- v—0
=1

Definicao 2.4 (Funcio de Classe C'). Seja f : U — R definida no aberto U C R", dizemos
of of

que f € uma funcao de classe C' quando suas derivadas parciais ——, - - U —> R

8x1 8$n

sao continuas.

Teorema 2.1. Dado um aberto U C R". Toda funcio f : U — R de classe C* ¢ dife-

rencidvel.

Demonstracao. Sejam ¢ = (¢1,-++ ,¢,) €U ev = (v1,--+ ,v,) € R" tais que c+v € B C U,

onde B é uma bola de centro ¢. Tomando a fungao r(v), podemos escrever
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0
r(v) =r(ve, -, vn) = fler + v, en ) — fle, 0 cn) —Z—f - ;
onde as derivadas sao calculadas no ponto ¢ = (¢q, - ,¢,). Podemos escrever
T(/U) :f(cl+vla"' 7C7L+UTL) _f(CIJCQ—i_qu"' ,Cn+Un)

"0
+f(C1,C2+'U2,"‘,Cn+'l)n)—f(01,"',cn) Z f Vi,

— 0x;
e pelo Teorema do Valor Médio em R (veja [4], pagina 98), existem 6;,--- ,0, € (0,1) tais
que
0
r(v) = —f(cl + 01v1, ¢+ Vg, e Gy ) )
8:1,’1
0
+ 8—52(01702 + 0502, -+, Cp + Up) - U2
"0
-+ 8xn(61702+v27"' acn—l—envn) vn_zz_:a_a{zvz
logo,
0 0
r(v) = c%fl (c1 + 61v1,co + V9, - 0 +Uy) - U1 — a—fl( 1,0 ,cn)}
0 0
+ _0_552(01762 + 0202, -+, A V) - Vg — a_;;(Cl; e ,Cn)}
[ of of
a. s O F ) - on — Gl
+ _axn(cl,cz+vg, e+ 0,0,) v (%n(cl c )}
e dividindo a expressao por |[v| = 1/v} + -+ + 02, obtemos
T(U) 5f 8f U1
- = 0 *ybn n) " — . " bn
|U| 8ZE1<CI+ 1V1, Cg + V2, - ,Cn T U ) U1 6$1(Cl C ) U%+...+UTQL
[Of of U2
) Oovig, -+, Cp 4 ) - Vg — ——(C1,+ -, Cp
+-8x2(01,62+ 2V2, ,C +U> V2 81‘2(01 C):| v%—i_'”—i_vg

+

af Up,
€1, + Vo, + Opv,) v, — =——(c1,-- - ,C
_axn( 1,2 2 s bn n n) n 8xn( 1 ) n>:| ?}1 T —|—’U2
Ao tomar o limite com v — 0, os termos dentro dos colchetes acima tendem a 0, devido
0 0 . .
a continuidade das derivadas 8_f 3 / . Além disso, os termos fora dos colchetes tém
T L
r(v
valor absoluto < 1. Entao, pelo Teorema|1.22] hH(l) |( ‘) = (0 e portanto, f é diferenciavel. [
v— v
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of af

Seja f : U — R uma funcao que possui as derivadas parciais ——(z),-- -, 3
T

8351
todo ponto x do aberto U C R". A j-ésima derivada parcial da funcao :U — Rno

(r) em

i
ponto z € U serd indicada por

f 0 [(of

81‘]81’1 (x) ax] ) (l‘)y Onde 7/7] = ]_7 e ’n.

Se essas derivadas parciais de segunda ordem existirem em cada ponto z € U, teremos n?
2

813]'6.1‘2'

classe C?.

funcoes : U — R. Quando tais fungoes forem continuas, f é chamada funcao de

Prosseguindo com este argumento k vezes (k > 1), a derivada de ordem k da fungao f
é representada como
ok f

axiﬁxiz s iL'Z'k

(x),ondei=1,--- n.

Se essas derivadas parciais de ordem k existirem em cada ponto z € U, teremos n” funcoes
o f
8131‘1825'1'2 cr Ty,

classe C*.

: U — R. Quando tais func¢oes forem continuas, f é chamada funcao de

Definicao 2.5. Seja f : U — R definida no aberto U C R" e diferencidvel no ponto a € U,
o vetor

Vi@ = (@ 5 w)

¢ chamado de gradiente de f em a.

Definicao 2.6. Seja f : U — R uma funcao diferencidavel definida no aberto U C R"™, um

ponto a € U € chamado de ponto critico quando este € tal que V f(a) = 0.

Teorema 2.2 (Regra da Cadeia). Sejam os conjuntos abertos U C R™ e V. C R", uma
aplicacao f : U — R" cujas funcgoes-coordenada fi,--- , f, possuem derivadas parciais no
ponto a € U, e uma fun¢ao g : V — R diferencidvel no ponto b = f(a). Entao gof:U — R

possui derivadas parciais no ponto a e vale

onde as derivadas parciais relativas aos x; sao calculadas no ponto a e as relativas a y Sao

calculadas no ponto b = f(a). Além disso, se f e g sio de classe C*, entdo go f também é
de classe C*.

Demonstracao. Podemos escrever
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g9(fla+te;)) —g(fla)) = (;9_9 [fi(a +tei) = fi(a)] + p(t) - | f(a + tes) — f(a)]

k=1

onde, por simplicidade, escrevemos p(t) em vez de p(v) com v = f(a + te;) — f(a). A
diferenciabilidade de g nos da 111101 p(t) = 0. Entao
—>

g9(f(a+tei)) = g(f(a) _Z 99  flatte) = fula) | | flatte) = fla))

t Oy t t
e como
oo |flatte) —fla)| _|Of
o) =0 i | 1T < [ ),
temos
Ogo f) _ . g(fla+te)) — dg  Ofi
or; g% t kz: 0_ ox;
. k - dgof)
Além disso, o fato de que g o f € C" decorre da expressao de em termos das
Ty
derivadas parciais de g e das fi, que sao continuas. O

Corolario 2.2.1. Seja f : U — R diferencidavel no aberto U C R", com a €. Dado o vetor
v= (a1, ,q,), se X\: (=6,0) = U € qualquer caminho diferencidvel tal que \(0) = a e
N(0) = v, tem-se

(FoNO) = (77(a).0) = @) =3 2L a) e

Demonstragao. Pela regra da cadeia, vem

of d\
Z@x, dt’

a;): (0). Note ainda que %(a) =
(f o A)'(0) com A(t) = a + tv, pois X'(0) = v. O

observando que, para A(t) = (A1(t), -, A (1)), tem-se o; =

Teorema 2.3 (Teorema do Valor Médio). Seja f : U — R diferencidvel no aberto U C R".
Se o segmento de reta [a,a + v| estd contido em U. Entao existe 6 € (0,1) tal que

af

fla+v)— f(a) = 82)(a+9v) (Vf(a+ 6v),v Z (a+0v) -

8:16,

Demonstracao. Considerando o caminho retilineo A : [0,1] — U, dado por A(t) = a + tv,
vemos que f(a+v) — f(a) = (f o A)(1) — (f o A)(0). Pelo Teorema do Valor Médio em R
(veja [4], pagina 98), existe 6 € (0,1) tal que (f o A)(1) — (f o A)(0) = (f o N)(9), e pela

regra da cadeia,
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(foN)(0) —Zaaaj;(a—irev)-ai— g—i(a—l—@v) = (Vf(a+6v),v).

O

Coroldrio 2.3.1. Seja U C R" aberto e conexo. Se f: U — R € tal que Vf(x) = 0 para

todo x € U, entao f é constante.

Demonstracao. Sejam a,b € U, a existéncia de V f(z) garante a continuidade de f|[a, ]
para todo segmento de reta [a,b] contido em U (veja [4], pdgina 91). Resulta do Teorema
do Valor Médio que [a,b] C U implica f(b) = f(a).

Devido a conexidade de U, qualquer ponto x € U pode ser ligado ao ponto a por uma
poligonal contida em U, com vértices a = ag, ay, -+ ,ar = x. Entao, temos f(a) = f(a1) =
.-+ = f(x). Logo, f(x) = (a) para todo = € U e portanto, f ¢ constante. O

Definicao 2.7. Dada f : U — R de classe C*, o conjunto f~'(c) = {x € U; f(x) = c} ¢

chamado de conjunto de nivel ¢ da func¢ao f.

Agora, iremos enunciar e demonstrar um caso particular do Teorema da Func¢ao Implicita,
que estabelece condicdes para que o conjunto de pontos (z,y) € R™™ que satisfazem
f(z,y) = ¢ (¢ € R), sejam na vizinhanca de um ponto (zo,o) tal que f(zo,y0) = ¢, 0
grafico de uma fungao £ de varidvel x ou de variavel y. O teorema diz que se f é de classe
ck (k>1)e % = 0, ocorre o primeiro caso, e se g # 0, ocorre o segundo caso.

ox

Nesse caso, os pontos do espaco R™™ serdo representados da forma (z,y), onde z =
(X1, ,2,) ER" ey eR.

Teorema 2.4 (Teorema da Funcdo Implicita). Sejam f : U c R™™ — R wuma funcdo

de classe C* com k > 1, U um conjunto aberto e (zo,y0) € R™ tal que f(zo,y0) = ¢
e g—‘;(xo,yo) # 0. Entdo, existem uma bola B = B(xg;0) C R" e um intervalo J =
(Yo — €, Y0 +€) C R tais que

I)BxJcCUe g—i(x,y) # 0 para todo (z,y) € B x J;

II) Para todo x € B existe um unico y = &(x) € J tal que f(z,y) = f(z,{(x)) = c. Além

disso, £ : B — J € uma funcio de classe C*, dada implicitamente, que tem derivadas

parciais em cada x € B dadas por

06 ) _ (@, €()
Oz o (2,€())

0 0
Demonstragao. 1) Vamos supor a—f(mo, yo) > 0. Pela continuidade de a—f, existem § > 0 e
Y -
e > 0 tais que, tomando B = B(z0,d) CR" e J = (yo— €,y0 + €) C R, obtemos B x J C U
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0 - 0
e a—f(x,y) > 0 para todo (z,y) € B x J, o que prova o item I). O Caso 8—f(:£0,y0) <0é
Y Y
analogo.

IT) Existéncia e Unicidade de {(z): Pelo item I), para todo z € B, a fungao y +—
f(x,y) é crescente no intervalo J. Como f(xg,30) = ¢, segue que f(zo, 9y —€) < ¢ <
f(xo, Yo + €).

Assim, sendo f continua, podemos supor § tao pequeno que f(x,yo—€) < ¢ < f(z,yo+e€),
para todo x € B.

Entéao, pelo Teorema do Valor Intermediario (veja [4], pagina 78), para cada x € B, deve
existir um tnico y = &(x) € J tal que f(x,y) = ¢. Temos y € J, pois como f é continua e
crescente, ocorre f(x,yo—e€) < ¢ < f(x,yo+¢€), o que implica yo—€ < y < yo + €, fornecendo
y € J.

Continuidade de ¢: Sejam F' C J um conjunto fechado e (x;) C B uma sequéncia tal
que &(zy) C F para todo k € N e limz, =z € B, entao £(z) € F. Mas F é compacto,
entdo (x) é limitada e, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, possui uma subsequéncia
(2'y) C B convergente, tal que lim¢(2y) = a € B.

Logo, pela continuidade de f, temos f(Z,a) = lim f(2'x, £(2'x)) = 0 mas como f(Z,£(7)) =
0, segue pela unicidade de £ que £(Z) =a € F.

Portanto, provamos que para todo conjunto fechado F' C J, a imagem inversa &' (F) é
fechada em B. Assim, £ é continua.

Derivadas Parciais de §: Tomemos k = k(t) = £(z + te;) — &(x), entdo {(x + te;) =
&(x) + k logo,

fl@+te, E(x +te;) = f(x+te;, E(x) + k) = f(z,&(x)) = 0.
Pelo Teorema [2.3] para todo ¢ existe 6 = 6(t) € (0,1) tal que
flx +tei, §(x) + k) — f(z,€(x)) = 0,

assim

of
(3x,~

(x + Ote;, {(x) + Ok) - t + g—]yc(x + Ote;, E(x) + 0k) - k =0,

onde

, A (w + Ote;, E(x) + 0F) t
Y+ ote, S(x) + OF)

Entao, lembrando que k = £(x + te;) — () e dividindo a expressao por t, obtemos

{(x+te) —&(x) K g—i($+9t€i,f(x)+9k)
t t 5w + Ote;, £(x) + 0k)
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Como & é continua, obtemos %iII(l) k(t) = 0. A continuidade das derivadas parciais de f
_>

mostra que as derivadas parciais de £ em todo x € B sao dadas por,

06 . Elwte)—E(x) (@) .
e (x) = %1_1% ; = — g—i(%f(:l?)) ,paral <i<n.

Essa expressao mostra que se f é de classe C*, entdo as derivadas parciais de & sdo de

classe C*! e portanto, & é de classe C*. O

Agora, considerando o conjunto aberto V = B x J C R"™ o teorema acima nos permite

concluir que o conjunto
[NV ={(z.¢(x)) € R"z € B}

isto é, o conjunto dos pontos (x,y) que satisfazem f(z,y) = ¢, é o grafico da fungao & : B —
J.

Figura 2.1: Representacao do grafico de £ em relagao ao de f.

e IO |R

yot-- f

£ |

~
S - ---
=)

Fonte: Lima, 2013

Exemplo 2.3. Considere a funcdo f : R* — R definida por f(zx,y) = 2* + y*. Para todo

0] of
2 _ —
(x,y) € R, temos x(x,y) 2z e y(x,y) 2y.

Se ¢ < 0, a equacio x* + y* = ¢ define o conjunto vazio, entdo ndo existe (x0,%0) tal

que f(xg,1y0) = c. Sec =0, a equacdo x> +1y* = c € satisfeita somente no ponto (0,0), mas

of _ 0. 9f _

Finalmente, se ¢ > 0, a equacdo x* + y*> = ¢ define wma circunferéncia de centro na
origem e raio \/c, que ndo € grdfico de nenhuma fungdao y = £(z) ou x = ((y). No entanto,

considerando os conjuntos
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Vi ={(z,y) e R*%y > 0},
Vo ={(z,y) e Ry < 0},
Vs = {(z,y) € R*z > 0},
Vi={(z,y) e R*z <0},

vemos que f~'(c) N Vi e f~1(c) N Va sdo os grificos das fungdes 1,& : (—1,1) — R, dadas
por & (z) = Ve — 12 e &(x) = —Ve — 22, enquanto f~(c)N Vs e fH(c) NV, sdo os grdficos
das fungdes i, Ga : (—1,1) — R, dadas por C1(y) = /o — 32 € Gly) = —/o— 2.

Logo, em Vi e Vi, a equacio x> + y* = ¢ define implicitamente y em funcio de ,

enquanto que em Vs e Vi, a equacio x° + y* = c define implicitamente x em funcdo de y.

Definicao 2.8. Um conjunto M C R"™ ¢ chamado de hiperficie de classe C* quando é

localmente o grdfico de uma funcdo real de n varidveis de classe C*.

Mais precisamente, para cada p € M, deve existir um aberto V' C R"™' e uma funcao
£€:U — R de classe C* em um aberto U C R™, tais que p € V e V. N M = gréfico de &.

E claro que dada qualquer f : U — R de classe C* no aberto U C R™, seu grafico é uma
hiperficie M = {(z, f(z)) € R""'; 2 € U}.

Exemplo 2.4. A esfera S" = {x € R"":(x,2) = 1} ¢é uma hiperficie de classe C™
em R" . De fato, chamando de U a bola aberta de centro 0 e raio 1 em R", para cada
i=1,--,n+1,V,={z e Rz >0}, W; = {z € R"™ 2, < 0} e pondo z* =

(T1,- i1, Tig1, 0+, Tpgr), temos:

reS"NV,e |z <1l ex;=+/1—(z*a);
reS"NW, e |z <1 ex;=—y/1— (x*2%).

Entao, tomando a fungao & : U — R, de classe C*°, definida por {(u) = /1 — (u,u), vemos
que, para cada i = 1,--- n+1, S"NV; € o grdifico da fun¢io x; = &(x*) enquanto que
S"NW,; € o grifico de x; = —£(x*). Como todo ponto p € S™ pertence a algum V; ou algum

W, concluimos que S™ € uma hiperficie de classe C*° em R" .

Definicao 2.9. Seja M C R™™ uma hiperficie de classe C*. Para cada p € M, associ-
aremos o congunto T,M formado por todos os vetores-velocidade v = X'(0) dos caminhos
A (=0,0) = M que sdo diferencidveis no ponto 0 e cumprem a condi¢cao A(0) = p. O

conjunto T,M ¢é chamado de espago vetorial tangente de M no ponto p.

Teorema 2.5. O conjunto T,M ¢ um subespaco vetorial de dimensao n em R
Demonstracdo. Seja € : U — R uma funcio de classe C* no aberto U C R", cujo gréfico,
formado pelos pontos (z,&(x)) € R*™ 2 € U, é a intersecio M NV, onde V C R™* ¢

um aberto que contém p = (po,&(po)), po € U. Para todo caminho A : (—=4,d) — M, com
A(0) = p, tem-se \(t) = (x1(t),- -+ ,x,(t),&(x(t))), onde x(t) = (z1(t),- - ,x,(t)). Portanto,
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. dz, Az, ~— 0 du;
N(O) = [ & Sn .
(0) ( dt’ T odt 72 Ox; dt )’

i=1

x .
onde as derivadas d_tz sao calculadas no pontot =0 e no ponto py. Isso demonstra que

81’i

todo v = X'(0) em T,M é uma combinagao linear dos vetores

_ 23 _ o€
U1 = (1707 7076_1.1)7"' y Up = (1,0, ,076—%).

Reciprocamente, toda combinagao linear v = Z a;v; é o vetor-velocidade \'(0) do caminho
i=1
A (=0,8) = M assim definido: tomamos vy = (aq,- -+ ,a,) € R" e pomos A(t) = (pg +

tvg, E(po + tvg)), sendo § > 0 escolhido de modo que o segmento de reta (py — dvg, po + dvg)
esteja contido em U. O

Definicao 2.10. Um numero ¢ € R chama-se um valor reqular de uma funcao f: U — R,
de classe C', quando ndo hd pontos criticos de f no nivel c. Isto €, quando f(z) = ¢ =

Vf(x) #0. O nimero ¢ também é chamado de nivel reqular de f.

Teorema 2.6. Se ¢ é um valor reqular da funcio f : U — R, de classe C* no aberto
U cCR"™, entio M = f~*(c) ¢ uma hiperficie de classe C*, cujo espaco vetorial tangente

T,M ¢, em cada ponto p € M, o complemento ortogonal de V f(p).

Demonstragio. Resulta do Teorema da Funcao Implicita que f~!(¢) é uma hiperficie. Quanto
ao espaco vetorial tangente 7,,M, como M é uma superficie de nivel da fungao f, vemos que
todo vetor v € T,M é ortogonal a V f(p), logo T,M C [V f(p)]*. Sendo ambos subespagos
de dimensdo n em R™*!, conclui-se que T,M = [V f(p)]*. O

Exemplo 2.5. Pelo Teorema [2.6, a esfera unitdiria S™ é a superficie de nivel 1 da fungao
f:R"™ = R, dada por f(x) = (z,x). Como Vf(zx)= 2z, vemos que zero é o tinico nivel
critico de f. Em particular, 1 ¢é valor reqular, S™ = f~'(1) é uma hiperficie C* e, para
todo o € S™, tem-se T,S™ = [V f(p)]" = [p]*

2.2 Diferenciabilidade para aplicagoes f : R™ — R"

Nesta sec¢ao, apresentaremos o conceito de diferenciabidade para aplicagoes do tipo f :

R™ — R", alguns resultados, propriedades e exemplos.

Abaixo estao as definicbes de derivada parcial e direcional, que foram enunciadas na

secao anterior, mas aqui, estas foram generalizadas para as aplicacoes de valores em R".

Definicao 2.11 (Derivada Parcial). Sejam f : U — R" definida um conjunto aberto U C

R™ ea € U. A i-ésima derivada parcial de f no ponto a € o nimero
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of (a) = lim fla+te;) — f(a)

. lim : ,parat=1,--- . m,
(2

caso esse limite exista, onde e; € o i-ésimo vetor da base canonica de R™.

Ofn
’ 8:.51

Sef - (fl,"' ,fn) entao af (CL) = (8f1(a)7

5 5 (a)) . Logo, cada derivada parcial
€T; €T;

é um vetor de R”.

al‘i

Definigao 2.12 (Derivada Direcional). Sejam f : U — R" definida um conjunto aberto
UCR"™ aeUeveR™ A deriwada direcional de f no ponto a e na direcdo v € definida

por

Definigao 2.13 (Diferenciabilidade). Seja U C R™ wum conjunto aberto, a aplicagio f :
U — R" é diferenciavel em um ponto a € U se existe uma transformacgao linear T : R™ —
R"™, tal que
- r(v)
fla+v) = f(a) =Tv+r(v), onde lim —= = 0.
v—0 |U|
Quando f ¢ diferenciavel em todos os pontos de U, dizemos que f é diferenciavel em U,

ou simplismente, diferenciavel.

Supondo que f é diferenciavel no ponto a, para todo v € R™ e qualquer ¢ € R suficiente
pequeno, vale f(a + tv) — f(a) = T(tv) + p(tv) - |tv|, onde lin(l)p(tv) = 0. Ora, temos
v—
T(tv) =t -Tv e [tv]| = |t| - |v], entdo, para t # 0 segue que

fla+tv) = f(a) fla+tv) = f(a)

" =Tv =+ p(tv) - |tv] = 11_{% p - To.
Logo, Tv = a—(a). Considerando v = (aq, - -+ , a,,) € R™, para cada i = 1,...,m, vem
v
[0
fla+v) - f(a) = Z [8;2(@) -ai] + r(v), com };ﬁ%% = 0.

=1

Em particular, vemos que T é a tnica transformagao linear que fornece uma boa apro-
ximagao para o acréscimo f(a + v) — f(a) na vizinhanga do ponto a. Esta transformacao
T é chamada derivada de f em a e denotada por f'(a). Assim, se f : U — R" definida
em um aberto U C R™ é diferencidvel no ponto a, sua derivada é a transformacao linear
f'(a) : R™ — R" de forma que vale a igualdade

fla+v)— f(a) = f'(a)v+r(v), onde lim rv) _ 0

v—0 ‘U‘ o

ou
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fla+v) = (@) = [a)o+ p(0) - [o onde Ly p(v) = 0.

Também se pode concluir deste desenvolvimento que se f : U — R" é diferenciavel em

. . . .. af
um ponto a € U, entao existe a derivada direcional 0 no ponto a, consequentemente,
v

para ¢ = 1,--- ,m, existem as derivadas parciais no ponto a. Também resulta que se
i

as fungoes-coordenadas fi,--- , f, de f sao diferenciaveis em a, entao existem as derivadas

parciails ,**+ ,—=— no ponto a.

Teorema 2.7. Seja U C R"™ aberto. A aplicagio f : U — R" € diferencidvel no ponto

a € U se, e somente se, suas funcgoes-coordenada fi,..., f, : U — R o0 sao. Neste caso, vale

f'(a) = (fi(a), ., fo(a)).

Demonstragao. Basta observar que a igualdade f(a +v) — f(a) = f'(a)v + r(v) equivale a
n igualdades numéricas fi(a + v) — fi(a) = fi(a)v + ri(v), onde r(v) = (r1(v), -, 7, (v)),
ri(v)

=0. O

.. . rw .. , . .
enquanto que o limite lim —= = 0 corresponde aos n limites numéricos lim
v—0 |v| v—0 |U|

Teorema 2.8. Se a aplicacao f: U — R", definida no aberto U C R™, € diferencidvel num

ponto a € U, entao é continua neste ponto.

Demonstragdo. Tomando a fungao resto r(v) = f(a +v) — f(a) — f'(a)v, que satisfaz
. r(v)
lim —= = 0, percebe-se que
v—0 ‘1}|
lim r(v) = lim rlv). lv| =0,
v—0 v—0 |U|

entao vale lip% r(v) = 0, sendo assim
v—>

lim f(a+v) = lim [f(a) + f'(a)o + r(v)] = ()
e portanto, f é continua em a. O

A transformagao linear f'(a) : R™ — R” tem relagdo com as bases canonicas de R™ e

R". Paraj=1,--- ,mei=1,--- n, temos
) _dfi (O dfi
fz(a) 6] - axj - <a$17 7axm)a

que sao m colunas de derivadas parciais onde cada uma dessas colunas é relativa a cada

uma das varidveis x;, e também temos

f'(a)-ej = fi(a)-e

_ Ok (% %)

J &cj &zzj’ ’ 8:6]-

48



que sao as n linhas de derivadas parciais relativas onde cada linha é relativa a cada uma das
coordenadas de f. Assim, podemos definir uma matriz de dimensao n x m que contenha

todas essas derivadas.

Definigao 2.14 (Matriz Jacobiana). A matrizn x m de f'(a) relativa as bases R™ e R", é

chamada de matriz jacobiana de f em a e € denotada por

[ O0fi Ny Ny

3x1() a@() 3xm<>
dfa dfo dfa
a—xl(a) 6—1:2(@) T %(a)
Jf(a) =
Ofn Ofn Ofn
I a—xl(a) a—m(a) 6a:m(a) |

Ofi
8xj

Exemplo 2.6. Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R"™ um caminho diferencidvel

Também podemos ultilizar a notagao Jf(a) = [ (a)} ,ondei=1,...nej=1,...m

no ponto a € I. Sua derivada no ponto a € a transformacao linear f'(a) : R — R" cuja

matriz jacobiana tem por unica coluna o vetor

- (@ @),

que € o vetor-velocidade de f no ponto a.

Exemplo 2.7. Seja U C R™ um conjunto aberto e f : U — R uma funcdo diferencidvel no

ponto a € U. Sua derivada no ponto a é a transformacdo linear f'(a) : R™ — R, isto é, um

funcional linear, que associa a cada vetor v = (v, , ) € R™ o nimero
oy = 91 of of
f(CL)*axl(a) Q1+ +8§Cm( ) Qm = av( ) <vf( ) >

Definicao 2.15. Seja U C R™ aberto, se f: U — R"™ € diferencidvel. Entao:

I) Eziste a aplicagio derivada f' : U — L(R™;R"), que associa a cada ponto x € U a
transformagado linear f'(x) : R™ — R", derivada de f no ponto x;

II) Para cada v € R™, € definida a aplicagdo 90 U — R, cujo valor em um ponto x € U

¢ a derivada direcional —f(m) = f'(z)v.

ov
Suponhamos que f é diferencidvel e que sua aplicacao derivada f': U — L(R™;R") seja
continua, pelo Teoreman suas fungoes-coordenada f1, - - - , f,, sao diferenciaveis e possuem

derivadas parciais —— : U — R continuas. Consequentemente, a derivada direcional —
8xj (%
m

U — R também é continua, p01s — Z [

ail, para v = (aq, ..., @) € R™.
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Definicao 2.16 (Aplicacdo de classe C'). Seja U C R™ aberto, se f : U — R™ ¢ dife-
rencidvel e sua aplicagio deriwada f': U — L(R™;R™) € continua, entdo dizemos que f é
uma aplicacdo de classe C* e representamos por f € C.

De modo equivalente, f € uma aplicacdo de classe C' quando a derivada direcional
Ofi
ov

Definigao 2.17. Seja U € R™ aberto, dizemos que f: U — R"™ é duas vezes diferencidvel

:U — R € continua.

em um ponto a € U quando sua aplica¢io derivada ' : U — L(R™;R"™) € diferencidvel em

a.
De modo equivalente, f € duas vezes diferencidvel em a quando a derivada direcional
Ofi : .
5 : U — R ¢ diferencidvel em a.
v

Se f: U — R™ é duas vezes diferencidavel em a € U, sua derivada segunda (ou derivada
de ordem 2) em a é a aplicagao bilinear f”(a) : R™ x R™ — R", cujo valor no ponto
(v,w) € R™ x R™ é o vetor de R™:

P =2 (5] @ = g i)

Se v = (aq,...,qp) e w= (B4, ..., By) entao

, o (0 0 (& 0 - rf
f<a>vw=%(%)<a>:%(;aj'a_rv)(a):Zo‘jﬂ’“'é‘wkaxf“)

jk=1

¢é o vetor de R" cujas coordenadas sao

v w= Zaﬂ Gl ———>—(a),onde i =1,...n
- Mk ) = Ly ey Tl
et 01,0z

De modo semelhante a Definicao [2.16 se f : U — R", definida no aberto U C R™, é
diferencidavel num ponto a € U, e sua derivada [’ : U — L(R™;R"™) ¢ de classe C', entdo

dizemos que f é de classe C? e representamos por f € C.

Isso significa que f é de classe C* quando a derivada direcional % U — R é de classe
ch

Prosseguindo com este argumento k-vezes, podemos dizer que a aplicacao f : U — R",
definida no aberto U C R™, é k vezes diferenciavel em um ponto a € U quando f ¢é
diferencidvel em U e a aplicagdo derivada f' : U — L(R™;R") é k — 1 vezes diferencidvel
no ponto a, o que equivale dizer que a derivada direcional % U — R é k —1 vezes
diferenciavel.

Se isso ocorre, define-se a k-ésima derivada (ou derivada de ordem k) de f no ponto
a como sendo a aplicacao k-linear f®(a) : R™ x --- x R™ — R, cujo valor no ponto
(v1,.,0;) ER™ x -+« x R™ é o vetor de R™:
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B 8ka)vk_1 s 82}1 <a)

f(k)(a)vl g

Entéo, podemos dizer que f é de classe C* quando é diferencidvel e quando sua derivada

f' U — L(R™R") é de classe C*'. Ou seja, a derivada direcional % U —- R é de
v

classe C*1, entdo f é de classe C* e representamos por f € C*.
Finalmente, f é de classe C° quando é continua, e de classe C™ quando é de classe C*
para k =0,1,2,3,.... Também é trivial que f € C* = f € C* L.

Exemplo 2.8. Toda aplicacdo constante é de classe C™ e sua derivada € nula.

Exemplo 2.9. Toda transformacao linear T : R™ — R™ € diferencidvel e T'x = T, para
todo x € R™. De fato, basta observar que T'(x +v) — Tx = Tv + 0. A aplicagio derivada
T:R™ — L(R™;R") é constante, entdo T € C™.

Exemplo 2.10. Toda forma bilinear b : R™ x R" — RP € diferencidvel em cada ponto
(a,b) € R™ x R" e sua deriwada € a forma bilinear b : R™ x R" — R? definida por

V(a,b) - (v,w) = b(v,b) + bla,w).
De fato, a bilinearidade de b nos fornece
b(a+v,b+w) —b(a,b) = b(v,b) + ala, w) + a(v,w).

Como toda forma bilinear € uma aplicagao Lipschitziana (veja [6], pdagina 23), existe ¢ > 0
tal que |b(v, w)| < clv||w|, para todo v € R™ e w € R™. Tomando a norma da soma, temos

(v, w)| = |v] + |w]. Logo

[b(v, w)| __clvf|w] b(v, w)

< =0.
(v, w)| — Jof + Jw]

< clv| e dai, lim
(0,0)=(0,0) | (v, w)|
Portanto, b € diferencidvel e vale V' (a,b) - (v,w) = b(v,b) + b(a, w). Como V' também € uma

transformacao linear, entao b € C.

Exemplo 2.11. Dado U C R™, se f,g: U — R" sao diferencidaveis no ponto a € U, entao
a aplicagao (f,q) : U — R" x R", definida por (f,g)(z) = (f(z),g(x)) € diferencidvel em
a e sua derivada é (f,g) (a)v = (f'(a)v,g(a)v), para v € R™. Se f e g sio de classe C*,

entdo (f,g) também € de classe C*.

Teorema 2.9 (Regra da Cadeia). Sejam os conjuntos abertos U C R™ e V. C R", uma
aplicagio f : U — R" diferencidvel no ponto a € U, com f(U) C V, e uma aplicagio
g : V. — RP diferencidvel no ponto b = f(a) € V. Entao go f: U — RP € diferencidvel no
ponto a e vale (g o f)'(a) = g'(f(a)) - f'(a).

Demonstracao. Pela Definicao 2.13, para v € R™ e w € R", temos
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r(v)

fla+v)= f(a)+ f'(a)v+r(v), com lim T 0
‘
glb-+ ) = ) + 5/ (0w + s(w). com Jim ) 0,
Logo,

(go fla+v) =g(fla+v))=g(fla)+ f(a)v+r(v).

Fazendo w = f'(a)v + r(v) e lembrando que b = f(a), temos

(go f)la+v)=g(fla) +w)=g(f(a)) +9'(f(a))- f(a)v+g'(f(a)) r(v) + s(w)
= (g0 f)la) +[g'(f(a)) - f'(a)]v+ C(v),

onde C(v) = ¢'(f(a)) - r(v) + s(w). Ora, se v — 0 entdao w — 0 e ocorre que

lim C'(v) = lim(¢'(f(a)) - r(v)) + lim s(w) = lim(¢'(f(a)) - r(v)) + 7ljiir(l)(f’(a)v +r(v)) = 0.

v—0 v—0 v—0 v—0

Portanto, g o f : U — RP ¢ diferencidvel no ponto a e vale (go f)'(a) = ¢'(f(a)) - f'(a). O

Corolario 2.9.1. Nas condicoes do Teorema se f e g sio de classe C*, entio go f ¢

de classe C*

Demonstragao. Considere x € U, pelo Teorema 2.9, temos (g o f)(x) = ¢'(f(z)) - f'(x).
Considerando as aplicagoes derivadas ' : U — L(R™;R"), ¢ : V — L(R™;RP) e (go f) :

U — L(R™;RP) a igualdade acima pode ser escrita como
(gof) =(gof)-f:U— LR™R").

Se f e g sdo de classe C', a igualdade acima mostra que (go f)’ é continua, entdo (go f) € C.
Da mesma forma, se f e g sdo de classe C?, entdao (go f)' é de classe C' e (go f) € C?. Por

inducao, supondo que f e g sdo de classe C*, temos (gof) € C*~!, portanto, (gof) € C*. O

Corolério 2.9.2. Nas condi¢ies do Teorema[2.9, a matriz jacobiana de go f no ponto a €

o produto da matriz jacobiana de g no ponto f(a) pela matriz jacobiana de f no ponto a.

Ou seja, J(go f)(a) = Jg(f(a)) - Jf(a).

Demonstragao. Observe que Jf é uma matriz nxm, Jgépxne J(gof) é pxm. Como as
matrizes jacobianas sdo as matrizes das derivadas, a igualdade J(go f)(a) = Jg(f(a))-Jf(a)
é a regra da cadeia em termos de matrizes. Através da multiplicacao de matrizes, para cada

1=1,---,pecada j=1,---,m, obtemos

d(gio f) _ . dg; O fr
a—xj(a) => = (f(a))- 8_xj<a)’

que ¢é a regra da cadeia para as fungoes-coordenada g; o f. [
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Teorema 2.10 (Regras de Derivacio). Sejam U C R™ aberto, as aplicacies de classe C*
fig : U C R"™ — R" diferencidveis em a € U, o um numero real e a forma bilinear
b:R" x R" — RP. Sdo diferencidveis em a € U, e de classe C*, as sequintes aplicacoes:

I) (f+g):U— R", valendo a igualdade (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);

II) (a- f): U = R, valendo a igualdade (o - f) (a) = a(a) - f'(a);

II) b(f,q) : U — R? definida por B(f,g)(xz) = B(f(x),g(x)), cuja derivada em a é

[b(f, 9)l'(a)v = b(f'(a)v, g(a)) + b(f(a), g (a)v).

Demonstragao. 1) Considere a forma bilinear S : R" x R" — R" definida por S(z,y) = z+v,
pelo Exemplo 2.9] temos S’ = S. Entdo, observando que (f + g)(a) = S o (f(a), g(a))
obtemos, pelo Teorema que

(f +9)(a) = Se(f(a) g'(a) = f'(a) + 4'(a).

Como S é uma forma bilinear, é de classe C™, logo, de classe C*. Entéo, pelo Corolério
2.9.1, f+ g é de classe C*.

IT) Considere a transformacao linear o : R" — R" definida por a*(z) = « -z, pelo
Exemplo 2.9 temos (a*)" = o*. Entao, observando que (a - f)(a) = a* o f(a) obtemos, pelo
Teorema [2.9] que

(- f)(a) =" o f(a) = - f'(a).

Como a* é uma transformacio linear, é de classe C*°, logo, de classe C*. Entdo, pelo

Corolario 2.9.1] a - f é de classe C*.
IIT) Considere b(f,g) =bo (f,g), pelo Teorema vale

B(F.9) (@)o = [bo (f.9)] (a)v = ¥(f(a), g(a)) - (F'(a)v, g (a)v)
— b(f(a)v, g(a)) + b(f (a). ¢'(a)0).

Pelos Exemplos e[2.11] podemos concluir que b € C*. n

Exemplo 2.12. Sejam f,g : U — R" diferencidveis no aberto U C R™, e de classe C*.
Tomando ¢ : U — R definida por ¢(z) = (f(x),g(x)), para todo v € R™, vale

¢'(z)v = {f'(z)v,9(z)) + (f(z), g'(z)v),
ou seja, a igualdade acima representa a derivada do produto interno.

Teorema 2.11 (Desiguladade do Valor Médio). Seja f : U — R" diferencidvel em todos os
pontos do segmento de reta [a,a 4+ v] C U. Se, para todo t € [0,1], tem-se |f'(a + tv)] < M
entdo |f(a+v) — f(a)] < M -|v|.
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Demonstra¢ao. O caminho A : [0,1] — R", definido por A(t) = f(a + tv), ¢ diferencidvel,
com N (t) = f'(a + tv) - v, portanto, |N(¢)| < |f'(a + tv)| - |v] < M - |v|, para todo t €
[0,1]. Segue da Desiguladade do Valor Médio para caminhos (veja [5], pagina 44) que
IAN(1) = A0)| < M - Ju]- (1 =0),isto é, |f(a+v)— fla)] <M -|v|. O

Definigao 2.18 (Imersao). Dado um conjunto aberto U C R™, uma aplicacao diferencidvel
f:U — R" é chamada de imersdao quando, para todo x € U, sua deriwada f'(z) : R™ — R"

¢ uma transformacao linear injetora.

Para que isto ocorra, é necessario que m < n, pois por f’ ser injetora, para todo ponto
x € R™, deve existir um y € R" tal que f'(z) = y. Se m > n, entao existe algum x sem que

tenhamos um y tal que f(z) =y, o que é contradigao.

Definicao 2.19 (Submersao). Dado um conjunto aberto U C R™, uma aplica¢ao dife-
rencidvel f : U — R"™ € chamada de submersio quando, para todo x € U, sua derivada

f(z) : R™ — R™ € uma transformagdo linear sobrejetora.

Para que isto ocorra, é necessario que m > n, pois por f' ser sobrejetora, para todo
y € R", deve existir um x € R™ tal que f'(z) = y. Se m < n, entao existe algum y sem que

tenhamos um x tal que f(x) =y, o que é contradicao.

2.3 Difeomorfismo

Nesta se¢ao, apresentaremos a definicao de difeomorfismo e alguns resultados, estes
possuem bastante importancia para a demonstracao do Teorema da Aplicacao Inversa no

capitulo seguinte.

Definicao 2.20 (Difeomorfismo). Sejam os conjuntos abertos U C R™ eV C R". Um
difeomorfismo entre U e V € uma aplicacao bijetora e diferencidvel f : U — V' cuja inversa

71V = U € também bijetora e diferencidvel.

Quando necessario, um difeomorfismo serd chamado de difeomorfismo global. Se f :
U — V é um difeomorfismo, com g = f~' : V — U, entdo de go f = idy e fog = idy
resulta, pelo Teorema que ¢'(f(x)) - f'(x) = idgm e f'(g(x)) - ¢'(x) = idgn, para todo
x € U. Portanto, f'(z) : R™ — R" é um isomorfismo cujo inverso é ¢'(f(x)) : R* — R™.

Definicao 2.21 (Difeomorfismo Local). Dado o aberto U C R™, uma aplicagdo diferencidvel
f U — R™ chama-se difeomorfismo local quando, para x € U existe uma bola aberta
B = B(x;0) C U tal que f aplica B difeomorficamente sobre um aberto V' contendo f(z).

Todo difeomorfismo é um difeomorfismo local. E como um difeomorfismo local é uma
aplicagao aberta (veja [6], padgina 277) concluimos que um difeomorfismo local é um difeo-

morfismo global se, e somente se, é uma aplicagao injetiva.
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Teorema 2.12. Se o difeomorfismo f: U — V ¢ de classe C* (k > 1), entdo seu inverso
g=f1:V = U ¢ também de classe C*.

Demonstragio. Para todo y = f(z) € V, temos ¢'(y) = [f'(x) ] = [f'(f ' (y))]"", portanto
a aplicacao ¢’ : V — L(R™) se exprime como a composta

g = (Inv)o flof

onde Inv leva todo operador invertivel X : R™ — R™ no seu inverso X ', f': U — L(R™)
leva todo ponto z € U na derivada invertivel f'(x) : R™ — R™ e f~!:V — U é a aplicacdo
inversa de f.

Sabemos que Inv € C*. Portanto, se f € CF entdo f' € C*! e, pela hipétese de
inducdo, f~1 € C*1, logo, ¢ € C*! como composta de trés aplicaces de classe C*~1, por
definicdo, g € C*. m

Teorema 2.13. Seja f : U — R™ de classe C* (k > 1) definida no aberto U C R™. Se para
algum a € U, a derivada f'(a) : R™ — R"™ € injetiva, entdo existem § > 0 e ¢ > 0 tais que
B = B(a;6) C U e, para quaisquer x,y € B tem-se |f(x) — f(y)| > c|lx —y|. Em particular,

a restricao f|B € injetiva.

Demonstragao. A fungao u — |f'(a) - u| é positiva em todos os pontos u da esfera unitdria
S™=1 que é compacta. Pelo Corolério [1.30.1}, existe ¢ > 0 tal que |f'(a) - u| > 2c para todo
ue Sm

Por linearlidade, segue-se que |f'(a) - v| > 2¢ - |v| para todo v € R™. Para todo = € U,

escrevamos

Entao, para z,y € U quaisquer, temos

f(@) = fy) 2 [f(a)(x = y)| = |r(z) = r(y)].

levando em conta que |u + v| > |u| — |v|, segue-se que

[f(@) = fWl = [f'(a) - (z —y)| = [r(z) = r(y)| = 2¢- |x —y| = [r(z) = r(y)|.

Ora, a aplicacdo 7(z) definida, é de classe C*, com r(a) = 0 e 7’'(a) = 0. Pela continuidade
de 7', existe § > 0 tal que [z —a| < § =z € U e |/'(z)| < c. Aplicando o Teorema 2.11]a r
em B = B(a;J), temos que se z,y € B entao |r(z) — r(y)| < c|lz — y|. Consequentemente,
z,y € B=|[f(z) = f(y)| = 2c|x — y| — clz — yl, ou seja, |f(z) — f(y)| = c|lz —yl. O

Teorema 2.14 (Diferenciabilidade do Homeomorfismo Inverso). Seja f : U — R"™ um
homeomorfismo de classe C entre os abertos U,V C R™. Se para algum x € U, a derivada

f'(z) : R™ = R™ ¢ um operador invertivel, entdo o homeomorfismo inverso g = f~':V —
U é diferencidvel no ponto f(z), com ¢'(f(x)) = [f'(z)]™".
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Demonstragao. Se x, x +v € U, escrevemos f(z) =y e f(z +v) =y + w, entdo

w= f(x+v)— f(x) = f(z)v+r(v), onde })lir(l)% =0e

v=yg(f(z+v))—g(f(z)) =gy +w) —g(y).
Para provar que f(x)~' é a derivada de g no ponto y, escrevamos

gy +w) —gly) = f'(x)"'w + s(w)

s(w)

e mostemos que lim = 0.
w—0 |'LU|

Tomando a igualdade acima com as expressoes de v e w obtidas, temos

v=f@) f @) +r)] +s(w)

ou seja,
v=v+ f(x)"" - r(v) + s(w),
donde,
s(w) = —f'(z)"' - r(v), logo s(w) = —f'(x)"? rv) M,
|w] ol |w]
isto é,
s(w . r(v v
W) _ iyt o
|w ol |f (2 +v) = f(2)]
Quando w — 0, tem-se v — 0 pela continuidade de g, entao % — 0, e pelo Teorema |2.13
v
existem § > 0 e ¢ > 0 tais que |v] < ¢ implica
£+ ) ~ F(@)] 2 e, portant LT
r+v)— f(z)] > c|v|, portanto, < -.
[f(z+v) = flz)] ¢
) . os(w) L ., / =1
Assim, lim ——= = 0. Portanto, g é diferenciavel e ¢'(f(z)) = [f'(x)] . O

w—0 |’w|
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Capitulo 3

Os Teoremas da Aplicacao Inversa e

da Funcao Implicita

Neste capitulo, ultilizando os resultados estabelecidos nos capitulos anteriores, serao

enunciados e demonstrados o Teorema da Aplicacao Inversa e o Teorema da Func¢ao Implicita.

3.1 Teorema da Aplicacao Inversa

Nesta secao, iremos enunciar e demonstrar o Teorema da Aplicacao Inversa, ele afirma
que dado uma aplicacio f : U — R" de classe C* e definida no aberto U C R™, se
existe um ponto x € U tal que f'(x) ¢ invertivel, entao existe um conjunto aberto em U
tal que f restrita a este conjunto é um difeomorfismo sobre um aberto que contém f(x).
Antes de enunciarmos o teorema, iremos enunciar e demonstrar um lema com o objetivo de
demonstrar o teorema desejado. Em seguida, apresentaremos uma aplicacao e dois exemplos

deste teorema.

Lema 3.1. Sejam U C R™ aberto e g : U — R" diferencidvel no ponto a € U, com
d(a) : R™ — R" sobrejetiva. Se a é um ponto de minimo local de |g(z)|, = € U, entao

g(a) = 0.

Demonstragao. Se a é um ponto de minimo local para |g(z)|, serd também um ponto de
minimo local para a funcao ¢ : U — R, definida por gp( ) = lg(x )|2 = (g(x), g(x)), logo
¢'(a) = 0 (veja [], pdgina 97), mas como ¢'(a) - v = 2(¢'(a) - v,g(a)), ou seja, g(a) é
ortogonal & imagem de ¢'(a), que é R™. Logo g(a) = 0. ]

Teorema 3.1 (Teorema da Aplicagao Inversa). Sejam f : U — R™ uma aplicagao de classe
C* com k > 1 definida no aberto U C R™. Sea € U ¢ tal que f'(a) : R™ — R™ ¢ invertivel,
entao existe uma bola aberta B = B(a;d) C U tal que a restrigio f|B € um difeomorfismo

sobre um aberto V' que possui o ponto f(a).
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Figura 3.1: ITlustragao do Teorema da Aplicacao Inversa.

U

B

i e .

R ™

V
s
f(a) R™

Fonte: Autor

Demonstragao. Pela hipétese, B(a,d) C U, diminuindo ¢ suficientemente, podemos admitir
que B = Bla;0] C U e que f é injetiva no compacto B (pelo Teorema [2.13)), entdo pelo
Teorema [1.30, f é um homeomorfismo de B sobre f(B), e consequentemente, f é um

homeomorfismo de B sobre f(B).

Além disso, como f'(z) depende continuamente de z, podemos supor que, para todo
xr € B, a derivada f'(z) : R™ — R™ é um isomorfismo. Entdo, pelo Teorema basta

mostrar que f(B) =V C R™ ¢ um conjunto aberto.

Seja ¢ = f(p), p € B. Consideremos S = S[a;d] a esfera que é a fronteira de B, a
injetividade de f|B nos garante que ¢ ¢ f(S), entdo existe ¢ > 0 tal que |f(z) — ¢| > 2¢
para todo x € S, pois S é compacto. Agora basta mostrar que B(g;e) C V.

Sejay € B(q;€), colocando g(x) = |f(x)—y|, pelo Corolério g(x) possui maximos
e minimos. Devido a injetividade de f|B, temos que o minimo de g(x), para x € B, nao é
atingido por num ponto x € S, poisx € S = |f(x)—y| > €, enquanto | f(p)—y| = |¢—y| <,
com p € B, entdo o minimo de g(z) = |f(z) — y| é atingido por em um ponto =y € B. Pelo
Lema [3.1] esse minimo é zero, entdao f(xo) =y onde f(xzy) € V, entdo y € V.

Logo, B(gq;€) C V, entao V' é aberto e pelo Teorema|2.14} f|B é um difeomorfismo sobre

o aberto V' que possui f(a). O que demonstra o teorema. ]

Exemplo 3.1. Seja f : R* — R? dada por f(x,y) = (e“cos(y),e“sen(y)). Sua matriz
jacobiana é
e“cos(y) —e"sen(y)

Jf(z,y) =

e“sen(y) e“cos(y)

e seu determinante é e**, que é sempre diferente de 0. Logo, f'(x,y) : R™ — R™ ¢ um
isomorfismo, para todo (x,y) € R?. Pelo Teorema da Aplicacio Inversa, f é um difeomor-

fismo local (mas nao um difeomorfismo global pois f(x,y+2w) = f(z,y)), ou seja, f admite
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inversa local em qualquer ponto de RZ.

Exemplo 3.2. Seja f : R* — R? dada por f(z,y) = * , Y . Sua
V31+ta2+y? /14 a2+ 2
matriz jacobiana é
[ 1+ B y |
VI+ 2?2 +y2 (1422 +y?) V9I+a? +y2 (1422 +y?)
Jf(z,y) =
Ty 1+ 2?2
Vit +y2(1+22+y?)  J1+22+y2 (1+ 22 +y?)
e seu determinante é m, que é sempre diferente de 0. Logo, f'(x,y) : R™ — R™

¢ um isomorfismo, para todo (x,y) € R Pelo Teorema da Aplica¢io Inversa, f é um

difeomorfismo local , ou seja, f admite inversa local em qualquer ponto de R?.

Aplicacao: Lema de Morse

Como aplicacao do Teorema da Aplicacao Inversa, iremos enunciar e demonstrar o Lema
de Morse, que afirma que na vizinhanca de um ponto critico nao degenerado de uma fungao
f é possivel tomar um sistema de coordenadas em relagao ao qual f se exprime como uma

forma quadratica com coeficientes constantes.

Antes do lema, apresentaremos algumas defini¢oes essenciais para o entendimento deste
resultado. Outras defini¢oes preliminares e exemplos sobre o Lema de Morse podem ser
encontrados em [6], e para as definigdes de Algebra Linear ultilizadas aqui, recomendamos
[7] e [2.

Definicao 3.1. Uma forma quadrdtica H : R" — R é uma fungao cujo valor no vetor
n

v=(ag, - ,aq,) € Z hijoia;, onde [hi;] € uma matriz simétrica n x n.
ij=1
Dada uma funcio f : U — R, de classe C*, definida no aberto U C R", a forma
quadratica hessiana H(x) = (H f)(x) de f em x € U € aquela cuja matriz é

o0 f
hi;] = .
Definicao 3.2. Seja f : U — R diferencidvel, de classe C* e definida no aberto U C R™, um

ponto critico a € U € chamado de ponto critico nao-degenerado quando a matriz hessiana

de f ¢ invertivel.

s

Definicdo 3.3. Um sistema de coordenadas de classe C* em um aberto U C R™ € um
difeomorfismo € : V. — U de classe C*, definido em um aberto V.C R"™. As coordenadas de

um ponto p € U no sistema £ saGo os numeros yy,--- , Y, tais que y = (y1, -+ ,yn) € V e

£(y) =p.
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Lema 3.2 (Lema de Morse). Seja a um ponto critico nao-degenerado de uma fungao f :
U — R de classe C* (k > 3) definida no aberto U C R". Entdo existe um sistema de
coordenadas & : V — W de classe C*™2, coma € W C U, 0€V e&(0) = a, tal que

n

FEW) = fla) =Y ayyy;

ij=1

para todo Y= (yh U 7yn) S V7 onde

1 0%
aij = .

Demonstragao. Para simplificar a notacdo, suponhamos a = 0 e f(a) = 0. Seja W uma
bola aberta de centro 0, contida em U. Pela férmula de Taylor com resto integral (veja em

[6], pdgina 151), temos

reW= f(x)= Z a;;Yiy;

ij=1

com

1 2
of
)= [ (1—t tr)de.

osfw) = [ (1= 05ty
Como vemos, cada a;; ¢ uma funcao de classe C*~2 definida na bola W. Para cada z € W
a matriz A(x) = (a;;j(z)) é simétrica, em virtude do Teorema de Schwarz (veja em [6],
pagina 147). Podemos escrever f(x) = (A(z) - x,z) para todo x € W. Seja Ay = A(0) =
1 0f
2 81718333
simétrica Ay é invertivel. Assim, para cada x € W, podemos escrever A(x) como produto

(0). Dizer que o ponto critico 0 é nao degenerado significa afirmar que a matriz

de Ay por uma matriz que depende de z em classe C¥2 e que, para z = 0 é a matriz
identidade. Através do Exemplo 15 (Veja [6], pagina 283), podemos tomar o raio da bola
W tdo pequeno que € W = A(x) = Ag- B(z)*, B: W — R"™ ¢ de classe C*~2. Como A

e A(z) (para todo z € W) s@o simétricas, tomando tranpostas obtemos:
A=Ay B?>=(B*)?* Ay, donde B*> = A;1(B*)*Ag = (A" B* - A),

onde a variavel x foi omitida por simplicidade, ainda pelo Exemplo 15 (Veja [6], pagina
283), se o raio de W for suficiente pequeno, x € W implicard que B(x) e Ay - (B*)*- Ay
estao tao préximas da identidade que, por terem quadrados iguais, sao elas iguais. Entao
B = A" B*- Ay, ouseja, Ay B=B*-Ayedal A= Ay- B> = B*- Ay - B. Assim:

reW = f(x)=(A(x) -x,z) = (B(z)" - Ay - B(x) - x,z) = (Ay - B(x) - x, B(z) - )

Agora, basta demonstrarmos que, se o raio da bola W for tomado suficientemente pequeno,
a aplicacdo ¢(x) : W — R™ definida por ¢(x) = B(z) -z é um difeomorfismo de classe C*2

sobre sua imagem.
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Op 0B
= %(a:) = %(x) =z + B(z)-v.

Para z = 0, vem: ¢'(0) -v = B(0) - v = v. Logo, ¢'(0) : R® — R" é a transformagao

Para todo z € W e todo v € R™, temos ¢'(x) - v

linear identidade. Resulta do Teorema da Aplicacao Inversa que, se o raio de W for tomado
suficiente pequeno, obtemos um difeomorfismo ¢ : W — V de classe C*72, com o) =
B(z) -z, p(0) =0e f(x) = (Ay - p(),¢(x)), para todo t € W. Entdo E = ¢ ' : V — W é
um sistema de coordenadas de classe C*~2 tal que, para todo y € V, f(£(y)) = (Ao -y, y) =

Z QiYiYs- L

3.2 Teorema da Funcao Implicita

Na primeira secao do capitulo anterior, apresentamos um caso particular do Teorema
da Funcdo Implicita, a qual se aplicava em funcdes do tipo f : R™" — R, este permite
encontrar uma fungao implicita y = y(z) ou = = x(y), associada a equacao f(x,y) = ¢, com
ceR.

Como resultado do Teorema da Aplicacao Inversa, temos o caso geral do Teorema da
Funcao Implicita, que pode ser aplicado para funcoes f : U € R™™™ — R". Neste caso,
os pontos do espago R™™ = R™ x R™ serdo representados da forma (z,y), onde z =
(1, ,Zm) ER™ ey = (y1,- - ,yn) € R™

Antes de apresentarmos o teorema, faremos algumas preliminares e apresentaremos al-

guns resultados. Para outas defini¢oes e exemplos, recomendamos [6], [9], [10] e [§].

Definigao 3.4 (Difeomorfismo Vertical). Um difeomorfismo h : U — V entre abertos

U,V C R™™ ¢ chamado de difeomorfismo vertical quando é da forma h(x,y) = (z, ha(x,y)),

ou seja, quando deixar invariante a coordenada x.

O inverso de um difeomorfismo vertical é também vertical.

Teorema 3.2 (Forma Local das Submersoes). Seja f = (f1, -, fu) uma aplicacio de
classe C* (k > 1) de um aberto U C R™™ em R". Se em um ponto p = (a,b) € U, a

matriz

[§§;<p>} (ij =1, m)

¢ invertivel, entao existem abertos Z > p em R™" V3 a em R™, W > c= f(p) enR" ¢
um difeomorfismo vertical h : V. x W — Z, de classe C*, tal que f(h(z,w)) = w para todo
x eV etodoweW.

Demonstracio. Seja o : U — R™ x R™ a aplicacdo de classe C* definida por ¢(z,y) =
(x, f(z,y)). A matriz jacobiana de ¢ tem a forma

Io
Jp = ;
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onde I é a matriz identidade m X m e a matriz n X n

df;
dy;

=) = |52

é, no ponto p = (a,b), invertivel.

Pelo Teorema da Aplicacao Inversa, ¢ é um difeomorfismo de um aberto Z > p sobre
um aberto de R™ x R", o qual podemos supor da forma V' x W, onde V C R™ e W C R",
coma € Vec= f(a,b) € W. O difeomorfismo inverso h : V. x W — Z é da forma
h(z,w) = (z, ho(z,w)). Entao, para qualquer (z,w) € V x W, tem-se

(a:,w) = ¢(h(x>w)) = QD(QJ, hZ(wi)) = (:r;,f(:v,hg(x,w))) = (xa f(h(x,w))),

logo f(h(z,w)) = w para qualquer (z,w) € V- x W. O

Figura 3.2: Ilustracao do teorema.
U R™

gouh ‘ |
VxW 1VV

foh:(z,w)—w

(a,¢)

A R7n
T

Fonte: Lima, 2013

Corolario 3.2.1. Seja f : U — R" uma submersio de classe C*, definida no aberto U C
R™™ . Para cada ponto z € U existem abertos Z C U contendo z, W C R™ contendo
c= f(2), V. C R™ e um difeomorfismo h : VxW — Z de classe C*, tais que f(h(z,w)) = w

para todo x € V e todo w € W.

Demonstragdo. Como f'(z) : R™™ — R™ é sobrejetiva, n das m+n colunas sao linearmente
independentes, logo formam uma matriz invertivel n X n. Se essas forem as ultimas colunas,
entao o corolario é o Teorema Se nao forem, basta modificar a demonstracao daquele
teorema, permutando as coordenadas em R™'" de modo que as n colunas linearmente

independentes de J f(z) sejam as ultimas. ]
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Teorema 3.3 (Teorema da Funcio Implicita). Sejam o conjunto aberto U C R™™, f -
U — R"™ uma aplicacdo de classe C* (k > 1) e (x0,v0) € U tais que f(x0,10) = ¢, ¢ € R™.
Nestas condigaes, se f'(xqg,yo)[{0} x R™ € um isomorfismo sobre R", entdo existem abertos
V3 (zo,0), VCU e A xo, ACR™ tais que

I) Para todo x € A, existe um unico y = &(x) € R" tal que (x,&(z)) € V e f(x,&(x)) =¢;
1) A aplicagio € : A C R™ — R"™ € de classe C* e ¢'(xy) = —Ty 'T}, onde Ty € L(R™;R™)
e To € L(R™) sao definidos por

Tlh = f,(x07y0)<h7 0) € TQk = f/(l'o,yo)(O, k‘),
onde h € R™ e k ¢ R".

Demonstragdo. 1) Sem perda de generalidade, suponhamos ¢ = 0 e definamos g : U — R™*™"
de classe C* onde g(z,9) = (z, f(z,9)) e

g/(an yO)(h> k) = (h’ f/(ilfo, y0)<h’> k))

Em particular, se ¢'(xo, yo)(h, k) = (0,0), teremos h = 0e 0 = f'(xo,v0)(h, k) = f'(x0,y0)(0, k),
onde k = 0, pois da hipdtese, f'(xq,y0)[{0} x R™ é um isomorfismo. Entao ¢'(xg,y) ¢ um
isomorfismo de R™™ sobre si mesmo. Pelo Teorema da Aplicacao Inversa, existem abertos
V' 3 (zo,9), VCUeW > (20,0), W C R™™ tais que g|V : V — W é um difeomorfismo
de classe C*.

Figura 3.3: ITlustragao da afirmagao anterior.

A B | g~
tr
(Ta, b
Vv — A
W
N 1 & B™ ! e} B™

Fonte: Freire, 2013

Novamente, sem perda de generalidade, suponhamos que W = A x B, onde A C R™
e B C R" sao abertos e g € A. Entao dado x € A existe um tnico y = £(z) € R" e
g(z,y) = g(z, f(x,y)) = (x,0) € W, pois g|V : V — W é bijetora. Entao a aplicacao &
satisfaz f(z,£(z)) = 0, para todo z € A.

IT) Considere (g|V)™' : W — V, pelo Teorema da Aplicacio Inversa, (g|V)™* é de
classe C*. Além disso, (g|V) Y(z,0) = (z,&(z)). Definindo P(z,y) = y e ¢(z) = (z,0),
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com r € R™, temos & = Po (g|V)™ o ¢, onde & é de classe C*. Note que, para todo
(h,k) € R™™ temos

f/(%, Yo)(h, k) = f’(ﬂﬁoa Yo)((h,0) + (0,k)) = f’(%, Yo)(h,0) + f’(xo, Y0)(0, k) = T1h + Tok.

Derivando ambos os membros de f(z,£(z))) = 0 e tomando x = x(, obtemos

0= f"(z0,&(x0))(h, ' (z0) 1) = f'(w0,90)(h, ' (w0)h) = Tih + To€ (w0)h, Yh € R™.
De onde obtemos que &'(x9) = —T5 'T}, o que conclui a demonstracao. O

Observagao 3.1. Se ¢ # 0, poderiamos definir uma funcio F(z,y) = f(x,y) — ¢, e basear

toda a demonstracao sobre F', por isso, nao se perde a generalidade ao supor ¢ = 0.

Se f:U C R™"™ — R™ é uma submerséao de classe C*, conjunto

B((z0,%0):0) N {fH(0)} = {(2,y) € R™™; f(z,y) =c}
é o grafico da aplicacao ¢ de classe C*.

Exemplo 3.3. Considere a fungdo f : R — R definida por f(z,y, z) = sen(zy)+sen(zz)+
sen(yz). Vamos encontrar um ponto (xg, yo, 20) tal que f(xo, Yo, 20) = 0 possua uma solu¢ao
z={(z,y).
Derwando f em relagao a z, obtemos
of

g(x, y,z) =x-cos(xz) +y - cos(yz).

FEssa derivada s6 € igual a 0 se x = y = 0 e como temos f(x,y,z) = 0 se duas das trés
coordenadas forem iguais a 0, concluimos que os pontos das formas (x¢,0,0) e (0,yo,0),

com xg # 0 e yg # 0, sao pontos dos quais vale o Teorema da Fun¢ao Implicita.

De fato, para o ponto (x,0,0), temos %(%,0,0) = x9 e f(20,0,0) = 0. Entdo, pelo
Teorema da Fungdo Implicita, na vizinhanga de (x¢,0,0), existe uma solu¢ao z = &(x,y)
para f(x,y,z) = 0.

of .

Agora, para o ponto (0,y0,0), temos %(o,yo,()) = yo e f(0,90,0) = 0. Entao, pelo

Teorema da Fungao Implicita, na vizinhanga de (0,v0,0), ezxiste uma solu¢ao z = &(x,y)

para f(z,y,2) = 0.

Aplicacao: Multiplicadores de Lagrange

Como aplicacao do Teorema da Funcgao Implicita, iremos enunciar e demonstrar o método
dos Multiplicadores de Lagrange, este se aplica quando se deseja encontrar os extremos
locais da restricao de uma funcao diferenciavel f a um subconjunto M C U C R™ x R",

que também ¢é uma submersdo de classe C', g : U — R". Nestas condicoes, para que o
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ponto p € M seja um extremo local de f|M, é necessario que o gradiente de f em p esteja
no espaco gerado pelos gradientes das coordenadas de g = (g1, - , g,) em p, isto é, devem

existir Ay, Ao, - -+, A\, € R tais que

Vf(p) = MVai(p) + A2Vg2(p) + -+ A Vn(p),
onde Ay, A9, - -+, A\, sao chamados de multiplicadores de lagrange.

Teorema 3.4 (Multiplicadores de Lagrange). Sejam U C R™" um conjunto aberto, f :
U — R uma funcao diferencidvel e M C U wum conjunto de nivel de uma submersao de
classe C*, g = (g1, ,g9n) : U — R". Entdo, se p € M ¢é um extremo local de f|M,

existem Ay, Ag, -+, A, tais que

V(p) = AVai(p) + A2Vga(p) + -+ + AuVan(p)

Demonstragao. Seja p = (x9,y0) € M um extremo local de f|M. Uma vez que g é uma
submersao, temos que ¢'(p) € L(R™™ R™) é sobrejetora, de onde podemos supor, sem
perda de generalidade, que ¢'(p)|{0} x R™ é um ismorfismo sobre R". Logo, pelo Teorema
da Funcao Implicita, existem um aberto de R™, A 3 z, e uma aplicacdo de classe C*,
¢ : A — R" tais que o grafico de £ estd contido em M, ou seja, (x,&(x)) € M para todo
x e A

Considere o grafico de &(zg), G = {(h,& (xo)h);h € R™} C R™™ e observe que este é
um subespago vetorial de R™ x R™. Sendo M um conjunto de nivel de g, temos que (x,&(x))
é constante. Em particular, dado um vetor h € R™, tem-se ¢'(x¢, £(2))(h, & (xo)h) = 0, isto
é, ¢'(p)(G) = 0. Logo, para todo v = (h,& (z9)h) € G, teremos

0=yg'(p)v=(g1(p)v, ga(p)v, -+ , g, (P)V) = (V1 (P), V), (VG2(P), V), -+, (Vg (D), V),

de onde concluimos que para cada j € {1,2,---,n}, Vgi(p) é ortogonal a G. Porém, os
vetores-linha da matriz jacobiana de g em p sdo, justamente, Vg, (p), Vgs(p),---, Vg, (p),
e portanto sao linearmente independentes, pois a imagem de ¢'(p) tem dimensao n. Se-

gue dai que o complemento ortogonal de G em R™'" é o subespaco gerado pelos vetores
V91(p); Vs (p), -+, Vgn(p).

Uma vez que p é um extremo local de f|M, temos que g é um extremo local de f(z,£(z)),
xr € A. Entao dado v = (h, &' (z0)h) € G, teremos

0= f'(z0,&(x0))(h, & (x0)h) = (V f(p),v),

onde f(p) € G*. Logo, existem reais Ay, A, - - - , A, tais que

V) =MV (p) + AVge(p) + - + A Van(p).

Como queriamos demonstrar. O
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Exemplo 3.4. Seja f : R* — R definida por f(z,y) = ax + by, com a* +b* # 0. Temos
Vf(z,y) = (a,b) = v, onde v é um vetor ortogonal as linhas de nivel ax + by = ¢, que sao
retas, duas a duas paralelas. f ndo possui pontos criticos , mas se ¢ : R* = R for dada
por p(x,y) = 2 + 12, entdo Vo(z,y) = (22,2y), 1 € o valor reqular de ¢ e M = ¢ (1) ¢
a circunferéncia unitdria x> +y* = 1. Como M é compacta, a restrigio f|M possui pelo
menos dois pontos criticos, nos quais assume seus valores minimo e mdrimo. Os pontos

criticos de f|M sao as solugdes (x,y) do sistema
VI y) =X Velz,y), plz,y) = 1.
Ou seja,
At =a, 2 y=b ez +1y*=1.

Portanto (x,y) é um ponto critico de f|M se, e somente se, o vetor unitirio z = (z,y) €

um maultiplo do vetor v = (a,b), o que nos dd

)= (\/a2a+ = \/a2b+ b2) o () = <\/a2_i 0 \/a;i b2>'

Estes sdo os pontos nos quais f(x,y) assume seus valores mdximo e minimo em M = S*.
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Apeéendice A
Nocoes de Algebra Linear

Neste apéndice, com o objetivo de fornecer uma base para as defini¢oes de algebra linear
ultilizadas neste trabalho, estudaremos algumas defini¢oes e resultados referentes a espagos

vetoriais, transformagoes lineares e formas bilineares.

Para um estudo mais profundo, podem ser consultadas as referéncias [7] e [2].

A.1 Espacos Vetoriais

Definicao A.1 (Espago Vetorial). Um conjunto E, cujos elementos sao chamados de ve-
tores, € chamado de espaco vetorial quando nele estao definidas duas operagoes:

a) A soma, que a cada par u,v € E faz corresponder o elemento u+v € E.

b) O produto com um nimero real, que a cada o € R e uw € E, faz corresponder o elemento
a-uekb.

Essas operagoes estao definidas em E de modo que, para u,v,w € E e a, 3 € R, valem
as sequintes propriedades:
Comutatividade: u+v=v+u e au=uaq,
Associatividade: u+ (v+w) = (u+v)+w e afu) = (af)u;
Elemento neutro: existe 0 € E tal que u+ 0 = u;
Multiplicagcao por 1: u-1=u;
Inverso aditivo: para todo u € E, existe —u € E tal que u+ (—u) = 0;
Distributividade: (a+ f)u =au+ fu e a(u+v)=au+ av.

Observacao A.1. Os elementos 0 e —u sao chamados de vetor nulo e oposto de u, respec-

tivamente.

Resulta da Defini¢ao os seguintes resultados, cujas demonstracoes podem ser encon-
tradas em [2], pagina 50:
1. Para todo u € E, tem-se 0-u = 0.

2. Dados a € R eu € E, tem-se au = 0 se, e somente se, « =0 ou u = 0.
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3. Sew+u=w+wv, entio u = v.
4. Paraa € R eu € E, vale (—a)u = a(—u) = —(au).
5. Para o, € R eu € E, vale (a — B)u = au — [u.

Definigao A.2 (Subespago Vetorial). Dado um espago vetorial E, um subconjunto F' C E
¢ chamado subespago vetorial quando nele, valem as sequintes propriedades:

a)0eF;

b) Se u,v € F, entdou+v € F;

c) Seu € F, entao para todo o € R tem-se au € F'.

Para um subespaco vetorial ser considerado um espaco vetorial, ele deve satisfazer as 6
propriedades da Definigao

Defini¢ao A.3. Seja E um espago vetorial, tomando o subconjunto S = {uy, -+ ,u,} C E,

o subconjunto
[S] :{a1u1+"'+&nun ‘ Apy 00, Qp ER}

¢ chamado subespaco gerado por S.

Teorema A.1. O Conjunto [S] é um subespaco vetorial.

Demonstracao. a) 0 = Ouy + - - - + Ou,, entdo 0 € S.

b) Sendo v = aju; + -+ - + ayu, € w = Prug + - - + Buu, pertencentes a S, temos
v+w = (a1 + Br)ur + -+ (v + Bn)tn,

que também pertence a S.

c) Sendo S € Rev=aqu; + -+ ayu, €5, temos
B'U = (5051)'&1 +- (ﬁan)una
que também pertence a S. n

Definicao A.4. Um espaco vetorial E é dito finitamente gerado se existe S C E, com S
finito, tal que E = [S].

Definigao A.5. Seja E um espago vetorial, o subconjunto L = {uy,- -+ ,u,} C E é chamado

linearmente independente (L.I) se, e somente se, a igualdade
Uy + -+ apu, =0

s0 ocorre quando oy = -+ = v, = 0.

Definigao A.6. Seja E um espago vetorial, o subconjunto L = {uy,- -+ ,u,} C E é chamado

linearmente dependente (L.D) se, e somente se, ndo é L.1, isto €, a iqualdade
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ocorre sem que oy = -+ = v, = 0.

Definicao A.7 (Base). Seja E um espago vetorial finitamente gerado, uma base de E € um

subconjunto B C E tal que, valem as sequintes propriedades:
a) [B] = E;

b) B ¢ linearmente independente.

Isso significa que qualquer vetor de E pode ser representado como uma combinagao

linear dos vetores da base B.

Definigao A.8 (Dimensao). Seja E um espaco vetorial finitamente gerado, Chamamos de

dimensao o niumero de vetores de quaisquer de suas bases, e denotamos por dimkE.

Exemplo A.1. O conjunto de vetores de n coordenadas

€ a base candnica de R™, isso € claro pois considerando o vetor (ai,as, - ,a,) € R", temos
<a17a27'” 7an) :a1<1707'” 70)_'_0’2(0717"' 70)++a’n(0707 71>

E podemos concluir que dimR"™ = n.

A.2 Transformacoes Lineares

Definigcao A.9 (Transformagao Linear). Sejam E e F espagos vetoriais, uma aplica¢do
T : E — F que associa a cada vetor u € E, um vetor T(u) = Tu € F, é chamada
de transformacao linear se, e somente se, para u,v € E e a € R, valem as sequintes
tqualdades:

a) T(u+v) =Tu+ Tv;

b) T(au) = a-Tu.

Caso F = F,entao T : E — E ¢é chamado de operador linear. Uma transformacao linear

¢ : E— R é chamada de funcional linear.

Os espacos vetoriais E e F sao chamados dominio e contra-dominio de T, respectiva-

mente.

Dado U C E, é chamado de imagem de U por T o conjunto F(U) ={Tu|ue U} C F.
Se U = E, entao F(U) é a imagem de T e é denotada por Im(T).
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Exemplo A.2. A aplicacio 0 : E — F definida por Ou = 0 € uma transformacao linear.
De fato,

a)0(u+v)=0=0+0=0u+ Ov,

b) O(au) =0 = a0 =« Ou.

Essa aplicagao é chamada de transformagao linear nula.

Exemplo A.3. A aplicagao I : E — E definida por Iu = u, é uma transformacao linear.
Com efeito,

a) [(u+v)=u+v=1Iu+ Iv,

b) [(au) = au =« - lu.

Essa transformacao linear é chamada de operador identidade.

Resulta da Defini¢ao os seguintes resultados, cujas demonstracoes podem ser encon-
tradas em [2], pagina 105:
1. 7T0=0
2. T(—u) = -Tu,VueE.
3. T(u—v)=Tu—Tv, ¥V u,v€E.

Definicao A.10. Uma transformagao linear T': E — F' € chamada injetora se, e somente

se, para u,v € B, valeu #v < Tu#Tv ouu=v << Tu="Tv.

Definicao A.11. Uma transformacao linear T' : E — F ¢é chamada sobrejetora se, e

somente se, Im(T) = F, isto €, para todo v € F, existe u € E tal que Tu = v.

Definicao A.12. Uma transformacao linear T : E — F € chamada bijetora se, e somente

se, € injetora e sobrejetora.

Se a transformacao linear T : ' — F' é bijetora, entao cada elemento de F' é do tipo Tu,
com u € F, logo, fazendo a associacao Tu — u, teremos uma transformacao linear de F' em
E, essa aplicacdo é chamada de inversa de T e é denotada por T~'. Nesse caso, dizemos

que T é invertivel.

Definigcao A.13 (Isomorfismo). Se uma transformagdo linear T : E — F' € bijetora, entao

ela € chamada de isomorfismo de E em F.

Caso F = F, entao T': E — FE é chamado de automorfismo de E.

Dados os espacos vetoriais E e F, o conjunto de todas as transformacoes lineares T :
E — F serd denotado por L(E; F'). No caso dos operadores lineares 7' : £ — E, a notagao
é L(E).

Definigao A.14 (Propriedades Operatérias). Sejam E e F espagos vetoriais, dadas as
transformagoes lineares S,T € L(E; F), o vetor u € E e o nimero real o € R, definimos,

respectivamente, a soma S +'T" e o produto oI como sendo
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S+T:E— F definida por (S+T)u= Su+ Tu,

a-T:FE— F definida por (o -T)u =« -Tu.

Observamos facilmente que S+ 7T : E — F' é uma transformacao linear, pois
a) (S+T)(u+v)=Su+v)+T(u+v)=Su+Tu+Sv+Tv=(S+T)u+ (S+T)v;
b) (S + T)(au) = S(au) + T(au) = aSu + aTu = a(Su+ Tu) = a(S + T)u.

Também o - T : E — F é uma transformacao linear, pois
a) (- T)u+v)=a-Tut+v)=a - Tu+Tv)=a - Tu+a-Tv=(a-T)u+ (a-T)v;
b) (a - T)Pu)=a-T(Pu)=a--Tu=F-a-Tu=pF-(a-T)u.

Sendo assim, observamos que a soma e o produto de L(E; F') satisfazem as 6 propriedades

da Defini¢ao [A.1] portanto, £(E; F') é um espago vetorial.

Definigao A.15 (Composta). Sejam E, F' e G espagos vetoriais, se T : E — F e S: F —

G sao transformacoes lineares, € chamado de aplicagao composta de " e S a aplicagao
SoT:E — G definida por (SoT)u=S(Tu), VueckE.

Ora, é facil ver que (So F) € L(E; F), pois
a) (SoT)(u+v)=S(T(u+v))=STu+Tv)=STu)+ S(Tv)=(SoT)u+ (SoT)v.
b) (SoT)(au) = S(T(au)) = S(a-Tu) =a-S(Tu) =a- (S oT)u.

Se T : E — F é invertivel, entdo existe a transformacdo inversa 77! : F — E. logo,

parau € E e v € F| temos
(T oy u=T" Tu)=u=Iu e (ToT Hv=T(T"")=v=Iv.
Ou seja, a composta de uma transformacao linear com a sua inversa é o operador identidade.

Teorema A.2. Se T : E — F ¢ um isomorfismo, entdo sua inversa T~ ' : F — E também

¢ um isomorfismo.

Demonstragdo. Primeiro, mostremos que 77! é uma transformacio linear.

a) Sejam vy, vy € F e suponhamos T (v, + v5) = u. Como T é sobrejetora, existem
ui,uy € F tais que Tu; = v; (se, e somente se, T 'v; = u;) e Tuy = vy (se, e somente se,

T oy = ug). Substituindo esses resultados na igualdade inicial, temos
w=T v, +vy) =T HTuy +Tug) =T (T(ug +1up)) = uy +uy =T vy +T 'y,

e pela igualdade inicial, resulta T (vy +vy) = T vy + T vy,

b) Sejam v € F e a € R e suponhamos 7 !(av) = u. Como T é sobrejetora, existe

u; € E tal que Tuy = v. Logo (se, e somente se, T 'v = uy)
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u=TYav) =T Ya- -Tu) =T HT(au)) = au; = - T v.

Portanto, T~ (aw) = a.- T 'v e T~' é uma transformacao linear. Agora, basta demons-
trarmos que 7! é injetora e sobrejetora.
Injetora: Suponhamos vy,vy € F tais que T ', = T7'vy = u. Entdo Tu = vy e

Tu = vy. Logo, v; = vy e T™1 é injetora.
7

Sobrejetora: Dado u € E, supondo v = Tu, temos T v = T~ (Tu) = u. ]

A.3 Formas Bilineares

s

Definicao A.16. Sejam E e F espacos vetoriais, uma forma bilinear b : E X F — R ¢
uma fungao que € linear em cada uma de suas varidveis u € E e v € F, de modo que, para
u, Uy € B, v1,v9 € F' e a € R, valem as sequintes propriedades:

a) b(uy + uz,v) = b(uy, v) + b(ug, v);

b) b(u, vy + ve) = b(u,vy) + b(u, ve);

c) b(au,v) = ab(u,v);

d) b(u,av) = ab(u,v).

O conjunto das formas bilineares b: E x F' — R é denotado por B(E X F').

Dados f,g € B(Ex F) e A € R, definimos a soma f+g¢ : EXF — R como (f+g¢)(u,v) =
f(u,v) + g(u,v) e o produto \f : Ex F'— R como (Af)(u,v) = Af(u,v).

(f+g) e Af pertencem a B(E x F), a demonstragao pode ser encontrada em [2], pagina
221. Entao observamos que a soma e o produto em B(F x F') satisfazem as 6 propriedades
da Defini¢ao [A.1] portanto, B(E x F) ¢ um espaco vetorial.

Definigao A.17. Uma forma bilinear f : E x E — R é chamada simétrica se f(u,v) =
f(v,u), para todo (u,v) € E x E.

Se f e g sao simétricas, entao f + g e \f também sao simétricas.

Definicao A.18. Uma forma bilinear f : EX E — R € chamada anti-simétrica se f(u,v) =
—f(v,u), para todo (u,v) € E x E.

Se f e g sao anti-simétricas, entao f + g e Af também sao anti-simétricas.
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