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RESUMO

E indispensavel para profissionais das ciéncias exatas equacionar e solucionar de maneira precisa
uma variedade de problemas que podem surgir a partir de uma equagao diferencial ordinaria, assim,
a busca por métodos que se aproximem ao maximo da solugdo exata se faz de extrema importancia.
Diante disto, buscou-se realizar analise comparativa entre dois métodos de solu¢do numérica, método
de Euler e Euler modificado. Para corroborar com o estudo, foi investigado maneiras e exemplos que
poderiam ser expressas matematicamente no software Scilab, que foi utilizado como auxilio
computacional para a demonstragdo dos resultados obtidos e andlise grafica. A partir dos resultados,
foi possivel realizar esta comparagdo entre os métodos e conclui-se que o método de Euler modificado
¢ mais preciso do que o método de Euler para a apresentacao de resultados matematicos que originam

da resolugdo de uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem.

Palavras-chave: Métodos numéricos; Método de Euler explicito; Método de Euler modificado.
ABSTRACT

It is indispensable for professionals in the exact sciences to accurately equate and solve a variety of
problems that may arise from an ordinary differential equation, thus, the search for methods that are
as close as possible to the exact solution is extremely important. In view of this, we attempted to carry
out a comparative analysis between two methods of numerical solution, the Euler method and the
modified Euler method. To corroborate the study, ways and examples that could be expressed
mathematically in the Scilab software were investigated, which was used as a computational aid for
the demonstration of the results obtained and graphical analysis. From the results, it was possible to
perform this comparison between the methods and it is concluded that the modified Euler method is
more accurate than the Euler method for presenting mathematical results that originate from the

resolution of a first order ordinary differential equation.

Keywords: Numerical methods; Explicit Euler method; Modified Euler's Method.
1 - INTRODUCAO

Segundo Campos Filho, as equacdes diferenciais ordinarias (EDO) sdo equagdes que

envolvem uma ou mais derivadas de uma funcao desconhecida e todas as derivadas sdo consideradas



em relagdo a uma so6 variavel independente. Equagdes diferencias ordinarias podem ser solucionadas
por diversos métodos, dependendo da ordem da EDO, dentre eles, da-se énfase ao método de Euler e
Euler modificado que sera retratado no presente trabalho, que busca realizar uma comparacao destas
em relacao a solucdo analitica, visto que as EDOs tém uma grande aplicabilidade em diversas areas
do conhecimento, como engenharia e ciéncias exatas (DULLUIUS et al, 2013, pg 01), desse modo, a
busca por métodos que se aproximem ao maximo da solucdo exata se faz de extrema importancia.
Em suma, o estudo visa comparar a precisdo dos métodos sob parametros diferenciados, para
isso, utilizou-se o software Scilab como auxilio computacional, visto que o mesmo ¢ um software
gratuito de cédigo aberto (opensource) de programagao numérica, que além de permitir a solugao de
problemas numéricos e geragdo de graficos, além de contar com uma variada colecdo de funcdes

matematicas (PIRES, 2004, pg 04).

2 — O METODOS DE EULER

Chama-se solu¢do numérica o procedimento empregado no calculo de uma estimativa para a
solugdo associada a um conjunto de pontos discretos (x;, y;), com i = 0,1, ..., n. Para isso, deve-se
definir uma malha, dividindo o intervalo [a, b], em n subintervalos de comprimento h conforme

mostrado na Figura 1, sendo, portanto:

h= (1)
também conhecido por espacamento ou passo da malha (CARREIRA, BRANDI, 2016).

Figura 1 - Malha unidimensional de passo h

a=xg.. Xi_q X;  Xip1 . b=x,

Fonte: CARREIRA, BRANDI (2016)

O processo de solucao ¢ incremental, o que significa que ele ¢ determinado em passos. Ele
comeca no ponto no qual o valor inicial € fornecido (x,, y,). Em seguida, usando a solug¢do conhecida
no primeiro ponto, determina-se uma solugdo em um segundo ponto proximo. Depois, obtém-se uma
solucao em um terceiro ponto, € assim por diante. H4 procedimentos que envolvem uma abordagem
de passo simples e outros que consideram uma abordagem multipasso. Na abordagem de passo
simples, a solucdo no ponto seguinte, x;,4, ¢ calculada a partir da solugdo conhecida no ponto atual,
xi. Na abordagem multipasso, a solu¢do em x;,, ¢ calculada a partir das solugdes conhecidas em

varios pontos anteriores. A ideia € que o valor da fungdo em varios pontos anteriores possa fornecer



uma melhor estimativa para a tendéncia da solugdo. Dois tipos de métodos, explicito e implicito,
também podem ser usados no calculo da solucdo em cada passo. A diferenga entre esses métodos esta
no procedimento usado na solucdo (GILAT, SUBRAMANIAM, 2008; CARREIRA, BRANDI,
2016).

Dentre os métodos de passo simples encontra-se a metodologia de Euler, cujo nome deve-se
ao matematico Leonhard Euler, ¢ um procedimento numérico de primeira ordem para solucionar
equacdes diferenciais ordinarias (EDO) com um problema de valor inicial (PVI) dado, quando se
resolve numericamente uma equacao diferencial, o enunciado do problema também inclui o dominio
da solugdo, pode-se ajustar previamente o nimero de pontos nos quais deseja-se obter a solugao, ou
isso pode ser decidido pelo método. E o método numérico para integragdo de equagdes diferenciais

ordinarias. Isto ¢, dada a equagdo:

dy

Com a condicdo inicial y(x;) = y,, deseja-se calcular os proximos valores para y, de forma
a obter a cada iteracdo o valor de y;,; para um determinado x;,;, variando x no intervalo x, < x <
Xp.

O método pode ser formulado de forma explicita ou implicita, que diferenciam entre si pelas

metodologias utilizadas na solugdo, conforme serd apresentado nesta secdo, (GILAT,

SUBRAMANIAM, 2008).
2.1 — Método explicito de Euler

Esse método parte de um ponto inicial e projeta um segundo ponto através da reta tangente.
Em um método explicito de passo simples, a solugdo numérica aproximada (x;,1, y;4+1) € calculada
a partir da solugdo conhecida no ponto (x;, y;) usando:(GILAT, SUBRAMANIAM, 2008).
Xip1 =X+ h (3)
Yier =Yi+ f(xp 1) - h “)
Onde h ¢ a largura do passo de integracao e Inclinagdo ¢ uma constante que estima o valor de

% no intervalo de x; a x;;1,. A solucdo numérica comeca no ponto onde o valor inicial € conhecido.
Isso corresponde a i = 1 e ao ponto (x;, y;). Em seguida, i se torna i = 2, e a solu¢do no ponto
seguinte, (x,, V,), € calculada usando as equagdes (3) e (4). O procedimento continua com i = 3, ¢
assim por diante, até que os pontos cubram todo o dominio da solugao.

Muitos métodos explicitos de passo simples usam a forma das equagdes (3) e (4), a diferenca
entre os métodos esta no valor usado na constante Inclinagdo que aparece na equagdo (4) e na forma

pela qual ela ¢ determinada. O método explicito mais simples ¢ o método de Euler, no qual a



inclinagdo € igual a inclinagdo de y(x) em (x;, y;), ilustrado na Figura 2. (GILAT, SUBRAMANIAM,
2008; CHAPRA, CANALE, 2011; MENDONCA, LIMA, BARROS, MENEZES, MEZZOMO,
2018).

Figura 2 - Representacdo grafica do método explicito de Euler.

y(x)
Y Solucéo
analitica \
Yi+1
Inclinacéo \
f (i, y:) Solug&o
Vi numeérica
h
X; Xi+1 X

Fonte: GILAT, SUBRAMANIAM, (2008)

2.1.1 - Deducdo do método de Euler usando a integracdo numérica

Este método pode ser obtido, observando-se que a equacdo (2) pode ser escrita como um
problema de integracdo ap6s a multiplicacdo de ambos os seus lados por dx (GILAT,
SUBRAMANIAM, 2008; CHAPRA, CANALE, 2011):

Yi+1 Xi+1
[Tay= [ reuyax 5
Yi Xi
Realizando a integracdo no lado esquerdo e isolando y; ., obtém-se:
Xi+1
Yisr = Yi t+ f(x,y)dx (6)

Xi

O segundo termo no lado direito da equagdo é uma integral que precisa ser avaliada, neste
caso, foi utilizado o método do retangulo (ANEXO A), onde o integrando é representado de forma

aproximada como um valor constante f(x;, y;). Usando essa abordagem, a equacdo (6) se torna:

Xi+1

Yier = Yi t+ fCoy)dx = yi + f(x, y) (X1 — Xi) (7)

Xi

que é igual a equacdo (4), jaque h = (xj41 — X;).



2.1.2 - Deducdo do método de Euler usando diferencas finitas para aproximar a derivada

Este método pode ser obtido, observando-se que (GILAT, SUBRAMANIAM, 2008;
CHAPRA, CANALE, 2011):

Yis1 =Yi + Ay (8)
ou

Ay = Yiy1 — Vi )
Da definigéo de derivada de uma fungéo tem-se
dyCa) _ .yt h) —y(a) Yis1 = Vi Ay By

dx  _ nm h o Sl . e

flxuy) =
A primeira igualdade € dada pela equacdo (2). Desta forma,

Ay = f(x;,yi) . h (10)
Aplicando (9) em (10), tem-se:

Visr =Yi+ f(x,yi) . h

Logo

Yier =Yi th f(x, yi) (11)

que, juntamente com a equagao (3), representa o avango da solu¢do da EDO pelo método de Euler.

2.2 — Método de Euler modificado

O método de Euler modificado ¢ uma versao aperfeicoado do método explicito de Euler, o
método apresenta uma estratégia para melhorar a estimativa da inclinagdo, que envolve a utilizacao
de duas derivadas, uma no ponto inicial e outra no ponto final, para obter uma aproxima¢ao mais
razoavel em relacdo ao valor real, este método visa reduzir erros alterando y;,, para incluir o efeito
de variagdo ao longo do intervalo. O que resulta na média da inclinag¢@o no inicio do intervalo para
gerar uma estimativa no final do intervalo. Portanto, modifica-se a formula do método explicito para:

dy _
TIx o f(xuyi) (12)

a estimativa para a inclinagdo no final do intervalo ¢ determinada primeiramente com o célculo de

um valor aproximado para a variavel y;, 1, escrita como y£, usando o método explicito de Euler:

vty = vi+ f(x, y)h (13)
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e depois com a estimativa para a inclinagdo no final do intervalo com a substitui¢do do ponto

~ d
(X341, yﬂul) na equagao que envolve ﬁ:
dy
Eu
— — X .
Taly=yis = F (i i (14)
X =Xi+1

uma vez calculadas as duas inclinagdes, uma melhor estimativa para o valor de y;,; € calculada a

partir da média dessas inclinagdes:

fx,y) + §(Xi+1'3’iE+u1 h (15)

O método de Euler modificado ¢ ilustrado esquematicamente na Figura 3. A Figura 3 (a)

Yis1 =Yi +

mostra a inclinagdo no inicio do intervalo, dada pela equagdo (12), e o valor de y£* calculado com a
equacao (13). A Figura 3 (b) mostra a inclinacdo estimada no final do intervalo, calculada com a
equacao (14), e a Figura 3 (¢) mostra o valor de y;, ; obtido com a equagdo (15) a partir da média das
duas inclinagdes. A equagdo (15) também pode ser deduzida com a integragao da EDO ao longo do
intervalo [x; , x;;,1] usando o método trapezoidal (GILAT, SUBRAMANIAM, 2008; MENDONCA,
LIMA, BARROS, MENEZES, MEZZOMO, 2018).

Figura 3: Método de Euler modificado.

y(x)

y(x) | - y(x)
% Soluglo Solugiio analitica . . Solugio Y
numérica
analitica \ ! Solugdo analitica
| | ! Solucgdo
Vi1 o | i numérica
Inclinagdo \ e [ S 2 A
1 ] !
f(xyi) Solugio i e - 1
;. 1 Inclinagiio: f(x; e
Yi numérica | " ma%ao.f(xm,ym} : [y ier YD)
P i H Inclinagio:w
; : .
I 1 1
1 1 1
| i i
h \ 1 |
- e r'S &
X Xis1 X X Xis1 X X Xip1 X

(a) (b) (c)

Fonte: GILAT, SUBRAMANIAM, (2008)

Resume-se o método de Euler modificado no seguinte algoritmo.

Algoritmo para o método de Euler modificado por (GILAT, SUBRAMANIAM, 2008)

1. A partir da solucdo no ponto (x;,y;), foi calculado o préximo valor da varidvel
independente:

Xit1 = X +h

2. E calculado f(x;,y;).

3. E estimado y;., usando o método de Euler:



v = v+ fydh
4. E calculado f(Xj41, Vis1)-

5. Foi calculado a solugdo numérica em x = x;,1:
_ f Qe yi) + f (i, Vidh
Yit1 =y t > .h

3 — APLICACAO DOS METODOS DE EULER E EULER MODIFICADO NA SOLUCAO
NUMERICA DAS EDOS
Foi utilizado o software gratuito Scilab para a demonstragdo e solugdo numérica de EDOs, a

versao utilizada foi a de 6.1.1. Aplicando o método de Euler, Euler modificado e solucao analitica
(ver ANEXO C) para resolver a EDO Z—z = —1,2y +7eC% dex = 0ax = 3 com acondigdo

inicial y(0) = 3 e h = 0,5. Foi comparado os resultados com a solucdo analitica: y = %06"0'3’“ —

43 _
e 1,2x.

9
SOLUCAO
Os comandos (ANEXO B) foram necessarios para resolucdo da equagdo e tragar um grafico, que

mostrou as solugdes numérica ¢ exata.

Figura 4: Grafico comparando os métodos ao analitico com h = 0,5.

g . . . @& Euler
4.8 - L] [ ] ® Euler Modificado

Exata

4.6

BT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
4] 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 268 28 3

Fonte: Autoria prépria
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O gréfico tragado pelo programa ¢ mostrado na Figura 4. A figura mostra que os pontos de
Euler modificados calculados estdo mais proximos da solucdo exata do que os pontos de Euler, em
que o método explicito de Euler foi empregado usando o mesmo passo de integragdo. Os valores das
solucdes numérica e exata, bem como o erro absoluto de y e yEM presente na Tabela 1, que ¢ a

diferenca entre essas solugdes, sao:

Tabela 1: resultado numérico

i X; y (euler) | yEM(modificado) | yA (analitico) Erro Erro
vA—y |yA—yEM

1 0,0 3,0 3,0 3,0 0,0 0,0

2 0,5 4,7 3,9462 4,0723 -0,6277 0,1261
3 1 4,8925 4,0973 4,3229 -0,5696 0,2256
4 1,5 4,5499 3,9154 4,1696 -0,3803 0,2542
5 2 4,0516 3,6016 3,8351 -0,2165 0,2335
6 2,5 3,5415 3,2457 3,4361 -0,1054 0,1904
7 3 3,0699 2,8892 3,0317 -0,0382 0,1425

Fonte — Produzido pelo autor com base nos dados (Scilab, 2022)

A comparagao dos erros obtidos, mostra que o erro referente a0 método modificado ¢ muito
menor.

Ao alterar o passo h = 0,25 temos:

Figura 5: Grafico comparando os métodos ao analitico com h = 0,25.

- - - - #» Euler
- - ® Euler Modificado

Exata

Fonte: Autoria propria



Tabela 2 - resultado numérico

i X; y yEM (modificado) yA (analitico) Erro Erro
(euler) yA—y vyA — yEM

1 0,0 3,0 3,0 3,0 0,0 0,0

2 | 025 3,85 3,6593 3,6763 -0,1737 0,017
3 0,5 | 43186 4,0275 4,0723 -0,2463 0,0448
4 1 0,75 | 4,4292 4,1958 4,2682 -0,161 0,0724
5 1 4,5679 4,2282 4,3229 -0,245 0,0947
6 1,25 | 4,4939 4,1695 4,2795 -0,2144 0,11

7 1,5 | 43485 4,0511 4,1696 -0,1789 0,1185
8 1,75 | 4,1598 3,895 4,0159 -0,1439 0,1209
9 2 3,9471 3,7165 3,8351 -0,112 0,1186
10 | 2,25 | 3,7234 3,5262 3,639 -0,0844 0,1128
11 2,5 | 3,4974 3,3315 3,4361 -0,0613 0,1046
12 | 2,75 | 3,2748 3,1373 3,2323 -0,0425 0,095
13 3 3,0593 2,9471 3,0317 -0,0276 0,0846

Fonte — Produzido pelo autor com base nos dados (Scilab, 2022)

A Tabela 2 tem resultados da alteracdo do valor de h que gerou mudangas consideraveis nos
métodos, em comparagdo o erro do y quandoo h = 0,5 e o erro de yYEM quando h = 0,25, mostra

que o erro referente a0 método modificado ¢ muito menor.

CONCLUSAO

Foram aplicados e comparados 2 (dois) métodos numéricos para solucionar uma equacao
diferencial ordindria com o objetivo de utilizar o programa Scilab como ferramenta auxiliar na
comprovagdo e visualizacdo dos resultados. Dessa maneira, buscou-se soluciona-las usando o
software como estratégia para agilizar os processos do calculo com maior precisdo, dando énfase a
otimizacao das resolugoes.

Os resultados observados apontam a maior eficdcia do método de Euler modificado quando
comparado ao método de Euler tradicional, visto que apresentou um erro menor, indicando um
resultado mais proximo da solugdo exata. Foi analisado também, o comportamento dos resultados ao

alterar o valor do passo h, a diminui¢@o desse valor implicou em uma melhora significativa de ambos

13



os métodos quando este era reduzido, entretanto ainda da-se destaque ao método de Euler modificado
nessas circunstancias, visto que este, se aproximou ainda mais da solugdo exata.

Como perspectiva sugere-se um estudo mais aprofundado e aplicagdes de outros métodos para
a solucao de EDOs que descendem dos conceitos deste trabalho, que podem ser realizadas com o
auxilio computacional, ndo limitando-se apenas a EDOs de primeira ordem, podendo se estender a

EDOs de n ordens.
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ANEXO A
Métodos de integracdo numérica

Para solucionar as integrais 0 método do retdngulo é o mais simples para aproximagdo em
b . . . .
fa f(x)dx consistente em assumir que f(x) ao longo do intervalo x € [a, b] seja uma constante

igual ao valor de f(x) em qualquer um dos pontos finais desse intervalo (Fig. 6).

Figura 6 — Integral exata

v y=f()
) /
f@
I(f)
a b X

Fonte - GILAT, SUBRAMANIAM, (2008)

Figura 7 — Aproximagdo da integral usando f(x) = f(a)

Y
/ y = £
0
f(@
I(f)
a b X

Fonte - GILAT, SUBRAMANIAM, (2008)



Figura 8 — Aproximag&o da integral

y y=f

f(b)

I(f)

a b X
Fonte — GILAT, SUBRAMANIAN, (2008)

A integral pode ser entdo calculada de uma das seguintes maneiras:

b b
I(f) = j f@dx=f@b-a) ou I(f)= f fbydx = f()(b—a)  (16)

Como mostra a Fig. 6, a verdadeira integral ¢ aproximada pela 4rea de um retangulo.
Obviamente, para a fun¢do monotonicamente crescente mostrada na figura, o valor da integral ¢
subestimado quando se assume que f(x) seja igual a f(a), e superestimado quando se assume que
f(x) sejaigual a f(b). Além disso, o erro pode ser consideravel. Quando o integrando for uma fungao
analitica, o erro pode ser significativamente reduzido com o uso do método do retangulo composto

(GILAT, SUBRAMANIAM, 2008).

ANEXO B

Caodigo Scilab para a solugdo numérica da EDO pelos métodos Euler e Euler modificado para

a comparacdo grafica com a solucédo analitica.
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clear, clc;

// Condigdes iniciais

x(1)=0.0; y(1) = 3.0;

yEM(1) =y(1); yA(1) =y(1); // Condigdes iniciais que serdo utilizados nos méto-
// dos de Euler modificado e na solugdo exata.

// Intervalo [a, b] do dominio

a=0.0;b=2.5;

// Passo h e o niimero de amostragens

h=0.5;n=(b-a)/h;

// Defini¢do da funcdo f(xy)

deff('[y] = f(xy)','y = -1.2%y +7*%e"(-0.3"x)")

L11111177777 777777777777 77 7777777777777 777 7777777777777/ 7777777777 777777 777777/

// Solucées Exata e Numéricas

L11111177777 7777777777777 7 7777777777777 777 7777777777777/ 7777777777 777777 777777/

fori=1n
x(i+1) =x(i) + h;
y(i+1) =y(i) + h*f(x(i),y(i)); // Método de Euler
yEM(i+1) = yEM(i) + h*(f(x(i),yEM(i))+f(x(i+1),y(i+1)))/2; // Método de Euler Modificado
yA(i+1) = (70/9)*%e”(-0.3*x(i+1))-(43/9)*%e(-1.2*x(i+1)) // Solucdo Analitica

end

iz
// Grdficos
iz

plot(x,y," 1", x,yEM," b’ x,yA,'k")
legend('Euler’,'Euler Modificado','Exata’)

mtlb axis('xy")

// Autor: Rbmulo Correa Lima e Jonas Lobato Sagica

// Data da ultima atualizagdo: 01/12/2022
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ANEXO C
Primeiramente resolve-se a EDO (17) para a condic¢éo inicial y =3 ex = 0:
dy _
Ix = —1,2y + 7e~ %3 (17)

Nota-se que a equacdo (17) € uma EDO néo exata, assim deve-se obter o fator integrante. Assim, ao
reescrever (17) obtém-se:

(1,2y =77 %3)dx+1dy =0 (18)
Onde:

(1,2y — 7e7%%) > P(x,y)
1-Q(xy)
Cujo fator integrante em funcao de x é dado por:
u(x) = e~/ nG)ax
Onde h(x) é dada por:

0Q(x,y) _0P(x,y)
0x dy

Q(x,y)

h(x) =

0Q(x,y) _ 0117]

0x 0x
E
OP(x,y) 0[(1,2y — 7e~%3%)]
= = 1,2
dy dy
Assim,
0—-1,2
h(x) = = -1,2

Logo, o fator integrante é:
u(x) = e~/ -L2dx — pl2x

Multiplicando em ambos os membros da equacédo (18) pelo fator integrante temos:

(1,2yel?* — 7e%9%) dx + e1?*dy = 0 (19)

Assim, a equacao (19) e a EDO Exata.
Utilizando o método prético de solugdo da EDO Exata vamos resolver a equacao (19):
Seja ¢ (x,y) asolucdo da EDO.
(1,2yel?* — 7e99%) dx + e1?*dy = 0
(1,2yeb?* — 7e%9%) - R(x,y)



€2 = 5(x,y)

Entéo.
dp(x,y)
ax - R(x' y)
dp(x,y)
ay - S(x’ y)

1° passo: Integrando (21) em ambos os membros em relacdo a y, obtemos

o(x,y) = —fe“'“dy

p(x,y) = yeb* + g(x)

2° passo: Derivando (22) em relacdo a x, obtemos

09(x,y)
ox

3° passo: Comparando (23) com (20), temos:

= 1,2yel?* + g'(x)

1,2yet?* + g'(x) = 1,2yel?* — 7¢%9%

g'(x) = —7e>™

4° passo: Integrando (24) em relacdo a x obtermos:
-7 -70
— 5,09 — __~ "~ ,09x
g(x) 09°¢ g ©
Portanto a solugédo da EDO (19) e dada por
70
QD(X, y) — yel,Zx _ ?eo,9x

Para as condices iniciais temos:

03 3 70 27-70 43
PRSI =979 =79 T

Logo,

Solucéo analitica.

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)
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