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Analise de estabilidade para ondas com amortecimento
do tipo Kelvin-Voigt e retardo forte no tempo

Braulio Ludero de Lucena Junior

Faculdade de Matemdtica, Universidade Federal do Pard.
Rua Raimundo Santana Cruz, s/n, 68721-000, Salindpolis—Pa, Brasil.

Abstract

Neste trabalho consideramos a equacao da onda em dominio unidimensional com amorteci-
mento do tipo Kelvin-Voigt e termo de retardo. Fornecemos uma ideia de como ¢é provada a
boa colocagao do problema e em seguida, provamos o resultado de decaimento exponencial
da energia total do problema usando o método da energia.

Keywords: Equacao da onda, viscoelasticidade, termo de retardo, decaimento exponencial,
método da energia

1. Introdugao

Com os recentes avangos tecnolégicos os estudos de sistemas com amortecimento vis-
coelastico tém se tornado cada vez mais importantes, tanto do ponto de vista tedérico quanto
das aplicagoes. A viscoelasticidade é um amortecimento intrinseco do material capaz de
exibir simultaneamente propriedades de sélidos eldsticos e de fluidos viscosos (ver [11, 2, [3]).
Esse tipo de amortecimento - também chamado de amortecimento estrutural ou amorteci-
mento do tipo Kelvin-Voigt, é o tema de estudo deste trabalho. A Figura[l]ilustra esse tipo
de amortecimento.

(a) (b)

)

Figura 1: Modelo de amortecimento viscoeldstico: (a) viscoso; (b) Kelvin-Voigt. Adaptado de L. Sun & L.
Chen [4] — J. Sound Vib. 335(2015)19-33

Aqui consideramos a equacao da onda unidimensional com amortecimento do tipo Kelvin-
Voigt dada por

Ut (T, 1) — U (T, 1) — Pyt (T, 1) — poUpme(x,t —7) =0 em (0,1) x (0,00), (1)

Preprint submitted to Elsevier 30 de abril de 2022
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com o efeito de retardo agindo no termo de amortecimento. Os coeficientes p; > 0 (i = 1,2)
e 7 > 0 controlam o amortecimento e o retardo respectivamente. As condigoes iniciais sao
dadas por

w(z,0) = ug(x), u(z,0) =uy(x), Ve (0,l), (2)
Ugat (T, 8 — T) = go(z,t —7), Ve (0,1)x(0,7), (3)

e as condigoes de contorno por
u(0,t) =u(l,t) =0, VYt>D0. (4)

Os efeitos de retardo surgem em muitos problemas praticos, e é bem conhecido, que eles
podem introduzir instabilidades, ver por exemplo [5] 6] [7, 8, 9.

Em [9] Nicaise e Pignotti estudaram a equacao da onda com amortecimento interno dada
por

u(x,t) — Au(z, t) + a(x)[pru(z, t) + poug(z,t — 7)) =0 em  Q x (0, +00),
u(z,t) =0 em I'px(0,400),
ou

a(x,t) =0 em I'yx(0,+00),

u(z,0) = ug(x) e ug(z,0) = u(x) em €Q,

u(z,t —7) = go(x,t —7) em Q x (0,7),

onde a € L*>®(Q) é uma funcao tal que a(x) > 0 a.e. em Q e a(z) > ag > 0 a.e. em w C L.
Eles provaram que a energia total do problema decai exponencialmente para zero se ps < 1.
Por outro lado, se jo > ;1 eles mostraram uma instabilidade no problema.

Ao melhor do nosso conhecimento, o primeiro trabalho a investigar a interagao entre
o amortecimento do tipo Kelvin-Voigt e os efeitos desestabilizantes do atraso é devido a
Makheloufi et al. [10]. Neste trabalho os autores consideraram o sistema de Timoshenko
dado por

1@ — E(pz +0)e — 1 Paat (2, 8) — po@ra(z,t — 7) =0, (5)
p2wtt - bd}wm + K(‘Pm + TP) = 0. (6)

Usando técnicas de semigrupo eles provaram a boa colocacao do problema, um resultado de
falta de estabilidade exponencial e o decaimento polinomial com taxa a étima t /2.

Motivado por Makheloufi et al. [I0], estudamos o comportamento do problema —@
na intencao de aplicar o método da energia para provar o decaimento exponencial tal como
foi desenvolvido em [10].

2. Boa colocacgao

Para lidarmos com o problema f precisamos reescrever o termo g (x,t — ) res-
ponsavel pelo efeito de retardo. Isso é feito através de uma mudanca de variavel.

2
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Seguindo os passos de Said-Houari e Laskri [I1] (ver também Nicaise e Pignotti[9l [12]),
introduzimos uma nova variavel dependente para lidar com o termo de retardo. Mais preci-
samente, consideramos

W, t) = wlet—7p), v (0,0), pe (0,1), >0, (7)
Com isso, o problema — pode ser reescrito como

U — Ugy — Hlumct - ,u277x:c($a 17 t) = O €rm (07 l) X (Oa 00)7 (8)
™me+1m, = 0 em (0,1) x(0,1) x (0,00), (9)

com condigoes iniciais e de contorno dadas por

u(z,0) = ug(x), u(z,0) =ui(x), z € (0,1), (10)
77(937%0) :fo(fﬁ,_PT), (:B7t) € (071) X (Oal)’ (11)
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0. (12)

A energia total do problema f ¢é dada por

/|ut| dr + - /|ux] do + L // 1. |*dpdz. (13)

O teorema seguinte trata da lei de dissipacao de energia do problema.

Teorema 2.1. Seja (u,n) a solucio do problema (§)-(19). Para ps < p1, a energia E(t)
dada em satisfaz a lei de dissipagao dada por

d

!
dt 0
onde C := %(,ul — p2) > 0.

Prova: Multiplicando a equacao por u;, integrando por partes em [0,!] e usando a
condicao de contorno obtemos

dt2/ |ut|2da:—|—dt2/ | |? dx—i—,ul/ [t dx—i—,uQ/ Ne(x, 1, ) uzyde = 0. (15)

Analogamente, multiplicando a equacgao @[} por —p1 1., € integrando por partes em [0,1] x
0, 1] temos

I [ ldpdn = [ e+ 2 [ 1, 0P dr =0 (16)
Adicionando as equacgoes e ficamos com

d
E_Ml

l
S =~ [P =2 [ (o0 e~ gy [l 1, O

2
3
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onde E(t) dada em (13). Usando a desigualdade de Young temos

d 1 ! 9 1 ! 9

th( ) < —§<M1 —Mz)/o || " — 5(#1 —M2)/0 12(2, 1, 1) dz.
Portanto, para ps < pup existe uma constante positiva C := %(ul — p2) > 0 de onde
concluimos a prova do teorema.

[ |

Ressaltamos que neste trabalho nao é nossa intensao provar a boa coloca¢ao do problema,
porém fornecemos a ideia de como a prova é feita. Inicialmente consideramos o espaco de
Hilbert

H = H(0,1) x L*(0,1) x H((0,1); L*(0,1)), (17)
onde

L2(O,l):{f:((),l)—>IR; /Ol|f|2dx<oo}

(0. = { € 120,1); [[ 15170 < o0: £(0) = 5(1) = 0},

munido com o produto interno
. ! ! 1ol
<U7 U> = / u i dr + / U0, U AT + Tty / / 20,2(T, p) 2o (x, p)dpdz,
H 0 0 0 Jo

para todo U = (ug, u1, z)T e U = (i, @1, %)" em H e a norma dada por

1U][3 := (U.U),. (18)

A existéncia e unicidade de solucao pode ser garantida pela teoria de semigrupo de
operadores lineares [13]. Note que o sistema f pode ser reescrito como

O,(t) = AD(t), t >0, (19)
®(0) = Py, (20)
onde ®(t) = (u( t),u(-, 1), 2(+, 1 ))T é a solugao do sistema, ®y = (uo( ), ui(+), fol-, —'T))T
é a condigao inicial e A : D(A) C H — H é o operador linear definido por
0 I(-) 0
A = ()xw (,Ul + NQ)()xx M2 fO ( )xxp 14 ) (21)
0 0 T_l(')p

onde denotamos por I(-) o operador identidade. O dominio de .4 é dado por

D(A) := {U = (uo, ua, 20) € H*(0,1) N Hy(0,1) x Hy(0,1) x Hy ((0,1); H(0, 1))}.
4
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E fcil ver que A ¢ dissipativo desde que ps < 1, pois para cada U = (ug, u1, 20)T € D(A)
temos

!
(Avv), < [ (|u1|2 + 2oz, 1)|2)d:c <0, (22)

0
onde Cy := (1 — p2)/2 > 0. Como A é um operador dissipativo, é padrao mostrar que
0 pertence ao conjunto resolvente de A, i.e., 0 € p(A). Entdo, a partir do Teorema de
Lumer-Phillips ([13], Teorema 4.3), é garantido que o operador A é o gerador infinitesimal

de Cy-semigrupo de contragoes S(t) = et

resultado.

em H. Com isso, podemos afirmar o seguinte

Teorema 2.2 (Boa colocagao). Sejam D(A) e H conforme definidos anteriormente. Entdo
para qualquer Uy € H, o problema (@7(@/ possui uma tnica solucdo fraca U(t) = eM*U, €
C([0,00); H). Além disso, se Uy € D(A), entio U(t) € C*(]0,00); H) N C°([0,00); D(A))
€ a solugao forte do problema (@)—@

3. Decaimento exponencial: O método da energia

Nesta se¢ao provamos que a energia total do problema — decai exponencialmente
para zero. O teorema seguinte trata deste resultado.

Teorema 3.1 (Decaimento exponencial). Suponha que o < py. Entao, a energia E(t)
do problema (@*(@ decai exponencialmente para zero com o tempo t tende ao infinito, i.e.,
existem constantes M > 0 e w > 0 independentemente dos dados iniciais tais que

E(t) < ME(0)e™™, Vt>0. (23)

A prova deste teorema requer a construcao de dois lemas técnicos que sao destacados a
Seguir.

Lema 3.2. Seja (u,n) a solugao do problema (@7(@ Entao o funcional

F(t) ::/ wudr + — / lul? d, (24)
satisfaz a sequite taxa de variacdo
d l 1 !
YFe) < / e |? dr — 7/ |u$|2d:c+@/ s (2, 1, 6)|2da. (25)
dt 0 2 Jo 2 Jo

Prova: Multiplicando a equacao por u e integrando por partes em [0,!] temos

z
/uttud:c—l—/ g |2 dz + 22 /\u!Qd:c—l—,ug/ ne(x, 1, ) uzde = 0.
0

2 dt

Por outro lado, da identidade uyu = £ (usu) — |ug|* obtemos

d/ rl I z I z
(/ wgu d + &/ |u|? dx) —/ |ut\2da:—|—/ || d:z:—i—ug/ Ne(2, 1, t)uzdr = 0. (26)
dt \Jo 2 Jo 0 0 0

5



Finalmente, definido o funcional

F(t) ::/ wu dx + 7/ lu|? d,
usamos a desigualdade de Young para obtermos o resultado

d !
< 2 - / x 2 2/ x *dz.
dt / |ug|” d 3 |u,|” da + ; |ne(z, 1,t)|*dx

o Lema 3.3. Seja (u,z) a solugdo do problema (@7(@ Entao o funcional

l 1
= / / e > |n,|*dpda,
0 JO

1 l
(x,l,t)|2dx+—/ (e |2d.
T JO

satisfaz,

d
590 =—20(1) -

Prova: Multiplicando a equacao @ por %6_2”’77m e integrando por partes em [0, [] x

temos

It 9
2 / / e TP neadpd + = / / ¢ P peadpdr = 0,
0 JO T JO JO

UL erldods+ [ [ e L, Pdpde = o
dt Jo Jo Tl CPEET Jo Jo © dpnz pae =1

s Consequentemente,

d ol 1/l 1
—/ / e 2 |n.Pdpdx + 7/ e ¥ P n,|*dx
dt Jo Jo 7 Jo 0

d ol 1 /! L
7/ / 672Tp|7]m|2d,0d$+ */ 6727‘%(%1775)’2@7_ 7/ |u$t|2dx
dt Jo Jo T Jo T
l 1
+2// e |, |*dpdz = 0.
0 JO

Definido o funcional
S
:// e ¥ |n,|2dpdz,
o Jo

(z,1,t))%dx + = / |t | dx.

seguido por

I
+ 2/ / e 2 |n.Pdpdxr = 0
0 Jo

obtemos

d
%g(t) = —29(

Isto conclui a prova.
w0 H

(27)

(28)

(29)

(30)

[0, 1]

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)
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3.1. Prova do Teorema

Agora estamos em condicoes de provar o Teorema (3.1l Para isso, definimos o funcional
de Lyapunov

L(t) == NoE(t) + F(t) + G(1), (37)

onde Ny > 0 é uma constante definida posteriormente. Além disso, é facil ver que L(-) e
E(-) sdo equivalentes, i.e., existem constantes k; > 0 e ky > 0 tais que

kiE(t) < L(t) < koE(t), Vt>0. (38)

Segue que

d 1, Lt o, 1,
Yre) < —(NOCl/cp—2)§/[) s |2de — (N001—2/T)§/0 0t dx—§/0 o |2 dae

dt
1ol 1
—26_27/ / 1. |2dpdx — <2N0C’1 + 27 /1 — u2> 5/ e (z, 1,0)dx,
0 Jo 0
onde ¢, > 0 é a constante de Poincaré. Escolhendo Ny, > 0 suficientemente grande, i.e.,

No > max {2¢,/C, 2/7C1, p2/2C1 }, (39)

temos que

Ce) < —(NoCife,—2); [ uPde 3 [ fuPdr—20 [ [ Pdpd
o < 0C1/cy 5 ), ful’de =5 | fusl” dz — 2e ), Imel"dpdz.

Tomando & := min{1, 4¢™*" /71, NoC1/c, — 2} obtemos
d
oit) < - () (40

que é equivalente (ver a escrever

d €o

— L) < —=L(t t>0. 41

GE0 < L), Y=o (41)
Portanto provamos que

E(t) < ME(0)e™, VYt >0, (42)

com M :=ko/k; > 1ew=E&/ks.



4. Consideracgoes finais

Em 2019, quando comecamos a estudar a estabilizacao exponencial da equacgao da onda

us com amortecimento do tipo Kelvin-Voigt e termo de retardo no tempo, nao havia nenhum
trabalho na literatura que analisasse problemas com esse tipo de amortecimento. Porém,
com o surgimento da pandemia de COVID-19, tivemos que parar nossas atividades por um
tempo. Quando retomamos os estudos, fomos surpreendidos com o trabalho de Makheloufi
et al. [I0], onde os autores consideraram os mesmos mecanismos de amortecimento que
estavamos estudando, s6 que aplicados ao sistema de vigas de Timoshenko.
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Dessa forma, nossa pretensao com este trabalho se resume a desenvolver um material

didético que forneca ao aluno de graduagao, uma pequena ideia de como o método da energia
¢é usado na estabilizacao exponencial de problemas com esse tipo de amortecimento.
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