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RESUMO

O objetivo desta pesquisa consistiu em apresentar e comparar a resolu¢do de uma integral
simples através do método numérico da regra dos trapézios repetida e adaptativa. Neste
contexto, foram apresentadas as teorias matematicas que embasam esses procedimentos,
incluindo o erro de truncamento e o algoritmo adaptativo da quadratura trapezoidal.
Inicialmente abordou-se a resolucdo analitica de uma integral simples definida em uma situacao
problema ndo contextualizada, a qual posteriormente foi resolvida numericamente através de
dois codigos implementados em uma interface do programa Matlab possibilitando dessa
maneira uma analise quantitativa através do erro relativo no que concerne o desempenho das
técnicas numéricas abordadas.

Palavras-chave: Integracdo numérica, Regra dos trapézios, Quadratura adaptativa.

ABSTRACT

The objective of this research was to present and compare the resolution of a simple integral
through the numerical method of the repeated and adaptive trapezoidal rule. In this context, the
mathematical theories that support these procedures were presented, including the truncation
error and the adaptive trapezoidal quadrature algorithm. Initially, the analytical resolution of a
simple integral defined in a non-contextualized problem situation was approached, which was
later solved numerically through two codes implemented in a Matlab program interface, thus
enabling a quantitative analysis through the relative error regarding the performance of the
numerical techniques addressed.

Keywords: Numerical integration, Trapezoidal rule, Adaptive quadrature.
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1 INTRODUCAO

No calculo diferencial e integral estuda-se o conceito de integral, e quais procedimentos
devem ser adotados para resolve-la analiticamente, onde os resultados obtidos, dependendo do
tipo da integral significam por exemplo, areas ou volumes de figuras geométricas. Embora seja
conhecido com essa nomenclatura somente a partir do século XIX, seu conceito é utilizado
desde os tempos antigos, por Arquimedes (387-212 a. C) (SPERANDIO, MENDES E SILVA,
2003).

Assim como no passado, na atualidade ndo é diferente, pois, essa técnica € utilizada
como uma estratégia na resolucdo de problemas nas mais variadas areas do conhecimento
cientifico, quais sejam, na geometria, no célculo de areas sob curvas, na determinacdo de
volumes, no comprimento de arcos, nos calculos do trabalho realizado por uma forga, momento,
centro de massa, momento de inercia entre outras aplicacdes (ROGERIO, BADAN, SILVA,
2019).

Embora seja um importante instrumento, ha situacdes em que a resolucdo analitica
apresenta um alto nivel de complexidade ou até mesmo impossivel de obter-se uma solucao.
Todavia, existem outros métodos que permitem o célculo dessa integral, conhecidos como
métodos numéricos. Uma das técnicas utilizada € a regra dos trapézios (RT), em sua
configuracdo simples (RTS), repetida (RTR) e adaptada (RTA), onde, as mesmas determinam
um valor aproximado para a integral a menos de uma precisdo requerida. As técnicas de
quadratura adaptativa apresentam uma precisdo dentro de tolerancias aceitaveis, isso é
alcancado em virtude da escolha de determinados pesos e pontos de integracdo com
caracteristica dindmica durante a execucdo das mesmas (SPERANDIO, MENDES E SILVA,
2003).

Diferentemente de uma integracdo numerica convencional a integracdo numérica
adaptativa, fundamentalmente, atua sem a necessidade de informar uma determinada amplitude
h entre os pontos de integragdo, estabelecendo dessa maneira os algoritmos de quadratura
adaptativa. Ainda como informacdo, Sperandio, Mendes e Silva (2003), destacam que uma das
caracteristicas dessa técnica é utilizar subintervalos menores onde a fungdo integrando
apresenta uma maior variacdo. Neste sentido, o presente trabalho abordard uma integracéo

adaptativa, baseada na regra trapezoidal.



2 REGRAS DOS TRAPEZIOS CLASSICAS

Para obter uma melhor compreenséo sobre integragdo numérica, € necessario possuir a
concepgdo do célculo diferencial e integral, onde afirma que se existe um determinado intervalo
[a, b], no qual uma funcdo continua f(x), possui uma primitiva no mesmo, isto €, h&d uma funcéo
F(x), tal que F’'(x) = f(x). Como resultado a integral definida desta fungdo neste intervalo é
dada por (GUIDORIZZI, 2001):

b
[ f(x) dx = F(b) — F(a) (1)

Entretanto ha situagdes em que f(x) apresenta elevado nivel de complexidade em sua
formulacdo matematica, ou seja, a primitiva F(x) é de dificil obtencdo ou até mesmo técnicas
analiticas ndo se aplicam em sua determinacdo. Vinculado a estas constatacdes, ainda existem
casos onde a fungdo a ser integrada € obtida por meio de pontos tabelados, portanto
inviabilizando a utilizacdo da formulacédo (1) (BARROSO, 1987).

Nesse contexto, existem métodos para a obtencdo de uma solugdo para essas integrais,
referido como métodos de integracdo numeérica, que determinam um valor aproximado, 0s quais
de uma forma generalizada substituem a fung&o integrando f(x) por um polinémio P»(x) que
interpola 0os pontos (xo, f(x0)), (x1, f(x1)), ..., ((xn, f(xn)) pertencentes ao intervalo que
define os chamados limites de integracdo. Tais pontos sdo considerados igualmente espacados
determinando subintervalos na seguinte disposi¢cdo [xixi+1], i =0,1,..,n—1, e de

bh—
comprimento h, definidos por xi+1 —x =h =-— . Com base nessa abordagem, Newton-
n

Cotes desenvolveram formulas de integragdo numérica (RUGGIERO, 2010), que na presente

pesquisa sera utilizada a regra dos trapézios.
2.1 REGRA DOS TRAPEZIOS SIMPLES (RTS)

A RTS, é uma estratégia numérica que utiliza os fundamentos tedricos da interpolacéo
de Lagrange de grau 1 (P1(x)), ou seja, interpola a funcdo f(x) nos pontos xo e x1. Em outras
palavras, a funcdo integrando f(x) é substituida pelo polinémio interpolador P1(x), como
segue:

b b=x1 x1 X —X1 X — X0

[ f@dx~[  P@dx=[ [ _, fGd+ , fOdldx=F ()

a a=x X0

Logo,



N ®
I=" e )+ fe

T 2 0 1
que corresponde a area do trapézio de altura h = x1 — xo e base f(xo) e f(x1), o qual pode ser

observado na Figura 1 (RUGGIERO, 2010).

Figura 1 - Imagem geométrica da regra dos trapézios simples

/

f(x1)
f(x0)

Fonte: Adaptado (RUGGIERO, 2010).

2.1.1 Erro de truncamento (ERrrs)

Existe um erro de integracdo (E) (ver, Figura 1) o qual é a diferenca entre a integral
exata de f(x) (area sob a curva f(x)) e a integral aproximada (trapézio), tal que, essa
disparidade é causada pelo erro de truncamento cometido ao realizar a aproximacao da funcéo
através do polinémio. Para quantificar esta desigualdade utiliza-se teoricamente a seguinte
formula (BARROSO, 1987):

—h3
Eprs = =5 f'(e), a<e<b 4

Obs.:

e Se f" > 0, o resultado da integracdo numérica é determinado por excesso;

e Se f" <0, o resultado da integracdo numérica é determinado por falta.
2.2 REGRA DOS TRAPEZIOS REPETIDA (RTR)

Uma forma que se tem para refinar o resultado obtido utilizando a RTR ¢é dividir o
intervalo [a, b] em n subintervalos de amplitude h e a cada subintervalo se aplica a RTS,
processo ilustrado na Figura 2 (BARROSO 1987, p. 210).



Figura 2 — Imagem geométrica da regra do trapézio repitida

f

---------------- h

1 —

Xn—1 Xn = b X

Fonte: Adaptado (BARROSO, 1987)

A partir deste fato, obtém-se a férmula RTR dada por (RUGGIERO, 2010):

h
Ik = 5 (f () + 2L () + £ O) +++ F(r, )] + F(x,)) ©)

2.2.1 Erro de truncamento (Errr)

De forma similar, na determinacdo tedrica do erro de truncamento quando utiliza-se a
RTS € possivel também quantificar o erro de truncamento ao aplicar-se a RTR. Tal erro é
definido pela soma dos erros cometidos na aplicacdo da formula da RT'S em cada subintervalo,

podendo ser quantificado pela seguinte formula (BARROSO, 1987):
(b —a)®
- 4 <e< 6
Enrp o2 f'le), a<e<b (6)

3 INTEGRACAO NUMERICA ADAPTATIVA

Os métodos apresentados anteriormente, rotineiramente sdo aplicados quando a fungéo
integrando f(x) apresenta uma variacdo suave ao longo do intervalo de integracdo, porém, pode
ndo ser conveniente seu uso para fungdes que possuem um grau elevado de variagdo nesse
intervalo. Para este tipo de situacdo a literatura apresenta algoritmos de integracdo numerica
adaptativos, que diferente da RTS e da RTR, onde as mesmas fornecem espacamento h
(constante), os mesmos realizam o calculo da integral variando a dimensao dos subintervalos,
tornando-o dindmico computacionalmente, os quais sejam mais densos onde a funcéo apresenta
maiores variagdes em sua imagem geométrica (ver, Figura 3) (SPERANDIO, MENDES E
SILVA 2003).
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Figura 3 — Representacdo geométrica de uma subdivisdo de um intervalo de integracdo quando utiliza-se um
processo adaptativo

I
I
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Fonte: Adaptado (SPERANDIO, MENDES E SILVA 2003).

3.1 REGRA DO TRAPEZIO ADAPTADA (RTA)

Para obter uma aproximag&o mais precisa para a funcéo f(x) no intervalo [a, b], a regra
do trapézio adaptada é uma das indicadas para se realizar a implementacdo do algoritmo
numérico adaptativo. Essa regra consiste em realizar aproximacdes sucessivas, poréem, partindo
de um erro pré-estabelecido (SPERANDIO, MENDES E SILVA 2003). O célculo deste erro
pode ser obtido através da trigonometria, uma vez que “pelos pontos do grafico de f, com
abscissas sendo as extremidades dos subintervalos de integracdo (x; f(x)) e (xi+1, f(xit1)), 0 <
i <n-—1, onde n € o nimero de aplicacdo da regra, sdo tracadas retas secantes ao grafico de
f(x)” como representadas na Figura 4 (SPERANDIO, MENDES E SILVA, 2003, p. 221).

Figura 4 — Representacdo grafica da regra trapezoidal adaptativa

/

Triangulo do erro

(iv1, [ (Xig1))

(i, f(x4))
f)

0 Xi—1  Xj Xit1 Xig2 X

Fonte: Adaptado (SPERANDIO, MENDES E SILVA 2003).



Através desta representacdo gréafica é possivel notar que, as retas secantes que
correspondem ao intervalo i — 1, e i + 1 a0 convergirem produzem um ponto que, com 0S pontos
(i, £ (x) e (xirs, f(xi+1)), Formam um tridngulo , onde suas areas sao cotas superiores ao integrar
cada subintervalo, isso se o subintervalo i, 2 <i<n — 1, ndo possuir pontos extremos no intervalo
de integragdo. Adotando a notagéo fr = f(xx) com base na Figura 5 para o tridangulo indicado,
tem-se (SPERANDIO, MENDES E SILVA, 2003, p. 222):

2= (fi— fi-1)? + (xi — xi-1)? (7)
— c
cotg aj—1+cotg a; ' (8)
onde
ai—1=2——ﬁ—yeai=5+y—9, 9)
com

B =arc cotg (’El:fd), Yy = arc cotg ( xi—xi—l) e

Xi—Xi—2 fi=fi1
i (10)
0 = arc cotg ( )
Xit1 — X
Figura 5 — Representacdo geométrica na determinacio da COTA do errro da regra dos trapézios
0 Xi—2  Xi—1 X Xit+1 X
Fonte: Adaptado (SPERANDIO, MENDES E SILVA 2003).
Portanto, nesta abordagem a cota para erro, definida como COTA é:
1
COTA=_c.q (11)

2
Ap0s calcular as cotas (areas dos triangulos) em cada subintervalo para estimar o erro

de integracdo, obtém-se uma lista ordenada de maneira decrescente, onde cada cota é
acompanhada de seu respectivo subintervalo assim como também os outros valores ja
calculados (SPERANDIO, MENDES E SILVA, 2003).



Ao aplicar a regra trapezoidal em cada subintervalo, deve-se verificar o erro, se ele ndo
atingir os parametros estabelecidos, é necessario calcular novamente com mais precisao,
aplicando a regra repetidamente até o valor ser suficientemente aceitavel (ver, Figura 6).
Podendo assim ser descartado, mediante a verificagdo de uma tolerancia dada por:

COTA < e% (12)
—a

Figura 6 — Representacdo geomeétrica da aplicacdo da regra dos trapézios duas vezes no subintervalo i

f.

0 Xi-1 Xmi Xi+1 X

Fonte: Adaptado (SPERANDIO, MENDES E SILVA 2003).
ou seja, realiza-se uma iteracdo, melhorando os resultados a cada parti¢éo, reaproveitando os
resultados obtidos anteriormente. Quando todos os subintervalos sdo removidos, ocorre o
seguinte:

ERROTOTAL < > COTAS

Subintervalos

N-1 (13)
Xit1 — Xi—1 €
< & = Xi+1 — Xi-1) = &
' Z h—a bh—a Z( i+1 i—-1)
Subintervalos i=1

Assegurando desta maneira a precisdo desejada para o resultado (SPERANDIO,
MENDES E SILVA, 2003).
A fim de fixar os conceitos supracitados, na proxima secéo sera apresentado o algoritmo

da regra dos trapézios adaptada.
3.2 ALGORITMO ADAPTATIVO BASEADO NA REGRA DOS TRAPEZIOS

A seguir serdo apresentadas as principais etapas do algoritmo que seréa utilizado, para
implementar a regra dos trapézios adaptativa (SPERANDIO, MENDES E SILVA, 2003), (ver,
Figura 4):

- Calculam-se as cotas, areas de triangulos para os erros de integracdo em cada
subintervalo;

12



- Com as cotas do item |, determina-se uma lista em ordem decrescente, sendo cada
cota vinculada ao correspondente subintervalo e a outras quantidades ja calculadas,
ou seja, os valores funcionais fi-1 e fi, bem como as cotangentes cotgai-1 € cotga;

I1I-  Um subintervalo pode ser descartado quando a COTA para o erro de integragédo
satisfazer uma condicdo de admissibilidade, estipulada em funcdo de uma

tolerancia, especificada por: COTA < e *—=1,
b—a

Salienta-se que a ndo verificacdo da condicao exposta no item Il para o subintervalo i,

entdo para 0 mesmo indica-se a aplicacdo da regra trapezoidal outras vezes.
4 EXPERIMENTACAO NUMERICA

Para efeito de testagem do método numeérico da regra dos trapézios, sera resolvido uma
integral de um problema ndo contextualizado, primeiramente de modo analitico, bem como
numericamente atraves da implementacdo em uma interface do programa Matlab utilizando a

RTR e RTA, amenos de uma precisao requerida.

4.1 PROBLEMA

Calcule a integral f3 [5 + x sin(3x) cos(2x)] dx, analiticamente e numericamente.

Verifica-se que no intervalo de integracédo estipulado, a funcdo do integrando apresenta

um comportamento oscilatorio (ver, Figura 7).

Figura 7 — Imagem geométrica da funcéo integrando f(x) =5 + x sin(3x) cos(2x) no intervalo [0,9].

Y7
T =

fix)

Fonte: Autoria prépria (2022)
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4.2 SOLUCAO ANALITICA

Destaca-se que a integral supracitada sera resolvida pelo teorema fundamental do

calculo (1), como segue:
9

I=[ 5+ x.sin(3x).cos(2x) dx
0
Para calcular I, calcula-se inicialmente a integral utilizando a identidade trigonomeétrica
sin(t). cos(s) = L (sin(t + s) + sin(t — s)) com isso obtém-se:
2
? 1
J [5+x > (sin(5x) + sin(x))] dx
0

Em seguida, empregando a propriedade distributiva da multiplicacdo e multiplicando

em cada termo dentro dos colchetes por 1x, obtém-se:
2

? c x.sin(5x)  x.sin(x)

. > + > ] dx

Pela propriedade da integral fab[f (x) + glo)]dx = fab fl)dx + f: g(x)dx, encontra-
se:
9 9 x. sin(5x) 9 x. sin(x)
[ Sdx+[ ———dxt+| —5—dx
0 0 0
Assim, considerando a propriedade fab[a. f)]dx = a. fab f(x)dx,a € R, para
calcular a segunda e terceira integral, obtém-se:

9 9 9

f 5dx+lf [x.sin(5x)]dx + lf [x.sin(x)]dx 2
0 2% 0

Portanto, resolvendo a integral através da formula de integracdo por parte
b b
S, udv=uv— [_ vdu, ttm-se:

9 1 9 9
fOde + 5 (x. (— coséSx)) - fo— coséSx) dx) + l (x.(—cos(x)) — [ - cos(x)dx) 2

Para resolver as integrais, utiliza-se a propriedade fab[a. f)]ldx = a. [ ’ f(xX)dx,a €

a
R e a integracdo primitiva fb cos(x)dx = sin(x), simultaneamente com fb —f(x) =
a a
- fab f(x)dx, assim:
? 1 cos(5x) 1 ? 1

14



[ 5dx+ .(x.(-
0 E

)—1.(= ).[ cos(5x)dx)+ .(x.(— cos(x)) + sin(x))

15



Agora, calculando a multiplicagéo, adotando a substituicdo t = 5x e determinando a
primitiva imediata restante, tem-se:

1 _ cos(5x) 1 —x. cos(x) + sin(x)
5x_|_§.(x.( z )+£.sm(5x))+

Finalmente, utilizando a formulagéo (1), resulta:

x.cos(5x) sin(5x) —x.cos(x) + sin(x) k
Gx= g9 Fsp T y )
0
9cos(5.9) sin(5.9) —9.cos(9) + sin(9) 0.cos(5.0)  sin(5.0)
59—T+ z + > _5_0_T+ 5

—0cos(0) + sin(0)
+

2
9cos(45) sin(45) _ ;
45 — + 4 9 cos(9) + sin(9)
10 50 2

0,851
5 _ 4,727 n n 8,200 + 0,412

~ 48,850
10 50 2

43 COMPARACAO DO RESULTADO OBTIDO ANALITICAMENTE
NUMERICAMENTE DA INTEGRAL

Para uma comparagéo mais fidedigna entre os processos utilizados objetivando indicar
quais das técnicas apresentadas possui um desempenho mais satisfatorio em relacdo a robustez
e acuracia em situacdes que a funcdo integrando possui variagdes abruptas no dominio de

integracdo estipulado (ver, Figura 7), mostrar-se-a através da Figura 8 o erro relativo cometido

guando os resultados numéricos sdao comparados com o resultado analitico.

16



Figura 8 — Representacdo geométrica do erro relativo

Erro [{Exat-Aprox) / (Exat)]

10 10 10
Numero de subintervalos[n]

Fonte: Autoria propria (2022)

4.4 ANALISE DOS RESULTADOS

A RTA tem uma maior acuracia no calculo da integral utilizada, ou seja, o erro relativo
apresentado na Figura 8 € menor que o erro relativo determinado quando se utilizaa RTR. Em
outras palavras, a RT A para estimar um o erro de aproximadamente 10-5 precisou subdividir o
intervalo de integracdo em pouco mais de 100 (cem) subintervalos, por outro lado a RTR
necessita de um numero de subdivisdes proximo de 1000 (mil) subintervalos para estimar a
mesma acuracia.

Ainda como informac&o, € possivel observar que a partir de 2000 (mil) subintervalos, o
grafico mostra que, a regra RTR e a RTA tendem a convergir para o0 resultado obtido
analiticamente, contudo, a acuracia RTR continua menos robusta em relacdo a RT A. Em relacao

aos computos a RTR foi concluida em aproximadamente 0.083020 s ja a RTA em 148.801820

S.
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CONCLUSAO

O presente trabalho expds uma abordagem sobre integracdo numeérica, levando em
consideracdo a regra dos trapézios repetida e uma adaptacdo em relacdo a mesma denominada
regra dos trapézios adaptada. Neste contexto, foi resolvida uma integral simples tanto
analiticamente quanto numericamente, indicando através da fundamentacdo teorica do erro
relativo que a RT A se apresenta mais adequada na solucdo numérica de uma integral simples
quando a funcdo integrando apresenta uma forte variacdo no intervalo de integracao.

Portanto, tendo em vista que este € um vasto campo de conhecimento com variadas
aplicacdes, tem-se como perspectivas utilizar a pesquisa em questdo em uma situacdo problema
real, além de expandir a mesma abordagem utilizando outras técnicas de integracdo numérica

tanto para integrais simples como multiplas.
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