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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal obter a solucao exata da equacgdo da onda
unidimensional com amortecimento viscoeldstico do tipo Kelvin-Voigt, utilizando o mé-
todo de separacao de varidveis e séries de Fourier. A equacdo considerada modela a
propagacao de ondas em meios viscoeldsticos, nos quais ha dissipacao de energia interna
proporcional a taxa de deformacao. Inicialmente, sdo apresentados os conceitos tedricos
fundamentais sobre fungoes periddicas, séries numéricas, convergéncia e séries de Fourier.
Em seguida, realizamos a deducao da equacao diferencial governante por meio do método
direto, a partir de leis da mecanica continua, e sua posterior adimensionalizacao, desta-
cando os parametros fisicos relevantes. A solucao exata do problema com condigbes de
Dirichlet homogéneas é entao construida em forma de série de Fourier, evidenciando dois
regimes distintos de comportamento: modos de vibragao oscilatérios (subamortecidos) e
modos superamortecidos, dependendo da relagao entre o niimero de modo e o parametro
adimensional de amortecimento ~. Por fim, o trabalho apresenta simula¢des computa-
cionais implementadas em MATLAB, que ilustram a evolucao da solucao ao longo do
tempo e demonstram a influéncia de v na atenuacao dos modos de vibracao, validando

o modelo tedrico.

Palavras-chave: Equagao da onda, amortecimento Kelvin-Voigt, séries de Fourier, vis-

coelasticidade, simulacao computacional.



Abstract

The main objective of this work is to obtain the exact solution of the one-dimensional wave
equation with Kelvin-Voigt-type viscoelastic damping, using the method of separation of
variables and Fourier series. The equation under consideration models wave propagation
in viscoelastic media, in which internal energy dissipation is proportional to the strain
rate. We begin by presenting the fundamental theoretical concepts related to periodic
functions, numerical series, convergence, and Fourier series. Next, we derive the governing
differential equation using the direct method based on the laws of continuum mechanics,
followed by its nondimensionalization, highlighting the relevant physical parameters. The
exact solution of the problem with homogeneous Dirichlet boundary conditions is then
constructed in the form of a Fourier series, revealing two distinct behavioral regimes:
oscillatory (underdamped) vibration modes and overdamped modes, depending on the
relationship between the mode number and the dimensionless damping parameter ~.
Finally, the work presents computational simulations implemented in MATLAB, which
illustrate the temporal evolution of the solution and demonstrate the influence of v on

the attenuation of vibration modes, thereby validating the theoretical model.

Key-words: Wave equation, Kelvin-Voigt damping, Fourier series, viscoelasticity, com-

putational simulation.
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Notacoes

[0,7] := intervalo fechado e limitado em R;
(0,¢) := intervalo aberto e limitado em R;
RT := intervalo [0, 00);

|z] ;= parte inteira de x;



Introducao

Este capitulo tem como objetivo contextualizar o problema estudado neste traba-
lho, abordando os aspectos fisicos e matematicos que motivam a introdugdao do modelo
de Kelvin—Voigt na equacdo da onda. Iniciamos com uma discussao sobre a formula-
¢ao classica da equagao da onda e suas limitagoes na modelagem de sistemas reais que
apresentam dissipacao de energia. Em seguida, introduzimos o modelo viscoelastico de
Kelvin—Voigt e destacamos suas propriedades fundamentais, tanto do ponto de vista fi-
sico quanto analitico. Por fim, apresentamos a formulagao do problema de valor inicial e
de contorno que sera resolvido ao longo do trabalho, juntamente com uma descricao da

organizacao dos capitulos seguintes.

Motivacao fisica

A equacao da onda é uma das equagoes diferenciais parciais (EDPs) mais fundamen-
tais da fisica matematica, modelando fend6menos de propagacao em meios eldsticos, como
vibragoes em cordas, ondas actsticas, ondas em superficies liquidas, entre outros. Na sua

forma classica unidimensional e dissipativa, ela é expressa por
puy — Bz, + duy = 0, (1)

onde u = u(x,t) representa o deslocamento em uma posigao x e instante ¢, p a densidade
linear de massa do meio, £/ a médulo de Young e § é o pardmetro de amortecimento. No
entanto, tal formulacdo presume um meio puramente elastico e nao leva em consideragao
efeitos dissipativos que sao frequentemente observados em sistemas reais, como atenuacao
de vibragoes, histerese ou absorcao interna de energia. Para representar tais efeitos,

modelos mais elaborados sdo necessarios.
Um dos modelos mais conhecidos para descrever materiais viscoelasticos é o modelo
de Kelvin—Voigt, proposto de forma independente por William Thomson (Lord Kelvin) e

Woldemar Voigt no século XIX. Esse modelo combina uma mola (comportamento eldstico



linear de Hooke) e um amortecedor viscoso (modelo de Newton) atuando em paralelo.

E
——/ 00000 \———
g o
O n —O

Figura 1: Diagrama mecéanico andlogo em que F denota o médulo de Young, n o coefi-

ciente de viscosidade e ¢ a tensao aplicada.

No contexto de propagacao de ondas, o modelo leva a uma modificacdo na equagao
classica da onda com a introducao de um termo adicional relacionado a taxa de deforma-
¢ao temporal. A equagdo da onda com damping Kelvin—Voigt em uma dimensao espacial
¢é dada por

pUse — Bty — Nz = 0. (2)

O termo u,,; representa a dissipacao de energia causada pelo amortecedor viscoso distri-
buido ao longo do dominio. Esta equagao tem sido amplamente estudada na literatura
devido a sua relevancia em engenharia estrutural, mecanica dos sélidos, geofisica e mo-

delagem de materiais avangados [1-3].

O amortecimento introduzido pelo termo nuy,, altera significativamente as proprieda-
des dinamicas do sistema. Diferente do amortecimento fricciona, que atua diretamente
no termo de velocidade du;, o damping de Kelvin—Voigt atua na derivada espacial da
velocidade, tornando a dissipacdo dependente da curvatura da deformacao. Isso leva a
uma dissipacdo dependente do modo, onde modos mais altos sofrem maior atenuagao, um

comportamento que estd mais alinhado com sistemas fisicos reais [4].

Sob o ponto de vista matematico, a equacao de Kelvin—Voigt representa um sistema
hiperbolico-parabolico acoplado, sendo de segunda ordem no tempo e de quarta ordem
mista no espago-tempo. A presenca do termo u,,; introduz caracteristicas parabolizantes
na equagao, o que melhora propriedades como regularidade e estabilidade das solugoes.
Diversos trabalhos abordam a existéncia, unicidade e decaimento exponencial da energia
associada a este tipo de equagao [5-7].

A modelagem com este tipo de equagao é particularmente relevante em aplicagoes de
vibragao de vigas e placas, onde se deseja entender nao apenas como as ondas se propa-
gam, mas também como elas se atenuam ao longo do tempo. Por exemplo, em engenharia

civil, o comportamento de estruturas viscoelasticas sujeitas a excitagoes sismicas pode



ser modelado com precisdo superior por este tipo de formulacao [8].

Neste trabalho, buscamos estudar a solucio exata da equacao da onda com dam-
ping Kelvin—Voigt no contexto unidimensional, com condi¢oes de contorno de Dirichlet
homogéneas, por meio do método de separacio de varidveis e séries de Fourier. Esta
abordagem classica permite descrever a evolucao temporal de cada modo de vibragao
do sistema, bem como analisar o papel do pardmetro de amortecimento n na atenuagao

modal.
Mais especificamente, consideramos o Problema de Valor Inicial e de Contorno (PVIC)
dado por
puy — By, — Niuge = 0, em (0,¢) x (0,00),
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0, (3)
uw(z,0) = f(x), wuz,0)=g(x), 0<z </

Dessa forma, o modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt emerge como uma formulacao
adequada para descrever a propagacao de ondas com dissipacao de energia em meios
reais. Com base nisso, no préximo capitulo apresentamos em detalhes a dedugao mate-
matica do modelo por meio do método direto, destacando os principais aspectos fisicos e

matematicos envolvidos na formulagao da equacgao diferencial que rege o sistema.

Organizacao do trabalho
Este trabalho esta estruturado da seguinte forma:

o Capitulo 1 — Conceitos Preliminares: apresenta os fundamentos tedricos ne-
cessarios para o desenvolvimento do trabalho, incluindo defini¢oes de funcoes pe-
riddicas, séries numéricas e de fungoes, convergéncia pontual e uniforme, bem como

a construcao dos coeficientes de Fourier e a série de Fourier para fungoes seccionais.

o Capitulo 2 — Sistema Viscoelastico: desenvolve a modelagem matematica da
equacao da onda viscoelastica utilizando o método direto, a partir de leis fisi-
cas fundamentais. Em seguida, realiza-se a adimensionalizacao da equacao, com
identificacdo dos parametros fisicos relevantes, e é apresentada a solucao exata do

problema utilizando o método de separacao de variaveis e séries de Fourier.

o Capitulo 3 — Simulagoes Computacionais: apresenta a implementacao com-

putacional da solucao exata obtida no capitulo anterior. Sao exibidos exemplos



numéricos e graficos que ilustram a dissipagdo modal, com destaque para o efeito

do parametro de amortecimento v sobre a evolugao das solugoes ao longo do tempo.



Capitulo 1
Conceitos Preliminares

Este capitulo tem como objetivo apresentar os conceitos fundamentais e os principais
resultados tedricos que serao utilizados ao longo deste trabalho. Iniciamos com defi-
nigoes essenciais sobre séries numéricas e séries de fungoes, destacando propriedades de
convergéncia e critérios classicos. Em seguida, introduzimos no¢oes basicas sobre fungoes

periddicas e, por fim, desenvolvemos os elementos centrais da Anélise de Fourier.

Grande parte da exposicao segue de perto a abordagem apresentada na obra de Fi-

gueiredo [11], que adotamos como referéncia principal para este capitulo.

1.1 Definicoes e proposicoes

Definigao 1.1 (Fungao periédica). Uma fungio f : R — R € dita periddica de periodo
T > 0 se satisfaz
flx+T)= f(z), paratodox € R.

Definigao 1.2 (Paridade de fungdes). Uma fungio f: R — R é:
(i) Par se f(x) = f(—=x) para todo x € R;
(i) Impar se f(x) = —f(—z) para todo x € R,
Proposicao 1.1. Valem as sequintes propriedades para funcoes pares e impares:
(i) A soma de duas fungoes pares (resp. impares) é par (resp. impar);
(i) O produto de duas fungoes pares ou de duas fungoes impares € par;

(iii) O produto de uma fungdo par com uma fung¢do impar € impar.



Definigao 1.3 (Descontinuidade de primeira espécie). Dado a < b, ezistem a < a3 <

as < --- < a, < b, tais que f é continua em cada intervalo aberto (a;,a;i1) e existem os
limites

flaj+0)= lm f(z) e fla;=0)= lm f(a)

Definigao 1.4 (Fungoes seccionais). Uma fungio f: R — R é:

(i) Seccionalmente continua: se possui um nimero finito de descontinuidades de

primeira espécie em qualquer intervalo limitado.

(ii) Seccionalmente diferencidvel: se é seccionalmente continua e sua derivada

também o €.

Proposigao 1.2. Se f ¢é integravel em [—{, (], entao:

(i) Se f € par: /Zf(x) dzzQ/OEf(x) dx.

¢
(ii) Se f é impar: /—z f(z)dx = 0.

1.1.1 Convergéncia de séries

oo
Definigao 1.5 (Convergéncia de séries numéricas). Uma série numérica Z a, converge
n=1
se a sequéncia das somas parciais
n
Ay =3 a,
Jj=1
possui limite finito quando n — oo.
Exemplos classicos:
oo
(i) A série Z — converge se, e somente se, a > 1.
n=1 n
o0
(ii) A série geométrica A", com |[A| < 1, converge para A/(1 — A).
n=1
o0
Definigdo 1.6 (Convergéncia pontual e uniforme). Seja > u,(x) uma série de fungoes
n=1
Uy : I — R, onde I C R. Dizemos que:
o
(i) A série converge pontualmente em xo € I se a série Y _ u,(x) converge.
n=1



(ii) A série converge uniformemente em I se, dado € > 0, existe N € N tal que, para

todon>N ex €1,

m

> uj(x)

j=n

<e, Vm>n.

Proposicao 1.3. Se Zun(:p) converge uniformemente e cada u, €é continua, entio a

n=1

fungdo soma u(x) = u,(x) € continua.

Proposicao 1.4. Se Zun(x) converge uniformemente e cada u, € integravel em I,

5 n=1
entao
/(Zun )d:ﬂ—Z/un
Proposigao 1.5. Se cada u, € C'(I), a série Zu converge uniformemente e
[ee]
> un(x0) converge para algum xo € I, entdo
n=1

L (S ) =X

1.1.2 Série de Fourier

Defini¢ao 1.7 (Coeficientes de Fourier). Se uma fungiao f é periddica de periodo 20 e

admite a expansao

f(z) = ;ao + Z <ancos (m; ) + by, sin <n7£m>) :

n=1

entdo os coeficientes de Fourier sio dados por

1
ap = ZL f(z)dz, a, g/ ) cos (nm:) dr, n=>1, (1.1)
b g/ z) sin ("m) dr, n>1. (1.2)

As féormulas de ag, a, e b, sao obtidas usando as relagoes de ortogonalidade das



funcoes trigonométricas dadas abaixo

¢ l, sen=m,
/ cos (mm) cos (mﬂx) dr = (1.3)
-t ¢ ¢ 0, sen#m,
¢ l, sen=m,
/ sin (m) sin <m7r$) dr = (1.4)
-t ¢ ¢ 0, sen#m,

¢ nrr\ . [mnT
/J cos (ﬁ) sin (ﬁ) dx = 0. (1.5)

Defini¢ao 1.8 (Série de Fourier). Dada uma fungio f: R — R periédica de periodo 2¢,

integravel e absolutamente integrdvel, sua série de Fourier é

f(x) ~ ;ao + i {an cos (T?U) + b, sin <n7;cﬂ ,

n=1

onde os coeficientes a,, e b, sao dados pelas equagoes (1.1) e (1.2).

Teorema 1.1 (Convergéncia de Fourier). Se f é seccionalmente diferencidvel e periddica

de periodo 2¢, entdo sua série de Fourier da funcio f dada por

(57) ()
a,, COs 7 n SIN 7 )

1 o0
flz) ~ 50 +>
n=1
converge, em cada ponto x para

[f(x+0)+ f(x —0)] = ;a0+ i {ancos <n7;n> + by, sin <n7;r;ﬂ .

n=1

DN | —

1.2 Funcoes trigonométricas e hiperbdlicas

As fungoes trigonométricas e hiperbdlicas desempenham um papel fundamental em
diversas areas da matematica, da fisica e da engenharia. Elas aparecem naturalmente
na resolucao de equagoes diferenciais, em séries de Fourier, no estudo de oscilagoes e em

modelos que envolvem crescimento exponencial ou movimento harmoénico.

A relagao de Euler

Uma das féormulas mais elegantes da matematica é a chamada relagdo de Fuler, que

conecta exponenciais complexas as fungoes trigonométricas:

et = cos(z) £ isin(x), r € R. (1.6)



Essa relacao pode ser demonstrada usando a série de Taylor das fungoes exponencial,
seno e cosseno. A partir dela, podemos expressar as funcoes trigonométricas em termos

de exponenciais complexas da forma

cos(z) = 626 sin(z) = & & (1.7)

Essas formulas sdo amplamente utilizadas, por exemplo, na andlise de sinais, onde
a decomposicdo de uma fungdo em senos e cossenos equivale a uma representacao em

termos de exponenciais complexas via transformada de Fourier.

Funcoes hiperbdlicas

As fungoes hiperbdlicas sao analogas as fungodes trigonométricas, mas envolvem com-

binagoes das exponenciais reais. Sao definidas por

cosh(z) = €+26, sinh(z) = % (1.8)
De forma andloga a relagao de Euler, temos
e** = cosh(z) £ sinh(x), xz € R. (1.9)

Essas fungoes surgem, por exemplo, na solugdo da equacao do calor e em problemas
envolvendo catendrias (o formato de um cabo suspenso sob seu préprio peso). Enquanto
as fungoes trigonométricas estao associadas a rotacao e oscilagao, as fungoes hiperbélicas

descrevem crescimento e decaimento exponencial.

Identidades e propriedades

Assim como as fungdes trigonométricas satisfazem certas identidades, as fungdes hi-

perbodlicas possuem propriedades analogas. Por exemplo:
o Identidade trigonométrica fundamental:
2 YR
cos“(x) + sin“(z) = 1.

o Identidade hiperbdlica fundamental:

cosh?(z) — sinh?(x) = 1.

10



e Derivadas:

d
. sin(z) = cos(z), . sinh(z) = cosh(x),
. cos(x) = —sin(z), . cosh(z) = sinh(x).

Essas semelhancas reforcam a ideia de que as fungoes hiperbdlicas constituem um

analogo hiperbélico das fungoes circulares, embora com propriedades geométricas distin-

tas.

11



Capitulo 2
Sistema Viscoelastico

Neste capitulo, estudamos o modelo viscoelastico de Kelvin—Voigt aplicado a uma
barra unidimensional sujeita a deslocamentos transversais. Inicialmente, utilizamos o
método direto para deduzir a equacgao diferencial que descreve a dinamica do sistema a
partir das leis fundamentais da mecénica. Em seguida, procedemos a adimensionaliza-
¢do da equagdao de movimento, com o objetivo de simplificar a analise e evidenciar os
parametros adimensionais que governam o comportamento fisico. Por fim, aplicamos o
método de separacgao de varidveis para obter uma solucao exata do problema, expressa

em termos de séries de Fourier.

A apresentacao deste capitulo segue a abordagem classica encontrada em referéncias

de modelagem matemética continua, tais como Logan [9] e Meerschaert [10].

2.1 Modelagem matematica — Método direto

Neste trabalho, empregamos o método direto, que consiste na utilizacao de leis fisicas
fundamentais expressas por equagoes diferenciais conhecidas para atuar diretamente so-
bre o sistema fisico em estudo. A partir dessas relagoes, deduzimos de forma sistematica
uma nova equagao diferencial que descreve o comportamento dindmico da variavel de

interesse ao longo de uma dimensao espacial.

Considere uma barra retilinea ocupando o intervalo (0, /), com deslocamento trans-
versal no ponto x € (0,¢) dado por u(z,t) em funcao do tempo t. Analisando uma
pequena porc¢ao da barra de comprimento infinitesimal dx centrada em x, a massa dessa

porcao é dada por

dm = p Adz,
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onde p é a densidade volumétrica da barra e A é a area da se¢ao transversal.

De acordo com a Segunda Lei de Newton, a for¢a resultante sobre esse elemento

é igual a massa multiplicada pela aceleracdo (F' = dma), i.e.,
F = pAdx uy(z,t), (2.1)

onde uy(z,t) é a aceleragao.
Por outro lado, as forgas internas (tensao axial), denotada por o(z,t) é a forca por
unidade de area transmitida internamente no material. No caso unidimensional, consi-

deramos que a forca total na secao transversal em x é dada por
F=o(x,t) A,

onde A é a area da secdo transversal. Entdo, a diferenca de forcas entre os extremos do

elemento infinitesimal é

o(x +dx,t) — o(x,t)
F = [a(x +dx,t) — U(x,t)] A = T Adx

~ og(z,t) Ade. (2.2)

Combinando as equagoes (2.1)—(2.2) temos a forma final da Equacdo de Movi-

mento unidimensional dada por

puy(x,t) = o.(x,t),

onde 0,(-) depende da lei constitutiva adotada. Abaixo fornecemos uma tabela com dois

modelos constitutivos.

Tabela 2.1: Modelos constitutivos e seus efeitos sobre a equacao de movimento

Tipo de material Lei constitutiva Resultado

Elastico linear o= Fu, Onda classica

Kelvin—Voigt (viscoeldstico) o = Eu, +nu,;  Onda com amortecimento

Na Tabela 2.1, Fu, representa é a resposta elastica e nu,; o efeito de amortecimento
interno (viscosidade). Aqui, nosso interesse é estudar o modelo de ondas viscoelasticas e

para isso, adotamos o = que resulta em

puy — Bty — Mgy =0 em  (0,4) x (0, 00), (2.3)

13



onde p, E e n sdo constantes fisicas positivas, seguido das condi¢oes de contorno
u(0,t) =u(l,t) =0, t=>0, (2.4)
e condigoes iniciais

u(z,0) = f(z), w(x,0)=g(x), 0<z</. (2.5)

2.2 Adimensionalizacao do modelo

Com o intuito de simplificar a analise e reduzir o nimero de pardmetros fisicos da
equacao que rege a dinamica da barra viscoelastica, realizamos a adimensionaliza¢ao do
modelo. Esse procedimento permite identificar os parametros adimensionais que contro-
lam o comportamento do sistema e facilita a generalizagdo dos resultados. Para isso,
introduzimos escalas caracteristicas de comprimento, tempo e deslocamento, e reescre-
vemos a equagao diferencial original em termos de varidveis adimensionais. A seguir,

apresentamos os detalhes desse processo.

Tendo em mente o sistema (2.3)—(2.5) introduzimos as varidveis adimensionais:

-~ n u(z,t)
U Y

onde ¢ é o comprimento caracteristico, T" é o tempo caracteristico e U uma escala de

deslocamento.

Dessa forma as variaveis e as derivadas do modelo original sdao transformadas em
variaveis e derivadas adimensionais dadas por
U _ U_ U _
Ut = ﬁUf{, Ugpye = 672'11@53, Ugppt = TQTU@:E{ (26)

Substituindo os termos de (2.6) em (2.3), obtemos

U _ U_ U _
Pﬁuﬁ - Eﬁuﬁ - Uﬁum = 0. (2.7)
Dividindo por pU/T? obtemos
_ ET? _ nl _
Uz — TQP Uzg — TQp Uzzi = 0. (28)
N—— ~—~
o= vi=

Escolhendo a := ET?/{*p = 1 implica no tempo caracteristico
17
T—0/2
E Y
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que nos leva a

nl |1
Com isso obtemos o problema adimensional dado por
Ugp — Ugz — Y Uzzi = 0, em (0,1) x (0, 00),
a(0,8) = u(1,7) = 0, i>0, (2.9)
u(z,0) = f(2), u(Z,0)=g9(), 0<z <1,

/1
com y = % o sendo uma constante adimensional. Por simplicidade, ~ é omitido nas
p

proximas segoes.

2.3 Solucao exata em séries de Fourier

As solugoes exatas em séries de Fourier desempenham um papel fundamental na
analise de equagoes diferenciais parciais que modelam fenémenos fisicos, como propagacao
de ondas, conducao de calor e vibragoes mecanicas. Ao expandir a solugao em uma série
de fungoes ortogonais do tipo senos e cossenos, é possivel representar de forma precisa o
comportamento do sistema ao longo do tempo e do espaco, respeitando as condigoes de
contorno e iniciais impostas ao problema. Uma das principais vantagens desse método
¢é sua capacidade de fornecer solugoes analiticas fechadas, que ajudam a compreender a
estrutura matematica da equacao, a influéncia dos parametros fisicos e a separagao entre

regimes dindmicos distintos (como oscilagoes, amortecimento e ressonincia).

Com base nisso, considere o problema adimensional dado por

Ut — Ugy — YUger = 0, em (0,1) x (0,00),
u(0,t) = u(1,7) =0, t>0, (2.10)
u(@,0) = f(2), u(w,0)=g(z), O<z<l,

onde v > 0 é um parametro adimensional de amortecimento. O resultado seguinte nos

mostra a solugao exata do problema em séries de Fourier.

Proposicao 2.1. A solugao formal do problema (2.10) em série de Fourier é dada por

70 n2x2
u(z,t) = > ezt [an cos(wnt) + by, sin(wnt)] sin(nmz)
n=1

o0 n27r2
+ Y e {Cln cosh(@W,t) + by sinh(@nt)] sin(nmz), (2.11)

n=ng+1

15



2,22 ~ 2122 .
onde ngy = L%TJ €N, w, == nm/1 -7, &, == nm\/ T — 1 e os coeficientes de

Fourier a, e b, satisfazem as relagoes

1
a, = 2/ f(z)sin(nrz)dz, neN,
0

5 /01 <7W2n2f(x) + g(m)) sin(nmx)dr se 1< n < ng,
. (2.12)
; /01 (77r2n2f(x) + g(m)) sin(nrz)dr se ng+1<n<oo.
Demonstragao. Usando o método da separacao de variaveis, adotamos
u(z,t) = F(x)G(t), (2.13)
e substituimos em (2.10); para obtermos
F(z)G"(t) — F"(2)G(t) — vF"(x)G'(t) = 0.

Consequentemente,
F”(l’) B G”(t)

F(z) — G(t) +1G'(t)
Observamos que o lado esquerdo da equacao acima depende apenas de x, enquanto que

o lado direito depende apenas de t. Logo podemos concluir que ambos os lados, sao

independentes de x e t. Isto quer dizer que,

F“(x) G//(t)

) - 1 R. 2.14

Flz)  G{t) +AG@) O Paraaeum = (2.14)

Por outro lado, substituindo w(z,t) = F(x)G(t) nas condigoes de contorno u(0,t) =

u(l,t) = 0 temos,

u(0,t) =0 = F(0)G{t)=0 = F(0)=0, (2.15)
WL, =0 = FOGH =0 = F(1)=0, '
e substituindo na condigao inicial u(z,0) = f(z) temos
{u(x, 0)=fla) = F@GO)=f@) = GO)=0 016)
u(z,0) =g(x) = F)G'0)=g(x) = G'(0)=0,

de onde adotamos Gy, G; € R — {0}. Com isto, passamos a considerar o Problema de
Valor de Contorno (PVC)

F'(x) —oF(x)=0 em (0,1),
F(0)=F(1) =0,

(2.17)
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e o Problema de Valor Inicial (PVI)

G"(t) —voG'(t) —oG(t) =0 para todo t >0,
G(0) =Gy, G'(0) =Gh.

(2.18)

Para resolver o problema de valor de contorno (2.17), procedemos com a anélise dos

seguintes casos:

Caso I: Admitimos inicialmente que o > 0 e consideremos uma solu¢ao da forma

F(z) = et em (2.17). Substituindo na equagao, obtemos a equagao caracteristica
WPr—o=0 = pu==+0. (2.19)
Logo, duas solugoes independentes da equacao sao
F(z)=eV"® e F(z)=e Vo2, (2.20)
Assim, pela superposicao linear, a solucao geral é dada por
F(z) = eV + cpe Vo, (2.21)

Aplicando as condigoes de contorno F’(0) = F'(¢) = 0, obtemos

F(O):Cl\/E—CQ\/E:O = (1 = Cg,

(2.22)
F(1)=c1eV? —ce V7 =0 = Y7 =ce Vo,
Substituindo ¢; = ¢» na segunda equacao, resulta
¢ (e2V7 —1)=0. (2.23)

Como o > 0, temos €V # 1, logo ¢; = 0 e, portanto, F'(x) = 0. Como a solugdo trivial

nao nos interessa, concluimos que o caso o > 0 nao fornece solu¢ées nao nulas.

Caso II: Supondo agora ¢ = 0, a equacao diferencial reduz-se a
F"(z) =0, (2.24)
cuja solucao geral é uma func¢ao afim:
F(z) = 1z + co. (2.25)

Impondo novamente as condigoes de contorno F'(0) = F(1) = 0, obtemos ¢; = ¢ = 0,
implicando F(x) = 0. Portanto, como F(x) = 0 para todo x, também neste caso a

solugao ¢ trivial.
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Caso III: Por fim, consideramos o < 0 e escrevemos ¢ = —A?, com A > 0. Neste
cendrio, a equagao caracteristica (2.19) fornece raizes imaginarias e a solucao geral assume

a forma
F(x) = 1™ 4 coe ™. (2.26)

Utilizando a féormula de Euler, podemos reescrevé-la como combinacao de fungoes reais

F(x) = Acos(Ax) + Bsin(\z). (2.27)

Aplicando as condigdes de contorno e exigindo que F(0) = 0 resulta em A = 0. A
condi¢ao F(1) = 0 implica

Bsin(\) = 0. (2.28)

Como desejamos solugoes nao triviais (B # 0), obtemos que sin(\) = 0, o que leva a
A =nm, neN (2.29)
Portanto, as solucoes admissiveis associadas a cada valor de n sao dadas por:

F,(x) = Bsin(nmz), para todon € N. (2.30)

Por outro lado, tendo determinado que o,, = —A\? = —n?1?, procedemos agora a reso-

lugao do seguinte problema de valor inicial (2.18) que nos fornece a equagao caracteristica

22 +ynPr?z + nPn? =0, (2.31)
cuja solucao ¢é dada por
22 [ 2,22 2
—fynﬁimr 1_’yn7rl, e C, se n<{J,
2 4 T
Zn=2= (2.32)

n?m? [v2n2n2 2
X Fnr rn -1 € R, se n=> {J
2 4 v

As duas classes de solugoes para z, decorrem do comportamento assintético quando

’)’271271'2

n — 00, pois existe um valor ng = ny(7y) tal que o termo A :=1 — muda de sinal,
de positivo para negativo quando n > ng. Devido a essa bifurcacao, o carater da solugao
da equagao (2.32) muda ao ultrapassar o valor ng.

Assim, a solucao do PVI é dada por

Pt {An cos(wt) + By, sin(mrt)], se n< {J :

n 2

7r2
2 t{An cosh(@,t) + B, Sinh(&}nt):|7 se n

e 7

WV
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2122 ~ 2122 ~ . s .
onde w, 1= nm\/1 — 07, &, = nm\/ T — 1 e A,, B, sao constantes arbitrdrias.
Portanto, a solucao formal geral da série de Fourier é dada por

no

u(z,t) = > e_”#t [an cos(wpt) + by, sin(wnt)] sin(nmx)

n=1

modos subamortecidos (oscilatdrios)

s
+> e

n=ng+1

a,, cosh(w,t) + by, sinh(@nt)] sin(nmzx), (2.33)

modos superamortecidos (nao oscilatorios)

onde definimos ng := {%J € N e os coeficientes a,, e b, (n = 1,2,...) sdo chamados de
coeficientes de Fourier e sdo escolhidos de modo que tomando ¢ = 0 em (2.33) tenhamos
(2.10)3. Note que f(x) e g(z) devem se escolhidas de modo a ser uma fungao impar e
periddica de periodo 27, a fim de termos uma série de senos de argumento nm.

Agora nossa intengao é encontrar os valores de a, e b, (n = 1,2,...). Note que

tomando ¢ = 0 na equagdo (2.33) e integrando o resultado em [0, 1] temos

o0

f(z) = > a,sin(nrz), (2.34)

n=1

que ao ser multiplicada por sin(mmz) (m = 1,2, ...) e integrada em [0, 1] resulta em

/01 f(z)sin(mnrzx)dr = i an /01 sin(nmx) sin(mmx)dz.

n=0

Consequentemente,

/1 f(z)sin(mrx)de = a /1 sin(mzx) sin(mnrzx)dr + ag /1 sin(2mx) sin(mnzx)dz
0 0 0

1 1

—|—a3/ sin(3mx) sin(mnrzx)dr + a4/ sin(4nz) sin(mmz)dx
0 0

+ e +

+an—1 /01 sin ((n - 1)7m:) sin(mmx)dx

1
—i—an/ sin (mrx) sin(mmx)dx
0

Usando as relagoes de ortogonalidade entre as fungoes sin(nrz) e sin(mnx) para n # m

segue que

/01 f(z)sin(nrz)dx =
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ou ainda,

ap = 2/01 f(z)sin(nmx)dzr, n €N, (2.35)

De modo andlogo, derivando a equagao (2.33) no tempo, obtemos

ng
ut(xat) = Ze—’y
n=1

2.2 2,2
7t [ _ ’Y% (an Cos(wnt) + b, sin(wnt))

—Qpwp sin(wyt) + bywy, COS(WNt)} sin(nmz)

e _n2x2, n?m? ~ . -
+ Y ey 5 (ancosh(wnt)—i—bnsmh(wnt))

n=ng+1
+a, Wy, sinh(@,t) 4+ b@y, cosh(@nt)] sin(nmz),

e tomando ¢t = 0 temos

00 ng 00
g(z) = =y Y a,n®sin(nmz) + Y byw,sin(nwz) + D by, sin(nwz).

n=1 n=1 n=ng+1

Multiplicando a equagdo acima por sin(mmx) (m = 1,2, ...) e integrando em [0, 1] obtemos

1 o 1
/ g(z)sin(mrz)dr = —ym° ) n’a, / sin(nmz) sin(mrx)dx
0 0

n=1
no 1
+> bnwn/ sin(nmz) sin(mmrx)dx
n=1 0
% 1
+ > bn@n/ sin(nmzx) sin(mnzx)dz.
n=ng+1 0

Procedendo de modo anélogo ao que fizemos em (2.34) obtemos

) ) —ym?nla, + byw, se m=n € [1,ng),
/ g(x)sin(nrx)dr = 3 (2.36)
0

—ym?nla, +by@, se m=n¢€ [nyg+1,00).
Usando (2.35) resulta em

2

: /01 (77r2n2f(x) + g(x)) sin(nrz)dr se n € [1,ng),
b=y (2.37)
; /01 (77r2n2f(x) + g(m)) sin(nmx)dr se n € [ng+ 1,00).

n

Isto conclui a prova. O

20



vaca .1. Para n < ng os modos de vibracao sao denominados ilatori

Observagao 2.1. P < ng dos de vib d dos osctlatorios,
pois a solucao associada exibe comportamento senoidal amortecido no tempo. Jd para
n = ng, 0s modos sao chamados de superamortecidos, apresentando decaimento expo-

nencial sem oscilagoes, com dinamica dominada por funcoes hiperbolicas.

21



Capitulo 3
Simulacao Computacional

Neste capitulo, apresentamos a implementacao computacional da solucao exata da
equacao da onda com amortecimento viscoelastico do tipo Kelvin-Voigt, obtida anterior-
mente por meio de séries de Fourier. Utilizamos a linguagem de programacao MATLAB
para simular a evolu¢ao temporal da solu¢ao u(z,t), com base em condigdes iniciais es-
colhidas e diferentes valores do parametro de amortecimento . Os resultados numéricos
permitem visualizar, de forma clara, o efeito dissipativo introduzido pelo termo viscoe-
lastico, destacando a atenuacao modal dos diferentes modos de vibracao. Além disso,
ilustramos a transi¢ao entre regimes subamortecido e superamortecido conforme o niimero
de modo aumenta, confirmando a consisténcia tedrica do modelo com o comportamento

fisico esperado.

3.1 Cobdigo Matlab

O cbdigo esta devidamente comentado para facilitar o entendimento de cada etapa do
processo, incluindo a defini¢do das condi¢oes iniciais, o calculo dos coeficientes de Fourier

e a construgao da solugao u(z,t) ao longo de uma malha temporal e espacial.

/4 Solugcdo ezata de ondas wviscoeldasticas com amortecimento

/4 Kelvin-Voigt wia série de Fourier

clear
/4 Parametro de amortecimento wiscoelastico

gamma = input('Digite um valor para gamma = ');
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4 Nimero total de modos da série de Fourier (truncamento da
soma)

N = 25;

/4 Nimero mdximo de modos oscilatéorios (regime subamortecido)

n0 = floor (2/(gamma*pi)) ;

% =========================================================%
/4 Dominio espacial e temporal
% =================================:=======================%

/4 Discretizagcdo do espago no intervalo [0,1]

x = linspace (0, 1, 400);

/4 Discretizagdo do tempo mo tintervalo [0,15]

t_vals = linspace(0, 15, 400);

/4 Geragdo de grade (malha) para avaliacdo de u(z,t)
[X, T] = meshgrid(x, t_vals);

4 Inicializa a matriz solugdo U(z,t) com zeros

U = zeros(size(X));

% ::::::::::::=::=::====:==:::::::::=====================:=Z
/4 Condigcdes imiciatis
% =========================================================%

/4 Fungdo f(z): condig¢do inicial da solugdo u(z,0)
f = 0(x)(1/2)*x.*x(1-x.%x);
/4 Fungdo g(z): condigdo inicial da derivada u_t (z,0)

g = 0(x)(1/2)*x.*x(1-x.%x);

/i SS===S=======Ss=S=s=sSsSsSsSsSSSSSsSSsSsSssSss=ssssssssssss=s=s))
/4 Loop principal mno tempo

/i S=S=======sS====sS=S==sS=sS=sS=SSSsS=sS=SsSSsS=sSsSsSsSss=s=ss=s=ss=ss==))
for i = 1:length(t_vals)

t = t_vals(i); /4 Tempo atual

u = zeros(size(x)); /% Inticializa solugdo u(z,t) para este t
v = zeros(size(x)); /% Inticializa solugdo v(z,t) para este t
A e ity V4
/4 Modos subamortecidos (oscilatérios)

A T T T T - 4




omega n = kxsqrt (1l - (gamma~2*k~2)/4);

a_n = 2xintegral (@(x)f(x) .*sin(n*pi*x), 0, 1);
integrand = @(x) (gamma*k™2*xf(x) + g(x)) .*sin(n*pix*x);
b n = (2/omega_n)*integral (integrand, 0, 1);

u = u + exp(-(gamma*k~2/2)*t) .*

(a_n*cos(omega _n*t) + b_n*sin(omega _n*t)) .*sin(k*x) ;

end

for n = (n0+1):N

k = nx*xpi;

omega_tilde = kxsqrt((gamma~2*xk~2)/4 - 1);

a_n = 2xintegral (@(x)f(x).*sin(n*pi*x), 0, 1);
integrand = @(x) (gamma*k™2*xf(x) + g(x)) .*sin(n*pix*x);

b n = (2/omega_tilde)*integral (integrand, 0, 1);

A St V4

4 Filtro para evitar overflow

A 4

amp = abs(a_n*cosh(omega_tildext))+abs(b_n*sinh(omega tildex*
t));

if exp(-(gamma*k~2/2)*t)*amp < 1e8 J tolerdncia ajustavel
v = vtexp(-(gamma*xk~™2/2) *t) .x*
(a_n*cosh(omega tildex*t)+b _n*sinh(omega tildex*t)) .*sin (k*x) ;

end

figure('Position', [100, 100, 1000, 400]); /% Tamanho
ajustado da figura

Jh mmmmmmme e Subgrafico 1: perspectiva 3D --—————————-——-——-

subplot (1, 2, 1);




surf (x, t_vals, U, 'EdgeColor', 'mone');

xlabel ('x', 'Interpreter', 'latex');
ylabel('t', 'Interpreter', 'latex');
zlabel ('$u(x,t)$', 'Interpreter', 'latex');

title(sprintf ('Evolul\\c{c}\\~ao temporal da solul\c{c}t\\~ao
$u(x,t)$ com $\\gamma = %.2f$', gamma),

'"Interpreter', 'latex');

view (107, 22); J angulo da camera para melhor visualizagdo

colorbar 7/ barra de cores representando os wvalores de u(z,t)

colormap ('jet')

p mmmmmmmae=a Subgrafico 2: wisdo lateral (t ws w) --—-——------
subplot (1, 2, 2);

surf (x, t_vals, U, 'EdgeColor', 'mone');

xlabel ('x', 'Interpreter', 'latex');

ylabel('t', 'Interpreter', 'latex');

zlabel ('$u(x,t)$', 'Interpreter', 'latex');

title(sprintf ('Evolul\\c{c}\\~ao temporal da solul\c{c}t\\~ao
$u(x,t)$ com $\\gamma = %.2f$', gamma),

'"Interpreter', 'latex');

view (90, 90); /% Visdo lateral (projegcdo ortogomnal sobre
plano t-u)

colorbar /7 barra de cores representando os valores de u(z,t)

colormap ('jet')




3.2 Experimentos numéricos

Com o objetivo de ilustrar e validar a solugao exata obtida por meio de séries de Fou-
rier, apresentamos nesta se¢ao alguns experimentos numéricos baseados na implementa-
¢ao computacional do modelo viscoelastico de Kelvin—Voigt. Por meio das simulagoes, é
possivel observar com clareza o comportamento dindmico da solugao u(z,t) ao longo do

tempo e verificar o efeito dissipativo induzido pelo termo de amortecimento viscoelastico.

3.2.1 Regime superamortecido

Neste regime, o parametro de amortecimento v assume valores suficientemente altos,

de modo que todos os modos da solugao pertencem a faixa nao oscilatéria ou em transicao.

Solucio u(x,t) com v = 0.50 Solucao u(z,t) com v = 0.50
0
0.15 0.15
0.2 4
0.1 0.1
0.15 A
— =
= 0.05 0.05
0 0
5
. 10 15 1 X
’ t
Solugao u(x,t) com v = 0.30 Solugao u(z,t) com vy = 0.30

o

0
0.14 0.14
0.12 02 0.12
0.15 7 0.1 0.1
0.08 0.4 0.08
0.06 " 0.06
: 0.04 06 0.04
0.02 0.02
0.8
0
) ’ -0.02 -0.02
1

Figura 3.1: Evolucao temporal da solugao u(z,t) para v € {0.5,0.3}.

Observacao 3.1. Para um valor elevado do parametro de amortecimento v, observa-se

um regime fortemente superamortecido. A solugdo ndo apresenta oscilagoes visiveis e



tende rapidamente ao repouso, com decaimento exponencial predominante. Todos os mo-
dos vibratorios estao severamente amortecidos, caracterizando um comportamento tipico

de meios altamente dissipativos.

3.2.2 Regime intermediario

Para valores moderados de 7, observa-se a coexisténcia de modos subamortecidos e

superamortecidos.
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Figura 3.2: Evolucao temporal da solugao u(z,t) para v € {0.1,0.05}.

Observagao 3.2. Com um wvalor intermedidrio de v, a solugdo inicia com oscilagoes
perceptiveis, mas apresenta rapida atenuagdo ao longo do tempo. FEsse perfil indica a
presenca de um regime misto, com modos subamortecidos de baixa ordem coexistindo
com modos superamortecidos mais energéticos. A dissipacao modal jd exerce influéncia

significativa sobre a dinamica do sistema.



3.2.3 Regime subamortecido

Neste caso, 7 é pequeno e a maioria dos modos de vibracdo permanece no regime

oscilatorio. A solugao apresenta oscilagOes persistentes no tempo, com amortecimento

gradual.
Solucio u(x,t) com v = 0.03 Solucao u(z,t) com v = 0.03
0
0.1 0.1
0.2
01 - ’ 0.05 0.05
0.4
0.05 y
= 0 0
& 0 - 0.6
B -
-0.05 -0.05 -0.05
0 08
01
0.5 -0.1 -0.1
0
5 1
10 15 1 x 0 5 10 15
t t
Solucio u(x,t) com v = 0.01 Solucdo u(z,t) com v =0.01
0
0.1 0.1
0.2
0.1 - ’ 0.05 0.05
£r 04
0.05 A
~ 0 » 0
50 / 0.6
-0.05 WO -0.05 -0.05
0 08
01 4
0.5 -01 -0.1
0
5 1
10 15 1 x 0 5 10 15
t t

Figura 3.3: Evolucao temporal da solugao u(z,t) para v € {0.03,0.01}.

Observagao 3.3. Para um valor pequeno de ~y, predomina o regime subamortecido. A
solugcao exibe oscilagoes persistentes ao longo do tempo, com amortecimento suave. Os
modos de vibracio mantém sua forma senoidal amortecida, evidenciando baixa dissipa-
cao interna. Esse comportamento € tipico de sistemas quase conservativos, nos quais a

energia se dissipa lentamente.



Conclusao

Neste trabalho, investigamos a equacao da onda com amortecimento viscoelastico do
tipo Kelvin-Voigt em uma dimensao espacial, com condi¢ées de contorno de Dirichlet
homogéneas. A partir da modelagem direta baseada nas leis fundamentais da meca-
nica, deduzimos a equagao diferencial que rege o comportamento dindmico de uma barra
viscoelastica sujeita a pequenas vibragoes transversais. Em seguida, realizamos a adi-
mensionalizagao do modelo, o que nos permitiu identificar o parametro adimensional de

amortecimento v como responsavel pelo regime dindmico do sistema.

A principal contribuicdo deste estudo foi a obtencao da solugao exata do problema
via 0 método de separacao de variaveis e expansao em séries de Fourier. A analise revelou
a existéncia de dois regimes distintos de resposta: os modos oscilatorios, caracterizados
por solugoes do tipo senoidal amortecida, e os modos superamortecidos, dominados por
fungoes hiperbodlicas. A fronteira entre esses regimes depende diretamente do valor de 7,

o que confirma o papel central do amortecimento na dindmica das solugoes.

Complementarmente, implementamos simulagoes computacionais em MATLAB que
permitiram visualizar a dissipagdo modal e a evolugdo temporal das solucdes. Os re-
sultados numéricos confirmaram o comportamento tedrico esperado, evidenciando que
modos de alta frequéncia sao mais fortemente amortecidos e que o aumento de v acelera

a atenuacao das oscilagoes.

Dessa forma, o estudo confirma que o modelo de Kelvin-Voigt ¢ eficaz para descrever
fendmenos reais de propagacdo de ondas em meios com dissipacao interna, oferecendo
uma abordagem analitica para sua compreensao. Como perspectivas futuras, destaca-se
a possibilidade de investigar o uso de outros tipos de condig¢oes de contorno e a analise

de solugbes numéricas para casos em que a solucao exata nao é viavel.
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