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Resumo

No presente trabalho, buscamos obter as equacoes de movimento para o lancamento obliquo
de uma pequena esfera sem sofrer rotacao sujeita a forca de resisténcia do ar através
dos formalismos lagrangiano e hamiltoniano para sistemas dissipativos. Para esse fim,
fizemos uma revisao dos formalismos newtoniano, lagrangiano e hamiltoniano da mecéanica
classica para sistemas conservativos, j4 que estes servem como base para a formulagao
lagrangiana e hamiltoniana para sistemas dissipativos. Além disso, fizemos uma sucinta
discussao sobre o cédlculo fracionario, onde fizemos uma breve abordagem historica sobre
esse ramo da matematica, em seguida, destacamos o calculo fracionario promovido por
Riemann-Liouville e Caputo, tendo em vista que estes calculos foram utilizados no método
da lagrangiana dependente de derivadas fracionarias, que é um dos métodos utilizados na
obtencao das equacoes de movimento. Por tltimo, encontramos as equacoes de movimento
que estavamos buscando através dos formalismos lagrangiano e hamiltoniano para sistemas
dissipativos utilizando a fungao de dissipacao de Rayleigh, a fung¢ao lagrangiana equivalente

e o método da lagrangiana dependente de derivadas fracionarias.

Palavras-chave: Lancamento obliquo, sistemas dissipativos, calculo fracionario.



Abstract

In the present work, we seek to obtain the equations of motion for the oblique launch of a
small sphere without undergoing rotation subject to air resistance through the lagrangian
and hamiltonian formalisms for dissipative systems. To this end, we reviewed the Newtonian,
Lagrangian and Hamiltonian formalisms of classical mechanics for conservative systems,
as these serve as the basis for the Lagrangian and Hamiltonian formulations for dissipative
systems. In addition, we made a brief discussion about fractional calculus, where we made
a brief historical approach to this branch of mathematics, then highlighted the fractional
calculus promoted by Riemann-Liouville and Caputo, considering that these calculations
were used in the method of lagrangian dependent on fractional derivatives, which is one
of the methods used to obtain the equations of motion. Finally, we found the equations
of motion we were looking for through the lagrangian and hamiltonian formalisms for
dissipative systems using the Rayleigh dissipation function, the equivalent lagrangian

function and the fractional derivative dependent lagrangian method.

Keywords: Oblique casting, dissipative systems, fractional calculus.
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1 INTRODUCAO

Desde os primérdios, os seres humanos tentam entender e explicar o funcionamento
da natureza, para isso, foi criada uma area de conhecimento imprescindivel para a humani-
dade, que no mundo contemporaneo a chamamos de fisica, ela é responsavel por investigar
e explicar os fendmenos naturais que ocorrem no universo tanto de forma conceitual quanto
de forma matematica. Com ajuda dessa ciéncia, houveram muitos avangos em diversas
areas do conhecimento como a quimica, a biologia, a medicina entre outras [1]. Um dos
problemas que a fisica investiga desde a antiguidade é o do lancamento obliquo, o qual
consiste em um objeto ou um corpo lancado obliquamente, este tipo de sistema possui
intmeras aplicacoes praticas desde tiro de canhoes até um simples arremesso de uma bola
de basquete em direcao a uma cesta. Neste tipo de sistema mecanico, ha influéncia da forga
de resisténcia do ar, configurando assim um sistema dissipativo, no qual ha dissipagao de

energia.

Nessa perspectiva, neste trabalho, se darda énfase na obtencao das equacgoes de
movimento para o langamento obliquo de uma pequena esfera lisa sem sofrer rotagao sujeita
a forga de resisténcia do ar proporcional a velocidade, ao quadrado da velocidade e ao
moédulo quadratico da velocidade. A obtencao dessas equagdes para o langcamento obliquo
da esfera se fara com base na formulacao lagrangiana e na formulacao hamiltoniana da
mecanica classica para sistemas dissipativos através da fungdo de dissipagao de Rayleigh,

da lagrangiana equivalente e do uso do calculo fracionario.

A formulagao lagrangiana da mecanica cléssica, criada por Joseph Louis Lagrange
(1736-1813) utiliza-se de uma formulacao matemética mais completa que a formulacao de
Sir Isaac Newton (1642-1727), pois esta consegue lidar com melhor éxito com sistemas
de muitos corpos e sujeitos a vinculos, ademais, essa abordagem se baseia na utilizacao
de escalares diferentemente do que acontece com a formulagdo newtoniana, que utiliza-se
muito de vetores para descrever o comportamento de determinado sistema mecanico. A
partir da mecénica lagrangiana foi criada a mecanica hamiltoniana criada por Sir William
Rowam Hamilton (1805-1865), que utilizou-se das transformagoes de Legendre para obter
as suas equagoes que levaram o nome de equagoes candnicas de Hamilton, ele reduziu
a ordem das equacOes de Lagrange que eram um conjunto de n equacgoes diferenciais
ordinarias de 22 ordem para 2n equacoes diferenciais ordinarias de 1* ordem e, assim como
a formulagao lagrangiana, a dindmica de Hamilton utiliza-se de escalares para descrever
o comportamento dos sistemas mecanicos. Apesar de ser parecida com a mecénica de
Lagrange, a abordagem de Hamilton da mecanica classica é mais relevante, pois possui
uma grande importancia para outras areas da fisica como a mecénica quantica e mecanica

estatistica [2].
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O presente trabalho estd dividido em capitulo 2, 3, 4 e 5 (Conclusao). No capitulo
2, realizamos uma revisao sobre a mecanica classica para sistemas conservativos, onde
destacamos os principais fundamentos da formulacao newtoniana, lagrangiana e hamil-
toniana. No capitulo 3, fizemos uma breve discussao sobre o calculo fracionario, em que
destacamos os principais pontos do célculo fracionario de Riemann-Liouville e Caputo. No
capitulo 4, cometemos uma discussao sucinta sobre a forca de resisténcia do ar, ademais,
obtivemos as equagdes de movimento para o lancamento obliquo de uma esfera sujeita a
forca de resisténcia do ar através da funcao de dissipacao de Rayleigh, funcao lagrangiana
equivalente e a partir de uma lagrangiana dependente de derivadas fracionarias. Por fim,
no capitulo 5 (conclusao), fizemos uma conclusao deste trabalho, destacando sobre o
uso da formulacao lagrangiana e hamiltoniana para sistemas dissipativos na obtencao
das equacgoes de movimento para o lancamento obliquo de uma esfera sujeita a forca de

resisténcia do ar e, também, destacamos os feitos inéditos que conseguimos neste trabalho.
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2 MECANICA CLASSICA

Neste capitulo, sera feita uma revisdo da mecanica classica para sistemas conserva-
tivos. A mecénica classica é a area da fisica responsavel por descrever o movimento dos
corpos, desde que, nao tratemos de velocidades proximas a da luz no vacuo, massas e
distancias muito elevadas e dimensoes atomicas. Primeiramente, vamos fazer uma breve
revisao do formalismo newtoniano. Em seguida, revisaremos os formalismos lagrangiano e
hamiltoniano da mecanica classica, pois essas descrigoes serao tomadas como base para
o desenvolvimento dos formalismos de Lagrange e Hamilton para sistemas dissipativos
(sistemas nos quais a energia nao se conserva). Para o desenvolvimento deste capitulo,

utilizamos as referéncias [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

2.1 Mecanica Newtoniana

A mecanica formulada por Sir Isaac Newton (1642-1727) foi publicada através do
livro "Os Principios Matematicos da Filosofia Natural', em 1687, com essa obra, Newton
descreve o comportamento dos corpos no espago como resultado das interagoes entre eles
com o ambiente externo, a descricao feita por ele foi através de trés leis que ele préprio
postulou, as quais levaram o seu nome, as mesmas, entao, ficaram conhecidas como leis
de Newton. Ele usou como base os trabalhos de Galileu e da geometria euclidiana para
formular as suas leis, com isso, para Newton, o tempo e o espago eram absolutos e isso

fica evidenciado nas leis da mecénica que ele formulou.

2.1.1 Leis de Newton

12 Lei de Newton: A Primeira Lei de Newton, também conhecida como principio
da inércia enuncia que, uma particula em repouso ou em movimento retilineo uniforme
(movimento ao longo de uma trajetdria reta com velocidade constante) continua no seu
estado a ndo ser que uma forca externa atue sobre ela. Ou seja, uma particula no estado
de repouso ou em movimento retilineo s6 mudara o seu estado atual, se um agente externo
aplicar uma forca sobre ela. Esta lei, assim como as outras leis de Newton, s6 é vélida
para referenciais ditos inerciais, esses tipos de referenciais sao considerados especiais e,

nos mesmos, as propriedades de espaco, do tempo e as leis da mecénica nao variam [2].

22 Lei de Newton: A Segunda Lei de Newton, também conhecida como principio
fundamental da dindmica enuncia que, uma particula submetida a uma ou mais forcas
movimenta-se de modo que a taxa de variacao do seu momento linear com relacao ao

tempo ¢ igual a forga total aplicada sobre ela, essa lei é expressa matematicamente como:

F =p=—(m¥) = —(m#), (2.1)
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onde F é a forca total ou forca resultante aplicada sobre a particula e p é a taxa de
variagdo do momento linear com relagdo ao tempo que é representada por um ponto sobre
o mesmo, sendo que o momento linear é dado por p'= m?, onde m é a massa da particula
e 7 é a sua velocidade e, para m constante, a equagao (2.1) torna-se F=mi= mda, onde
a ¢ a aceleracao da particula. Esta lei associa a forca a variacdo do momento linear, essa
forca que atua na particula é dada por leis de forgas que atuam na mesma. Como exemplo
de lei de forgas, podemos citar a lei da gravitagdo universal, a lei de Hooke entre outras. A
segunda lei de Newton associada a essas forcas torna essa lei uma ferramenta muito eficaz
para descrever e prever o movimento de uma particula submetida a uma forca total. Vale

ressaltar que, essa lei assim como a primeira, s6 é valida em um referencial inercial.

32 Lei de Newton: A terceira lei de Newton, também conhecida como lei da acao
e rea¢ao enuncia que, a cada agao existe uma reacao de mesmo moédulo e diregao, porém
de sentido oposto, ou seja, se uma particula 1 exercer uma forca sobre uma particula 2,
a particula 2 exercera uma outra forca de mesma intensidade e mesma dire¢ao, mas no

sentido contrario. A expressao matematica dessa lei é expressa como:
F12 = —Fgl, (22)

onde ]312 é a forca exercida da particula 2 sobre a particula 1, e, Fy éa forca exercida
da particula 1 sobre a particula 2. Vale ressaltar que, esta lei s6 é valida para forcas que
nao dependem da velocidade das particulas como as forgas gravitacionais e eletrostaticas.
Estas forcas atuam ao longo da linha que une as particulas, portanto, a 3% lei de Newton
¢é valida para forcas centrais. Um exemplo de forcas na qual essa lei falha sdo as forcas

eletromagnéticas.

As leis de Newton expostas acima sao fundamentais para o entendimento do
comportamento de muitos sistemas dinamicos, porém elas se tornam muito complicadas
de serem utilizadas quando queremos lidar com sistemas de muitas particulas e possuem
algumas falhas como, quando queremos lidar com o mundo microscopico, com sistemas de
massas e velocidades muito elevadas. Com isso, a teoria da mecanica classica elaborada

por Newton da lugar a mecanica estatistica, mecanica quantica e relatividade geral.

2.1.2 Teoremas de Conservacao

Vamos verificar neste topico alguns teoremas importantes para a fisica a partir
de algumas quantidades conservadas, estes teoremas sao implicagoes das leis de Newton

vistas anteriormente.

Teorema da Conservacao do Momento Linear: Primeiramente, partiremos da
equagao (2.1), na qual se a particula ndo sofre agdo de nenhuma forga, logo, essa equagao

torna-se p'= 0 o que implica que p'= constante, ou seja, p' é um vetor constante no tempo.

Este é o teorema de conservacao do momento linear.
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Para expressarmos o resultado obtido anteriormente em termos das componentes,
consideremos um vetor constante S, de maneira que F - S = 0, logo, p- S = % -5 =0,

integrando-se com relacao ao tempo, obtemos
7S = cte, (2.3)

isso expressa que se a componente da forca que atua sobre a particula em uma certa
direcao S for nula, entdo, a componente do momento linear nesta direcao é conservada, ou
seja, a componente do momento linear é constante no tempo na direcdo que a componente

da forca é nula.

Outra forma de demonstrar a conservacao do momento linear é através da aplicacao
da terceira lei de Newton para a colisao de duas particulas isoladas, as quais chamaremos

de particula a e particula b, portanto

Fp=—Fy, (2.4)

em que F,;, é a forca que atua da particula b sobre a particula a e Fj, ¢ a forca que atua
da particula a sobre a particula b. Agora, vamos utilizar a segunda lei de Newton para
esse sistema mecénico, no qual vamos substituir as forgas pelas derivadas temporais dos

momentos lineares, logo

dﬁa dﬁb
= —— 2.5
dt dt’ (25)
ou P
Pa Po
— =0 2.6
@ ’ (2:6)
arrumando os termos, temos que
@+ ) =0 2.7)
dt pa pb - . .

Chamando p, + pp, de ]3, onde P é o momento linear total das duas particulas, substituindo

esse resultado na equagao acima, temos

P
@y (2.8)

portanto, P = constante, esse resultado significa que o momento linear total de duas

particulas se conserva na interacao isolada das mesmas.

Teorema da Conservagao do Momento Angular: Com relacdo ao momento

angular L para uma particula, o mesmo é definido como:

L=7xp (2.9)

O torque N para uma particula é definido como

N=rxF. (2.10)
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Partiremos dessa expressao para a demonstracao do teorema de conservacao do momento
angular, como F' = md que pode ser escrito como F' = mu, substituindo essa expressao
em (2.10), logo:

—

N =7xmi=7xp. (2.11)
Agora, vamos derivar em rela¢do ao tempo a expressao (2.9), logo temos

E=Lixp) = (Fxp) + 7 xp), (2.12)

—

mas 7 X = x m¥ = m(7 x ) = 0. Substituindo esse resultado em (2.12), temos

L=7Fxp=N. (2.13)
Se nenhum torque atua sobre a particula, ou seja, se N = 0, entdao a derivada do momento
angular com relacao ao tempo € nula L =0e L éum vetor constante no tempo. Este é o

teorema de conservagdo do momento angular para uma particula.

Teorema da Conservagao da Energia: Se uma forga F realiza trabalho sobre
uma particula de uma configuragdo 1 até uma configuragao 2, entao esse trabalho é definido

como

2
Wi :/ F.dr, (2.14)
1

onde esse tipo de integral é chamada de integral de linha feita ao longo da trajetéria que a

particula percorre. Como dr’ = vdt e F= m%"z , substituindo essas expressoes em (2.14),

temos 2 g ) p
U m
Wiy = —fdt:/——*-*dt 2.15
2= Y AL (2.15)
como ¥ - T = v%, logo
>md 2 /1 N 1, 1
= —— = — = — - = 2.1
Wis S dt(v )dt /1 d<2mv> 53 5 (2.16)

como T = (%mﬁ) ¢é a energia cinética, logo temos

Wi =Ty —Tj. (2.17)
O trabalho realizado por uma forga F de uma configuragao 1 até uma configuragdo 2 é

igual a variacdo da energia cinética.

Se F' for uma for¢a conservativa, entao podemos associar essa forca a uma funcao
escalar chamada de energia potencial U(7) que depende apenas da posigao, a expressao é

dada como
F=-VU(7), (2.18)

7 — 70 4 59 4 .o
ondeV—z8z~|—jay+k‘az.
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Agora vamos substituir a equagao (2.18) em (2.14), logo obtemos

2 .
Wiy = —/ (VU)-dF = —/ iU 50U ROV G jdyhdz) — / dU = Uy~ Us.
1 v oz Moy T oz
(2.19)
Por fim, combinando os resultados obtidos em (2.17) e (2.19), temos
T+ Uy =Ty + Us, (2.20)

sabendo que a energia total de uma particula é £ = T 4 U, logo, E; = FE», ou seja, a
energia total do sistema na configuracao 1 e 2 sdo iguais, portanto a energia total £ de uma
particula sujeita a uma forga conservativa se conserva. Este é o teorema da conservagao

da energia para uma particula.

Estes teoremas mostrados anteriormente, possuem grande importancia para a fisica,
por esse fato eles assumiram carater de leis, e, além da mecanica classica, esses teoremas

sao utilizados em outras dreas da fisica como a mecanica quantica e relatividade geral.

Com respeito a energia, essa propriedade das particulas possui grande relevancia
para a fisica, pois os teoremas de conservagao de energia tém uma grande importancia para
outras areas da fisica além da mecéanica newtoniana e, ha também, uma facilidade maior
em trabalhar com a energia, pelo fato da mesma ser uma quantidade escalar e isso facilita
os calculos em oposicao a forca e aos momentos linear e angular que sao quantidades

vetoriais.

Antes de iniciarmos a préxima secao, vamos resolver alguns exemplos através
da mecanica newtoniana e, posteriormente, resolveremos também através da mecanica
lagrangiana e hamiltoniana, com o intuito de mostrar como cada formalismo ¢é utilizado

quando aplicado na resolucao de um problema.

Exemplo 1: Um bloco de massa m se desloca na horizontal sob efeito de uma
mola de constante elastica k, sabendo-se que o movimento se da sem atrito, e que a posi¢ao
inicial do bloco ¢é x( e que a velocidade inicial do bloco é vy para t = 0. Determine a posigao
final do bloco apds deslocar-se uma distancia x da posicao de equilibrio e a velocidade

final v do bloco.

Para resolver este problema, vamos aplicar a 22 lei de Newton (2.1), logo,
F = 5= L(mi) = & (ms),
como a massa do bloco é constante, logo
F= m (F) mr,

agora vamos decompor a forca F' nas suas componentes relativas aos eixos x e y, respecti-

vamente, portanto
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F=Fi+F,).

Na direcao y, as forcas atuantes no bloco sao as forgas peso e normal, porém nao ha
aceleracao nessa direcao. Portanto a componente da forca F' na direcao y em moédulo é

dada por:
F,=Fy—Fp=0,

onde Fy é a forca normal atuando no bloco e Fp é a forca peso. Manipulando a equacao

anterior, logo temos,
Fy = Fp.

Esse resultado significa que as forcas que atuam na direcao y se anulam, fazendo com que
nao haja movimento do bloco nessa direcao. Na direcao x, a tnica forga atuante é a forca

elastica que é dada em maédulo por
F,=F, = —kx.

Como F, é a Unica componente da forca F nao nula atuando no bloco, logo a 22 lei de

Newton em modulo para esse sistema é
mi = —kz, (2.21)

a qual dividindo-se por m e passando o membro do lado direito da equacao para o lado

esquerdo, logo temos
T+ %x =0,

chamando % = w2, onde wy é a frequéncia natural do oscilador harmonico, fazendo a

substituicao na equacgao acima, temos
- 2. _
T +wyr = 0.

Esta equacao diferencial ordinaria (EDO) é do tipo equagao diferencial linear de 2% ordem

homogénea com coeficientes constantes, agora vamos encontrar a solugao da mesma
x(t) = e™.

Tomando a primeira derivada com relagao ao tempo, temos
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tomando a segunda derivada, obtemos

Agora, substituindo z e & na EDO para esse sistema, obtemos

r2e™ + wiem = 0,
colocando e em evidéncia, temos

e"t(r* + wi) =0,
como e # 0, temos que

r? +wi =0,
logo
r = +iwy,
portanto
T1 = Wy € g = —1iWy.

Com isso, solucao da equagao é:

z(t) = Cre™ot 4 Cye ™ot

Porém, queremos obter a solucdo real da equacao acima, para isso, vamos utilizar a férmula

de Euler ¢ = cos(#) +isin(f) e e= = cos(f) — isin(f), agora utilizando a férmula de

Euler, temos,

x(t) = Cy(cos(wot) + i sin(wpt)) + Ca(cos(wot) — @ sin(wpt)),

agrupando os termos semelhantes, tém-se

x(t) = (Cy + Cy) cos(wpt) + (C1 — Cq)isin(wyt),

agora chamando C; + Cy = A e (C] — Cy)i = B, temos

x(t) = Acos(wot) + Bsin(wpt),
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que ¢ a solugao real da equacao que queriamos encontrar, mas, precisamos determinar
as constantes A e B para obter a solugao geral da equacdo, para isso, vamos utilizar as
condigoes de contorno do problema. Primeiramente, vamos utilizar a condi¢cao de contorno

Zo, logo
x(0) = z9 = Acos(wp0) + B sin(wp0),

portanto, A = z(. Para encontramos o valor da outra constante, vamos derivar a solugao

real em relagdo ao tempo, logo
&(t) = — Awp sin(wot) + Bwyg cos(wot),
agora, utilizando a condi¢ao de contorno vy, temos
2(0) = vy = —Awg sin(wp0) + Bwy cos(wg0),

portanto B = ng Substituindo os valores de A e B na solucao real da equacao diferencial,

temos
(t) = o cos(wot) + 2 sin(wot),

que ¢ solugao geral da equagao diferencial do problema e a posicao final do bloco. Agora,
para encontrarmos a velocidade final do bloco, basta realizar a derivada da solucgao real

em relacao ao tempo, com isso, temos
x(t) = —wowo sin(wot) + vg cos(wot),

que é a velocidade final do bloco.

Exemplo 2: Um bloco de massa m desliza sem atrito sobre a superficie de um
plano inclinado com angulo 6, sabendo-se que o bloco parte do repouso na posicao o = 0
e que sua velocidade inicial é vg = 0. Determine a aceleracao, a velocidade e posicao final

do bloco ap6s deslizar sobre o plano inclinado.

Primeiramente, por questao de simplicidade, vamos adotar o eixo = paralelo ao
plano inclinado e com direcao positiva no mesmo sentido que o bloco desliza, e, vamos
adotar o eixo y perpendicular ao plano inclinado com valores positivos no sentido de baixo

para cima do eixo.

Com isso, agora vamos resolver a questao, para isso utilizaremos a 22 lei de Newton

(2.1) que é dada por

F=p=L(mv) = L(mr),
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como a massa do bloco é constante, logo temos

|~

F=m t(?):m%_:’,

L

agora vamos decompor o vetor for¢ca F' nas suas componentes relativas aos eixos z e y,

respectivamente, com isso, temos
F=Fi+F,j.

Na direcao y, as forcas atuantes no bloco sao a forca normal e a componente da forga peso

na dire¢do y como podemos verificar na figura 1 abaixo

Figura 1 — Representacao das forcas que atuam no bloco.

Fonte: Dinamica Cléssica de Particulas e Sistemas [4].

Logo, na direcao y as forcas atuantes sao
Fy,=Fn — Fpcos?,
como nao ha aceleragdo nessa dire¢ao, portanto
Fy — Fpcost = 0.
Logo,
Fyn = Fpcosé.

Esse resultado significa que as forcas que atuam ao longo da direcdo y se cancelam,
consequentemente fazendo com que nao haja movimento do bloco nessa determinada
direcao. Na direcao x, a tnica forca que atua sobre o bloco é a componente da forga peso

na direcao x como ilustra a figura 1, logo

F, = Fpsinf = mi.
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Como F, é a uinica componente nao nula do vetor for¢a F' que atua no bloco, portanto a

equacao de movimento em moédulo para esse sistema é
Fpsinf = mi,

como Fp = mg, logo tém-se

mi = mgsin6, (2.22)

cancelado a massa em ambos os lados da equagao, portanto
I = gsind,

essa é a aceleracao do bloco que querfamos encontrar. Agora para encontrarmos a velocidade,

temos que integrar com relagao ao tempo a aceleracao do bloco, logo
i %dt = [gsinfdt,
0 que resulta em
[y dv = gsinf [} dt,
fazendo a integracao, tém-se
v = gtsiné,

que ¢ a velocidade final do bloco. Por fim, para encontrarmos a posicao, temos que integrar
com relagao ao tempo a velocidade final do bloco assim como foi feito com a aceleragao,

logo
Ik Z—fdt = [gtsinfdt,
0 que resulta na em
[y dz = gsin [j tdt,
realizando a integracao, obtemos
z = 1gt’siné,

esta é a posicao final do bloco.
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2.2 Mecanica Lagrangiana

A mecénica formulada por Joseph Louis Lagrange (1736-1813) foi publicada através
do livro "Mecéanica Analitica', em 1788. Nessa obra Lagrange mostra uma nova formulagao
da mecanica classica diferente da formulacao newtoniana, que até entao era o unico
formalismo da mecénica classica. Lagrange utilizou como base para a sua formulacao o
calculo das variagoes criado por Euler, o principio de d’Alembert e o conceito de energia.
Com isso, Lagrange criou uma formulagao da mecanica mais completa que a de Newton e
ao invés de trabalhar com vetores essa formulacao utiliza-se de escalares, o que facilita os
calculos. Essa formulacdo da mecanica consegue lidar de maneira melhor com sistemas

sujeitos a vinculos e de muitas particulas, algo que a dindmica newtoniana tém muita
dificuldade em lidar.

2.2.1 Vinculos

Uma das ferramentas importantes para o estudo da dinamica lagrangiana é o estudo
dos vinculos, que sao restrigoes de natureza cinematica que uma particula de um sistema
mecanico esta sujeita, ou seja, o vinculo delimita o movimento e a velocidade da particula.
Na mecéanica newtoniana, estamos mais interessados nos efeitos que os vinculos impoe
a dindmica da particula, algo que chamamos de for¢as de vinculo. Um exemplo disso, é
quando resolvemos o exemplo 2, no qual levamos em consideracao a for¢ga normal exercida
pelo plano inclinado sobre o bloco para podermos solucionar o problema. No entanto, com
a formulagao lagrangiana vamos considerar os vinculos em si, isto é, vamos considerar
as limitagoes diretas que estes impoe ao movimento da particula e, além disso, vamos
levar em consideracao os vinculos nas equagoes de movimento. Voltando ao exemplo do
bloco, em vez de se analisar a for¢ca normal exercida pelo plano inclinado sobre o bloco,
vamos analisar o movimento do bloco que fica delimitado a superficie do plano inclinado
até chegar ao chao. No estudo dos vinculos devemos levar em consideragao os tipos de

vinculos, pois existem dois tipos diferentes de vinculos os holénomos e os nao-holénomos.

Vinculos holénomos: Sao aqueles que podem ser representados por equagoes do
tipo:
f(F17F27aFN7t) =0. (223)

Um exemplo de vinculos holonomos ¢é o corpo rigido, nele a distancia entre dois pontos P e

Q tem que ser a mesma e a equagao de vinculo pode ser representada por |7p —7g| —cte = 0.

Vinculos nao-holénomos: Sao aqueles que nao podem ser representados pela
equagao (2.23). Os vinculos nao-holénomos sao representados por desigualdades, equagoes
diferenciais, entre outras formas. Um exemplo de um sistema sujeito a vinculos nao-
hol6nomos é um recipiente ctibico de lado a com géas em seu interior, o vinculo é representado
como 0 < z; < a,0 < y; <a,0< z <a,onde 7; = (x;,y;, 2) é o vetor posigao da i-ésima

molécula do gas.
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2.2.2 Coordenadas Generalizadas

Dado um sistema mecanico sujeito a s vinculos holénomos, é viavel introduzir
um conjunto de variaveis para a descricao desse sistema, as quais sao denominadas de
coordenadas generalizadas, e, sao representadas por qi,qs,...,qn, onde n = 3N — s é
o niamero de graus de liberdade do sistema. Essas coordenadas formam um espago n-
dimensional no chamado de espaco de configuragées, no qual cada ponto descreve a
configuracao de um sistema. As coordenadas generalizadas sao independentes entre si e sao
suficientes para descrever a configuragdo de um sistema mecanico, ou seja, a inclusao dessas
coordenadas facilita a descricdo de um sistema mecanico sujeito a vinculos holénomos,
pois estas equivalem ao nimero de graus de liberdade do sistema e, ademais, as mesmas
além de poderem representar as coordenadas cartesianas usuais, elas podem representar
angulos e outras quantidades necessarias para a descricao da configuracao de um sistema.
Podemos, também, escrever as coordenadas usuais em termos das novas coordenadas por
meio da expressao

ﬁ:ﬁ(QIaQQw“v(JTnt)?i: 172a"'7N' (224)

As derivadas das coordenadas generalizadas com relagao ao tempo ¢, s, ..., G, sao chamadas

de velocidades generalizadas.

2.2.3 Principio de d’Alembert

O principio de d’Alembert usa os conceitos de coordenadas generalizadas e desloca-

mentos virtuais para eliminar as forcas de vinculo da descricao de um sistema mecéanico.

Deslocamentos Virtuais: Os deslocamentos virtuais sao pequenos deslocamentos
infinitesimais instantaneos 67; na posicao das particulas do sistema mecinico em um
instante t fixo, além disso, esses deslocamentos sao compativeis com os vinculos, isto é,
eles nao violam os vinculos. Esse deslocamento é chamado de virtual, pelo fato de ele ser
diferente de um deslocamento real dr; do sistema, o qual ocorre em um intervalo de tempo
variavel e as forgas de vinculos podem variar. O deslocamentos virtuais 07; sao conectados
com os deslocamentos virtuais independentes d¢q; pela seguinte equacao:

=1 O

5F; = Sq. (2.25)

Trabalho Virtual: O trabalho virtual no caso estatico é um principio utilizado
para a analise de sistemas que ha equilibrio dos corpos. Com isso, a forca resultante de
cada particula do sistema ]31 é nula. Entao o trabalho virtual 6W; da forca resultante E
através do deslocamento virtual 67; é nulo também, 6W,; = F’Z - 0r; = 0. Para explicar isso,
tomemos como exemplo uma superficie lisa, na qual a particula tem o seu movimento
restrito, nesse sistema, nao ha a componente tangencial da for¢a, mas somente a normal [2].

Portanto, o trabalho realizado pela forca de vinculo é igual a zero. Logo, podemos afirmar
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que a soma dos trabalhos virtuais ou trabalho total de cada particula é nula também

N
SW =>F;-ér; =0. (2.26)
i=1
No formalismo lagrangiano, é imprescindivel a distin¢ao entre as forcas de vinculo ﬁ e

as forcas que vamos chamar de forgas aplicadas, que estao relacionadas com as forgas

externas E(a). Agora, vamos decompor a forga resultante F; em termos das forcas citadas

anteriormente
F=F" 47 (2.27)
Substituindo (2.27) em (2.26), temos
Yo s@ | N () N
W =3 (Fy  +[i)-0ri=> F  -0f+Y fi-6r =0. (2.28)
i=1 i=1 i=1

Aqui nos restringimos a tratar de sistemas que possuem trabalho virtual total das forcas

de vinculo nulo

N —
> fi- 67 =0. (2.29)
i=1
Logo a expressao (2.28) torna-se
Y 5@
oW =>F; .61 =0. (2.30)
i=1

Essa expressao matematica é conhecida como o principio dos trabalhos virtuais.

Principio de d’Alembert: O principio de d’Alembert é uma extensao do principio
dos trabalhos virtuais para o caso de sistemas dinamicos, e, assim como acontece com o
principio dos trabalhos virtuais, as forcas de vinculo nao aparecem explicitamente. Para
demonstracao matematica deste principio, partiremos da segunda lei de Newton para um

sistema de particulas

—

agora passando a derivada temporal do vetor momento para o primeiro membro da equacao,
logo
Fy—pi =0, (2.32)

substituindo esse resultado em (2.30), temos

N
oW = Z(E —p;) - o1 = 0. (2.33)

i=1
Agora vamos fazer o mesmo procedimento que foi realizado para encontrarmos a expressao
matematica para o principio dos trabalhos virtuais, que é a substituicao da forca F’Z pelas

forcas de vinculo f; e forcas aplicadas F’i(a), logo

N N
W =3 (E i) o7+ . fi- 67 =0, (2.34)
=1

=1
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Como Zfil fl <013 = 0, logo temos

Nos@ -
S(F —ph) - 07 =0. (2.35)

i=1
Essa expressao representa o principio de d’Alembert, que é uma extensio para o caso
dindmico do principio dos trabalhos virtuais e, assim como no caso estatico do principio
dos trabalhos virtuais, as forcas de vinculo nao aparecem explicitamente. Daqui a diante,

vamos escrever a forca F; ~ como Fj.

2.2.4 Equacoes de Lagrange a partir do Principio de d’Alembert

Lagrange obteve as equacodes que levam o seu nome a partir do principio de
d’Alembert. Essas equacoes sdo as pecas centrais para a mecanica lagrangiana. Nesta
subsecao vamos obter essas equacoes partindo do principio de d’Alembert, porém a equagao
(2.35) precisa ser modificada, pois precisamos escrevé-la em termos dos deslocamentos
virtuais das coordenadas generalizadas, em que todos os coeficientes dos deslocamentos
virtuais generalizados d¢g; sdo independentes. Primeiramente vamos derivar com relacao ao

tempo a expressao (2.24), logo

—

Vi =

dri _ §~Ori, O
= 4k .
dt =1 6qk ot

(2.36)

Em seguida, vamos utilizar o principio de d’Alembert, ressaltando que no lugar da forca
= (a)

F; ~ vamos abreviar para a forga F; e vamos utilizar a equagao (2.25), portanto

N . N n . 87’@
S F o => > F-—bq = Z QrIqy,- (2.37)
i=1 i=1k=1 gy, =1
em que
N . 0772
=> F - 2.38
Q=3 F g (2.38)

essa ¢ a forca generalizada associada a coordenada generalizada g;. Nota-se que Qr0qx

tém dimensao de trabalho.

Agora, vamos trabalhar com a outra parte da equacao que compoe o principio de

d’Alembert que é

N N n . orF,
Zﬁz 0T = Z Z mv; - 2—0qx, (2.39)
i=1 i=1 k=1 gk
pois ﬁl = mU; e OF, = b1 g;i 0qr. Agora vamos trabalhar com a quantidade
. Or; N or; d [ Or;
1Ug - z_tL - i_)i T ) 2.40
Yo g =3 (e 5) e (a)) e

obtemos esse resultado a partir da regra da derivada de um produto de duas funcoes

d oF, . o7, d [ or,
KRR L A U S (i) ) 2.41
dt(m” aqk) M Gy T dt(f)qk) (2.41)
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Dando continuidade na obtencao das equagoes de Lagrange, vamos manipular o

ultimo termo do segundo membro da equagao (2.40), logo

d [ or; "0 (07 . o0 ( Or; 0 " or; . or; ov;
4 v 2 L9 9 I O
dat (aq;) 2 5q (aq;)qz o (aq,) Jar (; a0l T ) o 242

para a obtencgdo desse resultado, utilizamos a equagao (2.36), e, utilizamos a mesma

equacao para deduzir a expressao
Jv;  0r;
ddr dai’
Agora, substituindo as equagoes (2.42) e (2.43) em (2.40), temos

N 77
Zm ;- 87“1 Z [dt <m U - 81‘%) — m;T; - 81}1] (2.44)

Oy oqy.

(2.43)

Vamos manipular o produto escalar do vetor velocidade pela derivada do vetor velocidade
em relacao a velocidade generalizada, logo

Lo 1 ov;?
Ui.aq'k 204

fazendo o mesmo processo para a o produto escalar do vetor velocidade pela derivada do

(2.45)

vetor velocidade em relacao a coordenada generalizada

i3 1 Ov,2
5. 20 _ 1ov” (2.46)
Oqr 2 gy,
Substituindo os resultados obtidos em (2.45) e (2.46) na equagao (2.44), obtemos
. 87", N ld ( 1 61;1»2) 1 82)2-2]
™m;Uv; - mi——— | —m;=———|, 2.47
Z Zl dt 2 3qk 2 8qk ( )
ou ainda N N
- O 0 (1 ) 0 (1 2)1 }
iVi = m;v; m;v; , 2.48
z:: Ik Z{dtlﬁqk< ) 8qk< (2.48)
como T = im;v;? é a energia cinética do sistema, logo
Noo.oof  d <8T> oT
mith -t = ] — 2 2.49
; Oq,  dt \ Oqy gy, (2.49)

onde a energia cinética é expressa em termos das coordenadas generalizadas e das velocida-
des generalizadas. De posse dos resultados obtidos em (2.37) e (2.49), vamos substitui-los

na expressao matematica do principio de d’Alembert, portanto:
" " |d (0T oT
k=1 i Lt

Oy o

arrumando os termos de modo que possamos descartar dqy, pois o deslocamento virtual

S i) -y aa1

0qy ¢é arbitrario, logo
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descartando dqy, logo temos

d (0T orT
—(=)-=—=—=0Q =1,2,.. 2.52
dt (aqk> ks k y Ly ey 1O ) ( 5 )

essas equacoes sao chamadas de primeiras equacoes de Lagrange, elas se aplicam a quaisquer

forgas aplicadas envolvidas no sistema.

Para o caso em que as forcas sdo conservativas, ou seja, as forcas F; derivam de um

potencial escalar U (7%, ..., 7y, t), F = —VU as equacdes (2.52) se tornam mais elegantes
N — N — N N
= 87’1’ - a?"i 8U ari aU
=>» F;- =—->) VU- =— — - =——) 2.53
s ; Oqk ; Oqr, ; ory  Oqy Iqr, ( )

agora vamos substituir esse resultado em (2.52), portanto

d (0T oT ou
— =) -===-=" 2.54
@ (m) o o (254
passando o termo do 2° membro da equagao para o 1° membro, temos
d (0T or ou
—| = -=-=—=0, 2.55
& (aq;) o0 o (25
ou ainda 4 loT o — 1)
Sl i R S /Y 2.56

como estamos trabalhando com potencial dependente apenas das coordenadas generalizadas,

isso implica que
ou

ddr

Com esse resultado, podemos escrever a equagao (2.56) como

0. (2.57)

= 0. (2.58)

d P(T - U)] AT -U)
dt| odr da

Agora definindo a funcao de Lagrange ou Lagrangiana como
L=T-U, (2.59)

onde L = L(qg, gk, t).

Com isso, podemos escrever a equagao (2.58) como

d (0L oL
—| =] —=—=0, k=1,2,...n , (2.60)
dt\dqr)  Og

essas sao as equagoes de Lagrange, as mesmas correspondem a um sistema de n equacoes
diferenciais ordinarias de segunda ordem, sendo n o niimero de graus de liberdade do sistema.
Essas equacgoes sao em termos de importancia para a mecanica lagrangiana, o mesmo que

a 2% lei de Newton tem para a mecanica newtoniana. Porém, essas equagoes possuem
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algumas vantagens em relacao a segunda lei de Newton, pois precisamos apenas do niimero
minimo de coordenadas, além disso, as forcas de vinculo nao aparecem explicitamente
nas equacgoes e sao menos importantes para as resolugoes dos problemas mecanicos, outra
vantagem ¢ a de trabalhamos apenas com quantidades escalares, visto que as energias
cinética e potencial sdo quantidades escalares. Vale ressaltar que, as energias cinética e
potencial devem ser expressas no mesmo referencial inercial, pelo fato de que as equagoes
de Lagrange advém do principio de d’Alembert, e, 0 mesmo parte da segunda lei de Newton,
que s6 é valida em referenciais inerciais. Além disso, vale destacar que, as equacoes de

Lagrange sao para sistemas conservativos.

2.2.5 Principio de Hamilton

O principio de Hamilton ou principio de minima ag¢ao é um principio variacional
proposto por Sir William Rowam Hamilton (1805-1865), nesse postulado Hamilton conse-
guiu unificar varios fendmenos fisicos em um tnico principio. Para construir esse postulado,
Hamilton utilizou o trabalho de Euler sobre o calculo das variagoes, que é um ramo da
matematica responsavel por determinar extremos (maximos ou minimos) de funcionais,
esses que sao uma generalizagdo do conceito de fungao. O principio de Hamilton enuncia
que, num dado sistema mecénico holénomo (consistente com os vinculos) descrito pela
lagrangiana L = L(qx, gk, t), de todas as trajetérias possiveis nas quais o sistema pode se
mover de um ponto a outro em um intervalo de tempo inicial £; a um intervalo de tempo

final ¢5, o caminho real seguido pelo sistema é aquele que o valor da agao

to
S:/ L(gw, g, 1)t (2.61)
t1

é minimo como ilustra a figura 2.
A solugao desse problema consiste em encontrar a solucao para as equagoes

c(iit gq[; —2(][;:0, k=1,2,...,n , (2.62)
que é a mesma equacgao obtida a partir do principio de d’Alembert. Euler obteve essas
equagoes no contexto do calculo das variagoes, por isso, essas equacoes sao chamadas,
também, de equacoes de Euler-Lagrange, mas neste trabalho s6 as chamamos de equagoes
de Lagrange, onde obtivemos a mesma equacao a partir do principio de d’Alembert. O
principio de Hamilton condensou as leis da mecanica classica em um tnico postulado ao
enunciar que, de todos os movimentos possiveis que um sistema mecanico pode se deslocar,
o movimento real do sistema é o que torna estaciondria a integral de agao (2.56) entre
dois instantes de tempo no espago de configuragoes. Com esse principio, Hamilton unificou
varios principios estudados desde a antiguidade. Vale destacar que, a importancia desse
principio é tao grande para a fisica que podemos considerd-lo mais fundamental que as

leis de Newton.
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Figura 2 — Representacao do Principio de Hamilton, onde C é a trajetéria em que o valor

da integral de acao ¢ minimo

yA

Fonte: Mecanica Cléssica [6].

Agora, vamos resolver pelo formalismo de Lagrange os mesmos exemplos resolvidos

pela mecanica newtoniana na secao 1.

Primeiramente vamos resolver o exemplo 1, o qual enuncia que, um bloco de massa

m se desloca na horizontal sob efeito de uma mola de constante elastica k, sabendo-se que

o movimento se d& sem atrito, e que a posicao inicial do bloco é zy e que a velocidade

inicial do bloco é vy para t = 0. Determine a posicao final do bloco apds deslocar-se uma

distancia x da posicao de equilibrio e a velocidade final v do bloco.

Como estamos tratando de um sistema simples, para resolucao desse problema,

precisamos apenas achar a funcao lagrangiana L =T — U, isto é, precisamos encontrar as

energias cinética e potencial do sistema.

A coordenada generalizada ¢; = = e a velocidade generalizada ¢; = &, com isso a

energia cinética pode ser escrita como

mx*,

N |+

enquanto que a energia potencial é

com isso a fungao lagrangiana pode ser escrita como

L:T—U:lmﬁ—%kxz.

2

Agora vamos substituir esse resultado na equacao de Lagrange para esse sistema, portanto
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Juntando os resultados obtidos a partir da equacao de Lagrange para esse sistema, temos

que
mi + kx =0,
passando kx para o 2° membro da equacao, logo
mi = —kx,

este que ¢ o mesmo resultado obtido na se¢ao 1 a partir do formalismo newtoniano, onde

a solugao da equacao diferencial do problema foi feita na mesma secao.

Dando continuacao na resolucao dos exemplos, vamos resolver o exemplo 2 da se¢ao
1, o qual enuncia que, um bloco de massa m desliza sem atrito sobre a superficie de um
plano inclinado com angulo ¢, sabendo-se que o bloco parte do repouso na posicao xy = 0
e que sua velocidade inicial é vg = 0. Determine a aceleracao, a velocidade e posicao final

do bloco apds deslizar sobre o plano inclinado.

Assim como foi feito na secao 1, vamos adotar o eixo  na mesma direcdo que o
bloco desliza e com sentido positivo na direcao que o bloco desliza, e, vamos adotar o eixo
y na direcao perpendicular ao plano inclinado, com valores positivos no sentido de baixo

para cima.

Com isso, vamos resolver o problema, a equacao de vinculo que faz com que o bloco

sempre esteja em contato com o plano inclinado é
y =0,

as coordenadas generalizadas sao ¢4 = x e go = y e, as velocidades generalizadas sao ¢ = ©
e g2 = 7, logo a energia cinética é
T = im(i® + ¢?),

2

e a energia potencial é
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U= _mgh’Ba

onde hp ¢ a altura do bloco em relacao ao solo, podemos deixar essa altura em termos de

x ey, logo
U = —mgzsind.
Com isso a lagrangiana do sistema é
L=T-U = im(i*+ §*) + mgasinb,

e, agora vamos utilizar as equagoes de Lagrange para a coordenada x para obter a solugao

do problema, portanto

(G Em(@® +§°) + mgasinb] — 5 [3m(* + §%) + mgzsing] = 0,

calculando as derivadas, temos
ma = mgsinb.

Agora vamos utilizar as equagoes de Lagrange para a coordenada y, logo

ﬁ(a%)[%m(ig +9%) + mg(xsind + ycosh)| — ({)%[%m(i“2 +9%) + mg(xsind + ycosh)] = 0,

calculando as derivadas, obtemos
my =0,

isso significa que ndo ha movimento do bloco na dire¢do y, portanto, para a resolugdo do

problema, basta resolver a equacao obtida para a coordenada x
mi = mgsind,

nota-se que este ¢ o mesmo resultado obtido na se¢ao 1 com o uso do formalismo newtoniano

e os resultados restantes foram calculados na mesma secao.

A resolugao desses problemas a partir do formalismo lagrangiano da mecéanica
classica, nos faz entender, em parte, as diferengas entre as abordagens de Newton e Lagrange.
Enquanto que, na mecanica newtoniana nos preocupamos em achar as forgas que estao
envolvidas no problema e utilizamos quantidades vetoriais, na mecanica lagrangiana é
diferente, pois utilizamos as energias (cinética e potencial) envolvidas no sistema para a

solugao do problema e trabalhamos com quantidades escalares.
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2.3 Mecanica Hamiltoniana

A mecénica formulada por Sir William Rowan Hamilton (1805-1865), em 1835, é
uma formulacao da mecénica diferente dos formalismos newtoniano e lagrangiano, porém
este ultimo, serviu de base para Hamilton formular o seu formalismo, por isso ha algumas
similaridades entre as duas formulagoes. Vale ressaltar que, os formalismos newtoniano,
lagrangiano e hamiltoniano sao equivalentes. A mecanica hamiltoniana é a teoria mais
fundamental da mecanica classica, pois esta além de ser aplicada ao contexto da mecanica

classica, ela serve como ponto inicial para a mecanica estatistica e mecanica quantica.

2.3.1 Equacoes de Hamilton

As equagoes de Hamilton, também chamadas de equacoes canonicas de Hamilton,
sao um conjunto de equagdes diferencias ordinarias de primeira ordem no tempo, que se
combinadas, levam as mesmas equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem no tempo
obtidas por Lagrange. Na mecéanica hamiltoniana o movimento é representado por uma
curva tracada no espaco de fase, no qual as coordenadas sdo as variaveis independentes.
Para obtermos as equagoes de Hamilton, primeiramente vamos definir o momento canénico

conjugado como:

oL

Na descricao hamiltoniana da mecanica, ao invés de utilizarmos a funcao lagrangiana

k=1,2...n . (2.63)

L(q,q,t), vamos utilizar a fun¢do hamiltoniana H(q,p,t), ou seja, as variaveis (¢, ¢) dao
lugar as varidveis (g, p). Para realizar essa mudanca, é preciso fazer uma Transformagao

de Legendre.

A Transformada de Legendre consiste em substituir as varidveis de uma funcao
por outra fungao com varidveis diferentes, para ilustrar na pratica esse procedimento,

vamos tomar como exemplo a energia interna U(S, V') de um sistema termodindmico em

equilibrio em funcao da entropia S e do volume V', com equagoes de estado T' = g—g e

P = —g—g. Queremos eliminar a entropia S em favor da temperatura T'. Agora, definimos

a energia livre de Helmholtz F' como:
F=U-TS§S,
tomando a diferencial dessa fun¢ao temos que
dF = dU — SdT'—TdS,
como dU = TdS — PdV, logo temos

dFF =TdS — PdV — SdT —TdS,
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portanto,
F=-SdT — PdV,

logo F(T, V). Ou seja, com a fungdo U tinhamos uma dependéncia com relagao a entropia
S e ao volume V', e com o uso da transformagao de Legendre, obtivemos a fungdo F' com

dependéncias em relacao a temperatura 7' e ao volume V.

Agora, vamos obter as equagoes de Hamilton, definimos a hamiltoniana H (g, p, t)

como
q p7 Z Qkpk - Q7 Q7 t)? (264>

tomando a diferencial da expressao acima, temos

LI ) oL
dH = (gedpr + prddy) — Z 3 dek -

k=1

oL oL
Z % o i =~ Cd. (2.65)

k=1

como o momento candnico é p, = %’ vamos substituir na expressao acima, portanto

- S oL oL
= > dedpr + Y prddy — Z 5o dar — Z —prelde — St (2.66)
logo,
= " 0L oL
dH = Z qkdpk - Z qu - 7dt, (267)
k=1 k=1 an ot

como py = %, onde esse resultado é obtido a partir das equagoes de Lagrange, como

mostraremos a seguir

— == ]=== 2.68
B4 (aq,) a P (2.68)
substituindo esse resultado em (2.67), temos que
= , oL
dH = (qrdpr, — prdar) — e (2.69)
k=1

isso indica que a hamiltoniana s6 depende de g e p, podemos escrever dH como

0H 0H
dH = Z qu + 2—dpy | + 5-dt, (2.70)
Opk ot
comparando as equagoes (2.69) e (2.70), temos
0H 0H
Ik = — ke = ——— k=1,2,.. 2.71
qk (9pk ’ Pk aqk; ) y &y ey T ) ( )
‘ 0H oL
—_— = 2.72
ot ot (2.72)

As equagoes (2.71) sdo conhecidas como equagoes de Hamilton ou equagoes candnicas de

Hamilton, as mesmas formam um conjunto de 2n equacgoes diferencias ordinarias de 1#
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ordem, onde ¢ e p sao chamadas de variaveis canonicas. O sistema mecanico é representado
pelo movimento de um ponto no espaco de fase de 2n dimensoes. Com relagao a equagao
(2.72), a mesma nao representa uma equacao de movimento, mas sim uma relagao entre as
dependéncias explicitas com o tempo da lagrangiana e hamiltoniana. Vale ressaltar que,
podemos obter as equagoes de Hamilton a partir do principio de Hamilton, assim como

acontece com as equacoes de Lagrange, no entanto, neste trabalho, nao vamos fazer isso.

2.3.2 Hamiltoniana e Energia Total

Se a energia cinética for funcao apenas das velocidades e a energia potencial for
funcao apenas das posigoes, e a funcao lagrangiana L nao depende explicitamente do
tempo, como consequéncia, a fun¢ao hamiltoniana H também nao dependera, isso significa
que H serd uma constante de movimento, como podemos verificar a partir das equagoes
(2.69) e (2.70):

dH _ x~n [ 0H | OH oH dH _ s (OHOH _ 0H 9H | | OH
it T k=1 <6quk+8pkpk>+ ot = at = 2ek=1 <qu8pk 8pk8qk>+8t’

logo

dH _ OH
dt — Ot

como H nao depende de forma explicita do tempo, portanto

oH _

ot 0,
logo, H = constante, ou seja, H ¢ uma constante de movimento. Em virtude de a energia
cinética ser funcao apenas das velocidades e a energia potencial ser funcao apenas das

posicoes, pelo teorema de Euler das fungdes homogéneas temos que

oL " 0T
k= = 2T 2.73

qu@:

k=1

substituindo esse resultado e L em (2.69), obtemos
H=2T-T+TU, (2.74)

logo
H=T+1U, (2.75)

ou seja, a hamiltoniana é igual a energia total do sistema H = E, que é algo de extrema
importancia para a fisica e é o que acontece na maioria dos casos. Mas, vale ressaltar que,
ha casos em que mesmo H sendo uma constante de movimento, ocorre que H # E, e héa

casos que, mesmo H nao sendo uma constante, ela pode ser a energia total do sistema.
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Agora, vamos resolver os exemplos da se¢ao 1, mas, desta vez, vamos soluciona-los
pelo formalismo hamiltoniano. O primeiro exemplo enuncia que, um bloco de massa m
se desloca na horizontal sob efeito de uma mola de constante elastica k, sabendo-se que
o movimento se da sem atrito, e que a posicao inicial do bloco é ¢ e que a velocidade
inicial do bloco é vy para t = 0. Determine a posicao final do bloco apds deslocar-se uma

distancia x da posicao de equilibrio e a velocidade final v do bloco.

A coordenada generalizada é ¢; = x e e a velocidade generalizada é ¢; = &, portanto

a energia cinética ¢é

-2

T =:>mi”,

1
2
agora, precisamos encontrar &, vamos utilizar a equagao (2.63) para isso, logo

__ 0L __ M W
pz—%—mx = ﬁlf—ﬁ,

agora, vamos definir a energia cinética em termos do momento candnico, logo

e vamos definir a energia potencial como

Com esses resultados obtidos, vamos construir a funcao hamiltoniana a partir da equacao
(2.68), portanto

logo obtemos

agora, vamos substituir esse resultado nas equagoes de Hamilton (2.71), logo

P OH _ 9P | 11,2) _ D
x_ap_ap(Qm—{_Qkx)_m’

isolando p, obtemos
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p = mt,
dando sequéncia a resolugao, vamos utilizar a outra equacao de Hamilton, portanto

. 2
p=-9=_0 (2 4 1ka?) = —ku,

agora, vamos substituir o momento canonico na equacao acima, portanto

fazendo a derivada, temos

esse resultado é o mesmo encontrado a partir da mecanica newtoniana na secao 1 e da

mecanica lagrangiana na se¢ao 2, a solucao dessa EDO j4 foi realizada na secao 1.

Agora vamos resolver o segundo exemplo, o qual enuncia que, um bloco de massa
m desliza sem atrito sobre a superficie de um plano inclinado com angulo 6, sabendo-se
que o bloco parte do repouso na posicao rg = 0 e que sua velocidade inicial é vy = 0.
Determine a aceleracgao, a velocidade e posicao final do bloco apés deslizar sobre o plano

inclinado.

Primeiramente, vamos adotar novamente o eixo x na mesma dire¢ao que o bloco
desliza e com sentido positivo na direcao que o bloco desliza, e, vamos adotar o eixo y na
direcao perpendicular ao plano inclinado, com valores positivos no sentido de baixo para

cima.

A equacao de vinculo desse sistema é dada por:
y = 0.

As coordenadas generalizadas sdo q; = x e ga = y e as velocidades generalizadas sdo ¢ = &

e g2 = 7, logo a energia cinética ¢é

T = 3m(i® +3%),
enquanto que a energia potencial é

U = —mgzsind.

Portanto, a lagrangiana é

L = tm(i? + §*) + mgasinb,
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agora vamos obter as velocidades a partir da equagao (2.63), portanto

px:%:mx = x:%7

para p,, temos que
— 9L _ | — Py
Dy = 5, =My = Y=

substituindo a lagrangiana e as velocidades em (2.64), temos que

H =

IR
3%

+ 2 — [Zm(i® + ) + mgasind),

deixando a hamiltoniana em termos dos momentos e das coordenadas, temos

2 2 .
H=2: 4% — mgasinb,

agora vamos utilizar as equagoes de Hamilton (2.71) para solucionar o problema, portanto
OH _ 0| P 7

Py _ Q] — Pz — i
o=+ 5t — mgasing] = L = Py = MIT,

xzapw_@

para a derivada da hamiltoniana em relagao a p,, temos

S OH _ 0 [pi | Py _ 0] _ Py oy
U= o, = 3py[2m + 5% — mgrsint] = = Py = my,

vamos agora utilizar as outras equacoes de Hamilton para calcular a derivada da hamilto-

niana em relagao a = e y, portanto

s — _OH _ _0rpi | Py _ ] — 0 L i
Pe = —% = —5rlos + 5 — mgasing] = mgsin = mi = mgsind,
para y, temos que
oOH a[r: . Py . .
py:_@:_@[%+ﬁ—mgI52n9}:0 = my:O’

isso demonstra que nao ha movimento na direcao y, portanto so resta a equagao
mi = mgsind,

que é o mesmo resultado obtido através dos formalismos newtoniano e lagrangiano, nas
secoes 1 e 2 deste capitulo, respectivamente, as demais solugoes desse problema ja foram

feitas na secao 1.

As solugoes desses problemas pela dindmica newtoniana, lagrangiana e hamiltoniana

evidenciam as diferencas desses formalismos da mecénica cldssica, apesar de sempre
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chegarmos aos mesmos resultados, sejam quaisquer as escolhas desses trés formalismos
utilizados para a solugao dos problemas, o que demonstra a equivaléncia dessas formulagoes.
Com relagao as diferencas, as mesmas se dao por como resolvemos o problema, na secao
1, por exemplo, nés utilizamos os conceitos de forgas e algebra vetorial para a solugao
dos problemas, que sdo maneiras eficientes para achar a solucao de sistemas simples como
esses que resolvemos, mas que tornam-se mais complicados a partir do momento em
que ha geometrias mais complexas, forgas de vinculos mais complexas e sistemas com
muitos corpos. J& a mecanica lagrangiana funciona bem para sistemas simples, como ficou
evidenciado nos exemplos resolvidos, bastando apenas identificar os vinculos, definir as
coordenadas generalizas, as velocidades e, com isso, obter as energias cinética e potencial
para construir a fungao lagrangiana, sendo que todas as operacoes sao realizadas com
grandezas escalares, o que facilita na resolu¢ao dos problemas. Por fim, a mecanica
hamiltoniana para sistemas simples se mostrou eficiente, pois precisamos apenas definir os
vinculos, coordenadas generalizadas, momentos canonicos e a lagrangiana, onde todas as
operagoes sao feitas de maneira escalar e nao houve a necessidade de se trabalhar com as
forcas, mas sim com as energias cinética e potencial. Apesar de nao ficar evidenciado nos
problemas, a mecanica hamiltoniana é a formula¢ao mais importante da mecanica classica,
tanto que esta ¢ utilizada em ramos da fisica fora da mecanica classica como a mecanica

estatistica e mecanica quantica.
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3 CALCULO FRACIONARIO

Neste capitulo, vamos fazer uma abordagem sobre os fundamentos do calculo
fracionario ou calculo de ordem nao-inteira, que é uma generalizagdo do calculo diferencial
e integral usual para derivadas e integrais de ordem arbitraria, onde vamos destacar
alguns aspectos historicos dessa teoria e os principais pontos do calculo fracionario de
Riemann-Liouville e Caputo, pois essas abordagens do cédlculo fracionario serao utilizadas
na obtencao das equagoes de movimento do langamento obliquo de uma pequena esfera
sujeita a forca de resisténcia do ar, no proximo capitulo. O céalculo fracionario, apesar de
ser tao antigo quanto o céalculo diferencial e integral usual, comecou a ser mais utilizado
mais recentemente, por causa das suas aplicagoes em fisica, mais especificamente, nos
estudos de ondas eletromagnéticas, mecéanica classica e outras areas da fisica, ademais, esse
calculo possui aplicacoes em outras areas da ciéncia e engenharia. Para o desenvolvimento

deste capitulo, utilizamos as referéncias [8, 9, 10, 11, 12].

Como dito anteriormente, o célculo fraciondrio é um ramo da matematica que se
propoe a estudar a generalizagdao do calculo diferencial e integral usual para derivadas e
integrais de ordem arbitraria. A nomenclatura utilizada, denominada de calculo fracionario
é equivocada para esse ramo da matematica, pois este calculo se aplica nao so6 a derivadas
de ordens fracionarias, mas também a derivadas de valores arbitrarios, reais e complexos.
O surgimento desse calculo se deu por volta do ano de 1695 a partir de questionamentos
feitos por I’Hopital e Leibniz, onde os mesmos trocavam correspondéncias a cerca de uma
possivel generalizacdo da derivada de ordem inteira para uma ordem arbitraria, foi entao
que surgiu por parte de 'Hopital o questionamento sobre o valor de uma derivada de

. 1 . . . . ~ 7
ordem meia dzx, a resposta de Leibniz foi que o valor para essa derivagao ¢ xvdx : x.

Posteriormente, outros matematicos contribuiram para o desenvolvimento dessa
teoria, dentre eles podemos citar Euler, Laplace, Grunwald, Letnikov, Liouville, Riemann,
Lacroix, Caputo, entre outros. Das varias defini¢gdes antigas do calculo fracionario, podemos
destacar a definicdo de Lacroix, na qual ele partiu da funcdo y = 2 para chegar na sua
definicao. A férmula de derivacao generalizada de uma funcao poténcia desenvolvida por
Lacroix é: 5

d“x _ S P
dz> (8 —a)! ’

onde 8 > a e € N. Agora, escrevendo essa expressao em termos da funcao Gamma,

(3.1)

temos que
daxﬁ _ F(ﬁ + 1) B—a
dre  T(B—a+1)

A defini¢do de Lacroix para derivadas nao inteiras é dada pela continuacao analitica da

(3.2)

expressao acima, em que « e [ agora sao numeros reais positivos. Apesar de grandes



Capitulo 3. CALCULO FRACIONARIO 41

matematicos terem contribuido para o desenvolvimento do calculo fracionario, apenas no
ano de 1823 essa teoria teve uma aplicacao na resolugdo de um problema especifico. O autor
desse feito foi o mateméatico Abel, que conseguiu solucionar o problema da tautdcrona
com o auxilio do calculo fracionario, este problema consiste em determinar a equacao
da trajetoria de uma particula que, pela influéncia da gravidade, desce de um ponto a
outro ponto. Diante dessa perspectiva de aplicacao dessa teoria, posteriormente alguns
autores comecaram a desenvolver as suas definicbes para derivadas e integrais fracionarias.
Dentre essas defini¢oes, vamos abordar, nas préximas sec¢oes, o calculo fracionario de
Riemann-Liouville e de Caputo, pois essas defini¢oes serao utilizadas na obtencao do

principio da minima ag¢ao generalizado.

3.1 Calculo Fracionario de Riemann-

Liouville

Nesta secao, vamos fazer uma abordagem sobre o célculo fracionario de Riemann-
Liouville, onde vamos destacar os principais aspectos das integrais e derivadas de Riemann-

Liouville e algumas propriedades.

3.1.1 Integrais Fracionarias de Riemann-Liouville

A integral fracionaria de Riemann-Liouville a direita e a esquerda de ordem « de

uma fungdo f(z), em que a € R, respectivamente, sdo definidas por

@) = s [ =0 (3:3)

I (r) = Fja) [t par (3.4)

Essas defini¢oes foram obtidas a partir da continuagao analitica da férmula de Cauchy [11].
Vale destacar que, essa continuagdo analitica foi feita apenas de z até a e de x até b, pelo

fato de que acao que vamos descrever mais adiante tem os limites de integracao de a até b.

Agora, vamos ver algumas propriedades das integrais fracionarias de Riemann-
Liouville. Para o, € R e a, 8 > 0 é valida a seguinte propriedade para as integrais a

esquerda e a direita, respectivamente:

ajgajff(x) = aJa(:X+ﬁf(x): (35)

pody (@) = o I f (). (3.6)

Que ¢ a lei dos expoentes, que é a mesma propriedade das integrais usuais. Outra proprie-

dade importante para as integrais fracionarias a esquerda e a direita, respectivamente, é:

ananf(lL') = ajxﬁajxaf(m)a (37)
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b Jo oy f(x) = oI 0 f (). (3.8)

Ou seja, os operadores integrais comutam.

3.1.2 Derivadas Fracionarias de Riemann-Liouville

Com as integrais fracionarias de Riemann-Liouville definidas, podemos entao definir
as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville, ja que para definirmos as derivadas, preci-
samos das integrais. Para definirmos as derivadas fraciondarias, faremos uso da propriedade

do calculo diferencial integral usual:
D f(z) = Do f(2), (3.9)

em que para inteiros positivos n > m e D! é uma derivada de ordem inteira n. Para a > 0,
a € R, e n um inteiro positivo, que satisfaz n — 1 < a < n. A partir dessa propriedade,
podemos definir as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville a esquerda e a direita,
respectivamente, como:

oD () = Dyady f () (3.10)

Dy () = (=1)" Doy f (). (3.11)
Agora, substituindo as defini¢des de integrais fracionarias a direita (3.3) e a esquerda (3.4)

em (3.10) e (3.11), respectivamente, temos

1 ar e
DY = 7—/ — )" () dt 12
@) = o L @ =) (312)
e
Dy f(x) o /b( t)" T f(t)dt (3.13)
x r)=o—"——|[ (x— , )
b I'(n—a)dz™ Jo
em que dcf;; = D ¢é uma derivada de ordem inteira n. Nota-se que, para « inteiro, as

derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville se reduzem a derivadas de ordem inteira

usuais.

Agora, vamos ver uma propriedade das integrais e derivadas fracionarias de Riemann-
Liouville. A derivada da integral fracionaria de uma fungao é a propria fungao, isso é valido

para derivadas e integrais a direita e a esquerda, logo:

oD3a () = f(2) (3.14)

Dp IR f(2) = f(2). (3.15)
No entanto, se invertermos a ordem das operacoes o resultado sera diferente.

Vale destacar uma falha das derivadas fracionarias de Riemann-Liouville, a derivada

de uma constante nem sempre é nula. Em virtude disso, ao se resolver equacoes diferenciais
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contendo derivadas fracionarias de Riemann-Liouville, as condigoes iniciais usuais nao
podem ser utilizadas e, em consequéncia disso, essas derivadas nao sao utilizadas em

aplicagoes.

3.2 Calculo Fracionario de Caputo

Nesta sec¢ao, vamos abordar o calculo fracionario de Caputo, que é o calculo utilizado
para aplicacoes na fisica e é o que sera utilizado na obtencao do principio de minima acao

generalizado no proximo capitulo.

3.2.1 Derivadas Fracionarias de Caputo

As derivadas fracionarias de Caputo sao muito parecidas com as de Riemann-
Liouville. No entanto, as ordens de operacoes sao invertidas, isto é, nas derivadas fraci-
onarias de Riemann-Liouville faz-se primeiramente a integracdo de ordem fracionaria e
depois a derivacao de ordem inteira, enquanto que nas derivadas fracionarias de Caputo
faz-se primeiramente a derivacdo de ordem inteira e posteriormente a integracao de ordem
fraciondria. Esse processo pode parecer simples, entretanto, o mesmo possui uma grande
relevancia, pois com a formulacao de Caputo, alguns problemas encontrados na formulacao
de Riemann-Liouville sdo solucionados nessa nova teoria. As derivadas fracionarias de

Caputo de ordem o > 0, com « € R, a esquerda e a direita, respectivamente, sdo definidas

como:
SDYf(2) = o} Dy f(2), (3.16)
e
Dy f(x) = (=1)" Jy = Dy f(x), (3.17)
ou ainda .
T = ey e T O e (3.18)
e
C na (_1)n b n—a—1 g(n)
2 Dy f(x) = F(”—Oé)/f (x —1) S (t)de, (3.19)
em que f(™ = dr;{ff), com n inteiro e n — 1 < o < n. Nota-se que a derivada de Caputo

de uma constante é zero, o que implica que equagoes diferenciais envolvendo derivadas

fracionarias de Caputo, podem ser utilizadas condic¢Oes iniciais usuais.

Agora vamos ver a relacdo entre as derivadas fracionarias de Caputo com as de
Riemann-Liouville:
(z—a)*

, (3.20)

n—1
DY f(x) = D3 f(x) = 3 D f(a)uD]
k=0
Para o caso em que a > 0 e D¥f(a) =0, onde k = 0,1,2,...,n — 1, portanto a expressao
(3.20) fica como:
CD2f(x) = D5 f (), (3.21)
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de forma similar para a derivada a direita

2 Dy f(x) = . Dj f(2). (3.22)

Esta é uma importante relagao entre as derivadas fracionarias de Caputo e de Riemann-

Liouville.

Estas defini¢coes do céalculo fracionario expostas neste capitulo sdo importantes,
pois elas foram utilizadas na obtencao do principio de minima agao generalizado e,
consequentemente, a equacao de Lagrange generalizada para sistemas dissipativos. E,
também, na obtencao da fun¢ao lagrangiana e hamiltoniana para sistemas dissipativos,
com intuito de obtermos as equagdes de movimento para o lancamento obliquo sujeito
a forga de resisténcia do ar proporcional a velocidade, ao quadrado da velocidade e ao

modulo quadratico da velocidade.
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4 OBTENCAO DAS EQUACOES DE MOVI-
MENTO PARA O LANCAMENTO OBLIQUO
SUJEITO A RESISTENCIA DO AR

Neste capitulo, vamos fazer uma abordagem sobre os formalismos lagrangiano e
hamiltoniano para sistemas dissipativos, onde vamos aplicar os mesmos no lancamento
obliquo de uma pequena esfera sujeita a forca de resisténcia do ar proporcional a velocidade,
ao quadrado da velocidade e ao médulo quadratico da velocidade, para obtermos as equagoes
de movimento para esses sistemas, que sao os objetivos desse trabalho. Essa aplicacao
sera feita a partir de trés métodos diferentes: o primeiro sera fazendo uso da funcao de
dissipacao de Rayleigh, o segundo é o método da lagrangiana equivalente e o terceiro
consiste na utilizagdo do calculo fracionario. Mas, antes de fazermos essa aplicagdo, vamos
fazer uma breve discussao sobre a forga de resisténcia do ar. Para o desenvolvimento deste
capitulo, utilizamos as referéncias [2, 5, 6, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24,
25, 26, 27, 28].

4.1 Forcga de Resisténcia do Ar

Nesta sec¢ao, vamos fazer uma abordagem de forma breve sobre a forca de resisténcia
do ar, com intuito de entendermos como funciona essa quantidade e a sua influéncia no
movimento de um objeto no ar, além disso, vamos estudar brevemente o efeito do coeficiente
de arrasto sobre um objeto em movimento no ar. No entanto, particularmente, vamos
enfatizar o movimento de uma esfera para ambos os casos, pois esse é o objeto que

utilizamos para o estudo do lancamento obliquo sujeito a forca de resisténcia do ar.

4.1.1 Forgas de Arrasto e Numero de Reynolds

Comumente no ciclo basico de ensino e nas disciplinas iniciais do curso de fisica,
em sua maioria, as forgas de resisténcia nos fluidos (liquidos e gases) sdo ignoradas, em
alguns casos essa aproximagao se mostra satisfatoria, no entanto, em outros, precisamos
considera-las na resolucao do problema. Por isso, hd a necessidade de se estuda-las. Mais

especificamente, vamos estudar a forga de resisténcia do ar.

A forca de resisténcia do ar ou forga de arrasto do ar é um tipo de forga de
resisténcia dependente da velocidade que surge no movimento de objetos no ar, a mesma
ocorre devido a colisao do objeto com as moléculas do ar e tem sentido oposto ao da
velocidade do corpo, o que acaba ocasionando com que o objeto desacelere. Essa forca
possui uma dependéncia complexa com a velocidade, pelo fato de que a mesma depende

das caracteristicas do objeto e do ar, mas para o caso que vamos abordar, utilizaremos
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uma expressao aproximada menos complicada. Podemos definir essa for¢a como:
Fay = — ()3, (4.1)

onde f(v) é o m6dulo da forca Fu, e 0 é o versor que estd na mesma direcao da velocidade
do objeto ¥, e o sinal negativo é devido a forca estar atuando no sentido oposto da
velocidade do corpo. Vale ressaltar que, a tultima afirmacao é verdadeira para muitos
objetos, inclusive para o estudo do movimento de uma esfera sem sofrer rotacao, e para
varios corpos essa € uma aproximacao boa, contudo, ha casos em que isso nao acontece
como ¢ o caso da asa de um avido [13]. Essa fun¢do f(v) possui uma dependéncia com v de
maneira complicada, porém, podemos fazer uma boa aproximagao para baixas velocidades
comparadas a velocidade do som no ar e em casos que as velocidades nao tenham muita
variagdo, nesses casos podemos expressar f(v) como uma lei de poténcia para a velocidade
do objeto

f(v) = bv + cv? (4.2)

2

em que o termo bv corresponde ao arrasto linear f;, e cv® corresponde ao arrasto quadratico

fquad7 ou Sejav
flin = bU, (43)

fouad = v’ (4.4)

A forga de resisténcia do ar possui duas origens fisicas, que correspondem ao arrasto

linear e arrasto quadratico, respectivamente.

Arrasto Linear: O arrasto linear fy;,, ou forca de atrito viscoso surge através do
arrasto viscoso do ar e atua na lateral da esfera que é paralela a dire¢do do movimento
da mesma no ar, essa forca normalmente é proporcional a viscosidade do meio e do
comprimento linear do objeto. A viscosidade, que corresponde aos atritos internos do
fluido, desempenha um papel importante nessa forca, isso ocorre devido ao fato de que as
camadas do ar colam-se ao objeto durante o seu movimento, fazendo assim com que haja
atrito com as camadas mais afastadas do ar, isto é, a viscosidade impde que o corpo sofra

uma resisténcia no seu movimento.

Arrasto Quadratico: O arrasto quadratico fg,q.q ou forca de pressao surge através
da diferenca de pressao entre a parte dianteira e traseira da esfera quando esta se move no
ar e, essa forca atua na direcdo perpendicular ao movimento do objeto. Essa diferenca de
pressao ocorre devido ao contorno que as linhas de fluxo do fluido forcadamente fazem ao
redor da parte da frente do objeto, contudo, o ar nao consegue preencher a parte de tras
do objeto, fazendo assim com que haja uma diferenca de pressao entre a regido traseira e
dianteira da esfera, pois a pressao na parte da frente é maior que na parte traseira. Além
disso, vale salientar que, essa for¢a de arrasto é proporcional a densidade do ar e a area do

corpo que estd em contato com o ar [13].
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Em relacao aos coeficientes b e ¢ das equagoes (4.3) e (4.4), os mesmos podem ser

expressos para um objeto esférico como sendo:

b= AD, (4.5)

c=~D? (4.6)

onde [ e v sdo coeficientes que estao relacionados com o meio, que no caso abordado aqui
éoar, e D é o didmetro do objeto esférico. Para um objeto no formato esférico movendo-se
no ar submetido as condigbes normais de temperatura e pressao (CNTP), os coeficientes [

e v sao, respectivamente, iguais a

B=1,6x10"" Ns/m? (4.7)

v =0,25 N.s?/m". (4.8)

Vamos utilizar esses valores para o calculo da razao entre o arrasto quadratico e linear,
para que possamos saber qual das duas podemos desprezar no movimento do objeto e isso
facilita a resolucao do problema através da segunda lei de Newton. Com os valores de 3 e

~v na CNTP, a razdo entre os dois arrastos ¢

fquaa _ c0®> D 0,25 N.s?/m"
= == — =
Juin bv 5 1,6 x 1074 N.s/m”

Dv=(1,6x10""|Dv,  (4.9)
m2

com isso, para o calculo da razao entre as forcas, precisamos apenas do valor do didmetro

e da velocidade do objeto.

Agora, vamos calcular alguns valores da razao entre o arrasto quadratico e o linear

para trés corpos, que foram extraidos de [13].

Primeiramente, vamos calcular a razao entre o arrasto quadratico e o linear para
uma bola de Beisebol de didmetro D = 7 cm e se movendo com velocidade v = 5 m/s.
Antes de fazermos esse cdlculo, precisamos transformar a unidade do diametro de cm para

m, logo
D=7cm=7x10"2m,

desse modo, podemos calcular diretamente a importancia relativa dos arrastos a partir da

equagao (4.9), portanto

S.m.m
Jowad _ 1,6 x 10°.7.5—— = Jowaa: 600, (4.10)
flin m-.s lin
esse resultado significa que o termo quadratico é dominante e o linear é desprezivel.

Portanto para resolucao do problema, precisamos considerar apenas a forca Fly, = cv?9.
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Vamos calcular a razao das forcas para o caso de uma gota de chuva de diametro
D =1 mm e velocidade v = 0,6 m/s. Como fizemos no caso anterior, vamos transformar

a unidade do didmetro, mas dessa vez vai ser de mm para m,
D=1mm=10"3m,

a partir desse resultado, podemos calcular a razao substituindo os valores de D e v em

(4.9), logo temos

Jawd _y 65 10%10700,652 o e
flin m=.s flin

podemos concluir com esse resultado que, nao podemos desprezar nenhumas das forgas.

~ 1, (4.11)

Logo precisamos considerar as duas na segunda lei de Newton, que torna a solucao do

problema ainda mais complicada.

Agora vamos repetir o calculo para uma gota de 6leo do experimento de Millikan,
que tem didmetro D = 1,5 ym e velocidade v = 5 x 1075 m/s. Primeiro vamos transformar

a unidade do didmetro de pm para m, logo
D=15pum=1,5x10"°%m,

com isso, podemos a importancia relativa das forgas apenas substituindo os valores de D e

v em (4.9), logo temos que

s.m.m
Jauad _ 1,6 x 10°.1,5x107°.5 x 107°—; = Jowad 1077, (4.12)
lin m=.s lin
portanto, podemos concluir a partir desse resultado que, o arrasto linear é predominante e

o termo quadratico é desprezivel nesse caso.

Esses célculos feitos anteriormente foram para tentarmos exemplificar em qual
problema podemos considerar uma ou outra forga de arrasto e até ambas na equacao de
movimento. Porém, ha um importante pardmetro que nos permite saber qual das forcas é
mais relevante ou se ambas sao relevantes no movimento de um objeto, esse parametro
se chama ntmero de Reynolds, que recebeu esse nome em homenagem ao Engenheiro
Osborne Reynolds [14].

Niumero de Reynolds: O nimero de Reynolds é um parametro que nos permite
uma discussao mais avancada no tratamento do movimento dos fluidos, o mesmo é
definido como a razao entre a forca inercial e a forca de atrito viscoso, que correspondem,
respectivamente, ao arrasto quadratico fquad e ao arrasto linear fj,. Como o arrasto
quadratico esta relacionado a inércia do fluido e o linear a viscosidade, podemos relacionar
a razao entre os arrastos quadratico e linear com os parametros 7, que esta relacionado

com viscosidade do fluido e p, que esta relacionado com a densidade do fluido [13]. Com
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isso, podemos afirmar que, a razao entre as forgas é aproximadamente da mesma ordem

de magnitude do nimero de Reynolds, que pode ser definido como:

D
R, = :]’p , (4.13)

em que D é o didmetro do objeto, v é a velocidade do objeto, p é a densidade do fluido e
1 € a viscosidade dindmica do fluido. O nimero de Reynolds é adimensional, e, ndo nos
interessa o valor correto dele, mas sim a sua ordem de grandeza [15]. Assim como o valor
da razao entre as forgas de arrasto, o nimero de Reynolds nos permite definir qual forca
pode ser descartada no movimento do objeto ou se ambas podem ser consideradas, além
disso, esse niimero nos permite saber qual tipo de escoamento o fluido esta sujeito, se é

laminar ou turbulento.

Deducao das Equagdoes das Forgas de Arrasto: Vamos agora fazer uma
breve discussao sobre a obtencao das forcas de arrasto linear e quadratico expressas
neste trabalho a partir da descricao de um escoamento viscoso em torno de uma pequena
esfera parada. Vale ressaltar que, as equagoes de arrasto obtidas para o sistema fisico
mencionado anteriormente, sao validas também para o processo inverso, que é o caso da

esfera movimentando-se imersa em um fluido viscoso parado.

Na aplicacao da segunda lei de Newton para um elemento de fluido newtoniano,
obtemos a equagao de Navier-Stokes (NS) na forma vetorial completa. Essa equagao nos
permite calcular os campos de pressao e de velocidade do escoamento, mas essa forma
dessa equacao nao possui solucao analitica. Para o célculo das forcas de arrasto, é preciso
fazer uma aproximacao. Supondo o caso do escoamento permanente laminar incompressivel

de um fluido newtoniano, a equacdo de NS na forma vetorial assume a forma
p(ii - V)i = —VP 4 nV2i,

em que p é a densidade do fluido, @ é o seu vetor velocidade, P é sua pressao e n é sua

viscosidade dindmica [16].

Uma elevada variedade de problemas fisicos podem ser analisados quando um
parametro é muito grande ou muito pequeno [17]. Para escoamentos a baixos nimeros de
Reynolds, as forcas de inércia sdo despreziveis e o balango se dé pelas forcas de pressao e
viscosas. Mas para isso acontecer, deve-se ter um pequeno parametro multiplicando as
forcas de inércia, que é obtido ao se adimensionalizar adequadamente a equagao que rege
o problema, tendo como base os baixos valores do niimero de Reynolds. Nesse sentido,
faz-se o limite de R, — 0, entao obtemos que a equacao de movimento se reduz a uma

equacao linear:

VP =nV2g,



Capitulo 4. OBTENCAO DAS EQUACOES DE MOVIMENTO PARA O LANCAMENTO OBLIQUO
SUJEITO A RESISTENCIA DO AR 50

onde as variaveis estdo novamente na forma dimensional. Essa equagao é utilizada para
descrever sistemas sujeitos a escoamentos lentos, que podem ser causados por baixa

velocidade, alta viscosidade ou tamanho reduzido do objeto [17].

Agora, vamos considerar o escoamento lento (R. < 1) de velocidade uniforme v
em torno de uma pequena esfera de raio R regido pela equagao de NS para escoamentos
lentos em coordenadas esféricas. Daqui a diante, vamos omitir a discussao sobre o calculo
dos campos de velocidade, de pressao e tensoes viscosas ou de cisalhamento, para mais
detalhes sobre o calculo dessas quantidades, consultar [16, 17, 18, 19]. Vamos nos ater
diretamente a discussao do calculo da forca de arrasto atuando na esfera. Com os campos
de velocidade, de pressao e das tensoes de cisalhamento devidamente calculados, pode-se
encontrar a forca de arrasto na esfera através da integral de superficie da pressao e das

tensoes de cisalhamento em coordenadas polares esféricas, que resultam em
f =6mRw, (4.14)

onde 7 é uma constante, n é a viscosidade dinamica do fluido, R é o raio da esfera e v é a
velocidade do fluido. Essa é a forca de arrasto linear com a velocidade obtida por Stokes
em 1851 e é conhecida como lei de Stokes ou férmula de Stokes [18, 19]. E importante
destacar que, um tergo dessa forga é devido ao arrasto de pressao e os outros dois tercos sao

devidos ao arrasto viscoso. Comparando essa equagao com (4.3), verifica-se que b = 67nR.

Além da solucao apresentada anteriormente para o escoamento em torno da esfera
a baixos niameros de Reynolds, ha outra obtida por Oseen em 1910. Mas, antes de
apresentarmos essa solucao, vamos fazer algumas consideragoes sobre a solugao apresentada
por Stokes. A solucao obtida por Stokes tem algumas inconsisténcias, dentre elas podemos
citar, a nao validade da solucao para distancias elevadas a partir do objeto, pois a essas
distancias, as forcas de inércia nao sao despreziveis como sao em regioes proximas ao corpo,

em virtude disso, a solugdo obtida por Stokes nao é uniforme. [17].

Nesse contexto, Oseen sugeriu um aperfeicoamento da solu¢ao encontrada por
Stokes ao considerar parcialmente os termos inerciais a altas distancias. Desse modo, ele
modificou a equacao de movimento adicionando a velocidade no infinito ¢ em lugar de o
no termo nao linear u - Vi, j4 que a grandes distancias v é aproximadamente igual a 1,
com essa mudanca, ele fez com que esse termo fosse linearizado por ¢ - Vu, sendo que este
termo nao linear foi desprezado por Stokes na sua aproximagao [18]. Assim, Oseen obteve

a equagao linear
p(7- V)i = —VP +nV2i.

Novamente nao sera discutida a obtencao dos campos de velocidade, de pressao e tensoes

de cisalhamento. A obten¢ao dessas quantidades podem ser encontradas em [17, 19]. A
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partir dessas quantidades calculadas, encontra-se a forca de arrasto como sendo:

f =6mnRv (1 + 38Rv>’ (4.15)

14

em que v é a viscosidade cinematica do fluido. Essa é a forca de arrasto obtida por Oseen
em 1910. Nota-se que o primeiro termo linear é igual ao obtido por Stokes, mas ha um
termo a mais que é quadratico com a velocidade, resultado de uma aproximacao de segunda
ordem e, com esse termo a mais, Oseen chegou na equagao de forca de arrasto com termos
linear e quadratico com a velocidade. Comparando essa equagao com (4.4), verifica-se que

__ 18 2 : _n
C—gpﬂR,pmsz/—;.

4.1.2 Coeficiente de Arrasto

O coefciente de arrasto é uma quantidade adimensional que nos permite quantificar
o arrasto sofrido por um determinado corpo. O mesmo é diretamente proporcional a forca
de arrasto, ou seja, quanto maior for o coeficiente de arrasto, maior sera a forca de arrasto
e vice versa. Esse coeficiente é definido como:
FAT
T2 A’

Car = (4.16)

onde Fjy, é a forca de arrasto atuando no objeto, p é a densidade do fluido, v é sua
velocidade e A é a area do objeto em contato com o ar. Nessa expressao, estao contidas
as contribui¢oes do arrasto devido ao atrito viscoso e devido a pressao. Além da equagao
(4.16), podemos expressar o coeficiente de arrasto em fun¢ao do nimero de Reynolds e,
desse modo, podemos avaliar melhor o comportamento desse coeficiente como mostraremos
no grafico da Figura 3 que expressa a variagdo do coeficiente de arrasto C4, para uma

esfera lisa em fungdo do ntimero de Reynolds R..

Figura 3 — Variacao do coeficiente de arrasto em funcao do niimero de Reynolds
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Fonte: Mecanica dos Fluidos [20].

Nota-se no grafico que, para valores do nimero de Reynolds menores que 1 (R, < 1),

o coeficiente de arrasto varia linearmente com o nimero de Reynolds. Além disso, verifica-se
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que para essa regiao, ha o predominio da forga de arrasto linear ou forca de Stokes pelo
fato de que nessa regiao os valores do niimero de Reynolds sao baixos. Logo, podemos
definir o coeficiente de arrasto em fungao do nimero de Reynolds para essa regiao como

sendo:
Far  6mnRv  12mpR 12p 24n 24

B 1A ipv?A purR? - puR B pvD TR

Cur (4.17)

essa formula é valida para o escoamento lento, em que predomina a forca devido ao atrito

VviSCoso.

Na regiao com valores de R, > 1, a camada limite comeca a se soltar da parte de
tras da esfera, o que acaba ocasionando com que o arrasto quadratico comece a ter um
papel consideravel nesse sistema e, na medida que cresce o nimero de Reynolds, a camada

limite da parte frontal da esfera também comeca a se soltar.

Na regido que o ntimero de Reynolds varia entre 10% e 3,5x10°, o coeficiente de

arrasto é constante, com valor aproximado de 0,45.

Por fim, na regido que R, = 3, 5x10°, verifica-se uma queda adrupta do coeficiente
de arrasto, que se da devido a transicdo que ocorre entre a camada limite, a qual vai de

laminar para turbulenta.

4.2 Funcao de Dissipagao de Rayleigh

Antes de falarmos da funcao de dissipacao de Rayleigh, vamos fazer um breve
comentario sobre sistemas dissipativos, pois sao para esses sistemas que vamos utilizar o
formalismo lagrangiano e hamiltoniano com o objetivo de obter as equagoes de movimento
para o lancamento obliquo de uma pequena esfera sujeita a forca de resisténcia do ar. Os
sistemas dissipativos ou nao conservativos sao sistemas nos quais a energia nao se conserva,
ou seja, parte da energia do sistema se dissipa em outra forma de energia, diferentemente

do que acontece com sistemas conservativos, nos quais a energia se conserva.

A mecénica analitica, exposta no capitulo 1, foi feita para sistemas conservativos,
em virtude disso, a mesma nao é aplicada diretamente para movimentos em que a energia
é dissipada. Para a aplicacao nesses sistemas utilizando o formalismo lagrangiano, é mais
conveniente fazer uso dos potenciais generalizados e da fungdo de dissipacao de Rayleigh,

em que vamos utilizar essa ultima ferramenta neste trabalho.

A funcao de dissipacao de Rayleigh permite que as equagoes de Lagrange sejam
utilizadas para resolver sistemas que tenham forgas aplicadas dependentes da velocidade
[2]. Neste trabalho, vamos utilizar essa fung¢do para resolvermos o problema do lan¢amento
obliquo de uma pequena esfera sujeita a forca de resisténcia do ar proporcional a velocidade,
ao quadrado da velocidade e ao médulo quadratico da velocidade. Mas para isso, precisamos
generalizar essa func¢ao com o intuito que ela também abranja problemas em que a forca é

proporcional ao quadrado da velocidade e proporcional ao médulo quadratico da velocidade,
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haja vista que ela abrange somente a sistemas sujeitos a for¢a proporcional a velocidade.

Primeiramente, vamos fazer uma breve discussao sobre os potenciais generalizados.

Potenciais Generalizados: Os potenciais generalizados sao utilizados para descre-
ver sistemas nos quais as forcas aplicadas dependem das velocidades e, nos casos em que as
forgas generalizadas sdo provenientes de um potencial escalar V' (qi, q2, .-, @n, G1, G2, -, Gn, t)

de tal modo que

ov. —d [0V
Y

——+ = == k=1,2,.. 4.18
an+dt 8qk>7 ) Y 7n Y ( )

com essa expressao para as forcas generalizadas, ainda é possivel escrever as equagoes de

Lagrange da mesma forma de (2.60) com a func¢ao de Lagrange sendo
L=T-YV, (4.19)

onde V representa o potencial generalizado ou potencial dependente da velocidade. Caso
existam forcas que derivam de um potencial U(qi, g2, ..., ¢ ), & funcdo U pode ser incluida
em V', pois as equagoes (4.18) se reduzem a (2.60) para termos nos quais as velocidades
nao estao contidas. Vale destacar que, a funcao potencial generalizado V' pode depender de
forma explicita do tempo t. Caso isso nao ocorra, a funcao de Lagrange L nao dependera de
forma explicita do tempo, que implica com que a energia mecéanica se conserve. Desse modo,
afirma-se que as forcas aplicadas no sistema sao conservativas, ainda que elas dependam
da velocidade. Em virtude disso, ndo é viavel escrever as forgas dissipativas que dependem
linearmente da velocidade, haja vista que a energia mecanica nao se conserva quando héa
forcas dissipativas e nem pode-se incluir energia térmica, porque ela nao pode ser descrita
em termos das coordenadas e velocidades [5]. Nesse contexto, é que se encaixa a fungao de
dissipacao de Rayleigh, pois ela é utilizada justamente para descrever o movimento de

corpos sujeitos a forcas de atrito proporcional a velocidade.

Antes de definirmos a func¢ao de dissipacao de Rayleigh, precisamos usar uma
definicao diferente das forcas generalizadas, as quais podem ser expressas como sendo
ov. d <8V

e — / k=1,2,.. 4.20
aqk+dt >+Qk7 < 7n ) ( )

Qr = i

em que @}, representa as forgas generalizadas nao conservativas, ou seja, as forgas que nao

provém de potencial generalizado. Com isso, podemos escrever as equagoes de Lagrange
d (0L oL ,
— == —-== k=1,2,.. . 4.21
dt (aqk> aCIk; Qka < y I ( )

Vamos tratar um caso bem relevante que é quando a forga generalizada @)} representa as

como

forcas de atrito viscoso que dependem linearmente da velocidade, que em coordenadas

cartesianas podem ser expressos como:

Fi/x = —KizVig, E,y = _kiyviyv Fi/z = —kizviz, <4'22)
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em que F} é a forca de atrito atuando na i-ésima particula, k;;, k;, e k;, sdo constantes e

Viz, Viy € U;, 840 as componentes do vetor velocidade [2]. Nesse sentido, Rayleigh introduziu

a funcao
1& 2 2 2
A relacao entre essa funcao e as forcas aplicadas no sistema se da da seguinte forma:
oOF oF oF
F = — F=—-—" F =— 4.24
T aviz ) 1y aviy ) 12 aviz ) ( )
ou
Fl = —V,F. (4.25)

O sentido fisico da funcao de dissipacao de Rayleigh surge a partir do trabalho realizado

pelas forcas de atrito ou dissipativas:

N N
dW' = => " F]-dr; = =) _ F] - v;dt, (4.26)
i=1 i=1
AW’ . ~ . . T
agora, vamos calcular “7— a partir da expressao acima, mas para isso, temos que substituir

o valor de F] e v;, logo temos que

dw’ NoLo N . A - 5 5 -
FTaE Z F v, =— Z(kizvixl + Kiyiyg + kizvik) - (Vigt + viyJ + vi2k), (4.27)
i=1 i=1
portanto

aw T

=1

logo, 2F ¢ a taxa de dissipacao da energia devido ao atrito sofrido pelo sistema [2, 6].
A relagao entre essa funcao e a parte dissipativa das forcas generalizadas aplicadas no
sistema se da pela seguinte expressao:

Q,=——, k=1,2,...n , 4.29
onde F é a funcao de dissipagao de Rayleigh. Substituindo essa equagdo em (4.21), temos
que

— =] -=—+==0, k=1,2,...n . 4.30
dt \ Ogy, oq  Ogy (4:30)

A fungao de dissipacgao introduzida por Rayleigh em 1873, foi criada com o objetivo de

d <0L> oL oF

facilitar o tratamento de sistemas sujeitos a forca de atrito proporcional a velocidade
[28]. A grande vantagem de se utilizar essa fungdo F é que podemos utilizar as equagoes
de movimento para um certo sistema da mesma maneira, seja qual for o sistema de

coordenadas generalizadas utilizado [2].

Agora, vamos resolver o problema central deste trabalho, que é o lancamento
obliquo de uma pequena esfera lisa de massa m e raio R sem sofrer rotacdo sujeita a forca

de resisténcia do ar, com a densidade do ar p e viscosidade dindmica do ar 7.
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Funcao de Dissipagdao de Rayleigh para o Arrasto Linear: Primeiramente
vamos considerar o caso em que a forca de arrasto ¢é linear com a velocidade. Desse modo,
vamos encontrar a funcao lagrangiana L = T — U adequada ao problema, nota-se que neste
movimento nao existe vinculo e vamos adotar o sentido positivo do eixo = para a direita e
o sentido positivo do eixo y para cima. Além disso, vamos adotar o ponto de referéncia da
energia potencial em que U = 0 na origem do sistemas de coordenadas para esse sistema
mecanico. As coordenadas generalizadas e velocidades generalizadas sao, respectivamente,

G =x,q =1y, ¢1 =T, ¢ =1, logo a energia cinética é

1
T = im(:z:2 +77), (4.31)
e a energia potencial desse problema é
U = mygy, (4.32)

portanto, a lagrangiana pode ser escrita como sendo

1
L=T-U-= im(:k2 +9?%) — mgy. (4.33)

Agora, vamos definir a fungao de dissipagdo de Rayleigh para esse problema utilizando a
expressao (4.23), logo
1 1
F = 5(62}3 + bvs) = 56(2}3 + vz), (4.34)
onde b = 67 R e v, ¢ a componente da velocidade na dire¢ao = e e v, ¢ a componente da

velocidade na dire¢ao y. Vamos substituir (4.33) e (4.34) na equagao de Lagrange com

fungao de dissipacao de Rayleigh (4.30) para a coordenada z, logo temos

d{ONIL 5 . 011 5 .4 o1, 5
ii\a7 ) |2 —mgy| = 5013 - b 0, (4
dt(@r) [Qm(x +97) mgy] ax[QW(fE +9°) —mgy +6vz 5 (vi+vy)| =0, (4.35)
efetuando as derivadas, temos
ma + bv, = 0, (4.36)
ou
Moy = —buy, (4.37)

pois & = ¥,.. Essa é a equagdo de movimento para a coordenada x. Agora vamos calcular a

equacao para a coordenada y
d{o\|1l 5 o1 5 o111, 5
—| == — —— = — —|=b = 4.
dt(@y‘) [Q'm(x +9°) mgy] aylzm(fc +y7) —mgy T |2 (vz+vy)| =0, (4.38)
calculando-se as derivadas, obtemos como resultado
my + mg + bv, =0, (4.39)

ou

mv, = —mg — buy, (4.40)
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porque ¥ = v,. Essa é a equagao para coordenada y para esse sistema mecanico.

Generalizagcao da Funcao de Dissipacao de Rayleigh para o caso do
Arrasto Quadratico: Agora, vamos considerar a situagdo em que a forga de arrasto é
quadratica com a velocidade. Porém, precisamos generalizar a funcao de dissipagao de
Rayleigh, pois ela abrange apenas os casos em que as forgas de atrito sao lineares com a
velocidade. Vamos definir a func¢ao de dissipa¢ao para esses casos como

1
F= gc(vi +v)), (4.41)

onde ¢ = % pmR?. Essa funcao foi deduzida a partir das equacoes de movimento para o
arrasto quadratico com a velocidade. Nota-se que, a funcao de dissipacao de Rayleigh
generalizada ¢ proporcional ao cubo da velocidade, diferente do que acontece para o caso do
arrasto linear, no qual a fungao é proporcional ao quadrado da velocidade. Com essa func¢ao
generalizada, vamos obter as equagoes de movimento para a forca de arrasto proporcional

ao quadrado da velocidade.

A lagrangiana para esse sistema é a mesma do arrasto linear (4.33), L = %m@2 +
y?*) — mgy. De posse da lagrangiana e da fungio de dissipacao, vamos substituir essas
quantidades na equagao de Lagrange com a funcao de dissipacao de Rayleigh para a
coordenada x, portanto

dfONIL 5, o 0Ly oy 9
Clt((%) [QW(I‘ +9°) mgy] 8x[2m(ﬂc +97) —mgy * o

Bc(vi—l—vg)] =0, (4.42)

realizando as derivadas, temos que

mi + cv? =0 = mi, = —cv. (4.43)

x
Essa é a equacao de movimento para a coordenada z. Agora vamos obter a equagao de
movimento para a coordenada y, logo

AON[L T O[T oL T
dt(@y) [Qm(x +77) mgy] ay[Qm(m +9°) —mgy +8vy Se(i+v))| =0, (4.44)

fazendo as respectivas derivadas, obtemos

my + mg + cv§ =0 = mi, == mg — cvfl. (4.45)

Essa é a equacao de movimento para a coordenada y.

Generalizagao da Funcao de Dissipacao de Rayleigh para o caso do
Arrasto Quadratico Completo: Por fim, vamos considerar o caso do arrasto quadratico
completo com a velocidade. No entanto, novamente precisamos generalizar a funcao de
dissipacao de Rayleigh para que seja utilizada na descricao desse sistema mecanico. Vamos

definir a fungdo de dissipagao para esse caso como sendo

1 3
F = gc(vi +07)2, (4.46)
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Ressalta-se que, essa funcao generalizada foi obtida a partir das equacoes de movimento
para o caso do arrasto quadratico completo com a velocidade. Verifica-se que, essa funcao
de dissipagao de Rayleigh generalizada para esse caso é diferente dos casos do arrasto
linear e do arrasto quadratico com a velocidade, que é evidente, haja vista que as equagoes
de movimento sao diferentes para cada caso. Agora, vamos obter a equacao de movimento
para o caso do arrasto quadratico completo. A funcao lagrangiana é a mesma dos casos
anteriores L = %m(j:Q + %) — mgy. Desse modo, podemos obter a equagao de movimento
para coordenada x substituindo os valores de L e F na equagao de Lagrange com funcao

de dissipagao, logo temos que

d{o\|1 ,.5 . olr 5 0|1 , 5 o

—_— —_— _— —_— —_—— —_— —_— —_ p— 4.4
n (83:) [2m(:ﬁ +79°) mgy] . l2m(x +y°)—mgy +8vm 3c(vx~|—vy)2 0, (4.47)
calculando as derivadas, obtemos

mi + c(v: + vz)%% =0 = mi, = —cy\/ (V2 + v2)v,. (4.48)

Essa é a equagdo de movimento para coordena x. Vamos obter a equacao para a coordenada

y, fazendo-se o mesmo processo, obtemos que

d{o\|1 5 o1l 5 0|1 ,, o
—=1|= — —— = — —|= 2| =0, (4.49
(o) g1 = 2 Sonta ) - + 2 etiz et =0, a9
efetuando as derivagoes, temos a seguinte equagao

mij +mg + c(v: + vg)%vy =0 = miy = —mg — c\/(vZ + v2)v,. (4.50)
Por fim, essa é a equacao de movimento para a coordenada .

Vale destacar que, nao foi possivel obter as equag¢oes de movimento para o arrasto
linear, quadratico e quadratico completo pelo formalismo hamiltoniano, pelo fato de que
nao ha uma teoria que abranja a funcdo de dissipagao de Rayleigh como acontece com o

formalismo lagrangiano.

Fungao de Dissipacao de Lur’e: H4, também, uma férmula geral introduzida
por Lur’e para se trabalhar com a fungdo de dissipacao de Rayleigh. Antes definirmos
essa formula, vamos definir a forca de amortecimento considerada por Lur’e para definir a

formula geral da funcao de dissipacao, essa forca é definida como sendo:

fj = —kj(xl,xg,...,xN)gj(x'j). (451)

em que k; ¢ uma constante positiva e ¢;(2;) ¢ uma funcao a ser determinada. Agora, vamos
definir a férmula geral para a fungao de dissipagao como:

N by

FL =3 kj(x1, s, ...,:cN)/O 9;(y)dy, (4.52)

Jj=1
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onde FL é conhecida como funcio de dissipacio de Lur’e [24, 25]. Essa férmula generaliza a
fungao de dissipacao de Rayleigh, fazendo com que a mesma seja valida para outras forcas
dissipativas além da linear com a velocidade. Para verificar a validade dessa fungao, vamos
considerar o caso em que k; é constante e g;(%;) = x? Substituindo essas quantidades em
(4.52), obtemos

N T N 1
Fr=Sok [ By = Fh=30 okl (4.53)
=1 i=1

Agora, considerando o movimento no plano zy de um objeto sujeito a forca de resisténcia do
ar quadratica com a velocidade e com lagrangiana L = %m(ai:2 + 9?) — mgy. Substituindo
a funcdo de dissipacio F& = %l{:(:lc3 + %) para o caso bidimensional e a lagrangiana
L = %m(mQ + 9%) — mgy na equagdo de Lagrange com funcao de dissipagao para a
coordenada x, obtemos como resultado

mi = —ki?, (4.54)

fazendo os mesmos célculos utilizando a equacao de Lagrange para a coordenada y, temos
como resultado
mi = —mg — k. (4.55)

Esses resultados nos mostram que a férmula de Lur’e generaliza a funcao de dissipacao
de Rayleigh para o caso de um sistema mecanico sujeito a uma forga proporcional ao

quadrado da velocidade.

4.3 Lagrangiana Equivalente

Além da funcao de dissipagdo de Rayleigh, hé outro método para se trabalhar com
sistemas nao conservativos através do formalismo lagrangiano, esse método consiste no uso
de uma funcao chamada de lagrangiana equivalente. Funcoes desse tipo sao produzidas
desde o século passado como podemos verificar nos trabalhos de [21, 22, 23]. Essa fungao
tem o proposito de fornecer as mesmas equagoes de movimento obtidas através da segunda
lei de Newton, ou seja, fornecer um mecanismo equivalente ao concebido por Newton para
encontrar as equagoes de movimento fazendo uso da mecanica lagrangiana. Nesta secao,
vamos fazer uso dessa funcao para obtermos as equacoes de movimento para o langamento
obliquo de uma pequena esfera sujeita a forca de resisténcia do ar, que é o mesmo problema

mostrado na secao anterior.

Lagrangiana Equivalente para o Arrasto Linear: Para o caso do arrasto
linear com a velocidade, podemos utilizar a seguinte fungao lagrangiana equivalente obtida

por [22, 23], respectivamente:

L= |-m(i*+9°) — mgy e, (4.56)
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1 .2 .2 . . .
onde 3m(i* 4 y*) corresponde a energia cinética do corpo e mgy corresponde a sua
energia potencial. Substituindo essa equacdo na equacao de Lagrange para a coordenada

x, obtemos

d({o\|1l 0|1
dt (ax> l2m<fv2 +97) — mgy] o D [2m<fc2 +9?) — mgy|en' =0, (4.57)
calculando-se as derivadas, temos que
mien + biew’ = (mi + bx’)e%t, (4.58)
como et # 0, logo temos
mi + bx = 0, (4.59)
ou
mi, = —bu,. (4.60)

Essa é a equagao de movimento para a coordenada x. Vamos agora obter a equacao para
a coordenada y. Substituindo a lagrangiana equivalente (4.56) na equagao de Lagrange

para a coordenada ¥, temos

(Z((‘fg/) Bm(:ic2 + %) — mgy] emt — 6ay Bm(:ﬁQ + %) — mgy emt =0, (4.61)
realizando as derivagoes, obtemos
mgje%t + bg)e%t + mge%t =0, (4.62)
como em' # 0, ficamos com a expressao
my + by +mg = 0, (4.63)
ou ainda
mi, = —mg — bu,. (4.64)

Assim, obtemos a equacao de movimento para a coordenada y.

Lagrangiana Equivalente para o Arrasto Quadratico: Agora, vamos utilizar
uma lagrangiana equivalente para obtermos as equagdes de movimento para o arrasto

quadratico com a velocidade. A funcao para esse caso pode ser expressa como:

1 1
L= im(ﬁ + %) — mgy + / §0(1t3 + 9°)dt. (4.65)
Vale salientar que, essa fungao foi obtida a partir das equagoes de movimento para o arrasto
quadratico com a velocidade. Agora, vamos substituir (4.65) na equacao de Lagrange para

a coordenada x, logo obtemos

i g 1 -2 AN 1 -3 -3
dt(@:‘c) lzm(x +9°) mgy+/3c(a: + y°)dt
) [1

(4.66)
.92 .9 1 .3 .3
im(:c —|—y)—mgy+/gc(a: +9 )dt] =0,

ox
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que resulta em

mi + ci® = 0, (4.67)
de outra maneira

mi, = —cv. (4.68)

Portanto, essa é a equagao de movimento para a coordenada z. Para a coordenada 1y,
vamos usar a mesma funcao (4.65), substituindo essa func¢ao na equagao de Lagrange para

a coordenada y, temos que

d ( 0 ) Bm(j:2 +9°) — mgy + / :1))0(533 + y3)dt]

dt\ 9y
Y (4.69)
9 1m(jc2 +9%) — mgy + / 1c(jc?’ +¢°)dt| =0,
oy |2 3
calculando-se as derivadas e a integral, obtemos
mij +mg + ci? =0, (4.70)
ou ainda
mi, = —mg — cv,. (4.71)

Essa é a equacao de movimento do arrasto quadratico com a velocidade para a coordenada
Y.
Lagrangiana Equivalente para o Arrasto Quadratico Completo: Por ultimo,
vamos utilizar uma lagrangiana equivalente que nao é encontrada na literatura com o
intuito de encontrar as equagoes para o arrasto quadratico completo com a velocidade.
Primeiramente, vamos demonstrar como obtivemos essa fungdo. Vamos propor a seguinte
lagrangiana:
L= ;m(jcQ +9%) — mgy + F(i,9). (4.72)
Agora, substituindo esse resultado no segundo e primeiro termo da equagao de Lagrange

para coordenada y, respectivamente, obtemos

0|1
— | =m(2® + 9*) — mgy + F(&,79)| = —myg, (4.73)
oy |2
d{oN[1 o, . . d (0F(2,9)
= Z — F = — 4.74
dt(@g) [Qm(x +97) —mgy + (x,y)] my+dt< 9 ) (4.74)
juntando os termos da equagao de Lagrange, temos que
_d (0F(i,9)
el = 4.
my+dt< 29 )—i—mg 0, (4.75)

A equagao de movimento que queremos encontrar é mij+mg-+cyy/i? + y? = 0, comparando

essa equagao com a equagao (4.75), temos como resultado

d (OF(z,y -] .
dt(éy )> = cyy/ 42 + 92, (4.76)
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resolvendo essa equacao, obtemos
d (OF 0 (dF 0 |c 3
dt(&v) ay<dt> i 1 89[3(‘% ) ] (4.77)

F(i,y) = / ;c(a’c2~|—y2)gdt. (4.78)

portanto

Fazendo os mesmos céalculos para a coordenada x, obtemos o mesmo resultado. Logo, vamos
substituir (4.78) em (4.72), portanto a lagrangiana equivalente para o arrasto quadrético

completo com a velocidade é:

1 1
L = 5m(i +3?) — mgy + / Sela® + ) tdt. (4.79)
Agora, vamos obter as equagoes de movimento para o arrasto quadratico completo.

Trocando essa funcao na equacao de Lagrange para a coordenada x, temos

A(ON[L o o Lo
dt((%)bm(x +7°) mgy+/30(a; +y°)2dt
s 1 (4.80)
R .9 22\ ) .2% _
ax[Qm(:L‘ +7°) mgy+/30(x +9°) dt] 0,

efetuando os calculos, obtemos

mi +c(w? + )i, =0 = mi, = —cy/ (02 + v2)u,. (4.81)

Essa é a equacao de movimento para a coordenada x para o arrasto quadratico completo.
Por fim, vamos obter as equacoes para a coordenada y fazendo o mesmo processo feito
anteriormente. Substituindo a fungdo (4.68) na equacao de Lagrange para a coordenada v,
temos que
d{o)\]|1l 5 .9 1 5 o
— | == | |zm(@"+79y°) —m +/fcj3 +y°)2dt
dt<8y>[2 (@ +97) =mgy + | 2e(@” +¢7)

1 1 3
_883/ [Qm(ﬂb2 +9°) — mgy + / gc(ai:2 + y2)2dt] =0,

(4.82)

efetuando as derivagoes e integragao, temos como resultado

mij + mg + c(v2 + vg)%vy =0 = miy = —mg — c\/(v2 + vi)v,. (4.83)

Enfim, obtemos a equacdo de movimento desse sistema mecanico para a coordenada y.

Essas equacgoes obtidas para o arrasto linear, quadratico e quadratico completo
sdo as mesmas que obtivemos através da funcao de dissipacao de Rayleigh. Vale salientar
novamente que, a lagrangiana equivalente para o arrasto quadratico completo expressa

neste trabalho, nao é encontrada em livros.

Agora, vamos obter as mesmas equacoes de movimento obtidas anteriormente
a partir do formalismo hamiltoniano, utilizando as mesmas lagrangianas equivalentes

mostradas neste trabalho.
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Formulacao Hamiltoniana para o Arrasto Linear a partir de uma Lagran-
giana Equivalente: Lembrando que, na formulagao hamiltoniana, a fun¢ao hamiltoniana
depende dos momentos, diferente do que acontece no formalismo lagrangiano, em virtude
disso, vamos fazer uma mudanca na lagrangiana para deixa-la em termos dos momentos e,
assim, utiliza-la na obtencao da fun¢do de Hamilton. Para isso, vamos utilizar a equacao
(2.63). Substituindo a lagrangiana equivalente para o atrito linear com a velocidade na
equagao (2.63) para a coordenada z, temos que

oL 0|1

Pe = 55 = g | ) —may en' = mien’, (4.84)

isolando & e elevando ao quadrado, temos como resultado

2
i = %e—%ﬁ (4.85)

Agora, vamos calcular o p, substituindo a lagrangiana equivalente para o atrito linear na
equagao (2.63) para a coordenada y
oL 0|1 by L by

=55 = 35 5UE* + %) = mgy|en' = mgen', (4.86)

feito isso, vamos isolar ¢ e elevar ao quadrado, portanto

2
2b

Y e (4.87)

=
De posse de % e 2, vamos inserir os valores dessas quantidades em (4.56), obtemos a
seguinte fungao
1 2 2\ —Lb b
L= %(pz +py)e "t — mgyen’, (4.88)
Substituindo esse resultado na hamiltoniana desse sistema, obtemos

. . . . 1 b b
H = ip, +ypy — L = ip, + ypy — %(pi +pi)e”m! + mgyen’. (4.89)

Com essa fungdo obtida, vamos utilizar as equagdes candnicas de Hamilton (2.71) para
obter as equacoes de movimento. Primeiramente, vamos substituir a hamiltoniana obtida

na primeira equagao canonica para a coordenada x, logo temos que

OH . r _b .
g _Prpe Pt (4.90)
Op, m m

substituindo H na segunda equagao candnica de Hamilton para a coordenada x, obtemos

oH _dn,
or  dt

Pe = =0, (4.91)

substituindo p, e calculando a derivada temporal, ficamos com

dp, d
% = %(m:te%t) — mien' + biem' = (mi + bir)en' =0, (4.92)
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como et é diferente de zero, logo
mi + bt =0, (4.93)

ou
mv, = —bu,. (4.94)

Finalmente obtemos a equacao para a coordenada x. Agora, vamos obter para a coordenada
y. Substituindo a fun¢do de Hamilton na primeira equagao de Hamilton para a coordenada
Y, temos

’ = aiH :&e_%t

J gDt — g (4.95)
m

op, m
fazendo a substituicao da hamiltoniana na segunda equagao canonica de Hamilton para a

coordenada y, ficamos com

OH
Py = Ty —mgen?, (4.96)
substituindo p, efetuando a derivacao temporal, temos
d d
% = %(mye%t) = mye%t + bye%t = (my + bg))e%t = —mge%t, (4.97)

pelo fato de que emt nunca se anula, ficamos com a expressao
mi + by = —myg, (4.98)

de outra maneira

muv, = —mg — bu,. (4.99)
Essa ¢ a equacao de movimento para a coordenada y.

Formulacao Hamiltoniana para o Arrasto Quadratico a partir de uma
Lagrangiana Equivalente: Dando prosseguimento na obtencao das equagdes de mo-
vimento para for¢a de arrasto através da dinamica hamiltoniana, vamos obter o arrasto
quadratico com a velocidade. Novamente, precisamos deixar a fungdo de Lagrange em
termos dos momentos, para esse fim, vamos utilizar a equacao p, = é%. Substituindo a
lagrangiana quadratica (4.65) nessa equagao para a coordenada z, obtemos

oL 9 |1

1
—m(2? + 9?) — mgy + / gc(x'3 + y3)dt] =mi + / ci*dt,  (4.100)

Pe =5 = 9i |2

agora, vamos isolar & e elevar ao quadrado e ao cubo, logo temos que
c
P / it (4.101)
m m

elevando ao quadrado e ao cubo, obtemos

2
i? = (pf” —/Ci:th) , (4.102)
m m
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e
. 3
P = (p’” - / 3'5th> . (4.103)
m m
Agora vamos obter ~, portanto, temos como resultado
2c . 0%
- / dt. (4.104)
apx m apx
De maneira analoga que obtivemos #2, % e O‘?”‘; , vamos obter 92, 7® e 2%, Substituindo

8

a lagrangiana para esse sistema na equacao pj = 2£ - para a Coordenada Y, temos como

resultado a equacgao

L 1 1
B= 50 = 5 2ww¢2+4f>—4ngy+3/i;nfﬁ+y%d4 i+ [eidr, (4105

logo, 92 e 3° sdo, respectivamente,

< / y2dt> , (4.106)

3
P = <py - / Cg‘ﬂdt) . (4.107)
m m
A partir da equagao (4.105), podemos obter logo
2c . 8y
ZJ = 4.108
8py / m 8py ( )

De posse dos valores de @2, 3, 5 e ¢, vamos substituir na equacao (4.65), logo obtemos
1 Pz € .2 i Dy € 2 i
L=-m ——/—.:Edt + f—/—ydt — mgy
2 m m m m
1 c s c K
+/cl(px —/j?dt) + (py —/y’2dt> ]dt.
3 m m m m
Com a lagrangiana obtida, podemos finalmente obter a hamiltoniana, portanto
1 c 2 c 2
H = :pr + ypy — L= xpa: + ypy - m[(“ - / ‘lb?dt> + (py - / ygdt> 1
2 m m m m
1 c ’ c ’
—l—mgy—/c[(pm —/:t%it) + (py —/y%ﬁ) 1dt.
3 m m m m

(4.110)

(4.109)

Substituindo a hamiltoniana na primeira equac¢ao de Hamilton (2.71) para a coordenada

x, obtemos

g 08 g 0L OF Ly OROL_ 0% 0T i
T Op.  Opal” Ops  Op'” Ops 0% Op,' " ap. Lo\
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logo temos como resultado a seguinte equacgao
T =1, (4.112)

desta vez, substituindo H na segunda equacao de Hamilton para a coordenada x, temos

que

on
ox dt
substituindo p, na equacao anterior e efetuando o calculo da derivada temporal, temos a

P = =0, (4.113)

seguinte expressao

dpx o d . -9 . 22
= Cﬁ(mx+/cx dt) = mi + cx® = 0, (4.114)

ou ainda
mi, = —cv2. (4.115)

Essa é a equacao para a coordenada x. Resta apenas obter a equacao para a coordenada
y. Primeiramente, substituindo a hamiltoniana na primeira equagao canénica de Hamilton

para a coordenada y, ficamos com a seguinte equagao

. 9H 9y 9L oy . 9y OL By .oy
= ey = g b = L p 4y — =Zp,, (4116
y apy apypy y apy 8pypy y apy ay apypy y apypy ( )

logo, temos que
v =9, (4.117)
por tltimo, substituindo a funcao de Hamilton na segunda equagdo canodnica de Hamilton,

temos a seguinte expressao

OH dpy

Py o = o mg, (4.118)

para obter a equacao de movimento, vamos substituir p, e calcular a derivada, logo obtemos

d, d
% == <my + /cgfdt) = mij + ¢ = —mg, (4.119)
ou de outra maneira
mov, = —mg — cv. (4.120)

Finalmente, obtemos a equacao de movimento para a coordenada y.

Formulagao Hamiltoniana para o Arrasto Quadratico Completo a partir
de uma Lagrangiana Equivalente: Por fim, vamos obter as equac¢oes de movimento
para o arrasto quadratico completo com a velocidade a partir da formulagao hamiltoniana
da mecanica. Como nos outros casos, vamos obter a lagrangiana em termos dos momentos.

Utilizando a equacao py = g—qu, vamos obter i? e 7. Inserindo os valor da lagrangiana
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equivalente para este caso na equagao p, = c% para a coordenada x e efetuando a derivacao,

temos

oL 0|1
= 2 2
Dz = EX 8:;2;[2 (:): +y m9y+/ :1:+y dt] m:r+/cx\/mdt (4.121)

isolando e elevando ao quadrado &, obtemos

2
2= (2 [ Safir 4122
T (m —&\/E +79 : (4.122)

Agora, vamos inserir o valor da fun¢ao lagrangiana equivalente para o caso do arrasto

6L

quadratico completo na equacao equacao py = e calcular a derivada, portanto

8L 01
Py = 0y ay lQ (z —I—y mgy+/ x +y dt] —my+/cy\/mdt 4123

isolando ¢ e elevando ao quadrado, temos

2
P (B [ Sy i 1124
Y (m e A ' (4.124)

De posse de i e 2, vamos substituir os valores dessas grandezas na lagrangiana (4.79),

logo temos que
2 2
1 © Ty Y T
L= 2m[<fn —/%x\/:ﬂ —|—y2dt> + (%’L —/%y\/xQ +y2dt> 1 — mgy
2 212
1 v N e Y 2
+/3c[<£ﬂ —/;L:r\/x?%—gﬂdt) + (Z;?L —/;y\/xQ—l—yzdt) ] dt,

e a hamiltoniana é

2 2
1 © Y e Y S

H = &p, + yp, — 5™m [( —/;La:\/a:?jtyzdt) + <i§ —/;y\/.r2+y2dt> ]
2 2

+mgy—/ K /;:m/abuyy?dt) + (iﬁ’b —/sz\/i’Q—i—y.Zdt) ] dt.

(4.125)

Njw

(4.126)
Substituindo essa fun¢ao na equacao de Hamilton para a coordenada x, obtemos
0OH dp,
Iy = ——— = =0, 4.127
P ox dt ( )
inserindo o valor de p, e derivando essa quantidade com relagao tempo, temos o seguinte
resultado
dp, d
CZ = dt(mx’—i—/cw\/ﬁ—i—gﬂdt) = mi + ci\/ 1% + y? = mi = —ciy\/i? + 3?2,
(4.128)
ou

MUy = —CUz\/VF + V2. (4.129)
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Agora, substituindo a hamiltoniana para esse sistema na equagao candnica de Hamilton

para a coordenada ¥, chegamos ao seguinte resultado

OH /

ou ainda

miy, = —mg — cvy, /v + v2. (4.131)

Enfim, obtemos a equacao de movimento para a coordenada y para esse sistema.

Nota-se que, obtivemos as mesmas equagoes de movimento pelo formalismo la-
grangiano e hamiltoniano. Isso mostra que had mais uma alternativa para a obtencao das
equagoes de movimento para o arrasto linear, quadratico e quadratico completo com a
velocidade. No caso quadratico completo, apesar de nao termos explicitado o calculo da
primeira equacao de Hamilton, a hamiltoniana obtida é consistente assim como a do caso

linear e do caso quadratico.

Férmula Geral da Lagrangiana Equivalente: H4 um método geral para a
obtencao de uma func¢ao lagrangiana equivalente para sistemas dissipativos sujeitos a
forcas dependentes da velocidade. Esse método consiste no uso de uma equagao geral
para obtencao de uma lagrangiana equivalente, bastando, apenas, determinar uma funcao
que, ao substituir na lagrangiana geral e, na equacao de Lagrange, nos dara a equacao
de movimento para um sistema dissipativo sujeito a uma forca dependente da velocidade.
Antes de apresentarmos a formula geral, primeiramente, vamos mostrar a equagao de

movimento unidimensional [25], portanto:
mi = f(x, ). (4.132)
A lagrangiana equivalente geral é
L) = [ ' ;G(v, ), (4.133)

em que G(v,z) é uma funcdo a ser encontrada depois [25]. Como a lagrangiana (4.133)
deve satisfazer a equacao de Lagrange, vamos substituir essa expressao na equacao de

Lagrange para a coordenada z, logo temos

i(;j) [x /iUlQG(U,x)dU] _ gclf /iUlQG(v,x)dv] —0, (4.134)

que resulta em
L0G(2,2)  0G(%,x) #0G(&,r) O0G(&,x)
o " i e | oz
f(z,®)

(4.135)

da equagao (4.132), temos que & = , substituindo esse resultado na equagao acima e

passando o segundo termo do lado esquerdo para a o lado direito da equagao, obtemos

L OG(z, )  OG(z, i)

1
%f(x, ) 5 R (4.136)
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Essa equacao diferencial nos dard a fungao G(z, ) que precisamos para achar a lagrangiana
equivalente. Mas, para isso, precisamos definir qual forga f(z, ) o sistema esta sendo

submetido.

4.4 Calculo Fracionario Aplicado no Lancamento Obliquo Sujeito a Forca de

Resisténcia do Ar

Por fim, nesta se¢ao, vamos obter novamente as equagoes de movimento para o
lancamento obliquo de uma pequena esfera sujeito a forca de resisténcia do ar, mas desta
vez, via calculo fraciondrio. O primeiro a propor a utilizacdo do calculo fracionario na
mecanica lagrangiana e hamiltoniana para descrever sistemas dissipativos foi Riewe, como
podemos verificar no artigo publicado por ele [26]. Riewe utilizou o célculo fracionario
para generalizar o principio da minima acao ao incluir derivadas de ordem % (um meio)
nas lagrangianas [11]. Com isso, ele conseguiu obter lagrangianas fisicas para movimentos
sujeitos a forgas dissipativas. Entretanto, na formulagao dele, ha alguns problemas como
o limite ser inconsistente matematicamente falando e essa formulacao s6 abrange forcas
dissipativas lineares com a velocidade [11, 27]. Para resolver essas inconsisténcias, [11] e
[27] utilizaram as derivadas de Caputo e generalizaram o principio da minima agao ao
incluir derivadas de ordem superior (n = 3,4,5, ..., ) nas lagrangianas. Portanto a acao

fica como sendo:

b dx d"x dx
S:/ Lz, %8, 28 Cpaoy Cpaa &
a <QJ, dt’ 7dtn7a t .T,a t dta ’

4.137
. (4.137)

C n
aD;El %71‘,

o o, dT o, d'T
Dpox, ¢ Dy dt,...,thb"dtn,t>dt.

A partir dessa expressdo, [11] e [27] obtiveram a equacao de Lagrange generalizada para a

coordenada x:

oL & ~d'[ OL i ! oL oL
> (D) [x] +2 (=) '— l Dy > oraray + aDaiml =0
Ox ; dt* | 0( %) ; dii [ O D) ' A(f Dy &%)

(4.138)
Essa equacao sera utilizada para obtermos as equagoes de movimento para os arrastos

linear, quadratico e quadratico completo.

Formulacao Lagrangiana para o Arrasto Linear a partir de uma Lagrangi-
ana Dependente de Derivadas Fracionarias: Primeiramente, vamos obter as equacoes
de movimento para o arrasto linear com a velocidade a partir de uma funcao lagrangiana
dependente de derivadas fraciondrias. A lagrangiana para esse caso pode ser definida como
(11, 27):

o 1 1 1 ) . b 1\ 2 1\?
L n§ D EDF0) = gt 4 = may-+ | (08 + (D3] |. (4139

Da equacgao acima, conseguimos identificar os valores de i e a na equagao de Lagrange para

a coordenada x, os valores sao ¢ = 1 no primeiro somatoério, 7+ = 0 no segundo somatorio e,
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por tultimo, ag = % Portanto, a equagao de Lagrange generalizada para a coordenada x

para esse sistema fica como sendo

gﬁ = i(%) +.D; P aL% +oD7 CaLé — 0, (4.140)
(D) (7 Dy x)
Como s6 temos derivadas a direita na lagrangiana (4.139), logo temos que a equagao acima
torna-se )
gi — i(gi) + anﬁcaLé =0. (4.141)
(t Dy )

Agora, substituindo (4.139) em (4.141), temos que

a1-2-2 bc%20%2 d81,2,2
&r{Qm(x +97) m9y+2[<tDbx> + 1 Dyy 7\ on §m(x +97) — mgy

b[(o 2 o 2
+§ <tDb2x> +<tDbgy>‘|}: )
(4.142)
calculando as derivadas, obtemos como resultado
mé — b(,DECDEx) = 0, (4.143)

11
para calcularmos o termo ,DZ¢ Dz, precisamos de uma importante propriedade das

derivadas de Caputo. Essa propriedade surge quando toma-se o limite de lim,_,, com ¢

sendo o ponto médio do intervalo [a, b] [11, 27]. Portanto o resultado desse limite é
CDpf(t) ~ ~C DR f (1), (4.144)
Aplicando essa propriedade em (4.143), temos que
mé + b(,DECDEx) = 0, (4.145)

agora, precisamos mexer no segundo termo do lado esquerdo dessa equagao, para que

possamos obter a equacao de movimento. Portanto,

1o 1 d, t 1.d
athZaCDt2 (x) = %(m]tzajf)%(l’), (4.146)

pela lei dos expoentes para integrais fracionarias de Riemann-Liouville & esquerda (3.5),
1 1

temos que J72 o J? = 4J;. Substituindo esse resultado na equacao (4.146), obtemos

1o d, .d
«DFEDE () = — (o) 7 (@), (4.147)

11
como a integral da derivada de uma fungdo é a prépria fungdo, temos que ,DZ$ Df (z) = 4.

Substituindo esse resultado em (4.145), temos

mi = —bi, (4.148)
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ou
mv, = —bu,. (4.149)

Essa é a equacao de movimento para a coordenada x para o arrasto linear com a velocidade.
Agora, vamos obter para a coordenada y. Para a coordenada y, a equacdo de Lagrange

generalizada é:

1 L
oL _ d(@) Dpi 9t (4.150)
AN O£ Di)
Substituindo (4.139) em (4.150), temos que
1., 1
mij +mg — b(o Dy Diy) = 0, (4.151)

fazendo lim,_,; e fazendo os mesmos passos feitos para a obtengao da equacao de movimento

para a coordenada x, temos como resultado

my = —mg — by, (4.152)
ou ainda

muv, = —mg — bu,. (4.153)
Essa ¢ a equacao de movimento para a coordenada y.

Formulacao Lagrangiana para o Arrasto Quadratico a partir de uma La-
grangiana Dependente de Derivadas Fracionarias: Agora, vamos obter as equacoes
de movimento para o arrasto quadratico com a velocidade. Para isso, vamos obter uma la-
grangiana dependente de derivadas fracionéarias que nao existe na literatura. Primeiramente,

vamos propor a lagrangiana como sendo:
1
L= §m(x'2 +9%) —mgy — L1, (4.154)

com Ly = k[({ Dh(x))(S D f()) + (£ Dih(y)) (¢ D f(9))]- A equagdo de Lagrange gene-

ralizada para a coordenada x para essa lagrangiana ¢

oL dav| oL dh oL ar | df oL
— 4+ (1) |+ — D)+ (—1)"— e Dy - =0.
Ox (=1) dtn [8(%)] dz’ ®9(CDgh) (=1) dtm d(‘fi?)t " 9(C Dy f)
(4.155)
Daqui a diante, vamos representar h" = ZZZ e fr = f;—f, além disso, vamos fazer as

operagoes sem o coeficiente k da fungdo L;. Agora, substituindo L; na equagao (4.155)

para n = 1, temos como resultado

d
WDy DEF) = 2 (FF D D) = 0, (4.156)
chamando o = % e fazendo o limite de lim,_,;, temos como resultado

df d{(,dh
| = 4.157
h dt dt (f dt) 0 ( )
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agora, utilizando a regra da cadeia, obtemos

d d(,dh d
h’dfdé - (f’d:t:> =[5~ (F''E), (4.158)
T X

calculando as derivadas temporais, obtemos
R f'i — (f'Wii+ [+ f'W i) = —f'Wii — f''i* = 0. (4.159)

Como precisamos de um termo que nos dé a velocidade ao quadrado, logo vamos impor que,
"R =0e f'h" = constante. Portanto, f(i) = & e h(x) = x*. Fazendo os mesmos passos
para a coordenada y, obtém-se um resultado andlogo f(¢) = 9 e h(y) = y?. Substituindo

os valores dessas quantidades obtidas e o valor de & = £ na funcao L;, temos que

%
C 1 1 1 1
Ly = 5[(5173 2*)( Dia) + (¢ DR y?) (G DE ) (4.160)

Substituindo esse resultado em (4.154), obtemos
I s . c 1 L 1 1
L= gm( +%) —mgy — S(CDF?)CDEa) + CDHACDH). (4161
Agora, substituindo (4.161) em (4.155) para a coordenada z, em que f =% h=2,n=1

, obtemos como resultado

N[

e =

1 1 d 1 1
—mi — cx (tD; “D; x) +- (;thSD; x2> =0. (4.162)

Tomando o limite de lim,_,;, temos que

1 1 d 1 1
—mi + cx (tDthCDg‘ x) - (;th cp? :c2> =0, (4.163)
que resulta em
—mz + cx— (&) — =—=(x°) = —mI + cx® — cxd — cx .
dt 2 dt? ’

fazendo algumas manipulagoes, temos que

mi = —ci?, (4.165)
de outra maneira

mi, = —cv’. (4.166)

Essa é a equacao de movimento para a coordenada x para o arrasto quadratico com a
velocidade. Por tltimo, vamos obter a equacdo de movimento para a coordenada y. A

equacao de Lagrange para a coordenada y é:

oL . d"[ oL | dh . 0L nd A e L]
ay TV W[W]+dytl)b oo Y L e )

(4.167)
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Substituindo (4.161) em (4.167) e notando que f =y*>, h=gy,n=1ea = %, temos como
resultado a seguinte expressao

. L. 1 d{c 1 1
—mij —mg — ¢y (thaCDf y> += <2th§Dt2 y2> =0. (4.168)

Fazendo o limite lim,_,; e fazendo as mesmas manipulagoes feitas para a coordenada =,
temos como resultado
d cd  ,
—mii — — () — =— =0, 4.169
mij —mg + ey (9) = 0 () (1.169)

calculando as derivadas e realizando algumas manipulagoes, obtemos

mij = —mg — ¢y, (4.170)

ou

mv, = —mg — cvi. (4.171)
Por fim, obtemos a equacao de movimento para a coordenada y para o arrasto quadratico.

As equagbes que obtivemos para o arrasto linear e quadratico com a velocidade sao
iguais as que encontramos pela funcao de dissipacao de Rayleigh e pela funcao lagrangiana
equivalente. Vale ressaltar que, a lagrangiana dependente de derivadas fracionarias para o
caso quadratico nao é encontrada na literatura e encontramos essa fungao com o auxilio

do Professor Matheus J. Lazo, da Universidade Federal do Rio Grande (FURG).

Por fim, vamos obter as mesmas equagoes de movimento para o lancamento obliquo
de uma esfera sujeita a forga de resisténcia do ar via formalismo hamiltoniano através do

uso de lagrangianas dependentes de derivadas fracionarias.

Formulacao Hamiltoniana para o Arrasto Linear a partir de uma La-
grangiana Dependente de Derivadas Fracionarias: Agora, vamos obter as equacoes
de movimento para o arrasto linear com a velocidade. Mas, para isso, assim como foi
feito na secao anterior, vamos fazer uma mudanca na lagrangiana para que a mesma fique
em funcao dos momentos, pois a hamiltoniana depende dos momentos canonicos. Nesse
sentido, vamos utilizar a equagao py = g—(fk para obtermos 42 e 72, além disso, vamos
utilizar essa equacao para obtermos p, 1epy1, onde esses momentos sao utilizados devido
ao uso de derivadas fraciondrias de ordem um meio. Substituindo (4.139) em (2.63) para a
coordenada x, obtemos

Py = MIT, (4.172)

isolando & e elevando ao quadrado, obtemos
2
.2 p
a partir do mesmo processo de obtencdo de @2, obtemos que 7 é

2
2 _ Py

Ut (4.174)
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Para obtermos p,1 e p,1, vamos definir que a derivada de ordem um meio de z serd
2 2
1

1 1
“Dz e de y por yi = “D2Zy. Agora, substituindo (4.139) em

representada por z1 =y
2

(2.63) para x3, temos como resultado

L 1
pey = —2E 4Dk, (4.175)

1
cnz
0y D¢ x

[N

de maneira analoga para yi, obtemos que p,1 € igual a
2 2

oL
Py, = = b(tCD

- 1
of D2y

S o=

y). (4.176)

[N

1 1
Agora, substituindo 2, 9%, D2z e ¥ DZy em (4.139), ficamos com o seguinte resultado

1 b
L=—p:+p))—mgy+ 5[(x1)” + (y1)*]. (4.177)
2m 2 2 2
A hamiltoniana desse sistema é
H = TPy + x%pxl + ?pr + y%pyl - L, (4178)

substituindo (4.177) em (4.178), obtemos

Pt ), (4179)

1
2

. . 1 b
H = ips+x3pey +9py + Y30y, — 5~ (05 +0)) +mgy — 5@

2m 2
ou . .

H=_—{p>+p’ —[(p2, )? 2. 4.180
5, P+ 0y) +mgy + o [(pey)” + (pyy )] (4.180)

As equagdes de Hamilton para a coordenada x para esse sistema sao, respectivamente

OH OH

P = , )y = ——, 4.181
o T T (4.181)

e a equacao canonica de Hamilton para x1 é
2

OH

T1 = . (4.182)
> Opa,
2

e a equagao sugerida por [26] para esse caso além das demais equagoes é
C oH
DZp,, = — ) 4.183
t bp % 8‘%; ( )

Agora, substituindo (4.180) na primeira equagao de Hamilton (4.181), temos como resultado

. OH p,
T = = —

- — g 4.184
oo m (4.184)

em sequéncia, substituindo (4.180) na segunda equacao de Hamilton (4.181), obtemos

OH

pe=—p-=0 =  mi=0, (4.185)
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agora, substituindo H em (4.182), ficamos com a seguinte expressao

T Op., b
2

=X

. (4.186)

N

por ultimo, vamos substituir a fun¢do de Hamilton para esse sistema na equagao (4.183),

logo temos que

1 1
(Dipey =—5—=—bry = [Djp, = by (4.187)

Esses resultados mostram que hé inconsisténcias na formulagao hamiltoniana fazendo uso
de derivadas fracionarias para o arrasto linear, pois essa teoria nao nos fornece as equagoes
de movimento corretas para o lancamento obliquo sujeito a forca de resisténcia do ar. Vale
ressaltar que, nao fizemos os calculos para a coordenada y, pois as equacoes de Hamilton
para essa coordenada fornecem os mesmos resultados obtidos para a coordenada x, exceto
quando utilizamos a segunda equac¢ao canonica, que nos fornece o resultado mij = —mg,

no entanto, nao é essa equacao que estavamos buscando.

A partir desses resultados obtidos para o caso do arrasto linear com a velocidade,
acreditamos também que nao seja possivel obter as equagoes de movimento para o arrasto
quadratico com a velocidade via formalismo hamiltoniano a partir de uma lagrangiana
dependente de derivadas fracionarias. Para o caso do arrasto quadratico completo, acredi-
tamos que até seja possivel encontrar uma lagrangiana para esse caso, mas nao ¢ um tema

para um TCC, devido o tempo aplicado ao trabalho.
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5 CONCLUSAO

Conclui-se que, este trabalho se mostrou satisfatéorio para o que foi proposto,
pois conseguimos obter as equagoes de movimento para o lancamento obliquo de uma
pequena esfera lisa sem sofrer rotacdo submetida a forga de resisténcia do ar pelos
formalismos lagrangiano e hamiltoniano para sistemas dissipativos. Porém, nem todos os
métodos utilizados nos ajudaram a chegar nas equagoes que queriamos encontrar através
dos dois formalismos. Pela mecénica lagrangiana, conseguimos encontrar as equagoes
de movimento através da funcao de dissipacao de Rayleigh, lagrangiana equivalente e
lagrangiana dependente de derivadas fracionarias, com excecao do arrasto quadratico
completo com a velocidade. Com a mecénica hamiltoniana, conseguimos encontrar as

equacgoes de movimento somente utilizando o método da lagrangiana equivalente.

Vale destacar que, conseguimos fazer algo inédito neste trabalho. Primeiramente,
conseguimos obter uma funcao lagrangiana equivalente para o arrasto quadratico completo
e, com isso, conseguimos obter as equagoes de movimento para esse caso utilizando os
formalismos lagrangiano e hamiltoniano. E, conseguimos formular uma func¢ao lagrangiana
dependente de derivadas fraciondrias para o arrasto quadratico com a velocidade com
ajuda do Professor Matheus J. Lazo, da Universidade Federal do Rio Grande (FURG) e,
com essa funcgdo, chegamos nas equagoes de movimento através do formalismo lagrangiano.
Nessa perspectiva, estes resultados obtidos nos mostram que, sempre podemos encontrar
algo novo na fisica, mesmo para uma teoria que esteja bem estabelecida ha muito tempo

como é a mecanica classica.
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