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Resumo

Neste trabalho, apresentamos o Método da Energia, uma ferramenta poderosa para analisar o
comportamento de solu¢des de uma Equacdo Diferencial Parcial (EDP). Através de conhecimentos
basicos de calculo, nomeadamente derivadas e integrais, citamos e deduzimos o método em questao.
Além disso, realizamos duas aplicacdes do método: uma considerando um sistema de EDP que
modela pequenas curvaturas em uma viga de Timoshenko, onde concluimos que o funcional de
energia apresenta um decaimento polinomial; e a outra considerando um sistema de EDP que modela
pequenas curvaturas em uma ponte suspensa, onde concluimos que o funcional de energia apresenta

um decaimento exponencial.

Palavras-chave: Método da Energia, Equagdo Diferéncial Parcial, viga de Timoshenko, ponte sus-

pensa, decaimento polinomial, decaimento exponencial.



Abstract

In this work, we present the Energy Method, a powerful tool for analyzing the behavior of so-
lutions to a Partial Differential Equation (PDE). Through simple knowledge of calculus, namely
derivatives and integrals, we cite and deduce the method in question. Furthermore, we perform two
applications of the method: one considering a PDE system that models small bends in a Timoshenko
beam, where we conclude that the energy functional has a polynomial decay; and the other consi-
dering a PDE system that models small bends in a suspension bridge, where we conclude that the

energy functional has an exponential decay.

Key-words: Energy Method, Partial Differential Equation, Timoshenko beam, suspension bridge,

polynomial decay, exponential decay.
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Introducao

Na literatura, um dos pilares da matematica aplicada é constituido pelo estudo das Equacdes
Diferenciais Parciais (EDPs), fornecendo o arcabouco tedrico para a descri¢do de fendmenos fisicos
que variam no espaco e no tempo, como a difusdo de calor, a propagacao de ondas, flexoes de vigas
e a dindmica de fluidos. Dentre as muitas dreas desta teoria, a andlise do comportamento de longo

prazo das solugdes € um dos objetivos principais, denominada analise assintética.

Uma forma de estabelecer o comportamento de uma solu¢do de EDP é conhecendo-a, no en-
tanto, historicamente, a busca por soluc¢des explicitas para tais equagdes mostrou-se muitas vezes
quase impossivel, considerando os métodos simplicados que existem. Diante dessa limitacdo, o
desenvolvimento de métodos qualitativos tornou-se indispensavel. Uma ferramenta que € muito

utilazada para este fim, € o chamado Método da energia.

O método da energia utiliza ferramentas da analise funcional para investigar o0 comportamento
global das soluc¢des por meio de quantidades escalares conservadas ou dissipadas. A esséncia desta
técnica reside na constru¢do de um funcional, chamado funcional energia, que estd diretamente
relacionado com a solucdo da EDP. Ao estabelecer desigualdades diferenciais para esses funcionais,
€ possivel extrair informacdes cruciais sobre a estabilidade do sistema. No contexto da andlise
assintdtica, o método permite demonstrar taxas de decaimento (exponencial ou polinomial) para a
energia total, garantindo que a solucdo do problema perturbado convirja para o estado de repouso
conforme o tempo tende ao infinito. A literatura atual € cheia de trabalhos que usam o Método da
Energia (ver [1-5])

Neste trabalho, temos como objetivo usar conhecimentos obtidos nas disciplinas de calculos
para compreender o funcionamento do Método da Energia, sem nos preocuparmos em que espagos
funcionais as funcdes pertencem. Apods a explicitagdo do método faremos duas aplicagdes, a saber,
a primeira € em uma EDP que modela vibracdes em vigas (ver [8]) e a outra é uma EDP que
modela vibracdes em uma ponte suspensa [9, 10]). Nas duas aplicagdes ndo estamos interessados
na fisica do modelo e boa colocag@o, mas sim, na aplicacdo do Método da Energia para determinar

0 comportamento assintotico.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, estamos interessados em fazer um resumo sobre derivadas e integrais de funcdes

reais, citando e demonstrando algumas propriedades, para mais detalhes ver [6]. Isso serd de grande

importancia para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Derivadas

Inicialmente, faremos um resumo sobre limite de fun¢des reais.

Definicao 1.1. Seja f uma funcdo real definida em A C R e a um ponto de acumulacdo de A.

Dizemos que L € R € o limite de f(x) quando x se aproxima de a quando, dado ¢ > 0, existe 6 > 0

tal que, x € A e
|t —a| <6 = |f(x)—L| <e.

Simbdlicamente, temos

em caso afirmativo.

Por exemplo, Para toda constante K € R temos

lim K = K.

r—a

De fato, pois dado € > 0, podemos § = 1 e teremos que

|t —a|<1l = |[K-K|=0<e.

Como queriamos demonstrar.

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)



As propriedades de limites sdo importantes, no entanto focaremos naquelas que serdo necessarias

para os nossos objetivos, entre elas, temos as seguintes:

Lema 1.1. Se lim,_,, f(x) = L. Entdo, existem 6 > 0 e K > 0, tais que
lr—a| <0 = |f(x)] < K.
Demonstragdo. Por definicdo, dado € = 1, existe 6 > 0, tal que
lz—al <6 = |f(x)—L| <1,
implicando que
lzt—al<d = L—-1<f(z)<L+1.
Tomando K = max{|L — 1|,|L + 1|} temos que

lt—a| <0 = K< f(z)<K = |f(z)] < K.

O
Lema 1.2. Se lim,_,, f(z) = L e lim,_,, g(x) = M.Entdo,
i) Limite da soma
lim [ f(x) + g(a)] = L+ M; (1.5)
ii) Limite da produto
lim [ (2).9(x)] = L.M: (16)
iii) Conservacdo do sinal
Caso f(z) < g(x) para todo x préximo de a, temos que
L < M. (1.7)
Demonstragdo. i) Por hipétese, dado € > 0, existem 6; > 0 e 62 > 0, taisque x € Dyngy €
2 —a| < 8 = ]f(x)—L|<% (1.8)
e
1z —a| <8 => |g(z)— M| <§. (1.9)



Tomando ¢ = min{dy, J }, temos que obtemos que

|t —a| <0 = |z —a|] < e |z —a| <ds.

Assim,
|z —al <6 = [f(x)+g(z) - (L+M)] = |f(z)—L+g(x)— M)
< |f(z) = LI+ |g(z) — M)
€ €
< 54‘5

ii) Por hipétese, dado € > 0, existem ¢; > 0 e d2 > 0, taisque x € Dyny €

€
—al <6 = - Ll < — 1.10
o —al <8 = |f(2) - 1 < o (110)
e
—al <8 = |g(a)— M| < ——, (1.11)
2|L]
onde K > 0 tal que |g(z)| < K.
Tomando 0 = min{dy, d»}, temos que obtemos que
|t —a| <0 = |z —al] < e |z —a|] <ds.
Assim,
[z —al <6 = |f(z)g(x) = LM| = |f(z)g(x) = g(x)L + g(x)L — LM|
< |f(@)g(x) — g(@) L] + [g(x)L — LM]
= lg(@)[|f(x) = LI+ |L]lg(z) — M]
€ €
< K—=+|L|=/—
ox T IH5
= e.
iii) Vamos supor por contradi¢do que M < L. Por hipétese, para ¢ = %, existem 6; > O e
9y > 0, taisque x € Dy €
L—-M
lz—a| <6 = |f(z)—L|< 5
L—-M L—-M
= L— < f(x) < L+
L+ M 2L—-M
L <) < =



L—M
lz—al <9y = |g(x)—M|< 5
L—-—M L—-—M
= M — 5 <glx) <M+ 5
3SM — L L—M
5 <g(z) < 5

Tomando 0 = min{dy, d»}, temos que obtemos que
|t —a| <0 = |z —a|] < e |z —a| <ds.
Assim,

|z —a| <0 = g(z) <

Contradicdo, pois, por hipétese temos que f(z) < g(x).

Agora, vamos para o conteido de derivadas.

Definicao 1.2. Seja f : A — R e a € A. Dizemos f é uma derivdvel em a, e denotamos a derivada

d
de f em a por f'(a) ou %, quando o seguinte limite
f'(a) = lim f@) = fla) (1.12)
z—a T —a
existe. Caso f seja derivdvel em todo x € A, dizemos simplesmente que f é derivdvel e
. fle+h)— [f(z)
/ —
f(z) = ]111_% h . (1.13)
Por exemplo, para f(z) = K, onde k € R, temos que
. fla+h)—fl@) . K-K 0
/ —_— f— —_— i p—
fo=m= =i =m0 (119
E, para f(z) = x, temos que
flet+h)—fx) . @t+h)—x . h
/ — p— p— Elip— pr—
L

As propriedades de derivadas sao importantes, no entanto focaremos naquelas que serdo neces-

sdrias para os nossos objetivos, entre elas, temos as seguintes:

Lema 1.3. Se f'(x) existe. Entdo,

}lgr(l)f(m—i—h) = f(z). (1.16)



Demonstragdo. Usando a propriedade ii) do Lema 1.2 temos que

fx+h) - fz)

tim(f (e +h) — f(@)) = Jim | LTIy
= lim flwth) = Jw) lim(z — a)
h—0 Tr—a h—0
= f(z)-0=0.

Portanto, ando a propriedade ii) do Lema 1.2 temos que

lim f(x+h) = lim[f(x+h)— f(z)+ f(z)]

h—0 h—0
= lim[f(z+h) = f(2)] + lim f(z)
— }llg%f(x)

Como f(z) é constante em relagdo h. Temos que

lim f(x + h) = f(x).

h—0

Lema 1.4. Se f'(x) ¢ ¢'(z) existem. Entdo,
i) Derivada da soma
(f +9) @)[f(z) + g(x)] = f'(z) + g'(2);
i) Derivada da produto
(f9)'(z) = [f(z).9(x)]" = f'(z).9(x) + f(z).g'(x);

Demonstragcdo. Vamos demonstrar i). Temos que

(f+tg)(x+h) —(f+9)(2)

(f +9)(x) = lim

h—0 h

_ o J@EN 9@t h) = (f(@) + g())
h—0 h

— lim f($+h)—f($)+g(x+h)—g(x)
h—0 h .

Usando a propriedade (i) do Lema 1.2 temos que

f(x+h) - fx) gle +h) —g(x)
h

/ K
(7 + 0 = fm

+ lim ST — ['(x) + ¢/(a).

(1.17)

(1.18)



Agora, vamos demonstrar ii). Temos que

(fg)'(z) = lim (fg9)(@+h) — (fg9)(z)

h—0 h
o L@ gl 4 ) — f@)g()
h—0 h
_ iy St 9@t k) — g(z + h)f(2) + gz + h) f(2) — fl2)g(2)
h—0 h
i F@ D) = F@)g(a + ) + f@)lg(a + ) — g(o)
h—0 h .

Usando as propriedades (i) e (ii) do Lema 1.2 temos que

[f(z+h) — f(z)]g(z + h) f(@)lg(x +h) — g(x)]

(fg)'(z) = lim - + lim .
_ fllli% flx + hf)b — f(@) ,13259(95 +h) + }lg%f(x) }lg% glx+h) —g(zx)
= jim flos h,i @) @)+ fa) lim gz + h})L —g(x)
= fl2)g(x) + f(x)d (2).

1.2 Integrais

Definicio 1.3. Seja f uma funcdo definida no intervalo |a,b| e P uma parti¢do do intervalo [a,b]
dada por P = {z; € [a,b]; 0<i<nea=xy<z) <y < <y <x,=>b}. Dizemos que

| € integrdvel sob o intervalo [a, b], denotado por fab f(z)dz, quando

b n
/a f(z)dz = lim_}ozf(cl)Axi (1.19)

max Ax;
existe, onde ¢; € (r;_1,x;) e Ax; = x; — T;_1.

As propriedades de integrais sdo importantes, no entanto, novamente focaremos naquelas que

serdo necessarias para os nossos objetivos, entre elas, temos as seguintes.

Lema 1.5. Se f(x) e g(x) sdo integrdveis no intervalo [a, b]. Entdo,

i) Integral da soma

[+ gwie= [ e+ [ ot (1.20



ii) Integral da multiplicagcdo por um escalar
b b
/ K f(x)dx = K/ f(x)dx, Y keR,

iii) Consevagdo do sinal

Se f(x) < g(z), temos que

[ e < [ g
o] < / @)l

v) Se f(x) > 0, para todo intervalo [c,d] C |a,b], tem-se que

[ o /f

Demonstracdo. Vamos demonstrar i). Temos que

iv) Desiguladade entre modulos

n

/ [f(x) + g(x)]de = lim Z[f(cz) + g(c;)] Az

max Az; —0
=1

lim Zf ¢)Az; +  lim Zg ;) Ax;

max Ax; —0 max Az; —0

/Gf(:c)d:c—i—/a g(x)dzx.

Agora, vamos demonstrar ii). Temos que

b n b
/a Kf(x)dx = maXhAril_)OZ Kf(c)Ax; = maXhArilﬁO; fle)Ax; = K/a f(z)dz

Agora, vamos demonstrar iii). Temos que

b n
/a f(x)de = maxllAIg%;f(ci)Axi < maXhAI?ﬁOZg ¢i)Ax; = / g(x)dz.

a

Agora, vamos demonstrar iv). Temos que

lim E ;) Az,
max Az;—0 4 f ! !

Zf (c;)Ax;

< lim Z!fcﬁA:z;z

max Ax; —0

= / |f(z)ldz.

< lim
max Ax; —0

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)



Por fim, vamos demonstrar (v). Sejam
P={y;€la,b]; 0<i<nec=y < <y <-<Yp1 <yYn=d}
uma parti¢éo de [¢,d] e
Q={z; €la,b]; ea=wp,2p11=bxi41 =v;,0<i<n—1}

uma particéo de [a, b]. Temos que

d
| o= tm S e)ay

max Axz; —0 4
=1

b n
/a f(x)dx = mathIarvli%O; f(ei)Ax;.

Desde que P C () segue que Ay; < Az;. Portanto, como f(x) > 0 obtemos

d n n b
[ t@ar= w3 fe)du< lm S fe)an < [ fads
c i=1 =1 a

max Axz;—0 max Az;

]

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental do Célculo). Seja f uma fungdo integral no intervalo |a, b). Se
F étal que de F'(x) = f(x) em [a,b], entdo
b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) = F(x)| . (1.25)

Demonstragdo. Como a demonstracdo deste Teorema € um pouco mais complexa, deixamos ao

leitor a seguinte referéncia [6].

0
Lema 1.6. Se f e g sdo fungdes integrdveis e derivdveis no intervalo [a,b) . Entdo
[ 7= s - [ rwgea (1.26)
Demonstragdo. Pela propriedade ii) temos que
F@@)] = f'@)g(e) + F2)g'(z). (1.27)
Resultando que
f@)g(e) = @) ~ f()g (@) (1.28)



Logo,

b

/f’(w)g(x)dﬂf = [ AF@)g(@)] = f(2)g'(x)}dx

a

- /ab[f(x)g(x)]'dx—/abf(x)g’(fv)dx

= flo)g(x)| — [ [fla)d (x)d.

a

a

1.3 Desigualdade Classicas

* Desigualdade de Young

Sejam a e b dois reais ndo negativos. Temos que
(a —b)*> >0,
implicando que
@2—|—b2—2ab20,

Logo,

Alem disso, para todo € > ( temos que

ab = (v2ea) (Lb> < (V2ea)? . (%1) :€a2+b_2‘

V2¢

* Desigualdade de Cauchy-Schwarz
Sejam f e g fungdes tais que | f|* e |g|* sdo fungdes integraveis em [a, b]. Supondo f e g ndo

nulas, denotamos por

Alx) = /) >0 e B(r)= l9(x) - >0, (1.29)
(2 @) )’ (lg(e)p dz)”

resultando que

’ 2 ’ f (2)[? 1 ’ 2
A% (x)dxr = dx = x)|*de =1,
[ v | [ 1f (@) do f:mx)rm/a s

10



b
/B2 dx—/ 9(x) dx:b;/ lg(2)|? do = 1.
fwxPWf Ja lg(@)? da S

Pela desigualdade de Young, temos
1
A(x)B(z) < §A2(x) + = B*(z)

e pelas propriedade (i), (ii) e (iii) do Lema (1.5), temos
b 1 b ) 1 b ) 1 1

Assim,

[SIE

/b |f(2)]lg(2)] Sdr < 1
(fab ()2 dx) (f; |g($)\2dx>5

implicaando que

1
— /!f ligto)] ds <

(e V)R dr) (S lot)? de)

/ " @)llo(a)] do < (/ )P d:c)é (/ b |g<ac>|2dsc)é | (130)

Para f e g nulas, a mesma desigualdade segue trivialmente.

portanto,

Desigualdade de Poincaré

Seja f uma fungdo derivével tal que, | f|* € |f’|* sejam integrdveis em [a, b]. Supondo f(a) =

0, pelo Teorema Fundamental Célculo, temos que

J(2) = f(x) - fla) = / " f(s)ds. (1.31)

s| < / £(s)]ds.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
o< [ ([ ms) ([ 1 |ds) ,

11

Usando as propriedades de integral, obtemos

)| =




implicando que

k< [T < ([ ras) ([ ireras).

Usando novamente o Teorema Fundamental Calculo, obtemos

/ lds=x2—a

e, pela propriedade de integral, obtemos
T b b
[ iroras< [k = [ 1)k
Resultando que

b
f(z)? < (2 — a)/ |f(2)|?d.

Portanto, usando a propriedade de integral e Teorema Fundamental Calculo, concluimos que

/ P < / " a) (/ blf’(:v)|2dﬂs) &
_ /ab(x ~a)dz (/b ]f’(x)|2dx>

b —

- ([ irwira).

Agora, supondo fab f(z)dx = 0, pelo Teorema Fundamental Célculo e as propriedades de

integral, temos que

b
fa) = @)= [ Fdy

- 5= [ t@d == [ ey
- / ((x) - F(y) dy

b—a J,
1 b x
= b_a/a/yf(s)dsdy.
De onde resulta que
1 b T 1 b T
o=t [ 1osal < [ Ciolsa. a

12



Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

[ s < ([ tas)’ ([ v )’

Usando novamente o Teorema Fundamental Célculo e como [y, x] C [a, b], obtemos

T b
/ 1ds</1ds:b—a
y a

e, pela propriedade de integral, obtemos

/: | f(s)Pds < /ab |f(s)Pds = /ab | f(2)2da.

Resultando que

l\)

/yf )| ds < b—a1</ f(x \dx) . (1.33)

Dai, substituindo (1.33) em (1.32), obtemos

N

/

ol < g [0 (/ab‘f(x”%);dy
_ (b_la);/b(/bm >rdx)%dy

- (fers) oo

_ b—a2</]f \d:c)

) < (b—a)/ () Pda.

l\)\»—l

=

Assim,

Portanto, usando as propriedades de integral e Teorema Fundamental Célculo, concluimos que

/ab]f(a:)|2dx < /ab<b—a) (/ablﬂx)\zdw) dx
— /ab(b— a) dx (/b |f(m)|2dx)
= - [ 1l
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Assim, concluimos que existe A\; > 0 tal que
b b
w [ 1@Pde < [ 11 P

sempre que f(a) = 0 ou fab f(x)dx = 0.

Lema 1.7. Se f e g sdo funcdes que estdo nas condicdes das desigualdades de Cauchy-Schwarz,

Young e Poincaré. Entdo,

1 l l 1 l
—/ |%|de</ \¢x+w|2dx+—/ 9|2 dax. (1.34)
2 0 0 /\1 0

Demonstragdo. Pela propriedade de integral, temos que

l l
/ oo +OPdr > / (el — [])? do
0 0

l
/0 {oal? + 0P = 2lpallo} do

l l l
= [ledes [Pdo-2 [jeulan. a3s)
0 0 0

Usando as desigualdade de Cauchy-Schwarz e de Young, obtemos

/Olmuwdx < (/Olmwm)%(/oﬂw?dx)%

1 l l
< —/ |%|2dx+/ [¥)? da. (1.36)
4 0 0

Substituindo a equacao (1.36) em (1.35) obtemos

l l [ 1 l l
[lentotae > [lopas | |w|2d:c—2(—/ eultao+ | |¢|2da:)
0 0 0 4 0 0
l l 1 [ ) l )
= [leabdos [ WPar— [lefdo-z [ jopis
0 0 0 0
1 l l
- —/ |sox|2da:—/ 2 d.
2 0 0

1 l l l
3 [l ts< [lectopaos [ upas
0 0 0

usando a desigualdade de Poincaré, obtemos o resultado desejado.

Resultando que
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Capitulo 2
Método da Energia

Neste capitulo, vamos estabelecer o Método da Energia. Este ¢ uma ferramenta “poderosa” para
analisar o comportamento assint6tico de um funcional ndo negativo F(t) que evolue na grandeza do

tempo ¢.

Definicio 2.1. Seja E(t), com t > 0, um funcional ndo negativo. Dizemos que E(t) é dissipativo

quando, para dados t, e ty positivos tais que t1 < 1y tem-se que
E(t2) < E(th). (2.1)

Definicao 2.2. Seja E(t) um funcional dissipativo. Dizemos que E(t) decai Polinomialmente

quando, existem constantes positivas M e « tais que
E(t) < Mt™@, Vt>0, (2.2)
onde « é a taxa de decaimento polinomial.

Definicdo 2.3. Seja E(t) um funcional dissipativo. Dizemos que E(t) decai exponencialmente

quando, existem constantes positivas M e w tais que
E(t) < Me ™' Vt>0, (2.3)
onde w é a taxa de decaimento exponencial.

O Método da Energia considera dois funcianais ndo negativos E(t) e L(t), respectivamente,
chamados de Funcional Energia e Funcional de Lyapunov. Neste método estabelecemos condi¢des
que relacionam os funcianais £(t) e £(t) para que tenhamos decaimento polinomial ou decaimento

exponencial do funcional E(t).

15



2.1 Meétodo da Energia para decaimento polinomial

O Método da enegia para estabelecer um comportamento assintético do tipo polinomial com

taxa 1 estd sob a forma do seguinte Teorema:

Teorema 2.1. Sejam os funcionais ndo negativos E(t) e L(t). Se E'(t) < 0 e existe uma constante

positiva (3 tal que

L'(t) < —PE({t), V>0, (2.4)
entdo, tem-se que
Et) < Mt™, Vit>0, (2.5)
L£(0)
onde M = ——.
B

Demonstragdo. Pela propriedade iii) do Lema (1.5), podemos integrar a desigualdade (2.4) no in-

tervalo [0, t] conservando a relagdo de ordem, ou seja,

[ ewas< s [ B

Usando o Teorema Fundamental do Calculo, obtemos

aw—am<—@fE@@,

resultando que
t
L(t) + 5/ E(s)ds < L(0).
0

Por hipétese, como E(t) > 0, novamente, usando a propriedade iii) do Lema (1.5), temos que

t
/ E(s)ds = 0.
0
Além disso, desde que L(t) > 0, resulta que
t
5 | Es)ds < £00)
0
logo
t
/ E(s)ds < M, (2.6)
0
onde M = %

16



Outrossim, pela propriedade ii) do Lema (1.4), temos que
(tE(t)) = [t]E(t) +tE'(t) = E(t) + tE'(t).

Por hipétese, temos que
E'(t) <0,

implicando que
(LE(1) < E(1).
Integrando a desigualdade acima sob o intervalo [0, ¢], obtemos
t t
/ (sE(s)) ds < / E(s)ds,
0 0
usando o Teorema Fundamental do Calculo, obtemos
t
tE(t) < / E(s)ds. 2.7)
0
Por fim, das degualdades (2.6) e (2.7) chegamos a
t
tE(t) < / E(s)ds < M.
0
Portanto
Et)< Mt Vt>0.

Dessa forma, finalizamos a demonstrac@o deste teorema.

2.2 Meétodo da Energia para decaimento exponencial

O Método da enegia para estabelecer um comportamento assintético do tipo exponencial esta

sob a forma do seguinte Teorema:

Teorema 2.2. Sejam os funcionais ndo negativos E(t) e L(t). Se E'(t) < 0 e existem constantes

positivas ¢y, ¢y e [3 tais que

aB(t) < L() < E(t) (2.8)

L'(t) < —BE(t), Vt>0. (2.9)

17



Entdo, tem-se que

E(t) < Me ™" Vt>0, (2.10)
Lo, _ B

ew =
1 C2

onde M =

Demonstragdo. Substituindo a segunda desigualdade de (2.8) em (2.9), obtemos
L'(t) < —wL(t), V>0,

onde w = % Isto €,

L'(t)+wLl(t) <0, Vi>0. (2.11)
Multiplicando (2.11) pelo fator integrante e temos que

e L () + we* L(t) <0, V>0,
De onde resulta, pela propriedade ii) do Lema (1.4), que
(e L(t)) <0, Yt>0. (2.12)

Integrando a desigualdade acima sob o intervalo [0, ] temos

[y as <o
0
implicando pelo Teorema Fundamental do Célculo que

e L(t) — L£(0) <0,
de onde resulta que

L(t) < L(0)e " (2.13)
Agora, substiruindo a primeira desigualdade de (2.8) em (2.13), obtemos

clE(t) < L(0)e ™", (2.14)

resultando que

E(t) < Me ™", (2.15)
£(0)

&

onde M =

. Como queriamos demonstrar.
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Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Decaimento polinomial para um sistema de Timoshenko

Neste secdo, consideraremos o sistema de EDP’s dado por

P1Pt — H(SOI + ¢)x = O, cm (Oa l) X R+, (31)
P277Z)tt - bqu)x;r + K(gpm + ¢) - :ul/}tmx = 07 cm (07 l) X R—i—u (32)

onde ¢ = p(x,t), Y = Y(x,t) e p1, p2, K, b, 1 s30 constantes positivas. Além disso, consideramos

as seguintes condi¢des de contorno
02(0,1) = @a(l, 1) = P(0,1) = P(l,1) =0, >0, (3.3)
e as seguintes condicdes iniciais
p(x,0) = po(x); @iz, 0) = pr(e); ¥(x,0) = vo(x); Pi(z,0) =i(z), ze (0,1). (B4

Para este modelo, nosso objetivo € realizar apenas uma andlise de comportamento assimptético
das solugdes, sem a preocupagdo em mostrar a boa colocacdo. No entanto, vamos supor que a
solucdo existe e tem regularidade suficiente para que possamos usar as desigualdades de Cauchy-

Schwarz e de Poincaré, isto €, a fung¢do ¢ tem média nula, ou seja

!
/ pdr = 0. 3.5
0

3.1.1 Funcional Energia

Inicialmente, vamos determinar o Funcional Energia E/(t) associado ao sistema (3.1)-(3.4). Para

este propdsito, comegamos multiplicando a equag@o (3.1) por ¢, e integrando na varidvel = em [0, [,
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obtemos

!
/ [Pl@tt - /i(%c + ¢)x]@td$ =0,
0

de onde resulta que

! l
Pl/ Prprdr — /f/ (pr + V) zprdx = 0.
0 0
Aplicando integracdo por partes, obtemos
l ; l
Pl/ ouprdr — k(P + 1/))%‘0 + m/ (pr + V) prdr = 0.
0 0
Pela condi¢ao de contorno, temos que

k(e + 1) ory = Kla + )L )il 1) — B(ps + 1)(0,8)04(0,) = 0,

implicando que
l !
p1 / Yupidr + Ii/ (pz + V) predr = 0. (3.6)
0 0
Agora, multiplicando a equagio (3.2) por v, e integrando na varidvel z em [0, /], obtemos

!
/0 (P20 — bbaw + K(z + 1) — pibiaa|thrda = 0,

de onde chegamos a

l l [ l
o /O Gutde — b /0 Vathda + /0 (00 + V)i — 1 /0 boatbudz = 0.

Aplicando integracdo por partes, obtemos

! I ! } !
o /0 Yt — by + b /O Yoo + K /0 (oo + V)ihidz — ]+ 1 /0 (o = 0.

Pela condi¢ao de contorno, temos que

bwtx¢t|0 bwtx l t)wt(l t) bwm(oat>¢t(07t> = 0

De onde segue-se que

! ! ! !
p2/ Ypbedr + b/ Ppthpdr + Ii/ (pz + V)hdr + ,u/ [0 |Pdz = 0. (3.7)
0 0 0 0
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Somando as equagdes (3.6) e (3.7), chegamos a

[ [ l [ l
p1 / Puprdr + pz/ Yuthdr + ,{/ (02 + V) (@2 + V)dr + b/ Vpthipdr + u/ |thie|*dz = 0.
0 0 0 0 0

Usando a Propriedade (ii) do Lema 1.4, temos
d d

it (’%‘2) = i (Pepr) = Pupr + Pron = 20ups, (3.8)
implicando que
1d
Pt =50 (|90t’ ) . (3.9
Andlogamente, temos que
1d
Yrthr = BT (|¢t| ) ) (3.10)
1d
(P2 + )0 + )0 = 57 (Ia + ¥I°) 3.11)
e
1d
= . 12

Resultando que

s (o [ o [ ot [onode o [ apan) +u [ ouis=o

Portanto, definimos a energia total associada ao sistema (3.1)—(3.4) como

l
0:=2 [lopdo+ 2 /w)tr du + 2 /|wx| do + 2 /mw dr >0, ¥t >0
0

E, concluimos que a energia total satisfaz a lei de dissipa¢do dada por

l
(t) = —u/ (e |*d < 0, Vi > 0. (3.13)
0

Sejam t; e to, tais que 0 < ¢; < to. Integrando a desigualdade acima sobre o intervalo (¢, t5),

para todo ¢t > 0 obtemos

to to
/ E'(s) ds < / Ods, t>0, (3.14)
t1 t1
Pelo Teorema Fundamental do Cé4culo, implica que
E(t:) — E(t) <0, t2 2 1, (3.15)
e chegamos a
E<t2) < E(t1)7 tQ 2 tl) (316)

isto é, a energia total tende a se estabilizar com o passar do tempo ¢. Dessa forma, é importante

analisar qual o tipo de estabilidade que estd acontecendo.
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3.1.2 Lemas técnicos

Nesta subse¢do vamos construir alguns funcionais, que juntamente com funcional energia, nos

ajudard a defini o funcional de Lyapunov. Inicialmente, definimos o funcional

! ! o[l -
F () ::%/O ’(pm|2dl’+%/0 |1/th\2d:c—|—§/o ]wm|2dx—|—§/0 |(pe + ¥)e*dz > 0. (3.17)

Lema 3.1. O funcional .7 (t) satisfaz a seguinte igualdade

l
F'(t) = —u/ [Vi0a|*de. (3.18)
0

Demonstragdo. Multiplicando a equacdo (3.1) por —¢y,., e integrando na varidvel z em [0, /], obte-

mos

[
/ —[p1ou — K(pz + V)] Ptaadr = 0,
0

de onde resulta que

l l
—P1 / @tt@tmxdw + l‘f/ (sz + Q/J)r@tzmdl' = 0.
0 0

Aplicando integracdo por partes, obtemos

l l l
. + /01/ PitePrzdT + n/ (2 + V) 2ptzzdr = 0.
0 0

—P1PttPtx

Pela condi¢ao de contorno, temos que

l

—P1PutPtx 0 = —plwtt(l,t)%z(l, t) + Pl@tt(0>t)90tz(07t) =0,

implicando que

! l
pl/ Ptz Pradr + /f/ (P2 + V) 2ptzadr = 0. (3.19)
0 0

Agora, multiplicando a equagdo (3.2) por —,,. e integrando na varidvel = em [0, ], obtemos

l
_/0 [ptht - wa:p + K‘((pw + w) - thm]%mdﬁ - 0,

de onde chegamos a

l
0

! l l
0 0 0
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Aplicando integragdo por partes, obtemos

. l l
_p2¢tt¢tx|0 + P2 / wttxwtxdx + b/ wmcwtxa:dx - /{(pr + ¢)¢tx
0 0

Pela condi¢do de contorno, temos que

l l
0 + ’%/0 (9050 + ’l/f)xlbmdx

l
0

_P2¢tt¢ta:|f) = —patbu(l, ) (I, 1) + P2t (0, 8)1h1 (0,2) = 0

l
0

_K(SO:L" + w)wt:p

De onde segue-se que

l
0

= _K(Spﬂc + w)(h t>wtm<l7 t) + H(Spﬂc + W(O» t)wtz(07 t) = O

[ l l
o / Vraathnad + b / Vot + / (0n + G)athinde + 1 / Wal2dz = 0= 0. (3.20)
0 0 0

Somando as equagdes (3.19) e (3.20), chegamos a

l ! l
P1 / PttaPradT + po / Vitg iz dT + H/ (0r +1)2(z + V) dx
0 0 0

l l
0 0

Usando a Propriedade (ii) do Lema 1.4, temos

d

implicando que

PitePte =

Andlogamente, temos que

¢ttw ¢tm =

(901 + w)x<90m + ¢)m -

wxzwt:px -

1
2

1
2

N | —

Q.lg‘

t

&l&

t

&lg‘

t

N —
QL

d
dt (|80ta:|2) =7 (PraPiat) = PrtaPra + PraPric = 2Pt2 Ptz

(lpeal?) -

(Iel?)

| =

(s + 9)P)

(Iozal?) -

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)



Resultando que

1d [ l [ [
——(m / owldz + pa / ialPde + / (9o + )al?dz 4 b / |wm\2dx)
th 0 0 0 0

l
0

Portanto, pela defini¢do de .% (t) concluimos que

l
F(t) = —u/ (e 2, Wt > 0.
0

Como queriamos demonstrar.

Agora, definimos o seguinte funcional

l l l
G(t) =—p1/ Wpdw—pz/ wtwdx—g/ |1, |? d.
0 0 0

Lema 3.2. A seguinte igualdade ¢é vdlida

l l l l
G'(t) = —p / i de — po / P de + 5 / (o + V)P dz + b / [y P
0 0 0 0

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Demonstracdo. Multiplicando a equacéo (3.1) por ¢ e integrando na varidvel x em [0, [], obtemos

l
/0 (1w — k(e +¥)a]p dr =0,

de onde resulta que

! !
01 / Oip dr — /1'/ (pe +U)ppdr = 0.
0 0

Aplicando integracdo por partes, obtemos

l 1 l
0 0

Pela condi¢do de contorno, temos que

l

—l(a + V)e| = —rlps + )LL) + (s + )0, 1)0(0,1) = 0,

0 =
implicando que

! !
01 / Vo dr + li/ (pz + V), dz = 0.
0 0
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Agora, multiplicando a equagdo (3.2) por ¢ e integrando na varidvel x em [0, /], obtemos

l
QAMﬂ%—bwz+m@fum—ummw@x=a

de onde chegamos a

l
0

P2/Ol¢tt¢dl’—b/01¢mwdx+/@/(@x+w)wdx—u/olwtmwdx20.

Aplicando integracdo por partes, obtemos

1 l
0 0

l
0

l
R e R T e

[
mAmWM—ww

Pela condi¢do de contorno, temos que

]| = a0, 1) + b 0,000, 0) = 0

_/“/}tiv(l’ t)w(lv t) + thw(()? t)w<0> t) =0

l
0

_thxw

De onde segue-se que

! ! ! !
02 / Yyut) do + b/ || dx + /-i/ (pz + V) dx + ,u/ Vi dx = 0. (3.30)
0 0 0 0

Adicionando as equacdes (3.29) e (3.30), obtemos

! ! ! ! !
pl/ gpttgpdx+p2/ wtt@bdm—l—b/ |1/}x|2dx—|—/<¢/ |<,0m—|—¢]2dx+u/ Vi, dz = 0.
0 0 0 0 0

Pela propriedade (ii) do Lema 1.4, temos que

d

d d
7 (prp) = 7 (Pup) + oror = 7 (pup) + el (3.31)

implicando que

d
PreP = p (SWP) - \90t|2-

Analogamente, temos que

d
¢tt¢ = d_t (¢t¢) - |¢t|2»
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Pela propriedade de derivada e da defini¢ao do funcional G(t), obtemos

! ! ! !
Q’(t)+,01/ \gotIde—l—pz/ \wt|2dx—/<c/ ]@x+w\2dx—b/ || *dx = 0,
0 0 0 0

de onde resulta que

l l l l
G'(t) = —p, / o de — pa / e de + & / 0y + 2 d + b / [y P
0 0 0 0

Como queriamos demonstrar.

Agora, definimos o seguinte funcional

I x I !
H(t) = —,01/0 Oy (/0 ¢(s,t)ds) dx—l—g/o Wx|2dx—|-p2/0 Yp d. (3.32)

Lema 3.3. Para todo € > 0, existe uma constante positiva C,, tal que

l l l
W) < —b / ulPde + C. / el da + ¢ / ouf? do.
0 0 0

Demonstragcdo. Multiplicando a equacao (3.1) por — fox (s, t)ds e integrando na varidvel z em

l T
_/ [p1ow — k(e + 1), (/ w(s,t)ds> dx =0,
0 0
de onde resulta que

—n /Ol o (/jzﬂ(s,t)ds) d:c+/<;/ol(g0x+w)m (/Oxw(s,t)ds) dz = 0.

Aplicando integracdo por partes, obtemos

- [ o ([ otst1is) ot nta o) ( [“otstias) [ = [ o+ 0)rd = 0.

Pela condi¢do de contorno, temos que

[0, {], obtemos

o) ([Cuts.oas) [ = wtewt ot ([ ots.0s) 0
e+ 000 [ vtsas) 0.0 =0,

implicando que
l x l
o [ ou ( / w<s,t>ds) da—n [ (pu+ w)wdo=0. (333)
0 0 0
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Agora, multiplicando a equagdo (3.2) por ¢ e integrando na varidvel x em [0, /], obtemos

l
/0 [p2z/}tt - b¢xx + ’i(gpx + ¢) - M¢twm]¢ dx = 07

de onde chegamos a

l
0

pz/olwttwdx—bfolwmwdxm/ (%+¢)¢d1¢—u/ol¢m¢dfr=0-

Aplicando integragdo por partes, obtemos

; I
0 0

! . I I
J— 2 J—
pa [ s dn bt b [P ot [ (oot vwde -

Pela condi¢do de contorno, temos que

b = b 000, 0) + 00,00, 0000,8) = 0

_l“/}tz¢ = _l“/)tx(la t)@/)(l, t) + /vatx(ov t)"vb(ov t) =0

l
0

De onde segue-se que
l l l l
o / Gt + b / ol do + r / (0 + Yoo + s / Vratha dz = 0. (3.34)
0 0 0 0

Adicionando as equacdes (3.33) e (3.34), obtemos

l x l l [
_ 2 _
p1/0 o (/0 w<s,t>ds> da:+p2/0 ¢tt¢dx+b/o ] dx+u/0 Vuaths dz = 0.

Pela propriedade (ii) do Lema 1.4, temos que

/ol . (/ost’t)ds) = % (/Ol g (/Ost,t)ds) dx) - /Ol o (/0 wt(s,t)ds> dz,
/Ol%wdx = % (/Olwtwdx) — /Ol |2 do,

l 1d l
/0 VYrathr dr = S & (/0 Wm|2d$) .

Pela defini¢do do funcional H(t), obtemos
I @ ! I
Hit) o [ o ( | ks t)ds) da=p [ 1o b [ onPdz =0,
0 0 0 0
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de onde resulta que

! ! ! x
/ _ 2 2 _
t) = b/o |tha ] d:c+p2/0 |the|” dz Pl/o Pt </0 wt(&t)ds) dx

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
> dx

l T l x
—m/sﬁt (/ wt(s,t)dS) dr < /!%I (,01 / Ur(s, t)ds
0 0 0 0
1 1
l 2 l x 2 2
</ ‘Spt|2d37> (/ (Pl / wt(s,t)d8> dx) .
0 0 0
Usando a desigualdade de Young, obtemos
/@t(/wtst ) /|gpt\dx+—/(p1/wtstds) dx
/|gpt|2dx+ /wtst dzx.
para todo € > 0. Resultando que
l l l 02 [l e 2
b [ WaPdo s [P e e el de 5[ [ s s
0 0 0 4e Jo |Jo

E, usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

dx.

! !
1
/ Y| dz < —/ Vs |” da. (3.35)
0 A Jo
e
2 1 1
2 2
(s.00ds| do < [l do < 5 [l d, (3.36)
A1 Jo A Jo
Portanto,
! ! !
—b/ || *da + CE/ | |* da + 6/ i |? do,
0 0 0
onde C, = ”2 + 4/\2 Como querfamos demonstrar.
]
Por fim, definimos o seguinte funcional
bl)l
J(t) = sot% dz + po wt po + 1) da (3.37)

28



Lema 3.4. Para todo € > 0, existe constantes positivas C! e C!, tal que

! ! ! !
J'(t) < —(H—E)/ ]cpm+¢|2dx+€/ |g0t]2dx—|—C'é/ |¢tx|2 dx—l—C’é'/ Ve |* dav.
0 0 0 0

Demonstragdo. Multiplicando a equacao (3.1) por giﬂx e integrando na varidvel = em [0, /], obtemos

b l
p / (P11t — K(Pz +V)z]the dx = 0,
0
de onde resulta que

b l

Agora, multiplicando a equagdo (3.2) por ¢, + 1 e integrando na varidvel = em [0, [], obtemos

l
/0 [pﬂz)tt - b¢xm + /i(ng + ,QZ}) - “wtxx](@x + Zb) dx = O,

de onde chegamos a

[ l [ l
_ 2 _ —
p2/0 Yalipu + ) da b/o wmmwmxm/o oo + U da u/o raa (e + ) do

Aplicando integracdo por partes, obtemos
l l l
pa [l +0)do = binlon+ )]+ [ valer 0o
0 0

l l
_Hi/ |90x+¢|2dx_ﬂ/ wtm(ﬁom"i‘zb) dx =
0 0

Pela condi¢do de contorno, temos que

bl + )], = a1, 0)(2n+ V)00 + B0, )0+ 0)(0,1) = 0.

De onde segue-se que

l l l l
P2/0 Vit (pz + ) d$+b/(; ¢x(¢z+w)xd$+”/0 |90x+¢‘2d$#/0 Vzz (0 + 1) dr =
(3.39)

Adicionando as equacdes (3.38) e (3.39), obtemos
b
ik goﬁszdwpg/ bl + ) dxm/ o+ O dz— g / Yieal e + ) da

Pela propriedade (ii) do Lema 1.4, temos que
! d ! !
/ by dx = dt (/ D1 dl’) —/ i dz,
t 0
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l d l l
[atervrar = L ([ otervrae) - [utont oo
d l l l
= G ([ wtero) - [vpudn- [ e

Pela propriedade de derivada e da defini¢ao do funcional 7 (), obtemos

, b
7 — ’”/ gotwmdx—m/wtsomdx—m/ |wt|2d:c+n/ oo + 0 da

—u/o Viwa (P + ) dv =

aplicando a integracdo por partes, obtemos

b
T - / it dT — pati

+p2/ ¢tx¢td$—P2/ |77Z}t| dx

2 J— f—
+f~e/0 o0 + I da u/o Yrnaipn + ) da

Pela condi¢do de contorno, obtemos

= plil1, 1)+ pati(0,1)0,1) = 0.

—paepy

Assim,

. b l l l
70+ (p2= ") [outdo—pu [P ot n [ o+ o
0 0 0

l

de onde resulta que

bpy
J{t) = —n/ |¢x+¢|2dw—(pz—i)/ sotd}mdwrpz/ ] d

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

(=2 [owwar < [ 1ol ((m="2) ) o |
</ol '“”'26533)2 < /Ol ((P - %) |wtx|) dx)2
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l l
" / Urea(pe + ) dz < / (ltsal) oo + 9] da

< ([ whvral? ) ([ 1ectut dx)l

Usando a desigualdade de Young, obtemos

b b
—(Pz—%)/ Oy dr < /|90t| d1'+_/ ((Pz pl) |¢tx|) dx
1 b
< e/ ](pt\Qd:c—l—4—<p2 p1> /th dx
0

l 1 l
i [ et o)t < [ bl e [ ot ol do
0 0

!
— Z—/ 1pm|2dx+e/ |g0x+@/1|2 dzx
0

para todo € > 0. Resultando que

Jt) = —ﬁ/ |90a:+¢|2dx+e/|got\ dx—i——(pg—%) /!@/}m da:—l—p2/|@/)t| dz

+—/ th!Q d;z:—l—e/ ]<p$+1p|2 dx

bor\> [
= —(k—c¢ / |90x+1/1|2d:c+€/ \g0t|2dx+4—(p2 p1) /Wﬁvﬁ dz
0
—|—P2/ ‘¢t’2dx+4_/ ‘wtmc‘zdx
0 € Jo

Usando a desigualdade de Poincaré, obtemos
/ : 2 : 2 1 bpr
T = (=0 [+ oPdose [P dot o (=" /rwm a1
0 0

! 2 pl
P2 2 2 2
52 [ W+ i [l da

! ! ! !
J'(t) < —(m—e)/ ]cpx+1/)|2dx+€/ |g0t]2dx+C'é/ |¢tx|2 dx—i—C’é’/ [Viea| de,
0 0 0 0

Portanto,

2 2 .
onde C! = + (ps — b%) + £ e C7 = 4-. Como querfamos demonstrar.
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3.1.3 Decaimento polinomial

Nesta subse¢ao vamos mostrar que o funcional F(t) decai polinomialmente. Este resultado esta

sob a forma do seguinte Teorema
Teorema 3.1. Existem constantes positivas M tal que
Et)< Mt™, Vit>0, (3.40)

Demonstragcdo. Para este propdsito, vamos construir o funcional Lyapunov £(t) e mostrar que este

estd nas condi¢des do Teorema 2.2.

Definimos o funcional de Lyapunov £(t) da seguinte forma
L(t) = NiE(t) + NoZ (t) + G(t) + NyH(t) + NaJ (t), (3.41)
onde N;, i = 1,2, 3,4, s@o constantes positivas. Inicialmente, fazendo
M(t) = G(t) + NsH(t) + NoJT (t).

Para N3 > 1, temos que

! ! ! l z
M(t) = —m/o ‘PtSDdx—pQ/O 7/Jt¢dl‘—g/0 |¢x!2dw—N3p1/0 Pt </O ¢(8’t)d5> dx
! l b ! l
+Nj3 (g/o ’¢x’2dx+02/0 %ﬂﬁdx) + Ny (il/o SOthdu’U‘Fﬂz/O Yi(pz + ) da:>

l l l T
= —m/o prp dx + p2 (Ns—l)/o wtwdx—ple/O ot (/0 w(s,t)d8> da

[ [
N (bff /O oub de + pa /0 wt«oﬁw)dx). (3.42)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, desigualdade de Young, a desigualdade de Poincaré e

o Lema 1.7, obtemos que

! ! 3 ! 3
[t < ( / !sot\zdx> ( / \@\de)
0 0 0
| R 1/
- dr + = 24
5 [ lekdoes [leka
1 [ 1 [
g a 2d aN sz
2/0!%\ x+%/o\90| x

1 /[ 1 /[ 1 /[
< —/ |<pt\2da:+—/ |90x+1/1|2d:c+—2/ 1, |? de, (3.43)
2 Jo A1 Jo At Jo

I ! 5l 3
dr < 2d 2d>
/Owth < </O | m) (/0 [2 da
1t 1t
< g [P [P

(R L ot
< = dr + — o2 dx, 3.44
2/0 ke x+2)\1/0 Y| dx (3.44)

N
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1
2 2
dm)

dx

l /Iw(s,t)ds

@/)st

/Olgot</ozw<s,t>ds) i < (/l\sotﬁdx);(
/|<pt| dm-i—

- 2d —/ L2 d 3.45
s [lerdnt o [, (3.45)
! ! 3 ! 3 1/ 1 /!
/(pt@bxdmé (/ |<pt|2dx) (/ |@/)$|2da:) <—/ |<,0t|2dx+—/ |@/Jm|2dm (3.46)
0 0 0 2 Jo 2 Jo
e
3 ! 3o 1
/wt e+ 1) d (/ Wztlzda:) (/ |gox+¢|2dx> <2/ \wt\de+2/ lor + > dx. (3.47)
0 0 0

Dai, (3.42) fica da seguinte forma
1t 1/ ) 1ot
M = —p|5 |<Pt| d$+* |<P:c+?/)| d$+p |z|” d
1Jo
2 1t 2 1 2
—p2(N3 — 1) Wt’ dz+ o= [ [Pl dr ) =piN3 (5 | e dz+ o0y Wx| dx
1 0 2 0 2)\
bp1 2 2 1 2 1 2
v (5 Joufde+ ) m\ da ) = Nupa (5 [ e+ 3 |sox+w| do
2 p1 N4,02
> <N3+1)+N47 | t| dx — h | r+¢| dx
1

p1  p2(N3—1) 1N3 bm / 2 p2 /
—| = o dr — = (N3 — 1+ Ny) d
<)\%+ S BN al?de — 22 (Ng 1+ Ng) [ il e

Pela defini¢@o do funcional energia F(t) e tomando

2 (p bpr\ 2 (p1 | Nap2
= Nyg+ 1)+ Ny— |, — 3.48
N max{p1(2(3+)+ 42)H(A1+ ). (3.48)

2(p  p2(N3—1)  piN3 bp1
Ns—1+ Ny - | = Ny,— 3.49
s 4’b(A§+ o o2 Ty 2 (349

obtemos que

M > —NE(?). (3.50)

Portanto, para N; > N, temos que

L(t) = N1 E(t) + No.F(t) + M(t) = (N, — N)E(t) > 0. (3.51)
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Agora, vamos mostrar que existe uma constante positiva [ tal que
L'(t) < =BE(t), Yt>0. (3.52)

Derivando o funcional de Lyapunov e recordando a lei de dissipagdo de F(t) dada em (3.13) e
os Lemas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, obtemos

L'(t)

N

N1 E'(t) + No.Z'(t) + G'(t) + NsH'(t) + NoJ'(t)
l l
< - —¢(Ns; + N, N2dr — .|2d
(o1 — (N3 + m/ow v pz/orw\ v
l l
“Bb(Ns — 1 2de — INy(k —€) — . 2d
(N >/O|w| 7 — (Nl — € n}/0|so+w| .

l l
(N — NG, — NiCT) / WralPd — {Nojt — N,C"} / ran
0 0

Agora, escolhendo ¢ = min { , obtemos

__m___ E
2(N3+Ng) > 2

l l l
) < <2 [loldo—p [ ufde - o -1 [ inPda
0 0 0

N.

I l
—k {74 - 1} / |0 + ¥[* de — {N1j1 — NsC. — N4Cé}/ |1 |*de
0 0

l
—{Nop — N4C§’}/ |¢t;m:|2d$‘
0
Neste ponto, escolheremos Ny, Ns, N3 e N, suficientemente grande. Tomando N3 = 2, obtemos
Ny—1=2-1=1.

Tomando N, = 4, obtemos

Tomando N;p = N3C. + N,C!, obtemos
Nipt — N3C — NyC' = 0.
E, tomando Nyp = N,C?”, obtemos
Nopi — N,C” = 0.

Resultando que

l l l l
£@) <=2 [ loPde—pa [ JuPdo-b [ 1Pde - [ o+ uld
0 0 0 0
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Assim,

/ P1 : 2 P2 : 2 b [ 2 ko[ 2
) <=2 [laPao =22 [fde =5 [apdo =5 [ e+ ol
0 0 0 0
Pela definicao do Funcional Energia, chegamos a
d
Eﬁ(t) < —BE(t), vV t>0. (3.53)

onde 5 = 1 é uma constante positiva.

Portanto, o método da energia garante o decaimento polinomial do funcional energia F/(t).

3.2 Decaimento exponencial para um sistema de ponte suspensa

Neste secdo, consideraremos o sistema de EDP’s dado por

Uy — QUge — AN —u) + 70, =0, em (0,0) x Ry, (3.54)

prpw — K(pz +¥)a + A —u) + ppr = 0, em (0,1) x Ry, (3.55)
p2hse — Doy + k(e + ) + popy = 0, em (0,1) x Ry, (3.56)

0 — 80,0 + yue =0, em (0,1) x Ry, (3.57)

onde u = u(x,t), p = p(z,t), Y =Y(x,t),0 = 0(x,t) e a, A, 7, p1, pa, K, b, 111, ft2, § sd0 constantes

positivas. Além disso, consideramos as seguintes condi¢des de contorno
Uz (0,1) = uz(1,t) = 0. (0,t) = (I, 1) = ¥(0,t) = (l,t) = 0(0,t) = 6(l,t) =0, t > 0(3.58)

e as seguintes condicdes iniciais

u(x,()) = u()(x); ut(*T?O) = ul(‘r); (p(l’,O) = 900(‘73); gOt(l',O) = 901('7;)7 S (OJ)? (359)
P(z,0) = YPo(x); Y(z,0) = Y1(x); 0(x,0) =60y(z), xe€ (0,1). (3.60)

Para este modelo, nosso objetivo € realizar apenas uma andlise de comportamento assimptético
das solucdes, sem a preocupac¢do em mostrar a boa colocacdo. No entanto, vamos supor que a
solucdo existe e tem regularidade suficiente para que possamos usar as desigualdades de Cauchy-

Schwarz e de Poincaré, isto €, as funcdes u e ¢ tem média nula, ou seja

! !
/ udr =0 e / pdr = 0. (3.61)
0 0
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3.2.1 Funcional Energia

Inicialmente, vamos determinar o Funcional Energia F(t) associado ao sistema (3.54)-(3.60).
Para este proposito, comegamos multiplicando a equacdo (3.54) por u; € integramos na variavel x

em [0, /], resultando em
!
/ [utt — QUgy — )\(SO - U) + ’Y@m]utdl’ = 07
0
onde pela linearidade da integral, obtemos

! ! ! l
/ U Uy dT — a/ UppUp AT — )\/ (p — u)updx + ’y/ O, udr = 0.
0 0 0 0

Aplicando a integracao por partes, chegamos a

! ! 1 !
/ Up U dT — auxut}g + a/ Uy Uy AT — )\/ (p — w)udx + vﬁut‘é — 7/ Ouydr = 0.
0 0 0 0

Pela condi¢do de contorno, temos que
auxut‘f) = aux(l, t)ut(lv t) - aux(oa t)ut(()? t) = O,
implicando que
! l l !
/ Ut dr + a/ Uy Upr AT — )\/ (p — u)udx — ”y/ Oupdr = 0. (3.62)
0 0 0 0
Agora, multiplicando a equagio (3.55) por ¢, e integrando na varidvel = em [0, {], obtemos

I
/ [p101 — (P + V)2 + M@ — u) + i prdr = 0,
0

de onde resulta que

[ l [ l
" / P / (s + ©)apud + A / (0 — wprd + / or[2d = 0.
0 0 0 0

Aplicando integracao por partes, obtemos

! ! ! l
!
p1 / puprde — K(pe +)pi| ) + f”v/ (0o + V) prodr + A/ (p — wpidr + / |oe*dx = 0.
0 0 0 0
Pela condi¢ao de contorno, temos que

k(e + V)i = wpn + )L (1, 1) — k(e +9)(0,8)¢,(0,2) = 0,

implicando que

! ! ! !
P1 / Prprdr + ff/ (o + V) pradr + )\/ (p — w)ppdx + g / |l |2dz = 0. (3.63)
0 0 0 0
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Agora, multiplicando a equagdo (3.56) por ¢, e integrando na varidvel 2 em [0, /], obtemos

l
/0 [pﬂz}tt - b¢xm + K(@x + 'QZ)) + N2wt]¢tdx - Oa

de onde chegamos a

l
0

l l l
_ 25 _
p3£wwwm bAv%wﬂx+@/@%+wWMw+uA\whm 0.

Aplicando integragdo por partes, obtemos

l
0

l l l
ml%@m WMMMAmeMW/WﬁWMM+mAWﬂW 0.

Pela condi¢do de contorno, temos que

!
bbathe|, = bibe (1, )i (1, t) — by (0, £)1, (0, 1) = 0.
De onde segue-se que
! ! ! !
pQ/ Yybydr + b/ Ypthpda + li/ (pz + V)Ydr + ,ug/ [ [2dz = 0. (3.64)
0 0 0 0
Por fim, multiplicando a equacéo (3.57) por 6 e integrando por partes em [0, [], obtemos

!
/ [0 — 00, + YUy, |0dz = 0,
0

resultando que

! l 1
/ 0.0dx — (5/ 0,.0dr + ’y/ u0dz = 0.
0 0 0

Aplicando integragdo por partes, obtemos

! ! !
/ 0,0dx — 59969!2 + 5/ 10, |?dx + ’y/ Uz0dx = 0,
0 0 0

Pela condi¢do de contorno, temos que
06,81 = 80,(1,1)0(1, 1) — 66,(0,1)6(0,t) = 0,

resultando que

l l l
/ 0,0dx + 5/ 10,2 dx + 7/ ug0dx = 0. (3.65)
0 0 0
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Somando as equacdes (3.62), (3.63), (3.64) e (3.65), chegamos a

! ! l l !
/ U Uy dT + py / Puprdx + pa / Yytppdx + / 0,0dx + Oé/ Uy U AT
0 0 0 0 0

[ 1 I
+A/ (¢ —u)(p —u)dr + H/ (¢z + V) (@2 +¥)edx + b/ Vo ypda
0 0 0
l l l
+,Ul/ o dx + MQ/ [ |Pda + 5/ |0, |*dz = 0.
0 0 0

Usando a Propriedade de derivada, chegamos a

1d l l l l l
s [ubar o [abis o [bass [ oracsa [ upa
0 0 0 0 0

l l l
A [ o= uPdotr [Jo+uPas+s [ wmfdas)
0 0 0

l l l
+u1/ Isoth:chuz/ !wt|2d:c+5/ 0, |*dz = 0. (3.66)
0 0 0

Portanto, definimos a energia total associada ao sistema (3.54)—(3.60) como

1/ ! I 1/ I
E(t) = —/ |ut|2dx+&/ |g0t|2dx+@/ W)t|2dx+—/ \9|2dx—|—g/ || *dx
2 J, 2 Jo 2 J 2/, 2/,
bt A 2 e 2
+5 | Weltde+5 | lo—ulide+ 5 [ |eo + 1 de. (3.67)
2 Jo 2 Jo 2 Jo

E, concluimos que a energia total satisfaz a lei de dissipagdo dada por

I ! I
E'(t) = —ul/ e Pdx — ,ug/ || 2dx — (5/ |0,°dz <0, YVt >0. (3.68)
0 0 0

Sejam t; e t, tais que 0 > t; < t,. Integrando a desigualdade acima sobre o intervalo (1, t2),

para todo ¢ > 0 obtemos

/t2 E'(s) ds < /t2 Ods, t >0, (3.69)
t1 i1
Pelo Teorema Fundamental do Célculo, implica que

E(ty) — E(t)) <0, t; > ty, (3.70)
e chegamos a

E(ty) < E(t1), t1 > to, (3.71)

isto €, a energia total tende a se estabilizar com o passar do tempo. Dessa forma, é importante

analisar qual o tipo de estabilidade que estd acontecendo.
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3.2.2 Lemas técnicos

Nesta subsecao vamos construir alguns funcionais que juntamente com funcional energia nos

ajudard a defini o funcional de Lyapunov. Inicialmente, definimos o funcional

F(t) = /Ole (/:ut(s,t) ds) da. (3.72)

Lema 3.5. Para todo € > 0, existe uma constante positiva C! tal que

l l l l
1
F’(t)g—”y/ |ut]2dx+e(1+—)/ \uIIde—i-i/ \go—uﬁdwrcg/ |0, |% dz. (3.73)
0 A/ Jo A1 Jo 0

Demonstragdo. Multiplicando a equagdo (3.57) por [ u(s) ds, com z € (0,1), e integrando em

(0,1) obtemos
l T
/ [0; — 00,0 + YUs,] (/ u(s,t) ds) dr = 0.
0 0

Pela propriedade de integral, obtemos

/Olet (/:ut(s,t)ds) d$—5/019m (/Oxw(s,t)ds) d:v+7/olum (/Oxut(s,t)ds) dz = 0.

Integrando por partes chegamos a
!
/ O,u; dx

/OlHt(/:ut(s,t)ds) dz — 50, (x, )(/Oxut(st)d)
gz, t) (/ (s, 1) d )‘ —7/ w2 dz = 0. (3.74)

Usando as condi¢des de contorno e identidade de média nula para a func¢io u, obtemos

0. (z, 1) </ (s, 1) ds) ‘; —0.0.1) (/l (5, 1) ds) —0,(0,4) (/0 (5, 1) ds) —0 (375)
0 0 0
(1) (/0 (s, 1) ds> ); — w1, t) </Ol (s, 1) ds> ‘; —w(0,1) (/00 (s, 1) ds> ‘; —0. (3.76)

Sustituindo (3.75), (3.76) em (3.74), obtemos

!
/Ht (/ (s, t)d )dm—l—é/@utdx— /|ut| dxr = 0. (3.77)
0

Agora, integrando a equacao (3.54) em (0, x) com z € (0, ), obtemos

l

/utt(s,t)ds—a/ um(s,t)ds—/\/ (go—u)(s,t)ds—i—’y/ 0.(s,t)ds = 0.
0 0 0 0
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Usando o teorma fundamental do calculo, obtemos
/ ug(s,t) ds — auy, + aug(0,t) — )\/ (p —u)(s,t)ds +~0 —~v0(0,t) = 0.
0 0

Usando a condi¢do de contorno, chegamos a
/ (s, t)ds — au, — )\/ (p —u)(s,t)ds+~0 = 0. (3.78)
0 0

Multiplicando a equacdo (3.78) por 6, com z € (0,1), e integrando em (0, /) obtemos

l T l l T l
/ 0 (/ ug(s,t) ds) dx—a/ uzﬁdx—/\/ 0 </ (o —u)(s,t) ds) dx—i—’y/ 0)? dz.  (3.79)
0 0 0 0 0 0

Pela propriedade de derivada, obtemos que

% 019</0xut(s,t)ds) dx:/olet (/Oxut(s,t)ds) da:+/0l9(/oxutt(s,t)ds) dz,

de onde resulta que

l T 1 T l T
/ 0 (/ (8, 1) ds) dx = i 0 (/ u (s, t) ds) dx —/ 0, (/ uy(s,t) ds) dz. (3.80)
0 0 dt Jo 0 0 0

Substituindo (3.80) em (3.79) obtemos

l T l T l
i 0 (/ u (s, t) ds) da:—/ 0, (/ u (s, t) ds) dx—a/ w0 dz
dt Jo 0 0 0 0
l T l
—)\/ 0 </ (p —u)(s,t) ds) dm—|—7/ 0)* dw = 0. (3.81)
0 0 0

Adicionando as equagdes (3.77) e (3.81), obtemos

l T l l x
4 0 (/ ut(s,t)ds) dx—oz/ uwﬁdx—/\/ 6’(/ (gp—u)(s,t)ds) dx
dt Jo 0 0 0 0
l l l
+7/ |€|2da:+5/ qutdx—fy/ lug|*dz =0.  (3.82)
0 0 0

Pela defini¢do do funcional F'(t), segue-se que

! ! ! x ! !
F'(t) = —’y/ |z |2 dx—a/ umﬁdx—/\/ 0 </ (o —u)(s,t) ds) dac—l—”y/ ]0|2dx+5/ Opuy dz.
0 0 0 0 0 0

Usando a desigualdade de Poincaré, temos que

l l
’y/ 102 d < l/ 10,2 d, (3.83)
0 At Jo

assim, chegamos a
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I I I @
F'(t) = — |ut|2dx—oz/ umﬁd:ﬁ—)\/ 0(/ (gp—u)(s,t)ds) dx
0 0 0 0

l l
+l/ |9m|2dx+5/ 0, da, (3.84)
A1 Jo 0

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e Poincaré, obtemos

!
— / w0 dr
0

De forma andloga, temos que

—Afole (/0””<¢_u><s,t> ds) i < / (o))

!
(5/ 0,u dx
0

l
< / o] () da
0

1 1/2 1 1/2
< (/ |u$|2dx) (/ (a]6)])’ dm)
0 0
l 1 l
< e/ |u$|2dx+—/ (a]f])? dz
< / a2 e + / |e|2dx
< 2
S /'“””' 4)\

dzx. (3.85)

,dx

| e=usnas

< (/Ol (A6])? dm)m (/Ol /Ow(gp —u)(s,t)ds 2 da:) "
< / /x«o—ux t)ds dw+—/ (o)
< —/ I 4)\ dx, (3.86)

l
< [ 1ulelen) ar
0

(/Ol \uPd:c) - (/Ol (5]621)* dx) 1/2

<
l 1
< e/ |u|2d:p+—/ (8]6,])? da
0 4e Jo
€ l 52 l
< —/ |ux]2da:+—/ 10,.|? d. (3.87)
)\1 0 4e 0
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Substituindo as equagdes (3.85), (3.86) e (3.87) em (3.84), obtemos

! o2 [ l
F'(t) < —'y/ |ut|2d:v+e/ g |* da + /|0$|2dx—|—i/ lo — ul® dx
4\ € A Jo
l 52 l
2 2 2 o 2
4)\16/ |0, daH—)\l/ 0," dz + — /\ul,] dr + /\933] dx
< —7/ ]ut|2dx+6(1—|- )/\um|2dx+ /lgo—u| dx—l—C/]@ ? de,

. a? A2 s 82
Ondec _4)\e+4)\16+)\1+4e'

Agora, definimos o seguinte funcional

l l l l l
G(t)=/ utud:c+p1/ sotsod:c+p2/¢t¢dx+%/ Igot|2da:+%/ 1| dz. (3.88)
0 0 0 0 0

Lema 3.6. Para todo € > 0, existe uma constante positiva C" tal que

! ! ! !
/ ’Ut|2d5€+l)1/ |80t|2d$+,02/ |the|* da — <0‘_)\£>/ |ug|* da
0 0 0 1/ Jo
! ! ! !
—)\/ lo — ul? dx—/-f/ |90x—|-¢\2d95—b/ |1/J$|2d$+02,/ |0, dz. (3.89)
0 0 0 0

Demonstragdo. Multiplicando a equagdo (3.54) por u e integramos na varidvel = em [0, {], resul-

tando em

l
/ [utt — QUgy — )\(SD - U) + ’YQI]U dr = 0,
0

onde pela linearidade da integral, obtemos

! ! ! !
/uttudx—(x/ umudx—A/(go—u)udx—i-fy/ O,udr = 0.
0 0 0 0

Aplicando a integracao por partes, chegamos a

! ! ! !
/uttudx—ozuxu‘é—l—oz/ |ux|2dx—)\/ (gp—u)udw+7/ O,udr = 0.
0 0 0 0

Pela condi¢do de contorno, temos que
ozuxu}é = au, (1, t)u(l, t) — au,(0,t)u(0,t) = 0,

implicando que

I I ! !
/ ugudx + a/ || dz — )\/ (p —u)udr + 7/ O,udr = 0. (3.90)
0 0 0 0

42



Agora, multiplicando a equagio (3.55) por ¢ e integrando na varidvel = em [0, {], obtemos

!
/ (P11t — K(pz +V)e + A — u) + pppdr =0,
0

de onde resulta que

! ! ! !
pl/ gottgpdx—/@'/(gox+w)xg0da:+)\/(go—u)godx—i—,ul/ orpdr = 0.
0 0 0 0

Aplicando integragdo por partes, obtemos

! I I I
pl/ gottwdx—/ﬁ(gox—i-iﬁ)@‘é—i-ﬁ/(gox—l—w)(pxdx—i-)\/((p—u)npdx+u1/ oo dr = 0.
0 0 0 0

Pela condi¢do de contorno, temos que

k(e + 0oy = Kl + V)1 D1 ) — k(e +1)(0,)9(0, 1) = 0,

implicando que
! ! ! !
P1 / oup dr + Ii/ (pz + V), dz + )\/ (p —u)pdr + / orpdr = 0. (3.91)
0 0 0 0
Por fim, multiplicando a equagéo (3.56) por ¢ e integrando na varidvel x em [0, /], obtemos

l
/0 [P2¢tt - b¢xx + H(pr + ¢) + Mﬂbt]?vb dx = 07

de onde chegamos a

l
0

02/01¢tt¢d1’—b/ol¢mwdw+m/(%er)wderu/Olwtwdm:O.

Aplicando integragdo por partes, obtemos

l
0

! ! !
p2/0 Yutp dx bwmw|0+b/0 |0y d:c—l—k;/ (goz—l—w)wdxjtug/o Y dx = 0.

Pela condi¢do de contorno, temos que

bipath|, = bba (1, )0 (1, £) — b (0, )(0, 1) = 0.

De onde segue-se que

l
0

l l l
2 _
p2/0 wttwﬁb/o 1, dx+n/ (%+¢)¢dx+u2/o b dx = 0. (3.92)
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Adicionando as equacgdes (3.90), (3.91) e (3.92), obtemos
! l ! ! ! !
/ ugu dr + pl/ Oup dr + pg/ V) dz + 11 / oo dx + ug/ Vo da + a/ | |* da
0 0 0 0 0 0

l l l l
+A/ |¢—U|2dx+n/ Isox+w|2dm+b/ |¢$|2d:v+7/ 0,udr = 0.
0 0 0 0

Pela propriedade de derivada, temos que

! d ! !
/ Uy dr = (/ U d:L‘) —/ |lug|? da, (3.93)
0 dt 0
! d ! !
/ o dr = pr (/ oY) dm) —/ |g0t|2dx, (3.94)
0 t \Jo 0
l d ! !
[ wvds =5 ([wwde) = [oipas (3.95)
0 0 0
l 1 d l )
/0 oo dr = ST (/0 | ot d:v) (3.96)

l d—ld l 2d 3.97
/O¢t¢ x_§E<A|¢t’ x) (3.97)

Pela propriedade de derivada e da defini¢do do funcional G(t), obtemos

/|ut| dw—pl/ el dl’—pz/ [ dw+a/ |ux|2d1‘+k/ o — ul*dz

—Hi/ \sﬁx+@/}]2d:ﬁ+b/ |¢x\2dx+7/ O,udr =0,
0 0 0

de onde resulta que

[ [ l l l
/|ut|2dx+p1/ |got|2dx+p2/ |¢t|2dx—a/ |u$|2dx—A/ o — uf d
0 0 0 0 0
l l l
—H/ |¢x+1/1|2dx—b/ |@/)x|2dx—7/ 0,udz. (3.98)
0 0 0

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e Poincaré, obtemos

l [
—v/ezudx < /|u!(v|9m|> du
0 0
l

/N
<2
=
T
QL
s
N———
g
— ~
(S
>
>
N————
g
~
[N}

/A /A
— ‘%&o
- &
= o
8 s
o S
S

+ &
mﬂkl\%\a O\.N» S
\ :

= =

oY

=

(3.99)
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Substituindo as equagdes (3.99) em (3.98), obtemos

l l ! ! l
[+ [l daspn [ o | \umx—x/ P
—n/ |<px+1/1|2da:—b/ |9 dx—i——/ |um|2dx—i— / |0,|* dz

€
< [kt [lapasp [ lof dm—(a—A—)/ sl
1 0

l
—A/ Iso—u|2d:c—n/ |s0x+z/z|2da:—b/ |wx!2dx+cg’/ 0.%dz,  (3.100)
0 0 0 0

onde C! = Z
€

3.2.3 Decaimento exponencial

Nesta subsecdo vamos mostrar que o funcional E(¢) decai exponencialmente. Este resultado

estd sob a forma do seguinte Teorema

Teorema 3.2. Existem constantes positivas M e w tais que
E(t) < Me™™' Vt>0, (3.101)

Demonstragcdo. Para este propdsito, vamos construir o funcional Lyapunov £(t) e mostrar que este

estd nas condi¢des do Teorema (2.2).

Definimos o funcional de Lyapunov £(t) da seguinte forma
L(t) = NE(t) + N.F(t) + G(t), (3.102)

onde N;, v = 1,2, sd@o constantes positivas. Inicialmente, vamos mostrar que existem constantes

positivas c; € ¢, tais que

aE(t) < L(t) < E(t). (3.103)

Note que
L(t) — N\E(t) = NoF(t) + G(t), (3.104)

dessa forma,
IL(t) — NLE(t)] = |NaF(t) + G(t)]. (3.105)
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Seja
H(t) = Ny F(t) + G(t),
temos que
[H(t)] = [N2F(t) + G(t)] < No|F(2)] 4 |G ()]

Pela defini¢cdes dos funcionais F' e (G, temos que

l x
/ 0 (/ u (s, t) ds) dx
0 0
! ! ! s [
/utudm—l—pl/ gotgodx—i—pz/umwdx—l——/ li? do + = /]wt\de,
0 0 0

usando as propridades de integral, obtemos

ol < [ 1ol

0 / el 9] o + 222 / il do + 12 / l? da,

[H®) < N

+

T

(s, t) ds

dx+/ | | da:—l—p1/ loe| || dx

Usando a desigualdade Cauchy-Schwarz, obtemos

[H(t)] < Ny (/Ol|9|2dx>é (/Ol /Oxut(s,t)dSde>%+ (/Ol |ut‘2d$)é </Ol\u|2dx>é

v 3 Lo 3 Lo 3 ! 3
o (/ @ dx) (/ " da:) o (/ 4 d:c) (/ ] dx)
0 0 0 0
l l
+%/ ‘g@t|2d$+%/ ‘thdl',
0 0

usando a desigualdade de Young, com € = %, obtemos

N 2
|H(t)| < 2/ 10]? da de + - /|ut| de + - /|u| dx

—I/rsoﬁdw—l/no\ da +—/|wt\ dz + 2/O|wrdx
/|g0t|2d + = /|¢t|2d$

7/O /Out(s t)ds d$+ /|Ut| dr + — /|U| dx "’(,021 Nl /|90t| dx

+%/Ol!so\2d:c+(%+%)/0!wtl2d + 2 /\wld +—/\9l dz,

utstds

N
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usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

1 l l
HE < 5 /|ut\ de + 5 /]ut\ dz + 55 /|um2dx+(p21+u21>/ ool da
1 1 0 0
l [
N-
/ |%y2 do+ (2 +12) /|¢t|2d1:+p2/ |¢x|d:c+2/ 0] da
2/ 2M1 Jo 2 Jo
1 Lo Pl by

l l l
1 2 P2 | 2 2 P2 Ny 2
R 22 22 22 =2 NN
+2/\1/0|90] dz+ (2 + 2)/0|@z)t| dx+2>\1/0|¢|d:1:—|— 2/Oye| dz. (3.106)

Usando o Lema 1.7 em (3.106), obtemos

<
)| < (% >/ g |? d + /|ux] o+
1 2 2
+— e T dm—l——/ © da:)
Al(/g\so oPdo 5 [ o
l N [
&/ ), | dac+—2/ 10 da
0 2
_ N, 1 : 2 P1 M1
_ (2A1+ )/ e dx+2)\1/ urf? e+ ( /|¢t| dx
l
+§—/ |%+w|2d:c+(”1 )/ ]2 d
(2 +52) /\wtr dx+—/rer dz
NQ 1 « 2 251 Pl/l 2
_ (M P DL (R RN d
(A +)(z/o'“t' f)* Al(z/O'“' ) (1o 8) (5 et
2p1 , 201 / )
+ <1+@) (@/ |¢t|2dx> +—2/ 10 dax
P2 2 Jo 2 Jo

Tomando

+ |<Pt| dx

)]
/ i de

+

GRIEER
[\3|7; Mlt

N 1 p1 201 2p1 po [42
N = 2y e it 1+ 2 N 3.107
i { VRIS VA WLl S VAL S W (3.107)

e, pela defini¢do do funcional energia E(t), obtemos
|H(t)| < NE(1),
consequentemente,

[£(t) = MEQ@)| < [H(1)| < NE(1).
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Assim,
(Ny = N)E(t) < L(t) < (N1 + N)E(1).

Ao escolher Ny > N, obtemos ¢; = Ny — N > 0ecy; = Ny + N > 0 que garante as
desigualdades de (3.103).

Agora, vamos que existe uma constante positiva /3 tal que
L'(t) < —BE(t), Vt>0. (3.108)

Diferenciando o funcional de Lyapunov e recordando a lei de dissipacéo de F(t) dada em (3.68)

e os Lemas 3.5 e 3.6, obtemos
£ty < ME(1)+ NF(1) +G(1)
! l l
< =Ny =1} [ uPde — N = ) [ lelde = (Vi = o} [ e
0 0 0

N. 1 l l
—{a—e<N2+ 2 )}/ |Uz‘2dl'—{)\—N2i}/ lo — ul* dz
A1 0 M Jo

[ l l
—b/ |¢x|2dx—/<,/ |g0x—|—@/)|2dx—{N15—NQC’é—(J;’}/ 10| 2d.
0 0 0

Agora, escolhendo

€ = min { A A }
B 2(NoAi + Ny +1) " 2N, f

obtemos

l [ l
L) < —{(Ney— 1 / Pz — {Nyjis — pr} / oiPde — (Nips — po) / e
0 0 0

l )\ l l
-5 [ uaPds =5 [lo-ufdo—b [ pfa
2 0 2 0 0
l l
—ﬁ-/ |<,0$+¢]2dx—{N15—NQC;—CE”}/ 10, 2dz.
0 0

Neste ponto, escolheremos /V; e [V, suficientemente grande. Tomando

3
N2 = 5
2y
obtemos
3 3 1
Noy—1l=—~v—-—1==-—1=—.
27 277 9 9
E, tomando

3p1 3p2 NQC’ + C” 1
N, = N, — € € —
1 max{ , 2/“, 2/@’ 5 + o [
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obtemos

3
N1M1—/)1/2—1Ml—/31/%_/)1>%7

3
N1M2—P2/2—ZM2—P1/%—P2>%

NoCl + C” 1
0 5)\1

< ) §— N,Cl — C"

! 1 1 ! 1!

> (qu +C" A—) — NCl = !
1

S 1
= )\1-

Resultando que

1/ 2 P1 : P2 : a [f
1 dr— P [ oudr — 22 [ 2 ——/ P
5 [ upde =% [apae =2 [P =5 [ ufa

l l l 1 l
—3/ |<p—u|2dx—b/ |¢$]2dac—/<o/ ]cpm+1/)|2dx——/ 10, 2dz.
2 Jo 0 0 A1 Jo

Usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

I 1 : l
A_l/o 10.2dz > A—1A1/0 |0|2dx:/0 |0)2dz. (3.109)

-3 [bar =2 [ipar -2 [opa- [ b

——/|go—u|2dx—b/ [t dx—/i/|§0z+¢| dm—/|9| dx
< —5/ g2 — 2 /Wda:— /w d:c——/ u, P

5 [o=upar= [wpac=5 [lour a3 [ 1opa

Pela definicao do Funcional Energia, chegamos a

C(;tﬁ( ) < —BE(t), ¥V t>0, (3.110)

Assim,

onde 5 = 1 é uma constante positiva.

Portanto, o método da energia garante o decaimento exponencial do funcional energia F(t).
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