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Resumo

Neste trabalho, apresentamos o Método da Energia, uma ferramenta poderosa para analisar o

comportamento de soluções de uma Equação Diferencial Parcial (EDP). Através de conhecimentos

básicos de cálculo, nomeadamente derivadas e integrais, citamos e deduzimos o método em questão.

Além disso, realizamos duas aplicações do método: uma considerando um sistema de EDP que

modela pequenas curvaturas em uma viga de Timoshenko, onde concluímos que o funcional de

energia apresenta um decaimento polinomial; e a outra considerando um sistema de EDP que modela

pequenas curvaturas em uma ponte suspensa, onde concluímos que o funcional de energia apresenta

um decaimento exponencial.

Palavras-chave: Método da Energia, Equação Diferêncial Parcial, viga de Timoshenko, ponte sus-

pensa, decaimento polinomial, decaimento exponencial.
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Abstract

In this work, we present the Energy Method, a powerful tool for analyzing the behavior of so-

lutions to a Partial Differential Equation (PDE). Through simple knowledge of calculus, namely

derivatives and integrals, we cite and deduce the method in question. Furthermore, we perform two

applications of the method: one considering a PDE system that models small bends in a Timoshenko

beam, where we conclude that the energy functional has a polynomial decay; and the other consi-

dering a PDE system that models small bends in a suspension bridge, where we conclude that the

energy functional has an exponential decay.

Key-words: Energy Method, Partial Differential Equation, Timoshenko beam, suspension bridge,

polynomial decay, exponential decay.
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Introdução

Na literatura, um dos pilares da matematica aplicada é constituído pelo estudo das Equações

Diferenciais Parciais (EDPs), fornecendo o arcabouço teórico para a descrição de fenômenos físicos

que variam no espaço e no tempo, como a difusão de calor, a propagação de ondas, flexoes de vigas

e a dinâmica de fluidos. Dentre as muitas áreas desta teoria, a análise do comportamento de longo

prazo das soluções é um dos objetivos principais, denominada analise assintótica.

Uma forma de estabelecer o comportamento de uma solução de EDP é conhecendo-a, no en-

tanto, historicamente, a busca por soluções explícitas para tais equações mostrou-se muitas vezes

quase impossível, considerando os métodos simplicados que existem. Diante dessa limitação, o

desenvolvimento de métodos qualitativos tornou-se indispensável. Uma ferramenta que é muito

utilazada para este fim, é o chamado Método da energia.

O método da energia utiliza ferramentas da análise funcional para investigar o comportamento

global das soluções por meio de quantidades escalares conservadas ou dissipadas. A essência desta

técnica reside na construção de um funcional, chamado funcional energia, que está diretamente

relacionado com a solução da EDP. Ao estabelecer desigualdades diferenciais para esses funcionais,

é possível extrair informações cruciais sobre a estabilidade do sistema. No contexto da análise

assintótica, o método permite demonstrar taxas de decaimento (exponencial ou polinomial) para a

energia total, garantindo que a solução do problema perturbado convirja para o estado de repouso

conforme o tempo tende ao infinito. A literatura atual é cheia de trabalhos que usam o Método da

Energia (ver [1–5])

Neste trabalho, temos como objetivo usar conhecimentos obtidos nas disciplinas de calculos

para compreender o funcionamento do Método da Energia, sem nos preocuparmos em que espaços

funcionais as funções pertencem. Após a explicitação do método faremos duas aplicações, a saber,

a primeira é em uma EDP que modela vibrações em vigas (ver [8]) e a outra é uma EDP que

modela vibrações em uma ponte suspensa [9, 10]). Nas duas aplicações não estamos interessados

na física do modelo e boa colocação, mas sim, na aplicação do Método da Energia para determinar

o comportamento assintótico.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, estamos interessados em fazer um resumo sobre derivadas e integrais de funções

reais, citando e demonstrando algumas propriedades, para mais detalhes ver [6]. Isso será de grande

importância para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Derivadas

Inicialmente, faremos um resumo sobre limite de funções reais.

Definição 1.1. Seja f uma função real definida em A ⊂ R e a um ponto de acumulação de A.

Dizemos que L ∈ R é o limite de f(x) quando x se aproxima de a quando, dado ε > 0, existe δ > 0

tal que, x ∈ A e

|x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε. (1.1)

Simbólicamente, temos

lim
x→a

f(x) = L, (1.2)

em caso afirmativo.

Por exemplo, Para toda constante K ∈ R temos

lim
x→a

K = K. (1.3)

De fato, pois dado ε > 0, podemos δ = 1 e teremos que

|x− a| < 1 =⇒ |K −K| = 0 < ε. (1.4)

Como queríamos demonstrar.
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As propriedades de limites são importantes, no entanto focaremos naquelas que serão necessárias

para os nossos objetivos, entre elas, temos as seguintes:

Lema 1.1. Se limx→a f(x) = L. Então, existem δ > 0 e K > 0, tais que

|x− a| < δ =⇒ |f(x)| < K.

Demonstração. Por definição, dado ε = 1, existe δ > 0, tal que

|x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < 1,

implicando que

|x− a| < δ =⇒ L− 1 < f(x) < L+ 1.

Tomando K = max{|L− 1|, |L+ 1|} temos que

|x− a| < δ =⇒ −K < f(x) < K =⇒ |f(x)| < K.

Lema 1.2. Se limx→a f(x) = L e limx→a g(x) =M .Então,

i) Limite da soma

lim
x→a

[f(x) + g(x)] = L+M ; (1.5)

ii) Limite da produto

lim
x→a

[f(x).g(x)] = L.M ; (1.6)

iii) Conservação do sinal

Caso f(x) ⩽ g(x) para todo x próximo de a, temos que

L ⩽M. (1.7)

Demonstração. i) Por hipótese, dado ε > 0, existem δ1 > 0 e δ2 > 0, tais que x ∈ Df∩g e

|x− a| < δ1 =⇒ |f(x)− L| < ε

2
(1.8)

e

|x− a| < δ2 =⇒ |g(x)−M | < ε

2
. (1.9)
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Tomando δ = min{δ1, δ2}, temos que obtemos que

|x− a| < δ =⇒ |x− a| < δ1 e |x− a| < δ2.

Assim,

|x− a| < δ =⇒ |f(x) + g(x)− (L+M)| = |f(x)− L+ g(x)−M)|

⩽ |f(x)− L|+ |g(x)−M)|

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

ii) Por hipótese, dado ε > 0, existem δ1 > 0 e δ2 > 0, tais que x ∈ Df∩g e

|x− a| < δ1 =⇒ |f(x)− L| < ε

2K
(1.10)

e

|x− a| < δ2 =⇒ |g(x)−M | < ε

2|L|
, (1.11)

onde K > 0 tal que |g(x)| < K.

Tomando δ = min{δ1, δ2}, temos que obtemos que

|x− a| < δ =⇒ |x− a| < δ1 e |x− a| < δ2.

Assim,

|x− a| < δ =⇒ |f(x)g(x)− LM | = |f(x)g(x)− g(x)L+ g(x)L− LM |

⩽ |f(x)g(x)− g(x)L|+ |g(x)L− LM |

= |g(x)||f(x)− L|+ |L||g(x)−M |

< K
ε

2K
+ |L| ε

2|L|
= ε.

iii) Vamos supor por contradição que M < L. Por hipótese, para ε = L−M
2

, existem δ1 > 0 e

δ2 > 0, tais que x ∈ Df∩g e

|x− a| < δ1 =⇒ |f(x)− L| < L−M

2

=⇒ L− L−M

2
< f(x) < L+

L−M

2

=⇒ L+M

2
< f(x) <

2L−M

2
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e

|x− a| < δ2 =⇒ |g(x)−M | < L−M

2

=⇒ M − L−M

2
< g(x) < M +

L−M

2

=⇒ 3M − L

2
< g(x) <

L−M

2
.

Tomando δ = min{δ1, δ2}, temos que obtemos que

|x− a| < δ =⇒ |x− a| < δ1 e |x− a| < δ2.

Assim,

|x− a| < δ =⇒ g(x) <
L−M

2
< f(x).

Contradição, pois, por hipótese temos que f(x) ⩽ g(x).

Agora, vamos para o conteúdo de derivadas.

Definição 1.2. Seja f : A→ R e a ∈ A. Dizemos f é uma derivável em a, e denotamos a derivada

de f em a por f ′(a) ou
df(a)

dx
, quando o seguinte limite

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
(1.12)

existe. Caso f seja derivável em todo x ∈ A, dizemos simplesmente que f é derivável e

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
. (1.13)

Por exemplo, para f(x) = K, onde k ∈ R, temos que

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

K −K

h
= lim

h→0

0

h
= lim

h→0
0 = 0. (1.14)

E, para f(x) = x, temos que

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

(x+ h)− x

h
= lim

h→0

h

h
= lim

h→0
1 = 1. (1.15)

As propriedades de derivadas são importantes, no entanto focaremos naquelas que serão neces-

sárias para os nossos objetivos, entre elas, temos as seguintes:

Lema 1.3. Se f ′(x) existe. Então,

lim
h→0

f(x+ h) = f(x). (1.16)
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Demonstração. Usando a propriedade ii) do Lema 1.2 temos que

lim
h→0

[f(x+ h)− f(x)] = lim
h→0

[
f(x+ h)− f(x)

x− a
· (x− a)

]
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

x− a
lim
h→0

(x− a)

= f ′(x) · 0 = 0.

Portanto, ando a propriedade ii) do Lema 1.2 temos que

lim
h→0

f(x+ h) = lim
h→0

[f(x+ h)− f(x) + f(x)]

= lim
h→0

[f(x+ h)− f(x)] + lim
h→0

f(x)

= lim
h→0

f(x).

Como f(x) é constante em relação h. Temos que

lim
h→0

f(x+ h) = f(x).

Lema 1.4. Se f ′(x) e g′(x) existem. Então,

i) Derivada da soma

(f + g)′(x)[f(x) + g(x)]′ = f ′(x) + g′(x); (1.17)

ii) Derivada da produto

(fg)′(x) = [f(x).g(x)]′ = f ′(x).g(x) + f(x).g′(x); (1.18)

Demonstração. Vamos demonstrar i). Temos que

(f + g)′(x) = lim
h→0

(f + g)(x+ h)− (f + g)(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h) + g(x+ h)− (f(x) + g(x))

h

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x) + g(x+ h)− g(x)

h
.

Usando a propriedade (i) do Lema 1.2 temos que

(f + g)′(x = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
+ lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h
= f ′(x) + g′(x).
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Agora, vamos demonstrar ii). Temos que

(fg)′(x) = lim
h→0

(fg)(x+ h)− (fg)(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− g(x+ h)f(x) + g(x+ h)f(x)− f(x)g(x)

h

= lim
h→0

[f(x+ h)− f(x)]g(x+ h) + f(x)[g(x+ h)− g(x)]

h
.

Usando as propriedades (i) e (ii) do Lema 1.2 temos que

(fg)′(x) = lim
h→0

[f(x+ h)− f(x)]g(x+ h)

h
+ lim

h→0

f(x)[g(x+ h)− g(x)]

h

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
lim
h→0

g(x+ h) + lim
h→0

f(x) lim
h→0

g(x+ h)− g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
g(x) + f(x) lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h
= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

1.2 Integrais

Definição 1.3. Seja f uma função definida no intervalo [a, b] e P uma partição do intervalo [a,b]

dada por P = {xi ∈ [a, b]; 0 ⩽ i ⩽ n e a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b}. Dizemos que

f é integrável sob o intervalo [a, b], denotado por
∫ b

a
f(x)dx, quando∫ b

a

f(x)dx = lim
max∆xi→0

n∑
i=1

f(c1)∆xi (1.19)

existe, onde ci ∈ (xi−1, xi) e ∆xi = xi − xi−1.

As propriedades de integrais são importantes, no entanto, novamente focaremos naquelas que

serão necessárias para os nossos objetivos, entre elas, temos as seguintes.

Lema 1.5. Se f(x) e g(x) são integráveis no intervalo [a, b]. Então,

i) Integral da soma ∫ b

a

[f(x) + g(x)]dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx; (1.20)
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ii) Integral da multiplicação por um escalar∫ b

a

Kf(x)dx = K

∫ b

a

f(x)dx, ∀ k ∈ R; (1.21)

iii) Consevação do sinal

Se f(x) ⩽ g(x), temos que ∫ b

a

f(x)dx ⩽
∫ b

a

g(x)dx. (1.22)

iv) Desiguladade entre módulos ∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ b

a

|f(x)|dx. (1.23)

v) Se f(x) > 0, para todo intervalo [c, d] ⊂ [a, b], tem-se que∫ d

c

f(x)dx ⩽
∫ b

a

f(x)dx. (1.24)

Demonstração. Vamos demonstrar i). Temos que∫ b

a

[f(x) + g(x)]dx = lim
max∆xi→0

n∑
i=1

[f(ci) + g(ci)]∆xi

= lim
max∆xi→0

n∑
i=1

f(ci)∆xi + lim
max∆xi→0

n∑
i=1

g(ci)∆xi

=

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx.

Agora, vamos demonstrar ii). Temos que∫ b

a

Kf(x)dx = lim
max∆xi→0

n∑
i=1

Kf(ci)∆xi = K lim
max∆xi→0

n∑
i=1

f(ci)∆xi = K

∫ b

a

f(x)dx.

Agora, vamos demonstrar iii). Temos que∫ b

a

f(x)dx = lim
max∆xi→0

n∑
i=1

f(ci)∆xi ⩽ lim
max∆xi→0

n∑
i=1

g(ci)∆xi =

∫ b

a

g(x)dx.

Agora, vamos demonstrar iv). Temos que∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ lim
max∆xi→0

n∑
i=1

f(ci)∆xi

∣∣∣∣∣
⩽ lim

max∆xi→0

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ci)∆xi

∣∣∣∣∣
⩽ lim

max∆xi→0

n∑
i=1

|f(ci)|∆xi

=

∫ b

a

|f(x)|dx.
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Por fim, vamos demonstrar (v). Sejam

P = {yi ∈ [a, b]; 0 ⩽ i ⩽ n e c = y0 < y1 < y2 < · · · < yn−1 < yn = d}

uma partição de [c, d] e

Q = {xi ∈ [a, b]; e a = x0, xn+1 = b, xi+1 = yi, 0 ⩽ i ⩽ n− 1}

uma partição de [a, b]. Temos que∫ d

c

f(x)dx = lim
max∆xi→0

n∑
i=1

f(ci)∆yi

e ∫ b

a

f(x)dx = lim
max∆xi→0

n∑
i=1

f(ci)∆xi.

Desde que P ⊂ Q segue que ∆yi ⩽ ∆xi. Portanto, como f(x) > 0 obtemos∫ d

c

f(x)dx = lim
max∆xi→0

n∑
i=1

f(ci)∆yi ⩽ lim
max∆xi→0

n∑
i=1

f(ci)∆xi ⩽
∫ b

a

f(x)dx.

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental do Cálculo). Seja f uma função integral no intervalo [a, b]. Se

F é tal que de F ′(x) = f(x) em [a, b], então∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) = F (x)
∣∣∣b
a
. (1.25)

Demonstração. Como a demonstração deste Teorema é um pouco mais complexa, deixamos ao

leitor a seguinte referência [6].

Lema 1.6. Se f e g são funções integráveis e deriváveis no intervalo [a, b] . Então∫ b

a

f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

f(x)g′(x)dx. (1.26)

Demonstração. Pela propriedade ii) temos que

[f(x)g(x)]′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x). (1.27)

Resultando que

f ′(x)g(x) = [f(x)g(x)]′ − f(x)g′(x). (1.28)
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Logo, ∫ b

a

f ′(x)g(x)dx =

∫ b

a

{[f(x)g(x)]′ − f(x)g′(x)}dx

=

∫ b

a

[f(x)g(x)]′dx−
∫ b

a

f(x)g′(x)dx

= f(x)g(x)
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

f(x)g′(x)dx.

1.3 Desigualdade Clássicas

• Desigualdade de Young

Sejam a e b dois reais não negativos. Temos que

(a− b)2 ⩾ 0,

implicando que

a2 + b2 − 2ab ⩾ 0,

Logo,

ab ⩽
a2

2
+
b2

2
.

Alem disso, para todo ϵ > 0 temos que

ab = (
√
2ϵa)

(
1√
2ϵ
b

)
⩽

(
√
2ϵa)2

2
+

(
1√
2ϵ
b
)2

2
= ϵa2 +

b2

4ϵ
.

• Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Sejam f e g funções tais que |f |2 e |g|2 são funções integráveis em [a, b]. Supondo f e g não

nulas, denotamos por

A(x) =
|f(x)|(∫ b

a
|f(x)|2 dx

) 1
2

> 0 e B(x) =
|g(x)|(∫ b

a
|g(x)|2 dx

) 1
2

> 0, (1.29)

resultando que∫ b

a

A2(x) dx =

∫ b

a

|f(x)|2∫ b

a
|f(x)|2 dx

dx =
1∫ b

a
|f(x)|2 dx

∫ b

a

|f(x)|2 dx = 1,
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e ∫ b

a

B2(x) dx =

∫ b

a

|g(x)|2∫ b

a
|g(x)|2 dx

dx =
1∫ b

a
|g(x)|2 dx

∫ b

a

|g(x)|2 dx = 1.

Pela desigualdade de Young, temos

A(x)B(x) ⩽
1

2
A2(x) +

1

2
B2(x)

e pelas propriedade (i), (ii) e (iii) do Lema (1.5), temos∫ b

a

A(x)B(x) dx ⩽
1

2

∫ b

a

A2(x) dx+
1

2

∫ b

a

B2(x) dx =
1

2
+

1

2
= 1.

Assim, ∫ b

a

|f(x)||g(x)|(∫ b

a
|f(x)|2 dx

) 1
2
(∫ b

a
|g(x)|2 dx

) 1
2

dx ⩽ 1,

implicaando que

1(∫ b

a
|f(x)|2 dx

) 1
2
(∫ b

a
|g(x)|2 dx

) 1
2

∫ b

a

|f(x)||g(x)| dx ⩽ 1,

portanto, ∫ b

a

|f(x)||g(x)| dx ⩽

(∫ b

a

|f(x)|2 dx
) 1

2
(∫ b

a

|g(x)|2 dx
) 1

2

. (1.30)

Para f e g nulas, a mesma desigualdade segue trivialmente.

• Desigualdade de Poincaré

Seja f uma função derivável tal que, |f |2 e |f ′|2 sejam integráveis em [a, b]. Supondo f(a) =

0, pelo Teorema Fundamental Cálculo, temos que

f(x) = f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′(s)ds. (1.31)

Usando as propriedades de integral, obtemos

|f(x)| =
∣∣∣∣∫ x

a

f ′(s)ds

∣∣∣∣ ⩽ ∫ x

a

|f ′(s)|ds.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

|f(x)| ⩽
∫ x

a

|f ′(s)|ds ⩽
(∫ x

a

1 ds

) 1
2
(∫ x

a

|f ′(s)|2ds
) 1

2

,
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implicando que

|f(x)|2 ⩽
∫ x

a

|f ′(s)|ds ⩽
(∫ x

a

1 ds

)(∫ x

a

|f ′(s)|2ds
)
.

Usando novamente o Teorema Fundamental Cálculo, obtemos∫ x

a

1 ds = x− a

e, pela propriedade de integral, obtemos∫ x

a

|f ′(s)|2ds ⩽
∫ b

a

|f ′(s)|2ds =
∫ b

a

|f ′(x)|2dx.

Resultando que

|f(x)|2 ⩽ (x− a)

∫ b

a

|f ′(x)|2dx.

Portanto, usando a propriedade de integral e Teorema Fundamental Cálculo, concluímos que∫ b

a

|f(x)|2 dx ⩽
∫ b

a

(x− a)

(∫ b

a

|f ′(x)|2dx
)
dx

=

∫ b

a

(x− a) dx

(∫ b

a

|f ′(x)|2dx
)

=
b− a

2

(∫ b

a

|f ′(x)|2dx
)
.

Agora, supondo
∫ b

a
f(x) dx = 0, pelo Teorema Fundamental Cálculo e as propriedades de

integral, temos que

f(x) = f(x)− 1

b− a

∫ b

a

f(y) dy

=
1

b− a

∫ b

a

f(x)dy − 1

b− a

∫ b

a

f(y)dy

=
1

b− a

∫ b

a

(f(x)− f(y)) dy

=
1

b− a

∫ b

a

∫ x

y

f(s) ds dy.

De onde resulta que

|f(x)| =
∣∣∣∣ 1

b− a

∫ b

a

∫ x

y

f(s) ds dy

∣∣∣∣ ⩽ 1

b− a

∫ b

a

∫ x

y

|f(s)| ds dy. (1.32)
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos∫ x

y

|f(s)| ds ⩽
(∫ x

y

1 ds

) 1
2
(∫ x

y

|f(s)|2ds
) 1

2

.

Usando novamente o Teorema Fundamental Cálculo e como [y, x] ⊂ [a, b], obtemos∫ x

y

1 ds ⩽
∫ b

a

1 ds = b− a

e, pela propriedade de integral, obtemos∫ x

y

|f(s)|2ds ⩽
∫ b

a

|f(s)|2ds =
∫ b

a

|f(x)|2dx.

Resultando que ∫ x

y

|f(s)| ds ⩽ (b− a)
1
2

(∫ b

a

|f(x)|2dx
) 1

2

. (1.33)

Daí, substituíndo (1.33) em (1.32), obtemos

|f(x)| ⩽
1

b− a

∫ b

a

(b− a)
1
2

(∫ b

a

|f(x)|2dx
) 1

2

dy

=
1

(b− a)
1
2

∫ b

a

(∫ b

a

|f(x)|2dx
) 1

2

dy

=
1

(b− a)
1
2

(∫ b

a

|f(x)|2dx
) 1

2
∫ b

a

1 dy

= (b− a)
1
2

(∫ b

a

|f(x)|2dx
) 1

2

.

Assim,

|f(x)|2 ⩽ (b− a)

∫ b

a

|f(x)|2dx.

Portanto, usando as propriedades de integral e Teorema Fundamental Cálculo, concluímos que∫ b

a

|f(x)|2 dx ⩽
∫ b

a

(b− a)

(∫ b

a

|f(x)|2dx
)
dx

=

∫ b

a

(b− a) dx

(∫ b

a

|f(x)|2dx
)

= (b− a)2
∫ b

a

|f(x)|2dx.
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Assim, concluímos que existe λ1 > 0 tal que

λ1

∫ b

a

|f(x)|2 dx ⩽
∫ b

a

|f(x)|2dx,

sempre que f(a) = 0 ou
∫ b

a
f(x) dx = 0.

Lema 1.7. Se f e g são funções que estão nas condições das desigualdades de Cauchy-Schwarz,

Young e Poincaré. Então,

1

2

∫ l

0

|φx|2 dx ⩽
∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+ 1

λ1

∫ l

0

|ψx|2 dx. (1.34)

Demonstração. Pela propriedade de integral, temos que∫ l

0

|φx + ψ|2 dx ⩾
∫ l

0

(|φx| − |ψ|)2 dx

=

∫ l

0

{|φx|2 + |ψ|2 − 2|φx||ψ|} dx

=

∫ l

0

|φx|2 dx+
∫ l

0

|ψ|2 dx− 2

∫ l

0

|φx||ψ| dx. (1.35)

Usando as desigualdade de Cauchy-Schwarz e de Young, obtemos∫ l

0

|φx||ψ| dx ⩽

(∫ l

0

|φx| dx
) 1

2
(∫ l

0

|ψ|2 dx
) 1

2

⩽
1

4

∫ l

0

|φx|2 dx+
∫ l

0

|ψ|2 dx. (1.36)

Substituindo a equação (1.36) em (1.35) obtemos∫ l

0

|φx + ψ|2 dx ⩾
∫ l

0

|φx|2 dx+
∫ l

0

|ψ|2 dx− 2

(
1

4

∫ l

0

|φx|2 dx+
∫ l

0

|ψ|2 dx
)

=

∫ l

0

|φx|2 dx+
∫ l

0

|ψ|2 dx− 1

2

∫ l

0

|φx|2 dx− 2

∫ l

0

|ψ|2 dx

=
1

2

∫ l

0

|φx|2 dx−
∫ l

0

|ψ|2 dx.

Resultando que

1

2

∫ l

0

|φx|2 dx ⩽
∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+
∫ l

0

|ψ|2 dx,

usando a desigualdade de Poincaré, obtemos o resultado desejado.

14



Capítulo 2

Método da Energia

Neste capítulo, vamos estabelecer o Método da Energia. Este é uma ferramenta “poderosa” para

analisar o comportamento assintótico de um funcional não negativo E(t) que evolue na grandeza do

tempo t.

Definição 2.1. Seja E(t), com t ⩾ 0, um funcional não negativo. Dizemos que E(t) é dissipativo

quando, para dados t1 e t2 positivos tais que t1 < t2 tem-se que

E(t2) ⩽ E(t1). (2.1)

Definição 2.2. Seja E(t) um funcional dissipativo. Dizemos que E(t) decai Polinomialmente

quando, existem constantes positivas M e α tais que

E(t) ⩽Mt−α, ∀ t > 0, (2.2)

onde α é a taxa de decaimento polinomial.

Definição 2.3. Seja E(t) um funcional dissipativo. Dizemos que E(t) decai exponencialmente

quando, existem constantes positivas M e ω tais que

E(t) ⩽Me−ωt, ∀ t > 0, (2.3)

onde ω é a taxa de decaimento exponencial.

O Método da Energia considera dois funcianais não negativos E(t) e L(t), respectivamente,

chamados de Funcional Energia e Funcional de Lyapunov. Neste método estabelecemos condições

que relacionam os funcianais E(t) e L(t) para que tenhamos decaimento polinomial ou decaimento

exponencial do funcional E(t).
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2.1 Método da Energia para decaimento polinomial

O Método da enegia para estabelecer um comportamento assintótico do tipo polinomial com

taxa 1 está sob a forma do seguinte Teorema:

Teorema 2.1. Sejam os funcionais não negativos E(t) e L(t). Se E ′(t) ⩽ 0 e existe uma constante

positiva β tal que

L′(t) ⩽ −βE(t), ∀ t > 0, (2.4)

então, tem-se que

E(t) ⩽Mt−1, ∀ t > 0, (2.5)

onde M =
L(0)
β

.

Demonstração. Pela propriedade iii) do Lema (1.5), podemos integrar a desigualdade (2.4) no in-

tervalo [0, t] conservando a relação de ordem, ou seja,∫ t

0

L′(s) ds ⩽ −β
∫ t

0

E(s)ds.

Usando o Teorema Fundamental do Cálculo, obtemos

L(t)− L(0) ⩽ −β
∫ t

0

E(s)ds,

resultando que

L(t) + β

∫ t

0

E(s)ds ⩽ L(0).

Por hipótese, como E(t) > 0, novamente, usando a propriedade iii) do Lema (1.5), temos que∫ t

0

E(s)ds ⩾ 0.

Além disso, desde que L(t) ⩾ 0, resulta que

β

∫ t

0

E(s)ds ⩽ L(0),

logo ∫ t

0

E(s)ds ⩽M, (2.6)

onde M =
L(0)
β

.
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Outrossim, pela propriedade ii) do Lema (1.4), temos que

(tE(t))′ = [t]′E(t) + tE ′(t) = E(t) + tE ′(t).

Por hipótese, temos que

E ′(t) ⩽ 0,

implicando que

(tE(t))′ ⩽ E(t).

Integrando a desigualdade acima sob o intervalo [0, t], obtemos∫ t

0

(sE(s))′ ds ⩽
∫ t

0

E(s) ds,

usando o Teorema Fundamental do Cálculo, obtemos

tE(t) ⩽
∫ t

0

E(s) ds. (2.7)

Por fim, das degualdades (2.6) e (2.7) chegamos à

tE(t) ⩽
∫ t

0

E(s) ds ⩽M.

Portanto

E(t) ⩽Mt−1, ∀ t > 0.

Dessa forma, finalizamos a demonstração deste teorema.

2.2 Método da Energia para decaimento exponencial

O Método da enegia para estabelecer um comportamento assintótico do tipo exponencial está

sob a forma do seguinte Teorema:

Teorema 2.2. Sejam os funcionais não negativos E(t) e L(t). Se E ′(t) ⩽ 0 e existem constantes

positivas c1, c2 e β tais que

c1E(t) ⩽ L(t) ⩽ c2E(t) (2.8)

e

L′(t) ⩽ −βE(t), ∀ t > 0. (2.9)
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Então, tem-se que

E(t) ⩽Me−ωt, ∀ t > 0, (2.10)

onde M =
L(0)
c1

e ω =
β

c2
.

Demonstração. Substituindo a segunda desigualdade de (2.8) em (2.9), obtemos

L′(t) ⩽ −ωL(t), ∀ t > 0,

onde ω = β
c2

. Isto é,

L′(t) + ωL(t) ⩽ 0, ∀ t > 0. (2.11)

Multiplicando (2.11) pelo fator integrante eω temos que

eωtL′(t) + ωeωtL(t) ⩽ 0, ∀ t > 0,

De onde resulta, pela propriedade ii) do Lema (1.4), que

(eωtL(t))′ ⩽ 0, ∀ t > 0. (2.12)

Integrando a desigualdade acima sob o intervalo [0, t] temos∫ t

0

(eωsL(s))′ ds ⩽ 0,

implicando pelo Teorema Fundamental do Cálculo que

eωtL(t)− L(0) ⩽ 0,

de onde resulta que

L(t) ⩽ L(0)e−ωt. (2.13)

Agora, substiruindo a primeira desigualdade de (2.8) em (2.13), obtemos

c1E(t) ⩽ L(0)e−ωt, (2.14)

resultando que

E(t) ⩽Me−ωt, (2.15)

onde M =
L(0)
c1

. Como queriamos demonstrar.
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Capítulo 3

Aplicações

3.1 Decaimento polinomial para um sistema de Timoshenko

Neste seção, consideraremos o sistema de EDP’s dado por

ρ1φtt − κ(φx + ψ)x = 0, em (0, l)× R+, (3.1)

ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ)− µψtxx = 0, em (0, l)× R+, (3.2)

onde φ = φ(x, t), ψ = ψ(x, t) e ρ1, ρ2, κ, b, µ são constantes positivas. Além disso, consideramos

as seguintes condições de contorno

φx(0, t) = φx(l, t) = ψ(0, t) = ψ(l, t) = 0, t ⩾ 0, (3.3)

e as seguintes condições iniciais

φ(x, 0) = φ0(x); φt(x, 0) = φ1(x); ψ(x, 0) = ψ0(x); ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0, l). (3.4)

Para este modelo, nosso objetivo é realizar apenas uma análise de comportamento assimptótico

das soluções, sem a preocupação em mostrar a boa colocação. No entanto, vamos supor que a

solução existe e tem regularidade suficiente para que possamos usar as desigualdades de Cauchy-

Schwarz e de Poincaré, isto é, a função φ tem média nula, ou seja∫ l

0

φdx = 0. (3.5)

3.1.1 Funcional Energia

Inicialmente, vamos determinar o Funcional Energia E(t) associado ao sistema (3.1)-(3.4). Para

este propósito, começamos multiplicando a equação (3.1) por φt e integrando na variável x em [0, l],
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obtemos ∫ l

0

[ρ1φtt − κ(φx + ψ)x]φtdx = 0,

de onde resulta que

ρ1

∫ l

0

φttφtdx− κ

∫ l

0

(φx + ψ)xφtdx = 0.

Aplicando integração por partes, obtemos

ρ1

∫ l

0

φttφtdx− κ(φx + ψ)φt

∣∣l
0
+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)φtxdx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

κ(φx + ψ)φt

∣∣l
0
= κ(φx + ψ)(l, t)φt(l, t)− κ(φx + ψ)(0, t)φt(0, t) = 0,

implicando que

ρ1

∫ l

0

φttφtdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)φtxdx = 0. (3.6)

Agora, multiplicando a equação (3.2) por ψt e integrando na variável x em [0, l], obtemos∫ l

0

[ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ)− µψtxx]ψtdx = 0,

de onde chegamos à

ρ2

∫ l

0

ψttψtdx− b

∫ l

0

ψxxψtdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψtdx− µ

∫ l

0

ψtxxψtdx = 0.

Aplicando integração por partes, obtemos

ρ2

∫ l

0

ψttψtdx− bψxψt

∣∣l
0
+ b

∫ l

0

ψxψtxdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψtdx− µψtxψt

∣∣∣l
0
+ µ

∫ l

0

|ψtx|2dx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

bψxψt

∣∣l
0
= bψx(l, t)ψt(l, t)− bψx(0, t)ψt(0, t) = 0

e,

bψtxψt

∣∣l
0
= bψtx(l, t)ψt(l, t)− bψtx(0, t)ψt(0, t) = 0

De onde segue-se que

ρ2

∫ l

0

ψttψtdx+ b

∫ l

0

ψxψtxdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψtdx+ µ

∫ l

0

|ψtx|2dx = 0. (3.7)

20



Somando as equações (3.6) e (3.7), chegamos à

ρ1

∫ l

0

φttφtdx+ ρ2

∫ l

0

ψttψtdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)(φx + ψ)tdx+ b

∫ l

0

ψxψtxdx+ µ

∫ l

0

|ψtx|2dx = 0.

Usando a Propriedade (ii) do Lema 1.4, temos
d

dt

(
|φt|2

)
=

d

dt
(φtφt) = φttφt + φtφtt = 2φttφt, (3.8)

implicando que

φttφt =
1

2

d

dt

(
|φt|2

)
. (3.9)

Análogamente, temos que

ψttψt =
1

2

d

dt

(
|ψt|2

)
, (3.10)

(φx + ψ)(φx + ψ)t =
1

2

d

dt

(
|φx + ψ|2

)
(3.11)

e

ψxψtx =
1

2

d

dt

(
|ψx|2

)
. (3.12)

Resultando que

1

2

d

dt

(
ρ1

∫ l

0

|φt|2dx+ ρ2

∫ l

0

|ψt|2dx+ κ

∫ l

0

|φx + ψ|2dx+ b

∫ l

0

|ψx|2dx
)
+ µ

∫ l

0

|ψtx|2dx = 0.

Portanto, definimos a energia total associada ao sistema (3.1)–(3.4) como

E(t) :=
ρ1
2

∫ l

0

|φt|2dx+
ρ2
2

∫ l

0

|ψt|2dx+
b

2

∫ l

0

|ψx|2dx+
κ

2

∫ l

0

|φx + ψ|2dx ⩾ 0, ∀ t ⩾ 0.

E, concluimos que a energia total satisfaz a lei de dissipação dada por

E ′(t) = −µ
∫ l

0

|ψtx|2dx ⩽ 0, ∀ t ⩾ 0. (3.13)

Sejam t1 e t2, tais que 0 ⩽ t1 < t2. Integrando a desigualdade acima sobre o intervalo (t1, t2),

para todo t ⩾ 0 obtemos ∫ t2

t1

E ′(s) ds ⩽
∫ t2

t1

0 ds, t ⩾ 0, (3.14)

Pelo Teorema Fundamental do Cáculo, implica que

E(t2)− E(t1) ⩽ 0, t2 ⩾ t1, (3.15)

e chegamos à

E(t2) ⩽ E(t1), t2 ⩾ t1, (3.16)

isto é, a energia total tende a se estabilizar com o passar do tempo t. Dessa forma, é importante

analisar qual o tipo de estabilidade que está acontecendo.
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3.1.2 Lemas técnicos

Nesta subseção vamos construir alguns funcionais, que juntamente com funcional energia, nos

ajudará a defini o funcional de Lyapunov. Inicialmente, definimos o funcional

F (t) :=
ρ1
2

∫ l

0

|φtx|2dx+
ρ2
2

∫ l

0

|ψtx|2dx+
b

2

∫ l

0

|ψxx|2dx+
κ

2

∫ l

0

|(φx + ψ)x|2dx ⩾ 0. (3.17)

Lema 3.1. O funcional F (t) satisfaz a seguinte igualdade

F ′(t) = −µ
∫ l

0

|ψtxx|2dx. (3.18)

Demonstração. Multiplicando a equação (3.1) por −φtxx e integrando na variável x em [0, l], obte-

mos ∫ l

0

−[ρ1φtt − κ(φx + ψ)x]φtxxdx = 0,

de onde resulta que

−ρ1
∫ l

0

φttφtxxdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)xφtxxdx = 0.

Aplicando integração por partes, obtemos

−ρ1φttφtx

∣∣∣l
0
+ ρ1

∫ l

0

φttxφtxdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)xφtxxdx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

−ρ1φttφtx

∣∣∣l
0
= −ρ1φtt(l, t)φtx(l, t) + ρ1φtt(0, t)φtx(0, t) = 0,

implicando que

ρ1

∫ l

0

φttxφtxdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)xφtxxdx = 0. (3.19)

Agora, multiplicando a equação (3.2) por −ψtxx e integrando na variável x em [0, l], obtemos

−
∫ l

0

[ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ)− µψtxx]ψtxxdx = 0,

de onde chegamos à

−ρ2
∫ l

0

ψttψtxxdx+ b

∫ l

0

ψxxψtxxdx− κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψtxxdx+ µ

∫ l

0

|ψtxx|2dx = 0.
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Aplicando integração por partes, obtemos

−ρ2ψttψtx

∣∣l
0
+ ρ2

∫ l

0

ψttxψtxdx+ b

∫ l

0

ψxxψtxxdx− κ(φx + ψ)ψtx

∣∣∣l
0
+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)xψtxdx

+µ

∫ l

0

|ψtxx|2dx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

−ρ2ψttψtx

∣∣l
0
= −ρ2ψtt(l, t)ψtx(l, t) + ρ2ψtt(0, t)ψtx(0, t) = 0

e,

−κ(φx + ψ)ψtx

∣∣∣l
0
= −κ(φx + ψ)(l, t)ψtx(l, t) + κ(φx + ψ)(0, t)ψtx(0, t) = 0

De onde segue-se que

ρ2

∫ l

0

ψttxψtxdx+ b

∫ l

0

ψxxψtxxdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)xψtxdx+ µ

∫ l

0

|ψtxx|2dx = 0 = 0. (3.20)

Somando as equações (3.19) e (3.20), chegamos à

ρ1

∫ l

0

φttxφtxdx+ ρ2

∫ l

0

ψttxψtxdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)x(φx + ψ)txdx

+b

∫ l

0

ψxxψtxxdx+ µ

∫ l

0

|ψtxx|2dx = 0.

Usando a Propriedade (ii) do Lema 1.4, temos

d

dt

(
|φtx|2

)
=

d

dt
(φtxφtxt) = φttxφtx + φtxφttx = 2φttxφtx, (3.21)

implicando que

φttxφtx =
1

2

d

dt

(
|φtx|2

)
. (3.22)

Análogamente, temos que

ψttxψtx =
1

2

d

dt

(
|ψtx|2

)
, (3.23)

(φx + ψ)x(φx + ψ)tx =
1

2

d

dt

(
|(φx + ψ)x|2

)
(3.24)

e

ψxxψtxx =
1

2

d

dt

(
|ψxx|2

)
. (3.25)
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Resultando que

1

2

d

dt

(
ρ1

∫ l

0

|φtx|2dx+ ρ2

∫ l

0

|ψtx|2dx+ κ

∫ l

0

|(φx + ψ)x|2dx+ b

∫ l

0

|ψxx|2dx
)

+µ

∫ l

0

|ψtxx|2dx = 0.

Portanto, pela definição de F (t) concluimos que

F ′(t) = −µ
∫ l

0

|ψtxx|2dx, ∀ t ⩾ 0. (3.26)

Como queríamos demonstrar.

Agora, definimos o seguinte funcional

G(t) = −ρ1
∫ l

0

φtφdx− ρ2

∫ l

0

ψtψ dx−
µ

2

∫ l

0

|ψx|2 dx. (3.27)

Lema 3.2. A seguinte igualdade é válida

G ′(t) = −ρ1
∫ l

0

|φt|2 dx− ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx+ κ

∫ l

0

|(φx + ψ)x|2 dx+ b

∫ l

0

|ψx|2dx. (3.28)

Demonstração. Multiplicando a equação (3.1) por φ e integrando na variável x em [0, l], obtemos∫ l

0

[ρ1φtt − κ(φx + ψ)x]φdx = 0,

de onde resulta que

ρ1

∫ l

0

φttφdx− κ

∫ l

0

(φx + ψ)xφdx = 0.

Aplicando integração por partes, obtemos

ρ1

∫ l

0

φttφdx− κ(φx + ψ)φ
∣∣∣l
0
+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)φx dx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

−κ(φx + ψ)φ
∣∣∣l
0
= −κ(φx + ψ)(l, t)φ(l, t) + κ(φx + ψ)(0, t)φ(0, t) = 0,

implicando que

ρ1

∫ l

0

φttφdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)φx dx = 0. (3.29)
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Agora, multiplicando a equação (3.2) por ψ e integrando na variável x em [0, l], obtemos∫ l

0

[ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ)− µψtxx]ψ dx = 0,

de onde chegamos à

ρ2

∫ l

0

ψttψ dx− b

∫ l

0

ψxxψ dx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψ dx− µ

∫ l

0

ψtxxψ dx = 0.

Aplicando integração por partes, obtemos

ρ2

∫ l

0

ψttψ dx− bψxψ
∣∣∣l
0
+ b

∫ l

0

|ψx|2 dx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψ dx− µψtxψ
∣∣∣l
0
+ µ

∫ l

0

ψtxψx dx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

−bψxψ
∣∣∣l
0
= −bψx(l, t)ψ(l, t) + bψx(0, t)ψ(0, t) = 0

e

−µψtxψ
∣∣∣l
0
= −µψtx(l, t)ψ(l, t) + µψtx(0, t)ψ(0, t) = 0

De onde segue-se que

ρ2

∫ l

0

ψttψ dx+ b

∫ l

0

|ψx|2 dx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψ dx+ µ

∫ l

0

ψtxψx dx = 0. (3.30)

Adicionando as equações (3.29) e (3.30), obtemos

ρ1

∫ l

0

φttφdx+ ρ2

∫ l

0

ψttψ dx+ b

∫ l

0

|ψx|2 dx+ κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+ µ

∫ l

0

ψtxψx dx = 0.

Pela propriedade (ii) do Lema 1.4, temos que

d

dt
(φtφ) =

d

dt
(φttφ) + φtφt =

d

dt
(φttφ) + |φt|2, (3.31)

implicando que

φttφ =
d

dt
(φtφ)− |φt|2.

Analogamente, temos que

ψttψ =
d

dt
(ψtψ)− |ψt|2,

e

ψtxψx =
1

2

d

dt

(
|ψx|2

)
.
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Pela propriedade de derivada e da definição do funcional G(t), obtemos

G ′(t) + ρ1

∫ l

0

|φt|2 dx+ ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx− κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− b

∫ l

0

|ψx|2dx = 0,

de onde resulta que

G ′(t) = −ρ1
∫ l

0

|φt|2 dx− ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx+ κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+ b

∫ l

0

|ψx|2dx.

Como queríamos demonstrar.

Agora, definimos o seguinte funcional

H(t) = −ρ1
∫ l

0

φt

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

)
dx+

µ

2

∫ l

0

|ψx|2 dx+ ρ2

∫ l

0

ψtψ dx. (3.32)

Lema 3.3. Para todo ϵ > 0, existe uma constante positiva Cϵ, tal que

H′(t) ⩽ −b
∫ l

0

|ψx|2dx+ Cϵ

∫ l

0

|ψtx|2 dx+ ϵ

∫ l

0

|φt|2 dx.

Demonstração. Multiplicando a equação (3.1) por −
∫ x

0
ψ(s, t)ds e integrando na variável x em

[0, l], obtemos

−
∫ l

0

[ρ1φtt − κ(φx + ψ)x]

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

)
dx = 0,

de onde resulta que

−ρ1
∫ l

0

φtt

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

)
dx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)x

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

)
dx = 0.

Aplicando integração por partes, obtemos

−ρ1
∫ l

0

φtt

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

)
dx+ κ(φx + ψ)

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

) ∣∣∣l
0
− κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψ dx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

κ(φx + ψ)

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

) ∣∣∣l
0

= κ(φx + ψ)(l, t)

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

)
(l, t)

−κ(φx + ψ)(0, t)

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

)
(0, t) = 0,

implicando que

−ρ1
∫ l

0

φtt

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

)
dx− κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψ dx = 0. (3.33)
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Agora, multiplicando a equação (3.2) por ψ e integrando na variável x em [0, l], obtemos∫ l

0

[ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ)− µψtxx]ψ dx = 0,

de onde chegamos à

ρ2

∫ l

0

ψttψ dx− b

∫ l

0

ψxxψ dx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψ dx− µ

∫ l

0

ψtxxψ dx = 0.

Aplicando integração por partes, obtemos

ρ2

∫ l

0

ψttψ dx− bψxψ
∣∣∣l
0
+ b

∫ l

0

|ψx|2 dx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψ dx− µψtxψ
∣∣∣l
0
+ µ

∫ l

0

ψtxψx dx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

−bψxψ
∣∣∣l
0
= −bψx(l, t)ψ(l, t) + bψx(0, t)ψ(0, t) = 0

e

−µψtxψ
∣∣∣l
0
= −µψtx(l, t)ψ(l, t) + µψtx(0, t)ψ(0, t) = 0

De onde segue-se que

ρ2

∫ l

0

ψttψ dx+ b

∫ l

0

|ψx|2 dx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψ dx+ µ

∫ l

0

ψtxψx dx = 0. (3.34)

Adicionando as equações (3.33) e (3.34), obtemos

−ρ1
∫ l

0

φtt

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

)
dx+ ρ2

∫ l

0

ψttψ dx+ b

∫ l

0

|ψx|2 dx+ µ

∫ l

0

ψtxψx dx = 0.

Pela propriedade (ii) do Lema 1.4, temos que∫ l

0

φtt

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

)
dx =

d

dt

(∫ l

0

φt

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

)
dx

)
−
∫ l

0

φt

(∫ x

0

ψt(s, t)ds

)
dx,

∫ l

0

ψttψ dx =
d

dt

(∫ l

0

ψtψ dx

)
−
∫ l

0

|ψt|2 dx,

e ∫ l

0

ψtxψx dx =
1

2

d

dt

(∫ l

0

|ψx|2 dx
)
.

Pela definição do funcional H(t), obtemos

H′(t) + ρ1

∫ l

0

φt

(∫ x

0

ψt(s, t)ds

)
dx− ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx+ b

∫ l

0

|ψx|2dx = 0,
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de onde resulta que

H′(t) = −b
∫ l

0

|ψx|2dx+ ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx− ρ1

∫ l

0

φt

(∫ x

0

ψt(s, t)ds

)
dx.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

−ρ1
∫ l

0

φt

(∫ x

0

ψt(s, t)ds

)
dx ⩽

∫ l

0

|φt|
(
ρ1

∣∣∣∣∫ x

0

ψt(s, t)ds

∣∣∣∣) dx

⩽

(∫ l

0

|φt|2 dx
) 1

2

(∫ l

0

(
ρ1

∣∣∣∣∫ x

0

ψt(s, t)ds

∣∣∣∣)2

dx

) 1
2

.

Usando a desigualdade de Young, obtemos

−ρ1
∫ l

0

φt

(∫ x

0

ψt(s, t)ds

)
dx ⩽ ϵ

∫ l

0

|φt|2 dx+
1

4ϵ

∫ l

0

(
ρ1

∣∣∣∣∫ x

0

ψt(s, t)ds

∣∣∣∣)2

dx

⩽ ϵ

∫ l

0

|φt|2 dx+
ρ21
4ϵ

∫ l

0

∣∣∣∣∫ x

0

ψt(s, t)ds

∣∣∣∣2 dx.
para todo ϵ > 0. Resultando que

H′(t) ⩽ −b
∫ l

0

|ψx|2dx+ ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx+ ϵ

∫ l

0

|φt|2 dx+
ρ21
4ϵ

∫ l

0

∣∣∣∣∫ x

0

ψt(s, t)ds

∣∣∣∣2 dx.
E, usando a desigualdade de Poincaré, obtemos∫ l

0

|ψt|2 dx ⩽
1

λ1

∫ l

0

|ψtx|2 dx. (3.35)

e ∫ l

0

∣∣∣∣∫ x

0

ψt(s, t)ds

∣∣∣∣2 dx ⩽
1

λ1

∫ l

0

|ψt|2 dx ⩽
1

λ21

∫ l

0

|ψtx|2 dx. (3.36)

Portanto,

H′(t) ⩽ −b
∫ l

0

|ψx|2dx+ Cϵ

∫ l

0

|ψtx|2 dx+ ϵ

∫ l

0

|φt|2 dx,

onde Cϵ =
ρ2
λ1

+
ρ21

4λ2
1ϵ

Como queríamos demonstrar.

Por fim, definimos o seguinte funcional

J (t) =
bρ1
κ

∫ l

0

φtψx dx+ ρ2

∫ l

0

ψt(φx + ψ) dx. (3.37)
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Lema 3.4. Para todo ϵ > 0, existe constantes positivas C ′
ϵ e C ′′

ϵ , tal que

J ′(t) ⩽ −(κ− ϵ)

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+ ϵ

∫ l

0

|φt|2 dx+ C ′
ϵ

∫ l

0

|ψtx|2 dx+ C ′′
ϵ

∫ l

0

|ψtxx|2 dx.

Demonstração. Multiplicando a equação (3.1) por b
κ
ψx e integrando na variável x em [0, l], obtemos

b

κ

∫ l

0

[ρ1φtt − κ(φx + ψ)x]ψx dx = 0,

de onde resulta que

bρ1
κ

∫ l

0

φttψx dx− b

∫ l

0

(φx + ψ)xψx dx = 0. (3.38)

Agora, multiplicando a equação (3.2) por φx + ψ e integrando na variável x em [0, l], obtemos∫ l

0

[ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ)− µψtxx](φx + ψ) dx = 0,

de onde chegamos à

ρ2

∫ l

0

ψtt(φx + ψ) dx− b

∫ l

0

ψxx(φx + ψ) dx+ κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− µ

∫ l

0

ψtxx(φx + ψ) dx = 0.

Aplicando integração por partes, obtemos

ρ2

∫ l

0

ψtt(φx + ψ) dx− bψx(φx + ψ)
∣∣∣l
0
+ b

∫ l

0

ψx(φx + ψ)x dx

+κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− µ

∫ l

0

ψtxx(φx + ψ) dx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

−bψx(φx + ψ)
∣∣∣l
0
= −bψx(l, t)(φx + ψ)(l, t) + bψx(0, t)(φx + ψ)(0, t) = 0.

De onde segue-se que

ρ2

∫ l

0
ψtt(φx + ψ) dx+ b

∫ l

0
ψx(φx + ψ)x dx+ κ

∫ l

0
|φx + ψ|2 dx− µ

∫ l

0
ψtxx(φx + ψ) dx = 0.

(3.39)

Adicionando as equações (3.38) e (3.39), obtemos

bρ1
κ

∫ l

0

φttψx dx+ ρ2

∫ l

0

ψtt(φx + ψ) dx+ κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− µ

∫ l

0

ψtxx(φx + ψ) dx = 0.

Pela propriedade (ii) do Lema 1.4, temos que∫ l

0

φttψx dx =
d

dt

(∫ l

0

φtψx dx

)
−
∫ l

0

φtψtx dx,
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e ∫ l

0

ψtt(φx + ψ) dx =
d

dt

(∫ l

0

ψt(φx + ψ) dx

)
−
∫ l

0

ψt(φx + ψ)t dx

=
d

dt

(∫ l

0

ψt(φx + ψ) dx

)
−
∫ l

0

ψtφtx dx−
∫ l

0

|ψt|2 dx.

Pela propriedade de derivada e da definição do funcional J (t), obtemos

J ′(t)− bρ1
κ

∫ l

0

φtψtx dx− ρ2

∫ l

0

ψtφtx dx− ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx+ κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx

−µ
∫ l

0

ψtxx(φx + ψ) dx = 0,

aplicando a integração por partes, obtemos

J ′(t)− bρ1
κ

∫ l

0

φtψtx dx− ρ2ψtφt

∣∣∣l
0
+ ρ2

∫ l

0

ψtxφt dx− ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx

+κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− µ

∫ l

0

ψtxx(φx + ψ) dx = 0.

Pela condição de contorno, obtemos

−ρ2ψtφt

∣∣∣l
0
= −ρ2ψt(l, t)φt(l, t) + ρ2ψt(0, t)φt(0, t) = 0.

Assim,

J ′(t) +

(
ρ2 −

bρ1
κ

)∫ l

0

φtψtx dx− ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx+ κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx

−µ
∫ l

0

ψtxx(φx + ψ) dx = 0,

de onde resulta que

J ′(t) = −κ
∫ l

0

|φx + ψ|2 dx−
(
ρ2 −

bρ1
κ

)∫ l

0

φtψtx dx+ ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx

+µ

∫ l

0

ψtxx(φx + ψ) dx.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

−
(
ρ2 −

bρ1
κ

)∫ l

0

φtψtx dx ⩽
∫ l

0

|φt|
((

ρ2 −
bρ1
κ

)
|ψtx|

)
dx

⩽

(∫ l

0

|φt|2 dx
) 1

2

(∫ l

0

((
ρ2 −

bρ1
κ

)
|ψtx|

)2

dx

) 1
2
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e

µ

∫ l

0

ψtxx(φx + ψ) dx ⩽
∫ l

0

(µ|ψtxx|) |φx + ψ| dx

⩽

(∫ l

0

(µ|ψtxx|)2 dx
) 1

2
(∫ l

0

|φx + ψ|2 dx
) 1

2

Usando a desigualdade de Young, obtemos

−
(
ρ2 −

bρ1
κ

)∫ l

0

φtψtx dx ⩽ ϵ

∫ l

0

|φt|2 dx+
1

4ϵ

∫ l

0

((
ρ2 −

bρ1
κ

)
|ψtx|

)2

dx

⩽ ϵ

∫ l

0

|φt|2 dx+
1

4ϵ

(
ρ2 −

bρ1
κ

)2 ∫ l

0

|ψtx|2 dx

e

µ

∫ l

0

ψtxx(φx + ψ) dx ⩽
1

4ϵ

∫ l

0

(µ|ψtxx|)2 dx+ ϵ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx

=
µ2

4ϵ

∫ l

0

|ψtxx|2 dx+ ϵ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx

para todo ϵ > 0. Resultando que

J ′(t) = −κ
∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+ ϵ

∫ l

0

|φt|2 dx+
1

4ϵ

(
ρ2 −

bρ1
κ

)2 ∫ l

0

|ψtx|2 dx+ ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx

+
µ2

4ϵ

∫ l

0

|ψtxx|2 dx+ ϵ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx

= −(κ− ϵ)

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+ ϵ

∫ l

0

|φt|2 dx+
1

4ϵ

(
ρ2 −

bρ1
κ

)2 ∫ l

0

|ψtx|2 dx

+ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx+
µ2

4ϵ

∫ l

0

|ψtxx|2 dx.

Usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

J ′(t) = −(κ− ϵ)

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+ ϵ

∫ l

0

|φt|2 dx+
1

4ϵ

(
ρ2 −

bρ1
κ

)2 ∫ l

0

|ψtx|2 dx

+
ρ2
λ1

∫ l

0

|ψtx|2 dx+
µ2

4ϵ

∫ l

0

|ψtxx|2 dx.

Portanto,

J ′(t) ⩽ −(κ− ϵ)

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+ ϵ

∫ l

0

|φt|2 dx+ C ′
ϵ

∫ l

0

|ψtx|2 dx+ C ′′
ϵ

∫ l

0

|ψtxx|2 dx,

onde C ′
ϵ =

1
4ϵ

(
ρ2 − bρ1

κ

)2
+ ρ2

λ1
e C ′′

ϵ = µ2

4ϵ
. Como queríamos demonstrar.
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3.1.3 Decaimento polinomial

Nesta subseção vamos mostrar que o funcional E(t) decai polinomialmente. Este resultado está

sob a forma do seguinte Teorema

Teorema 3.1. Existem constantes positivas M tal que

E(t) ⩽Mt−1, ∀ t > 0, (3.40)

Demonstração. Para este propósito, vamos construir o funcional Lyapunov L(t) e mostrar que este

está nas condições do Teorema 2.2.

Definimos o funcional de Lyapunov L(t) da seguinte forma

L(t) = N1E(t) +N2F (t) + G(t) +N3H(t) +N4J (t), (3.41)

onde Ni, i = 1, 2, 3, 4, são constantes positivas. Inicialmente, fazendo

M(t) = G(t) +N3H(t) +N4J (t).

Para N3 > 1, temos que

M(t) = −ρ1
∫ l

0
φtφdx− ρ2

∫ l

0
ψtψ dx− µ

2

∫ l

0
|ψx|2 dx−N3ρ1

∫ l

0
φt

(∫ x

0
ψ(s, t)ds

)
dx

+N3

(
µ

2

∫ l

0
|ψx|2 dx+ ρ2

∫ l

0
ψtψ dx

)
+N4

(
bρ1
κ

∫ l

0
φtψx dx+ ρ2

∫ l

0
ψt(φx + ψ) dx

)
= −ρ1

∫ l

0
φtφdx+ ρ2 (N3 − 1)

∫ l

0
ψtψ dx− ρ1N3

∫ l

0
φt

(∫ x

0
ψ(s, t)ds

)
dx

+N4

(
bρ1
κ

∫ l

0
φtψx dx+ ρ2

∫ l

0
ψt(φx + ψ) dx

)
. (3.42)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, desigualdade de Young, a desigualdade de Poincaré e

o Lema 1.7, obtemos que∫ l

0

φtφdx ⩽

(∫ l

0

|φt|2 dx
) 1

2
(∫ l

0

|φ|2 dx
) 1

2

⩽
1

2

∫ l

0

|φt|2 dx+
1

2

∫ l

0

|φ|2 dx

⩽
1

2

∫ l

0

|φt|2 dx+
1

2λ1

∫ l

0

|φx|2 dx

⩽
1

2

∫ l

0

|φt|2 dx+
1

λ1

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+ 1

λ21

∫ l

0

|ψx|2 dx, (3.43)

∫ l

0
ψtψ dx ⩽

(∫ l

0
|ψt|2 dx

) 1
2
(∫ l

0
|ψ|2 dx

) 1
2

⩽
1

2

∫ l

0
|ψt|2 dx+

1

2

∫ l

0
|ψ|2 dx

⩽
1

2

∫ l

0
|ψt|2 dx+

1

2λ1

∫ l

0
|ψx|2 dx, (3.44)
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∫ l

0

φt

(∫ x

0

ψ(s, t)ds

)
dx ⩽

(∫ l

0

|φt|2 dx
) 1

2

(∫ l

0

∣∣∣∣∫ x

0

ψ(s, t)ds

∣∣∣∣2 dx
) 1

2

⩽
1

2

∫ l

0

|φt|2 dx+
1

2

∫ l

0

∣∣∣∣∫ x

0

ψ(s, t)ds

∣∣∣∣2 dx
⩽

1

2

∫ l

0

|φt|2 dx+
1

2λ21

∫ l

0

|ψx|2 dx, (3.45)

∫ l

0

φtψx dx ⩽

(∫ l

0

|φt|2 dx
) 1

2
(∫ l

0

|ψx|2 dx
) 1

2

⩽
1

2

∫ l

0

|φt|2 dx+
1

2

∫ l

0

|ψx|2 dx (3.46)

e∫ l

0
ψt(φx + ψ) dx ⩽

(∫ l

0
|ψt|2 dx

) 1
2
(∫ l

0
|φx + ψ|2 dx

) 1
2

⩽
1

2

∫ l

0
|ψt|2 dx+

1

2

∫ l

0
|φx + ψ|2 dx. (3.47)

Daí, (3.42) fica da seguinte forma

M ⩾ −ρ1
(
1

2

∫ l

0
|φt|2 dx+

1

λ1

∫ l

0
|φx + ψ|2 dx+

1

λ21

∫ l

0
|ψx|2 dx

)
−ρ2(N3 − 1)

(
1

2

∫ l

0
|ψt|2 dx+

1

2λ1

∫ l

0
|ψx|2 dx

)
− ρ1N3

(
1

2

∫ l

0
|φt|2 dx+

1

2λ21

∫ l

0
|ψx|2 dx

)
−N4

bρ1
κ

(
1

2

∫ l

0
|φt|2 dx+

1

2

∫ l

0
|ψx|2 dx

)
−N4ρ2

(
1

2

∫ l

0
|ψt|2 dx+

1

2

∫ l

0
|φx + ψ|2 dx

)
⩾ −

(
ρ1
2
(N3 + 1) +N4

bρ1
2κ

)∫ l

0
|φt|2 dx−

(
ρ1
λ1

+
N4ρ2
2

)∫ l

0
|φx + ψ|2 dx

−
(
ρ1
λ21

+
ρ2 (N3 − 1)

2λ1
+
ρ1N3

2λ21
+N4

bρ1
2κ

)∫ l

0
|ψx|2 dx− ρ2

2
(N3 − 1 +N4)

∫ l

0
|ψt|2 dx.

Pela definição do funcional energia E(t) e tomando

N = max
{ 2

ρ1

(
ρ1
2
(N3 + 1) +N4

bρ1
2κ

)
,
2

κ

(
ρ1
λ1

+
N4ρ2
2

)
, (3.48)

N3 − 1 +N4,
2

b

(
ρ1
λ21

+
ρ2 (N3 − 1)

2λ1
+
ρ1N3

2λ21
+N4

bρ1
2κ

) }
, (3.49)

obtemos que

M ⩾ −NE(t). (3.50)

Portanto, para N1 > N , temos que

L(t) = N1E(t) +N2F (t) +M(t) ⩾ (N1 −N)E(t) ⩾ 0. (3.51)
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Agora, vamos mostrar que existe uma constante positiva β tal que

L′(t) ⩽ −βE(t), ∀ t > 0. (3.52)

Derivando o funcional de Lyapunov e recordando a lei de dissipação de E(t) dada em (3.13) e

os Lemas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, obtemos

L′(t) ⩽ N1E
′(t) +N2F

′(t) + G ′(t) +N3H′(t) +N4J ′(t)

⩽ −{ρ1 − ϵ(N3 +N4)}
∫ l

0

|φt|2dx− ρ2

∫ l

0

|ψt|2dx

−b(N3 − 1)

∫ l

0

|ψx|2dx− {N4(κ− ϵ)− κ}
∫ l

0

|φx + ψ|2 dx

−{N1µ−N3Cϵ −N4C
′
ϵ}
∫ l

0

|ψtx|2dx− {N2µ−N4C
′′
ϵ }
∫ l

0

|ψtxx|2dx.

Agora, escolhendo ϵ = min
{

ρ1
2(N3+N4)

, κ
2

}
, obtemos

L′(t) ⩽ −ρ1
2

∫ l

0

|φt|2dx− ρ2

∫ l

0

|ψt|2dx− b(N3 − 1)

∫ l

0

|ψx|2dx

−κ
{
N4

2
− 1

}∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− {N1µ−N3Cϵ −N4C
′
ϵ}
∫ l

0

|ψtx|2dx

−{N2µ−N4C
′′
ϵ }
∫ l

0

|ψtxx|2dx.

Neste ponto, escolheremosN1, N2, N3 eN4 suficientemente grande. TomandoN3 = 2, obtemos

N3 − 1 = 2− 1 = 1.

Tomando N4 = 4, obtemos

N4

2
− 1 =

4

2
− 1 = 1.

Tomando N1µ = N3Cϵ +N4C
′
ϵ, obtemos

N1µ−N3Cϵ −N4C
′
ϵ = 0.

E, tomando N2µ = N4C
′′
ϵ , obtemos

N2µ−N4C
′′
ϵ = 0.

Resultando que

L′(t) ⩽ −ρ1
2

∫ l

0

|φt|2dx− ρ2

∫ l

0

|ψt|2dx− b

∫ l

0

|ψx|2dx− κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx.
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Assim,

L′(t) ⩽ −ρ1
2

∫ l

0

|φt|2dx−
ρ2
2

∫ l

0

|ψt|2dx−
b

2

∫ l

0

|ψx|2dx−
κ

2

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx.

Pela definição do Funcional Energia, chegamos à

d

dt
L(t) ⩽ −βE(t), ∀ t > 0. (3.53)

onde β = 1 é uma constante positiva.

Portanto, o método da energia garante o decaimento polinomial do funcional energia E(t).

3.2 Decaimento exponencial para um sistema de ponte suspensa

Neste seção, consideraremos o sistema de EDP’s dado por

utt − αuxx − λ(φ− u) + γθx = 0, em (0, l)× R+, (3.54)

ρ1φtt − κ(φx + ψ)x + λ(φ− u) + µ1φt = 0, em (0, l)× R+, (3.55)

ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ) + µ2ψt = 0, em (0, l)× R+, (3.56)

θt − δθxx + γutx = 0, em (0, l)× R+, (3.57)

onde u = u(x, t), φ = φ(x, t), ψ = ψ(x, t), θ = θ(x, t) e α, λ, γ, ρ1, ρ2, κ, b, µ1, µ2, δ são constantes

positivas. Além disso, consideramos as seguintes condições de contorno

ux(0, t) = ux(l, t) = φx(0, t) = φx(l, t) = ψ(0, t) = ψ(l, t) = θ(0, t) = θ(l, t) = 0, t ⩾ 0,(3.58)

e as seguintes condições iniciais

u(x, 0) = u0(x); ut(x, 0) = u1(x); φ(x, 0) = φ0(x); φt(x, 0) = φ1(x), x ∈ (0, l), (3.59)

ψ(x, 0) = ψ0(x); ψt(x, 0) = ψ1(x); θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ (0, l). (3.60)

Para este modelo, nosso objetivo é realizar apenas uma análise de comportamento assimptótico

das soluções, sem a preocupação em mostrar a boa colocação. No entanto, vamos supor que a

solução existe e tem regularidade suficiente para que possamos usar as desigualdades de Cauchy-

Schwarz e de Poincaré, isto é, as funções u e φ tem média nula, ou seja∫ l

0

u dx = 0 e
∫ l

0

φdx = 0. (3.61)

35



3.2.1 Funcional Energia

Inicialmente, vamos determinar o Funcional Energia E(t) associado ao sistema (3.54)-(3.60).

Para este propósito, começamos multiplicando a equação (3.54) por ut e integramos na variável x

em [0, l], resultando em ∫ l

0

[utt − αuxx − λ(φ− u) + γθx]utdx = 0,

onde pela linearidade da integral, obtemos∫ l

0

uttutdx− α

∫ l

0

uxxutdx− λ

∫ l

0

(φ− u)utdx+ γ

∫ l

0

θxutdx = 0.

Aplicando a integração por partes, chegamos à∫ l

0

uttutdx− αuxut
∣∣l
0
+ α

∫ l

0

uxutxdx− λ

∫ l

0

(φ− u)utdx+ γθut
∣∣l
0
− γ

∫ l

0

θutxdx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

αuxut
∣∣l
0
= αux(l, t)ut(l, t)− αux(0, t)ut(0, t) = 0,

implicando que∫ l

0

uttutdx+ α

∫ l

0

uxutxdx− λ

∫ l

0

(φ− u)utdx− γ

∫ l

0

θutxdx = 0. (3.62)

Agora, multiplicando a equação (3.55) por φt e integrando na variável x em [0, l], obtemos∫ l

0

[ρ1φtt − κ(φx + ψ)x + λ(φ− u) + µ1φt]φtdx = 0,

de onde resulta que

ρ1

∫ l

0

φttφtdx− κ

∫ l

0

(φx + ψ)xφtdx+ λ

∫ l

0

(φ− u)φtdx+ µ1

∫ l

0

|φt|2dx = 0.

Aplicando integração por partes, obtemos

ρ1

∫ l

0

φttφtdx− κ(φx + ψ)φt

∣∣l
0
+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)φtxdx+ λ

∫ l

0

(φ− u)φtdx+ µ1

∫ l

0

|φt|2dx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

κ(φx + ψ)φt

∣∣l
0
= κ(φx + ψ)(l, t)φt(l, t)− κ(φx + ψ)(0, t)φt(0, t) = 0,

implicando que

ρ1

∫ l

0

φttφtdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)φtxdx+ λ

∫ l

0

(φ− u)φtdx+ µ1

∫ l

0

|φt|2dx = 0. (3.63)
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Agora, multiplicando a equação (3.56) por ψt e integrando na variável x em [0, l], obtemos∫ l

0

[ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ) + µ2ψt]ψtdx = 0,

de onde chegamos à

ρ2

∫ l

0

ψttψtdx− b

∫ l

0

ψxxψtdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψtdx+ µ

∫ l

0

|ψt|2dx = 0.

Aplicando integração por partes, obtemos

ρ2

∫ l

0

ψttψtdx− bψxψt

∣∣l
0
+ b

∫ l

0

ψxψtxdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψtdx+ µ2

∫ l

0

|ψt|2dx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

bψxψt

∣∣l
0
= bψx(l, t)ψt(l, t)− bψx(0, t)ψt(0, t) = 0.

De onde segue-se que

ρ2

∫ l

0

ψttψtdx+ b

∫ l

0

ψxψtxdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψtdx+ µ2

∫ l

0

|ψt|2dx = 0. (3.64)

Por fim, multiplicando a equação (3.57) por θ e integrando por partes em [0, l], obtemos∫ l

0

[θt − δθxx + γutx]θdx = 0,

resultando que ∫ l

0

θtθdx− δ

∫ l

0

θxxθdx+ γ

∫ l

0

utxθdx = 0.

Aplicando integração por partes, obtemos∫ l

0

θtθdx− δθxθ
∣∣l
0
+ δ

∫ l

0

|θx|2dx+ γ

∫ l

0

utxθdx = 0,

Pela condição de contorno, temos que

δθxθ
∣∣l
0
= δθx(l, t)θ(l, t)− δθx(0, t)θ(0, t) = 0,

resultando que ∫ l

0

θtθdx+ δ

∫ l

0

|θx|2dx+ γ

∫ l

0

utxθdx = 0. (3.65)
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Somando as equações (3.62), (3.63), (3.64) e (3.65), chegamos à∫ l

0

uttutdx+ ρ1

∫ l

0

φttφtdx+ ρ2

∫ l

0

ψttψtdx+

∫ l

0

θtθdx+ α

∫ l

0

uxutxdx

+λ

∫ l

0

(φ− u)(φ− u)tdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)(φx + ψ)tdx+ b

∫ l

0

ψxψtxdx

+µ1

∫ l

0

|φt|2dx+ µ2

∫ l

0

|ψt|2dx+ δ

∫ l

0

|θx|2dx = 0.

Usando a Propriedade de derivada, chegamos à

1

2

d

dt

(∫ l

0

|ut|2dx+ ρ1

∫ l

0

|φt|2dx+ ρ2

∫ l

0

|ψt|2dx+
∫ l

0

|θ|2dx+ α

∫ l

0

|ux|2dx

+λ

∫ l

0

|φ− u|2dx+ κ

∫ l

0

|φx + ψ|2dx+ b

∫ l

0

|ψx|2dx
)

+µ1

∫ l

0

|φt|2dx+ µ2

∫ l

0

|ψt|2dx+ δ

∫ l

0

|θx|2dx = 0. (3.66)

Portanto, definimos a energia total associada ao sistema (3.54)–(3.60) como

E(t) :=
1

2

∫ l

0

|ut|2dx+
ρ1
2

∫ l

0

|φt|2dx+
ρ2
2

∫ l

0

|ψt|2dx+
1

2

∫ l

0

|θ|2dx+ α

2

∫ l

0

|ux|2dx

+
b

2

∫ l

0

|ψx|2dx+
λ

2

∫ l

0

|φ− u|2dx+ κ

2

∫ l

0

|φx + ψ|2dx. (3.67)

E, concluimos que a energia total satisfaz a lei de dissipação dada por

E ′(t) = −µ1

∫ l

0

|φt|2dx− µ2

∫ l

0

|ψt|2dx− δ

∫ l

0

|θx|2dx ⩽ 0, ∀ t ⩾ 0. (3.68)

Sejam t1 e t2, tais que 0 ⩾ t1 < t2. Integrando a desigualdade acima sobre o intervalo (t1, t2),

para todo t ⩾ 0 obtemos ∫ t2

t1

E ′(s) ds ⩽
∫ t2

t1

0 ds, t ⩾ 0, (3.69)

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, implica que

E(t2)− E(t1) ⩽ 0, t1 ⩾ t2, (3.70)

e chegamos à

E(t2) ⩽ E(t1), t1 ⩾ t2, (3.71)

isto é, a energia total tende a se estabilizar com o passar do tempo. Dessa forma, é importante

analisar qual o tipo de estabilidade que está acontecendo.
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3.2.2 Lemas técnicos

Nesta subseção vamos construir alguns funcionais que juntamente com funcional energia nos

ajudará a defini o funcional de Lyapunov. Inicialmente, definimos o funcional

F (t) =

∫ l

0

θ

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx. (3.72)

Lema 3.5. Para todo ϵ > 0, existe uma constante positiva C ′
ϵ tal que

F ′(t) ⩽ −γ
∫ l

0

|ut|2 dx+ ϵ

(
1 +

1

λ1

)∫ l

0

|ux|2 dx+
ϵ

λ1

∫ l

0

|φ− u|2 dx+ C ′
ϵ

∫ l

0

|θx|2 dx. (3.73)

Demonstração. Multiplicando a equação (3.57) por
∫ x

0
ut(s) ds, com x ∈ (0, l), e integrando em

(0, l) obtemos ∫ l

0

[θt − δθxx + γutx]

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx = 0.

Pela propriedade de integral, obtemos∫ l

0

θt

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx− δ

∫ l

0

θxx

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx+ γ

∫ l

0

utx

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx = 0.

Integrando por partes chegamos à∫ l

0

θt

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx− δθx(x, t)

(∫ x

0

ut(s, t) ds

) ∣∣∣l
0
+ δ

∫ l

0

θxut dx

+γut(x, t)

(∫ x

0

ut(s, t) ds

) ∣∣∣l
0
− γ

∫ l

0

|ut|2 dx = 0. (3.74)

Usando as condições de contorno e identidade de média nula para a função u, obtemos

θx(x, t)

(∫ x

0

ut(s, t) ds

) ∣∣∣l
0
= θx(l, t)

(∫ l

0

ut(s, t) ds

)
− θx(0, t)

(∫ 0

0

ut(s, t) ds

)
= 0 (3.75)

e

ut(x, t)

(∫ x

0
ut(s, t) ds

) ∣∣∣l
0
= ut(l, t)

(∫ l

0
ut(s, t) ds

) ∣∣∣l
0
− ut(0, t)

(∫ 0

0
ut(s, t) ds

) ∣∣∣l
0
= 0. (3.76)

Sustituindo (3.75), (3.76) em (3.74), obtemos∫ l

0

θt

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx+ δ

∫ l

0

θxut dx− γ

∫ l

0

|ut|2 dx = 0. (3.77)

Agora, integrando a equação (3.54) em (0, x) com x ∈ (0, l), obtemos∫ x

0

utt(s, t) ds− α

∫ x

0

uxx(s, t) ds− λ

∫ x

0

(φ− u)(s, t) ds+ γ

∫ x

0

θx(s, t) ds = 0.
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Usando o teorma fundamental do cálculo, obtemos∫ x

0

utt(s, t) ds− αux + αux(0, t)− λ

∫ x

0

(φ− u)(s, t) ds+ γθ − γθ(0, t) = 0.

Usando a condição de contorno, chegamos à∫ x

0

utt(s, t) ds− αux − λ

∫ x

0

(φ− u)(s, t) ds+ γθ = 0. (3.78)

Multiplicando a equação (3.78) por θ, com x ∈ (0, l), e integrando em (0, l) obtemos∫ l

0
θ

(∫ x

0
utt(s, t) ds

)
dx− α

∫ l

0
uxθ dx− λ

∫ l

0
θ

(∫ x

0
(φ− u)(s, t) ds

)
dx+ γ

∫ l

0
|θ|2 dx. (3.79)

Pela propriedade de derivada, obtemos que

d

dt

∫ l

0

θ

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx =

∫ l

0

θt

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx+

∫ l

0

θ

(∫ x

0

utt(s, t) ds

)
dx,

de onde resulta que∫ l

0

θ

(∫ x

0

utt(s, t) ds

)
dx =

d

dt

∫ l

0

θ

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx−

∫ l

0

θt

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx. (3.80)

Substituindo (3.80) em (3.79) obtemos

d

dt

∫ l

0

θ

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx−

∫ l

0

θt

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx− α

∫ l

0

uxθ dx

−λ
∫ l

0

θ

(∫ x

0

(φ− u)(s, t) ds

)
dx+ γ

∫ l

0

|θ|2 dx = 0. (3.81)

Adicionando as equações (3.77) e (3.81), obtemos

d

dt

∫ l

0

θ

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx− α

∫ l

0

uxθ dx− λ

∫ l

0

θ

(∫ x

0

(φ− u)(s, t) ds

)
dx

+γ

∫ l

0

|θ|2 dx+ δ

∫ l

0

θxut dx− γ

∫ l

0

|ut|2 dx = 0. (3.82)

Pela definição do funcional F (t), segue-se que

F ′(t) = −γ
∫ l

0
|ut|2 dx− α

∫ l

0
uxθ dx− λ

∫ l

0
θ

(∫ x

0
(φ− u)(s, t) ds

)
dx+ γ

∫ l

0
|θ|2 dx+ δ

∫ l

0
θxut dx.

Usando a desigualdade de Poincaré, temos que

γ

∫ l

0

|θ|2 dx ⩽
γ

λ1

∫ l

0

|θx|2 dx, (3.83)

assim, chegamos à
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F ′(t) = −γ
∫ l

0

|ut|2 dx− α

∫ l

0

uxθ dx− λ

∫ l

0

θ

(∫ x

0

(φ− u)(s, t) ds

)
dx

+
γ

λ1

∫ l

0

|θx|2 dx+ δ

∫ l

0

θxut dx, (3.84)

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e Poincaré, obtemos

−α
∫ l

0

uxθ dx ⩽
∫ l

0

|ux| (α|θ|) dx

⩽

(∫ l

0

|ux|2 dx
)1/2(∫ l

0

(α|θ|)2 dx
)1/2

⩽ ϵ

∫ l

0

|ux|2 dx+
1

4ϵ

∫ l

0

(α|θ|)2 dx

⩽ ϵ

∫ l

0

|ux|2 dx+
α2

4ϵ

∫ l

0

|θ|2 dx

⩽ ϵ

∫ l

0

|ux|2 dx+
α2

4λ1ϵ

∫ l

0

|θx|2 dx. (3.85)

De forma análoga, temos que

−λ
∫ l

0

θ

(∫ x

0

(φ− u)(s, t) ds

)
dx ⩽

∫ l

0

(λ|θ|)
∣∣∣∣∫ x

0

(φ− u)(s, t) ds

∣∣∣∣ , dx
⩽

(∫ l

0

(λ|θ|)2 dx
)1/2

(∫ l

0

∣∣∣∣∫ x

0

(φ− u)(s, t) ds

∣∣∣∣2 dx
)1/2

⩽ ϵ

∫ l

0

∣∣∣∣∫ x

0

(φ− u)(s, t) ds

∣∣∣∣2 dx+ 1

4ϵ

∫ l

0

(λ|θ|)2 dx

⩽
ϵ

λ1

∫ l

0

|φ− u|2 dx+ λ2

4λ1ϵ

∫ l

0

|θx|2 dx, (3.86)

e

δ

∫ l

0

θxu dx ⩽
∫ l

0

|u| (δ|θx|) dx

⩽

(∫ l

0

|u|2 dx
)1/2(∫ l

0

(δ|θx|)2 dx
)1/2

⩽ ϵ

∫ l

0

|u|2 dx+ 1

4ϵ

∫ l

0

(δ|θx|)2 dx

⩽
ϵ

λ1

∫ l

0

|ux|2 dx+
δ2

4ϵ

∫ l

0

|θx|2 dx. (3.87)
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Substituindo as equações (3.85), (3.86) e (3.87) em (3.84), obtemos

F ′(t) ⩽ −γ
∫ l

0

|ut|2 dx+ ϵ

∫ l

0

|ux|2 dx+
α2

4λ1ϵ

∫ l

0

|θx|2 dx+
ϵ

λ1

∫ l

0

|φ− u|2 dx

+
λ2

4λ1ϵ

∫ l

0

|θx|2 dx+
γ

λ1

∫ l

0

|θx|2 dx+
ϵ

λ1

∫ l

0

|ux|2 dx+
δ2

4ϵ

∫ l

0

|θx|2 dx

⩽ −γ
∫ l

0

|ut|2 dx+ ϵ

(
1 +

1

λ1

)∫ l

0

|ux|2 dx+
ϵ

λ1

∫ l

0

|φ− u|2 dx+ Cϵ

∫ l

0

|θx|2 dx,

onde C ′
ϵ =

α2

4λ1ϵ
+ λ2

4λ1ϵ
+ γ

λ1
+ δ2

4ϵ
.

Agora, definimos o seguinte funcional

G(t) =

∫ l

0

utu dx+ ρ1

∫ l

0

φtφdx+ ρ2

∫ l

0

ψtψ dx+
µ1

2

∫ l

0

|φt|2 dx+
µ2

2

∫ l

0

|ψt|2 dx. (3.88)

Lema 3.6. Para todo ϵ > 0, existe uma constante positiva C ′′
ϵ tal que

G′(t) ⩽
∫ l

0

|ut|2 dx+ ρ1

∫ l

0

|φt|2 dx+ ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx−
(
α− ϵ

λ1

)∫ l

0

|ux|2 dx

−λ
∫ l

0

|φ− u|2 dx− κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− b

∫ l

0

|ψx|2dx+ C ′′
ϵ

∫ l

0

|θx|2 dx. (3.89)

Demonstração. Multiplicando a equação (3.54) por u e integramos na variável x em [0, l], resul-

tando em ∫ l

0

[utt − αuxx − λ(φ− u) + γθx]u dx = 0,

onde pela linearidade da integral, obtemos∫ l

0

uttu dx− α

∫ l

0

uxxu dx− λ

∫ l

0

(φ− u)u dx+ γ

∫ l

0

θxu dx = 0.

Aplicando a integração por partes, chegamos à∫ l

0

uttu dx− αuxu
∣∣l
0
+ α

∫ l

0

|ux|2 dx− λ

∫ l

0

(φ− u)u dx+ γ

∫ l

0

θxu dx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

αuxu
∣∣l
0
= αux(l, t)u(l, t)− αux(0, t)u(0, t) = 0,

implicando que∫ l

0

uttu dx+ α

∫ l

0

|ux|2 dx− λ

∫ l

0

(φ− u)u dx+ γ

∫ l

0

θxu dx = 0. (3.90)
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Agora, multiplicando a equação (3.55) por φ e integrando na variável x em [0, l], obtemos∫ l

0

[ρ1φtt − κ(φx + ψ)x + λ(φ− u) + µ1φt]φdx = 0,

de onde resulta que

ρ1

∫ l

0

φttφdx− κ

∫ l

0

(φx + ψ)xφdx+ λ

∫ l

0

(φ− u)φdx+ µ1

∫ l

0

φtφdx = 0.

Aplicando integração por partes, obtemos

ρ1

∫ l

0

φttφdx− κ(φx + ψ)φ
∣∣l
0
+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)φx dx+ λ

∫ l

0

(φ− u)φdx+ µ1

∫ l

0

φtφdx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

κ(φx + ψ)φ
∣∣l
0
= κ(φx + ψ)(l, t)φ(l, t)− κ(φx + ψ)(0, t)φ(0, t) = 0,

implicando que

ρ1

∫ l

0

φttφdx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)φx dx+ λ

∫ l

0

(φ− u)φdx+ µ1

∫ l

0

φtφdx = 0. (3.91)

Por fim, multiplicando a equação (3.56) por ψ e integrando na variável x em [0, l], obtemos∫ l

0

[ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ) + µ2ψt]ψ dx = 0,

de onde chegamos à

ρ2

∫ l

0

ψttψ dx− b

∫ l

0

ψxxψ dx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψ dx+ µ

∫ l

0

ψtψ dx = 0.

Aplicando integração por partes, obtemos

ρ2

∫ l

0

ψttψ dx− bψxψ
∣∣l
0
+ b

∫ l

0

|ψx|2dx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψ dx+ µ2

∫ l

0

ψtψ dx = 0.

Pela condição de contorno, temos que

bψxψ
∣∣l
0
= bψx(l, t)ψ(l, t)− bψx(0, t)ψ(0, t) = 0.

De onde segue-se que

ρ2

∫ l

0

ψttψ dx+ b

∫ l

0

|ψx|2dx+ κ

∫ l

0

(φx + ψ)ψ dx+ µ2

∫ l

0

ψtψ dx = 0. (3.92)
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Adicionando as equações (3.90), (3.91) e (3.92), obtemos∫ l

0

uttu dx+ ρ1

∫ l

0

φttφdx+ ρ2

∫ l

0

ψttψ dx+ µ1

∫ l

0

φtφdx+ µ2

∫ l

0

ψtψ dx+ α

∫ l

0

|ux|2 dx

+λ

∫ l

0

|φ− u|2 dx+ κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+ b

∫ l

0

|ψx|2dx+ γ

∫ l

0

θxu dx = 0.

Pela propriedade de derivada, temos que∫ l

0

uttu dx =
d

dt

(∫ l

0

utu dx

)
−
∫ l

0

|ut|2 dx, (3.93)

∫ l

0

φttφdx =
d

dt

(∫ l

0

φtφdx

)
−
∫ l

0

|φt|2 dx, (3.94)

∫ l

0

ψttψ dx =
d

dt

(∫ l

0

ψtψ dx

)
−
∫ l

0

|ψt|2 dx, (3.95)

∫ l

0

φtφdx =
1

2

d

dt

(∫ l

0

|φt|2 dx
)

(3.96)

e ∫ l

0

ψtψ dx =
1

2

d

dt

(∫ l

0

|ψt|2 dx
)
. (3.97)

Pela propriedade de derivada e da definição do funcional G(t), obtemos

G′(t)−
∫ l

0

|ut|2 dx− ρ1

∫ l

0

|φt|2 dx− ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx+ α

∫ l

0

|ux|2 dx+ λ

∫ l

0

|φ− u|2 dx

+κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+ b

∫ l

0

|ψx|2dx+ γ

∫ l

0

θxu dx = 0,

de onde resulta que

G′(t) =

∫ l

0

|ut|2 dx+ ρ1

∫ l

0

|φt|2 dx+ ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx− α

∫ l

0

|ux|2 dx− λ

∫ l

0

|φ− u|2 dx

−κ
∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− b

∫ l

0

|ψx|2dx− γ

∫ l

0

θxu dx. (3.98)

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e Poincaré, obtemos

−γ
∫ l

0

θxu dx ⩽
∫ l

0

|u| (γ|θx|) dx

⩽

(∫ l

0

|u|2 dx
)1/2(∫ l

0

(γ|θx|)2 dx
)1/2

⩽ ϵ

∫ l

0

|u|2 dx+ 1

4ϵ

∫ l

0

(γ|θx|)2 dx

⩽
ϵ

λ1

∫ l

0

|ux|2 dx+
γ2

4ϵ

∫ l

0

|θx|2 dx. (3.99)
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Substituindo as equações (3.99) em (3.98), obtemos

G′(t) ⩽
∫ l

0

|ut|2 dx+ ρ1

∫ l

0

|φt|2 dx+ ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx− α

∫ l

0

|ux|2 dx− λ

∫ l

0

|φ− u|2 dx

−κ
∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− b

∫ l

0

|ψx|2dx+
ϵ

λ1

∫ l

0

|ux|2 dx+
γ2

4ϵ

∫ l

0

|θx|2 dx

⩽
∫ l

0

|ut|2 dx+ ρ1

∫ l

0

|φt|2 dx+ ρ2

∫ l

0

|ψt|2 dx−
(
α− ϵ

λ1

)∫ l

0

|ux|2 dx

−λ
∫ l

0

|φ− u|2 dx− κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− b

∫ l

0

|ψx|2dx+ C ′′
ϵ

∫ l

0

|θx|2 dx, (3.100)

onde C ′′
ϵ = γ2

4ϵ
.

3.2.3 Decaimento exponencial

Nesta subseção vamos mostrar que o funcional E(t) decai exponencialmente. Este resultado

está sob a forma do seguinte Teorema

Teorema 3.2. Existem constantes positivas M e ω tais que

E(t) ⩽Me−ωt, ∀ t > 0, (3.101)

Demonstração. Para este propósito, vamos construir o funcional Lyapunov L(t) e mostrar que este

está nas condições do Teorema (2.2).

Definimos o funcional de Lyapunov L(t) da seguinte forma

L(t) = N1E(t) +N2F (t) +G(t), (3.102)

onde Ni, i = 1, 2, são constantes positivas. Inicialmente, vamos mostrar que existem constantes

positivas c1 e c2, tais que

c1E(t) ⩽ L(t) ⩽ c2E(t). (3.103)

Note que

L(t)−N1E(t) = N2F (t) +G(t), (3.104)

dessa forma,

|L(t)−N1E(t)| = |N2F (t) +G(t)|. (3.105)
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Seja

H(t) = N2F (t) +G(t),

temos que

|H(t)| = |N2F (t) +G(t)| ⩽ N2|F (t)|+ |G(t)|.

Pela definições dos funcionais F e G, temos que

|H(t)| ⩽ N2

∣∣∣∣∫ l

0

θ

(∫ x

0

ut(s, t) ds

)
dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ l

0

utu dx+ ρ1

∫ l

0

φtφdx+ ρ2

∫ l

0

uψtψ dx+
µ1

2

∫ l

0

|φt|2 dx+
µ2

2

∫ l

0

|ψt|2 dx
∣∣∣∣ ,

usando as propridades de integral, obtemos

|H(t)| ⩽ N2

∫ l

0

|θ|
∣∣∣∣∫ x

0

ut(s, t) ds

∣∣∣∣ dx+ ∫ l

0

|ut| |u| dx+ ρ1

∫ l

0

|φt| |φ| dx

+ρ2

∫ l

0

|ψt| |ψ| dx+
µ1

2

∫ l

0

|φt|2 dx+
µ2

2

∫ l

0

|ψt|2 dx,

Usando a desigualdade Cauchy-Schwarz, obtemos

|H(t)| ⩽ N2

(∫ l

0

|θ|2 dx
) 1

2

(∫ l

0

∣∣∣∣∫ x

0

ut(s, t) ds

∣∣∣∣2 dx
) 1

2

+

(∫ l

0

|ut|2 dx
) 1

2
(∫ l

0

|u|2 dx
) 1

2

+ρ1

(∫ l

0

|φt|2 dx
) 1

2
(∫ l

0

|φ|2 dx
) 1

2

+ ρ2

(∫ l

0

|ψt|2 dx
) 1

2
(∫ l

0

|ψ| dx
) 1

2

+
µ1

2

∫ l

0

|φt|2 dx+
µ2

2

∫ l

0

|ψt|2 dx,

usando a desigualdade de Young, com ϵ = 1
2
, obtemos

|H(t)| ⩽
N2

2

∫ l

0

|θ|2 dx+ N2

2

∫ l

0

∣∣∣∣∫ x

0

ut(s, t) ds

∣∣∣∣2 dx+ 1

2

∫ l

0

|ut|2 dx+
1

2

∫ l

0

|u|2 dx

+
ρ1
2

∫ l

0

|φt|2 dx+
ρ1
2

∫ l

0

|φ|2 dx+ ρ2
2

∫ l

0

|ψt|2 dx+
ρ2
2

∫ l

0

|ψ| dx

+
µ1

2

∫ l

0

|φt|2 dx+
µ2

2

∫ l

0

|ψt|2 dx

⩽
N2

2

∫ l

0

∣∣∣∣∫ x

0

ut(s, t) ds

∣∣∣∣2 dx+ 1

2

∫ l

0

|ut|2 dx+
1

2

∫ l

0

|u|2 dx+
(ρ1
2

+
µ1

2

)∫ l

0

|φt|2 dx

+
ρ1
2

∫ l

0

|φ|2 dx+
(ρ2
2

+
µ2

2

)∫ l

0

|ψt|2 dx+
ρ2
2

∫ l

0

|ψ| dx+ N2

2

∫ l

0

|θ|2 dx,
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usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

|H(t)| ⩽
N2

2λ1

∫ l

0
|ut|2 dx+

1

2

∫ l

0
|ut|2 dx+

1

2λ1

∫ l

0
|ux|2 dx+

(ρ1
2

+
µ1
2

)∫ l

0
|φt|2 dx

+
ρ1
2λ1

∫ l

0
|φx|2 dx+

(ρ2
2

+
µ2
2

)∫ l

0
|ψt|2 dx+

ρ2
2λ1

∫ l

0
|ψx| dx+

N2

2

∫ l

0
|θ|2 dx

⩽

(
N2

2λ1
+

1

2

)∫ l

0
|ut|2 dx+

1

2λ1

∫ l

0
|ux|2 dx+

(ρ1
2

+
µ1
2

)∫ l

0
|φt|2 dx

+
ρ1
2λ1

∫ l

0
|φx|2 dx+

(ρ2
2

+
µ2
2

)∫ l

0
|ψt|2 dx+

ρ2
2λ1

∫ l

0
|ψx| dx+

N2

2

∫ l

0
|θ|2 dx. (3.106)

Usando o Lema 1.7 em (3.106), obtemos

|H(t)| ⩽

(
N2

2λ1
+

1

2

)∫ l

0

|ut|2 dx+
1

2λ1

∫ l

0

|ux|2 dx+
(ρ1
2

+
µ1

2

)∫ l

0

|φt|2 dx

+
ρ1
λ1

(∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+ 1

λ1

∫ l

0

|ψx|2 dx
)
+
(ρ2
2

+
µ2

2

)∫ l

0

|ψt|2 dx

+
ρ2
2λ1

∫ l

0

|ψx| dx+
N2

2

∫ l

0

|θ|2 dx

=

(
N2

2λ1
+

1

2

)∫ l

0

|ut|2 dx+
1

2λ1

∫ l

0

|ux|2 dx+
(ρ1
2

+
µ1

2

)∫ l

0

|φt|2 dx

+
ρ1
λ1

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx+
(
ρ1
λ21

+
ρ2
2λ1

)∫ l

0

|ψx|2 dx

+
(ρ2
2

+
µ2

2

)∫ l

0

|ψt|2 dx+
N2

2

∫ l

0

|θ|2 dx

=

(
N2

λ1
+ 1

)(
1

2

∫ l

0

|ut|2 dx
)
+

1

αλ1

(
α

2

∫ l

0

|ux|2 dx
)
+

(
1 +

µ1

ρ1

)(
ρ1
2

∫ l

0

|φt|2 dx
)

+
2ρ1
λ1κ

(
κ

2

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx
)
+

(
2ρ1
bλ21

+
ρ2
bλ1

)(
b

2

∫ l

0

|ψx|2 dx
)

+

(
1 +

µ2

ρ2

)(
ρ2
2

∫ l

0

|ψt|2 dx
)
+
N2

2

∫ l

0

|θ|2 dx

Tomando

N = min

{
N2

λ1
+ 1 ,

1

αλ1
, 1 +

µ1

ρ1
,
2ρ1
λ1κ

,
2ρ1
bλ21

+
ρ2
bλ1

, 1 +
µ2

ρ2
, N2

}
, (3.107)

e, pela definição do funcional energia E(t), obtemos

|H(t)| ⩽ NE(t),

consequentemente,

|L(t)−N1E(t)| ⩽ |H(t)| ⩽ NE(t).
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Assim,

(N1 −N)E(t) ⩽ L(t) ⩽ (N1 +N)E(t).

Ao escolher N1 > N , obtemos c1 = N1 − N > 0 e c2 = N1 + N > 0 que garante as

desigualdades de (3.103).

Agora, vamos que existe uma constante positiva β tal que

L′(t) ⩽ −βE(t), ∀ t > 0. (3.108)

Diferenciando o funcional de Lyapunov e recordando a lei de dissipação de E(t) dada em (3.68)

e os Lemas 3.5 e 3.6, obtemos

L′(t) ⩽ N1E
′(t) +N2F

′(t) +G′(t)

⩽ −{N2γ − 1}
∫ l

0

|ut|2dx− {N1µ1 − ρ1}
∫ l

0

|φt|2dx− {N1µ2 − ρ2}
∫ l

0

|ψt|2dx

−
{
α− ϵ

(
N2 +

N2 + 1

λ1

)}∫ l

0

|ux|2dx−
{
λ−N2

ϵ

λ1

}∫ l

0

|φ− u|2 dx

−b
∫ l

0

|ψx|2dx− κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− {N1δ −N2C
′
ϵ − C ′′

ϵ }
∫ l

0

|θx|2dx.

Agora, escolhendo

ϵ = min

{
αλ1

2 (N2λ1 +N2 + 1)
,
λλ1
2N2

}
,

obtemos

L′(t) ⩽ −{N2γ − 1}
∫ l

0

|ut|2dx− {N1µ1 − ρ1}
∫ l

0

|φt|2dx− {N1µ2 − ρ2}
∫ l

0

|ψt|2dx

−α
2

∫ l

0

|ux|2dx−
λ

2

∫ l

0

|φ− u|2 dx− b

∫ l

0

|ψx|2dx

−κ
∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− {N1δ −N2C
′
ϵ − C ′′

ϵ }
∫ l

0

|θx|2dx.

Neste ponto, escolheremos N1 e N2 suficientemente grande. Tomando

N2 =
3

2γ
,

obtemos

N2γ − 1 =
3

2γ
γ − 1 =

3

2
− 1 =

1

2
.

E, tomando

N1 = max

{
N ,

3ρ1
2µ1

,
3ρ2
2µ2

,
N2C

′
ϵ + C ′′

ϵ

δ
+

1

δλ1

}
,
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obtemos

N1µ1 − ρ1 ⩾
3ρ1
2µ1

µ1 − ρ1 ⩾
3ρ1
2

− ρ1 ⩾
ρ1
2
,

N1µ2 − ρ2 ⩾
3ρ2
2µ2

µ2 − ρ1 ⩾
3ρ2
2

− ρ2 ⩾
ρ2
2

e

N1δ −N2C
′
ϵ − C ′′

ϵ ⩾

(
N2C

′
ϵ + C ′′

ϵ

δ
+

1

δλ1

)
δ −N2C

′
ϵ − C ′′

ϵ

⩾

(
N2C

′
ϵ + C ′′

ϵ +
1

λ1

)
−N2C

′
ϵ − C ′′

ϵ

⩾
1

λ1
.

Resultando que

L′(t) ⩽ −1

2

∫ l

0

|ut|2dx−
ρ1
2

∫ l

0

|φt|2dx−
ρ2
2

∫ l

0

|ψt|2dx−
α

2

∫ l

0

|ux|2dx

−λ
2

∫ l

0

|φ− u|2 dx− b

∫ l

0

|ψx|2dx− κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− 1

λ1

∫ l

0

|θx|2dx.

Usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

1

λ1

∫ l

0

|θx|2dx ⩾
1

λ1
λ1

∫ l

0

|θ|2dx =

∫ l

0

|θ|2dx. (3.109)

Assim,

L′(t) ⩽ −1

2

∫ l

0

|ut|2dx−
ρ1
2

∫ l

0

|φt|2dx−
ρ2
2

∫ l

0

|ψt|2dx−
α

2

∫ l

0

|ux|2dx

−λ
2

∫ l

0

|φ− u|2 dx− b

∫ l

0

|ψx|2dx− κ

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx−
∫ l

0

|θ|2dx

⩽ −1

2

∫ l

0

|ut|2dx−
ρ1
2

∫ l

0

|φt|2dx−
ρ2
2

∫ l

0

|ψt|2dx−
α

2

∫ l

0

|ux|2dx

−λ
2

∫ l

0

|φ− u|2 dx− b

2

∫ l

0

|ψx|2dx−
κ

2

∫ l

0

|φx + ψ|2 dx− 1

2

∫ l

0

|θ|2dx.

Pela definição do Funcional Energia, chegamos à

d

dt
L(t) ⩽ −βE(t), ∀ t > 0, (3.110)

onde β = 1 é uma constante positiva.

Portanto, o método da energia garante o decaimento exponencial do funcional energia E(t).
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