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RESUMO 

Devido à dificuldade no ensino de álgebra linear vem-se procurando novos meios de 

apresentar este conteúdo.  O presente trabalho apresenta uma abordagem computacional no 

ensino das transformações lineares no plano, ondem utiliza-se do programa Microsoft Excel 

para desenvolver esse conteúdo algébrico. A vantagem na utilização de planilhas eletrônicas é 

a exploração das representações matriciais, numéricas e gráficas das transformações lineares 

de forma simultânea, o que torna uma excelente ferramenta no ensino e aprendizagem de 

álgebra linear.     

Palavras-chaves: Transformações Lineares; Aprendizagem; Planilhas Eletrônicas. 

  



 

 

 

ABSTRACT 

Due to the difficulty in teaching linear algebra, new ways of presenting this content have been 

sought. The present work presents a computational approach in the teaching of linear 

transformations in the plane, where the Microsoft Excel program is used to develop this 

algebraic content. The advantage of using electronic spreadsheets is the exploration of matrix, 

numerical and graphic representations of linear transformations simultaneously, which makes 

them an excellent tool for teaching and learning linear algebra. 

Keywords: Linear Transformations; Learning; Electronic Spreadsheets. 
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1 INTRODUÇÃO 
 

A Álgebra Linear é de fundamental importância na formação básica daqueles que 

pretendem, usá-las nas suas áreas de atuação, seja elas, a Matemática ou em outros campos de 

atuação, pois, este conteúdo se encontra implícito em diversas áreas como na Análise e 

Geometria. Devido a esta característica, a consolidação de conceitos fundamentais é 

indispensável para aqueles que pretendem atuar nas ciências matemáticas e engenharias. 

De acordo com Olivera (2002), devido a essa importância e peso que a álgebra 

linear tem sobre a formação dos docentes do ensino superior despertou interesse de 

pesquisadores franceses e canadenses na década de 90. Ainda segundo Oliveira (2002), para 

os pesquisadores franceses, o processo de ensino e aprendizagem é mal sucedido no primeiro 

curso de álgebra linear. 

Uma das hipóteses deste baixo aproveitamento do ensino/aprendizagem de 

álgebra linear, se dá pela forma abstrata e axiomática utilizada para tratar das primeiras 

noções de álgebra linear, que se mostra verdadeira pela pesquisa desenvolvida por Dorier 

(1997) fenômeno esse que foi chamado de “obstáculo do formalismo”. 

De acordo com os resultados da pesquisa de Maria (2018), que reforçam a tese de 

Dorier e acrescenta que parte dessa dificuldade do aprendizado de álgebra linear está 

relacionada ao ensino que ainda está apoiada em bases puramente expositivas dos conteúdos 

algébricos e trata as novas tecnologias de ensino como meras potencialidades sem uso efetivo, 

na prática pedagógica diária. 

Entre os conteúdos da álgebra linear o escolhido para ser desenvolvido nesse 

trabalho foi as transformações lineares. O motivo desta escolha se baseia na importância geral 

que este conteúdo tem na teoria da álgebra linear e suas aplicações em diversos ramos do 

conhecimento. 

Dentro de um cenário em que a importância das disciplinas básicas na formação 

teórica do discente do ensino superior tornou-se fundamental, autores como Nomura (2008), 

explica que novas formas de investigar, apresentar e explicar conteúdos básicos torna-se 

fundamental e indispensável na formação profissional, pois, esses conhecimentos serão 

exigidos no seu âmbito profissional. 

Em vista disso, autores tem investigado e analisado as potencialidades do uso de 

ferramentas digitais no ensino de álgebra linear. Entre estes autores, pode-se destacar o 
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trabalho de Santana (2019), que usou o software GeoGebra1 para desenvolver estratégia de 

ensino/aprendizagem de álgebra linear, seu trabalho, fica restrito a tópicos de matrizes, 

vetores, projeções ortogonais e ao método dos mínimos quadrados. O trabalho de Parmegiani 

(2011) utilizou o software Matlab2 para desenvolver o conteúdo de transformações lineares no 

curso de engenharia, onde os alunos deveriam fazer um roteiro simples para criar uma figura 

no plano e aplicar a esta uma ou mais transformações lineares, onde os principais recursos 

utilizados no Matlab foram as transformações lineares no plano e a representação gráfica. 

Concretizando assim os conteúdos visto na disciplina.  

Tendo em vista essas considerações, temos como objetivo geral deste trabalho 

apresentar transformações lineares no plano utilizando a planilha eletrônica Excel. Para isso, 

foi realizado uma pesquisa bibliográfica em site, revistas e artigos acadêmicos sobre o 

conteúdo de transformações lineares. Após essa revisão realizou-se a aplicação de exemplos 

no programa Excel.  

O presente trabalho está organizado em capítulos de 1 a 6, no qual o capitulo 1 é a 

presente introdução. Já o capitulo 2 fora destinado ao estudo das transformações lineares, bem 

como seus conceitos de núcleo de uma transformação linear, imagem, isomorfismo e matriz 

de uma transformação linear. O capitulo 3 se faz presente para o estudo de principais 

transformações lineares plana, são elas, reflexões, dilatação e contrações, cisalhamentos e 

rotação. O capitulo 4 tem como foco apresentar a metodologia apresentada nesse trabalho. 

Para o capitulo 5 abordaremos transformações lineares com uso do Excel, onde 

desenvolveremos as potencialidades do programa e será aplicado o conteúdo de álgebra 

linear. O capitulo 6 trata-se das considerações finais, no qual abordaremos discussões e 

resultados a respeito deste trabalho. 

  

 
1 O GeoGebra é um aplicativo de matemática dinâmico que condensa conceitos de geometria e álgebra em uma 

interface gráfica. Por este motivo, seu nome é uma aglutinação de Geometria e Álgebra. 
2 É uma plataforma de programação e computação numérica usada por milhões de engenheiros e cientistas para 

analisar dados, desenvolver algoritmos e criar modelos. 
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Figura 1 - Transformações lineares. 

Fonte: Steinbruch (1987). 

2 TRANSFORMAÇÕES LINEARES 

No capítulo 2 e 3 mostra uma estudo sobre um tipo de especial de função, onde o 

domínio e o contradomínio são espaços vetoriais reais. Assim, tanto a variável independente 

como a variável dependente são vetores, razão pela qual essas funções são chamadas 

vetoriais. Particularmente, nosso interesse é nas funções vetoriais lineares, que serão 

denominadas transformações lineares. Esta teoria tem como base os trabalhos de Steinbruch 

(1987), Boldrini (1980), Callioli (1978), Lima (1996). 

 

2.1  Transformações lineares 

 

Para que  𝑇 seja uma transformação do espaço vetorial 𝑉 no espaço vetorial 𝑊, 

escreve-se  𝑇: 𝑉 → 𝑊. Sendo 𝑇 uma função, cada vetor 𝑣 ∈ 𝑉 tem uma só vetor imagem 𝑤 ∈

𝑊. Que será indicado por 𝑤 = 𝑇(𝑣). 

Exemplificando, considerando "𝑉 = ℝ𝟐 e W = ℝ𝟑. 

Uma transformação 𝑇: ℝ𝟐 → ℝ𝟑 associa vetores 𝑣 = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 com vetores 

𝑤 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ𝟑. Se a lei que define a transformação 𝑇 for  𝑇(𝑥, 𝑦) = (3𝑥, − 2𝑦, 𝑥 −  𝑦) 

, o diagrama a seguir apresenta três vetores particulares 𝑣 e suas correspondentes imagens 𝑤. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Note que para calcular, por exemplo, 𝑇(2, 1), tem-se 𝑥 =  2 e 𝑦 = 1, e daí: 
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𝑇(2,1) = (3 ×  2, −2 ×  1, 2 − 1) = (6, −2, 1) 

Definição 1. Sejam 𝑉 e 𝑊 espaços vetoriais. Uma aplicação 𝑇: 𝑉 → 𝑊 é chamada 

transformação linear de 𝑉 em 𝑊 se:  

I) 𝑇( 𝑢 + 𝑣) = 𝑇(𝑢) + 𝑇(𝑣) 

II) 𝑇(𝛼𝑢) = 𝛼𝑇(𝑢) 

Para ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 e ∀𝛼 ∈ ℝ. 

Exemplo 1.1 𝑇: ℝ𝟐 → ℝ𝟑, 𝑇(𝑥, 𝑦) = (3𝑥, − 2𝑦, 𝑥 −  𝑦) é linear. 

De fato: 

I) Sejam 𝑢 = (𝑥1, 𝑦1) e 𝑣 = (𝑥2, 𝑦2) vetores genéricos de ℝ𝟐 

Então: 

 𝑇(𝑢, 𝑣) = (𝑥1, +  𝑥2, 𝑦1 +  𝑦2 ) 

𝑇(𝑢, 𝑣) = (3( 𝑥1 + 𝑥2), −2(𝑦1 +  𝑦2), (𝑥1 + 𝑥2) − (𝑦1 +  𝑦2) 

𝑇(𝑢, 𝑣) = (3𝑥1 + 3𝑥2, −2 𝑦1 − 2 𝑦2, 𝑥1 + 𝑥2 −  𝑦1 −  𝑦2) 

𝑇(𝑢, 𝑣) = (3𝑥1, −2 𝑦1, 𝑥1 −  𝑦1) + (3𝑥2, −2 𝑦2, 𝑥2 −  𝑦2) 

𝑇(𝑢, 𝑣) = 𝑇(𝑢) + 𝑇(𝑣) 

II) Para todo 𝛼 ∈  ℝ e para qualquer 𝑢 = (𝑥1, 𝑦1) ∈  ℝ𝟐 , tem-se: 

𝑇(𝛼𝑢) = 𝑇(𝛼𝑥1,𝛼 𝑦1) 

𝑇(𝛼𝑢) = (3𝛼𝑥1, − 2𝛼 𝑦1, 𝛼𝑥1, − 𝛼 𝑦1) 

𝑇(𝛼𝑢) = 𝛼(3𝑥1, −2 𝑦1, 𝑥1 −  𝑦1) 

𝑇(𝛼𝑢) = 𝛼𝑇(𝑢) 

 

Propriedade 1.13 Se 𝑇: 𝑉 → 𝑊 for uma transformação linear, então  

𝑇(𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2) = 𝑎1𝑇(𝑣1) + 𝑎2𝑇(𝑣2) 

para ∀𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉 e ∀𝑎1, 𝑎2 ∈  ℝ. 

De forma análoga, tem-se: 

𝑇(𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛) = 𝑎1𝑇(𝑣1) + 𝑎2𝑇(𝑣2) + ⋯ + 𝑎𝑛𝑇(𝑣𝑛) 

Para ∀𝑣𝑖 ∈ 𝑉 e ∀𝑎𝑖 ∈  ℝ, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, isto é, a imagem de uma combinação 

linear de vetores é uma combinação linear das imagens desses vetores, com os mesmos 

coeficientes. 

 

3 A demonstração desta propriedade pode ser encontrada na referência [BOLDRINI, J. L. 1980, p151] 
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Fonte: Adaptada de Steinbruch (1987). 

Figura 2 - Núcleo de uma transformação linear. 

Suponhamos que {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} seja uma base4 do domínio 𝑉 e que se saiba 

quais são as imagens 𝑇(𝑣1), 𝑇(𝑣2), … , 𝑇(𝑣𝑛) dos vetores desta base: sempre é possível obter 

imagem T(𝑣) de qualquer 𝑣 ∈ 𝑉 , pois sendo 𝑣 uma combinação linear dos vetores da base, 

isto é: 

𝑣 = 𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛 

e pela relação acima, temos: 

𝑇(𝑣 ) = 𝑎1𝑇(𝑣1) + 𝑎2𝑇(𝑣2) + ⋯ + 𝑎𝑛𝑇(𝑣𝑛) 

 Assim, uma transformação linear 𝑇: 𝑉 → 𝑊 fica completamente definida 

quando se conhecem as imagens dos vetores de uma base de 𝑉. 

2.2 Núcleo de uma transformação linear 

Definição 2. Chama-se núcleo de uma transformação linear 𝑇: 𝑉 → 𝑊 ao 

conjunto de todos os vetores 𝑣 ∈ 𝑉 que são transformados em 0 ∈ 𝑊. Indica-se esse conjunto 

por 𝑁(𝑇) ou 𝑘𝑒𝑟(𝑇) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Observe que 𝑁(𝑇) ⊂ 𝑉 e 𝑁(𝑇) ≠  Ø, pois 0 ∈ 𝑁(𝑇), tendo em vista que 𝑇(0) = 0. 

Exemplo 1.2 O núcleo de uma transformação linear 

𝑇: ℝ𝟐 → ℝ𝟐, T(x, y) = (x + y, 2x − y) 

é conjunto: 

𝑁(𝑇) = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ𝟐 𝑇(𝑥, 𝑦)⁄ = (0, 0)} 

  

 
4 CALLIOLI, C. A, 1978, p. 67 
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Assim 

(𝑥 + 𝑦, 2𝑥 − 𝑦) = (0,0) 

ou 

{
𝑥 + 𝑦 = 0

2𝑥 − 𝑦 = 0
 

Resolvendo o sistema encontra-se as soluções: 

𝑥 = 0 𝑒 𝑦 = 0 

logo 

𝑁(𝑇) = {(0, 0)}  

 

Propriedade 2.15 O núcleo de uma transformação linear 𝑇: 𝑉 → 𝑊é um subespaço vetorial6 

de 𝑉. 

De fato, sejam 𝑣1 e 𝑣2 vetores pertencentes ao 𝑁(𝑇) e 𝛼 um numero real qualquer. Então, 

𝑇(𝑣1) = 0 e 𝑇(𝑣2) = 0.  Assim: 

I) 𝑇(𝑣1 + 𝑣2) =  𝑇(𝑣1) + 𝑇(𝑣2) = 0 + 0 = 0 

Ou seja, 

 𝑣1 + 𝑣2 ∈ 𝑁(𝑇) 

II) 𝑇(𝛼𝑣1) = 𝛼𝑇(𝑣1) = 𝛼0 = 0 

Isto é, 

𝛼𝑣1 ∈ 𝑁(𝑇) 

 

Propriedade 2.2 Uma transformação linear 𝑇: 𝑉 → 𝑊é injetora se, e somente se, 𝑁(𝑇) = {0}. 

A demonstração dessa propriedade tem duas partes: 

a) Vamos mostrar que se 𝑇 é injetora, então 𝑁(𝑇) = {0} 

De fato,  

Seja 𝑣 ∈ 𝑁(𝑇), ou seja, 𝑇(𝑣) = 0. Por outro lado, sabe-se que 𝑇(0) = 0. Logo, 

𝑇(𝑣) =  𝑇(0). Como 𝑇 é injetora por hipótese, 𝑣 = 0. Portanto, o vetor zero é o único 

elemento do núcleo, isto é, 𝑁(𝑇) = {0}. 

 

b) Vamos mostrar que se 𝑁(𝑇) = {0}, então 𝑇 é injetora. 

 
5 A demonstração desta propriedade 2.1 encontra-se [CALLIOLI, C. A, 1978, p. 103] 
6 STEINBRUCH, 1985, p.15 
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Figura 3 - A imagem de 𝑇. 

Fonte: Steinbruch (1987). 

De fato, 

Sejam 𝑣1 e 𝑣2 ∈ 𝑉 tais que 𝑇(𝑣1) = 𝑇(𝑣2). Então, 𝑇(𝑣1) − 𝑇(𝑣2) = 0 ou 

𝑇(𝑣1−𝑣2) = 0 e, portanto, 𝑣1−𝑣2 = 0, isto é, 𝑣1 = 𝑣2. Como 𝑇(𝑣1) = 𝑇(𝑣2) implica em, 

𝑣1 = 𝑣2, 𝑇 é injetora. 

2.3 Imagem 

Definição 3: Chama-se imagem de uma transformação linear 𝑇: 𝑉 → 𝑊 ao conjunto dos 

vetores 𝑤 ∈ 𝑊 que são imagens de pela menos um vetor 𝑣 ∈ 𝑉. Indica-se esse conjunto por 

𝐼𝑚(𝑇) ou 𝑇(𝑉): 

 𝐼𝑚(𝑇) = {𝑤 ∈ 𝑊 /𝑇(𝑣) = 𝑤 para algum 𝑣 ∈ 𝑉 

Observemos que 𝐼𝑚(𝑇) ⊂ 𝑊 e 𝐼𝑚(𝑇) ≠ ∅, pois 0 = 𝑇(0) ∈ 𝐼𝑚(𝑇). Se 

𝐼𝑚(𝑇) = 𝑊,  

𝑇 diz-se sobrejetora, isto é, para todo 𝑤 ∈ 𝑊 existe pelo menos um 𝑣 ∈ 𝑉 tal que 

𝑇(𝑣) = 𝑊. 

Exemplo 1.3 Seja 𝑇: ℝ𝟑 → ℝ𝟑, 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, 0) a projeção ortogonal de ℝ𝟑 sobre o 

plano 𝑥𝑦. A imagem de 𝑇 é o próprio plana 𝑥𝑦: 

𝐼𝑚(𝑇) = {(𝑥, 𝑦, 0) ∈ ℝ𝟑 /x, y ∈ ℝ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Observemos que o núcleo de 𝑇 é o eixo dos 𝑧: 
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𝑁(𝑇) = {(0, 0, 𝑧)/𝑧 ∈  ℝ}. 

 

Pois 𝑇(0, 0, 𝑧) = (0, 0, 0) para todo 𝑧 ∈ ℝ 

 

Propriedade 3 A imagem de uma transformação 𝑇: 𝑉 → 𝑊 é um subespaço de W. 

Sejam 𝑤1 e 𝑤2 vetores pertencentes a 𝐼𝑚(𝑇) e 𝛼 um número real qualquer. 

Devemos mostra que 𝑤1 + 𝑤2 ∈ 𝐼𝑚(𝑇) e 𝛼𝑤1 ∈ 𝐼𝑚(𝑇), isto é, devemos mostra que existem 

vetores 𝑣 e 𝑢 pertencentes a 𝑉 tais que 𝑇(𝑣) = 𝑤1 + 𝑤2 e 𝑇(𝑢) = 𝛼𝑤1. 

Como 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝐼𝑚(𝑇), existem vetores 𝑣1,𝑣2  ∈ 𝑉 tais que 𝑇(𝑣1) = 𝑤1 e 𝑇(𝑣2) =

𝑤2. 

Fazendo 𝑣 = 𝑣1 + 𝑣2  e 𝑢 = 𝛼𝑤1,  portanto, 𝐼𝑚(𝑇) é um subespaço vetorial de 𝑊. 

 

Corolário 1 Seja 𝑇: 𝑉 → 𝑊 uma transformação linear. 

Se 𝑑𝑖𝑚𝑉 = 𝑑𝑖𝑚𝑊, então T é injetora se, e somente se, é sobrejetora. 

De fato: 

T é injetora ⇒ 𝑁(𝑇) = {0} (𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 2.2) 

    ⇒ 0 + dim 𝐼𝑚(𝑇) = 𝑑𝑖𝑚𝑉  

   ⇒ 𝑑𝑖𝑚𝐼𝑚(𝑇) = 𝑑𝑖𝑚𝑊 (ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑒) 

    ⇒ 𝐼𝑚(𝑇) = 𝑊 

    ⇒ 𝑇 é 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 

 

Reciprocamente: 

T é sobrejetora  ⇒ 𝐼𝑚(𝑇) = 𝑊 

  ⇒ 𝑑𝑖𝑚 𝐼𝑚(𝑇) = 𝑑𝑖𝑚𝑊 

  ⇒ 𝑑𝑖𝑚 𝐼𝑚(𝑇) = 𝑑𝑖𝑚 𝑉 (hipótese) 

  ⇒ 𝑑𝑖𝑚 𝑁(𝑇) = 0 (𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 1) 

  ⇒ 𝑁(𝑇) = {0} 

  ⇒ 𝑇 é 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 (𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 2,2) 

  

 Assim, numa transformação linear na qual 𝑑𝑖𝑚 𝑉 = 𝑑𝑖𝑚 𝑊, se T injetora (ou 

sobrejetora), então T é também bijetora (injetora e sobrejetora ao mesmo tempo). 
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Corolário 2 Se 𝑑𝑖𝑚 𝑉 = 𝑑𝑖𝑚 𝑊 e 𝑇 é injetora, então T transforma base em base, isso é, se 

𝐵 = {𝑣1, … , 𝑣𝑛} é base 𝑉, então 𝑇(𝐵) = {𝑇(𝑣1), … , 𝑇(𝑣𝑛)} é base de W. 

De fato: 

Como 𝑑𝑖𝑚 𝑉 =  𝑑𝑖𝑚 𝑊 = 𝑛, base mostra que 𝑇(𝐵) é 𝐿𝐼. Para tanto, 

consideramos a igualdade: 

𝑎1𝑇(𝑣1) + ⋯ + 𝑎𝑛𝑇(𝑣𝑛) = 0 

ou, pela linearidade de 𝑇: 

𝑇(𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛) = 0. 

 Como 𝑇 é injetora, vem: 

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣1 = 0 

sendo 𝐵 uma base, 𝐵 é 𝐿𝐼 e, portanto: 

𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 0 

Logo, 𝑇(𝐵) é uma base de 𝑊. 

2.4 Isomorfismo 

Chama-se isomorfismo do espaço vetorial 𝑉 no espaço vetorial 𝑊 a uma 

transformação linear 𝑇: 𝑉 → 𝑊, que é bijetora. Nesse caso, os espaços vetoriais 𝑉 e 𝑊 são 

ditos isomorfos. 

a. O operador linear 

𝑇: ℝ𝟐 → ℝ𝟐, T(x, y) = (2x + y, 3x = 2y) 

É um isomorfismo na ℝ𝟐. Como 𝑑𝑖𝑚 𝑉 = 𝑑𝑖𝑚 𝑊 = 2, basta mostrar que 𝑇 é 

injetora (corolário 1). De fato: 𝑁(𝑇) = {(0,0)},  que implica 𝑇 ser injetora. 

b. A transformação linear  

𝑇: 𝑃2 → ℝ𝟑, T(a𝑡2 + bt + c) = (𝑎, 𝑎 + 𝑏, 𝑏 − 𝑐) 

É também um isomorfismo. 

c. O espaço vetorial ℝ𝟐 é isomorfo ao subespaço  

𝑊 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ𝟑/𝑧 = 0} 

do ℝ𝟑 (𝑊 representa o plano 𝑥𝑦 de ℝ𝟐) 
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De fato, a aplicação linear 𝑇: ℝ𝟐 → W, tal que 𝑇(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦, 0), é bijetora: a cada 

vetor (𝑥, 𝑦) de ℝ𝟐 corresponde um só vetor (𝑥, 𝑦, 0) de 𝑊 e, reciprocamente. Logo, ℝ𝟐 e W 

são isomorfos. 

2.5 Matriz de uma transformação linear 

Seja 𝑇: 𝑉 → 𝑊 uma transformação linear, a uma base 𝑉 e 𝐵 uma base de 𝑊. Sem 

prejuízo da generalização, consideremos o caso em que 𝑑𝑖𝑚 𝑉 = 2 e 𝑑𝑖𝑚 𝑊 = 3. 

Sejam 𝐴 = {𝑣1, 𝑣2} e 𝐵 = {𝑤1, 𝑤2, 𝑤3} bases de 𝑉 e 𝑊, respectivamente. 

Um vetor 𝑣 ∈ 𝑉 pode ser expresso por 

𝑣 = 𝑥1𝑣1 + 𝑥2𝑣2  

ou  

𝑣𝐴 = (𝑥1, 𝑥2) 

E a imagem 𝑇(𝑣) por 

𝑇(𝑣) = 𝑦1𝑤1 + 𝑦2𝑤2 + 𝑦3𝑤3   (𝟏) 

ou 

𝑇(𝑣)𝐵 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) 

 Por outro lado: 

𝑇(𝑣) = 𝑇(𝑥1𝑣1 + 𝑥1𝑣2) = 𝑥1𝑇(𝑣1) + 𝑥2𝑇(𝑣2)   (𝟐) 

 Sendo 𝑇(𝑣1) e 𝑇(𝑣2) vetores de 𝑊, eles são combinações lineares dos vetores 

de 𝐵: 

𝑇(𝑣1) = 𝑎11𝑤1 + 𝑎21𝑤2 + 𝑎31𝑤3   (𝟑) 

𝑇(𝑣1) = 𝑎12𝑤1 + 𝑎22𝑤2 + 𝑎32𝑤3   (𝟒) 

Substituindo esses vetores em (2), vem que 

 

𝑇(𝑣) = 𝑥1(𝑎11𝑤1 + 𝑎21𝑤2 + 𝑎31𝑤3) + 𝑥2(𝑎12𝑤1 + 𝑎22𝑤2 + 𝑎32𝑤3) 

ou 

𝑇(𝑣) = (𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2)𝑤1 + (𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2)𝑤2 + (𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2)𝑤3 

Comparando essa igualdade com (1), conclui-se 

𝑦1 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 

𝑦2 = 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 

𝑦3 = 𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 

ou, na forma matricial 
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[

𝑦1

𝑦2

𝑦3

] = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21

𝑎31

𝑎22

𝑎32

]  [
𝑥1

𝑥2
] 

ou, simbolicamente: 

[𝑇(𝑣)]𝐵 = [𝑇]𝐵
𝐴[𝑣]𝐴 

Sendo a matriz [𝑇]𝐵
𝐴 é denominada matriz de T em relação as bases A e B.  

As colunas da matriz [𝑇]𝐵
𝐴 são as componentes das imagens dos vetores da base A 

em relação a base B, conforme se pode ver em (3) e (4): 

[
𝑎11 𝑎12
𝑎21

𝑎31

𝑎22

𝑎32

] 

↑       ↑ 

𝑇(𝑣1)𝐵 𝑇(𝑣2)𝐵 

De um modo geral, para 𝑇: 𝑉 → 𝑊 linear, se 𝑑𝑖𝑚 𝑉 = 𝑁 e 𝑑𝑖𝑚 𝑊 = 𝑚, 𝐴 =

{𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} e 𝐵 = {𝑤1𝑤2, … , 𝑤𝑚} são bases de 𝑉 e 𝑊, respectivamente, teremos que [𝑇]𝐵
𝐴 

é uma matriz de ordem 𝑚 × 𝑛, onde cada coluna é formanda pelas componentes das imagens 

dos vetores de A em relação a base B: 

[𝑇]𝐵
𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛

𝑎21

⋮
𝑎𝑚1

𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮  ⋮
𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛

] 

          ↑             ↑             ↑ 

        𝑇(𝑣1)𝐵  𝑇(𝑣2)𝐵    𝑇(𝑣3)𝐵 

Como se vê, matriz [𝑇]𝐵
𝐴 depende das bases A e B consideradas, isto é, a cada 

dupla de bases corresponde uma particular matriz. Assim, uma transformação linear poderá 

ter uma infinidade de matrizes para representa-la, no entanto, fixadas as bases, a matriz é 

única. 

2.6 Operações com transformações lineares 

2.6.1 Adição  

Sejam 𝑇1: 𝑉 → 𝑊 e 𝑇2: 𝑉 → 𝑊 transformações lineares. Chama-se soma das 

transformações lineares 𝑇1 e 𝑇2 a transformação linear 

𝑇1 +  𝑇2: 𝑉 → 𝑊 

𝑣 ⟼ (𝑇1 + 𝑇2)(𝑣) = 𝑇1(𝑣) +  𝑇2(𝑣), ∀𝑣 ∈ 𝑉 
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Se A e B são bases de V e W, respectivamente, demonstra-se que: 

[𝑇1 +  𝑇2]𝐵
𝐴 = [𝑇1]𝐵

𝐴 + [𝑇2]𝐵
𝐴 

 

Exemplo 1.4 Sejam 𝑇1: 𝑉 → 𝑊 e 𝑇2: 𝑉 → 𝑊 transformações lineares definidas por 𝑇1(𝑥, 𝑦) =

(𝑥 + 2𝑦, 2𝑥 − 𝑦, 𝑥) e 𝑇2(𝑥, 𝑦) = (−𝑥, 𝑦, 𝑥 + 𝑦).  

Determine: 𝑇1 + 𝑇2 

(𝑇1 + 𝑇2)(𝑥, 𝑦) = 𝑇1(𝑥, 𝑦) + 𝑇2(𝑥, 𝑦) 

(𝑇1 + 𝑇2)(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 2𝑦, 2𝑥 − 𝑦, 𝑥) + (−𝑥, 𝑦, 𝑥 + 𝑦) 

(𝑇1 + 𝑇2)(𝑥, 𝑦) = (2𝑦, 2𝑥, 2𝑥 + 𝑦) 

2.6.2 Multiplicação por escalar 

Sejam 𝑇: 𝑉 → 𝑊 uma transformação linear e 𝛼 ∈  ℝ. Chama-se produto de 𝑇 pelo 

escalar 𝛼 é transformação linear 

𝛼𝑇: 𝑉 → 𝑊 

𝑣 ↦ (𝛼𝑇)(𝑣) = 𝛼𝑇(𝑣), ∀𝑣 ∈ 𝑉  

Se A e B são bases de V e W, respectivamente, demonstra-se que: 

[𝛼𝑇]𝐵
𝐴 = 𝛼[𝑇]𝐵

𝐴 

Exemplo 1.5 Sejam 𝑇: 𝑉 → 𝑊 uma transformação linear e 𝛼 ∈  ℝ., sendo T definida por 

T(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 2𝑦, 2𝑥 − 𝑦, 𝑥) e 𝛼 = 2. Determine: 𝛼𝑇 

T(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 2𝑦, 2𝑥 − 𝑦, 𝑥) 

(2 ∙ 𝑇)(𝑥, 𝑦) = (2𝑥 + 4𝑦, 4𝑥 − 2𝑦, 2𝑥) 

2.6.3 Composição  

Sejam 𝑇1: 𝑉 → 𝑊 e 𝑇2: 𝑉 → 𝑈 transformações lineares. Chama-se aplicação 

composta de 𝑇1 com 𝑇2, e se representa por 𝑇2 o 𝑇1, a transformação linear: 

𝑇2 o 𝑇1: 𝑉 → 𝑈 

𝑣 ⟼ (𝑇2 o 𝑇1)(𝑣) = 𝑇2(𝑇1(𝑣)), ∀𝑣 ∈ 𝑉  

Se 𝐴, 𝐵 e 𝐶 são bases de 𝑉, 𝑊 e 𝑈, respectivamente, demonstra-se que: 

[𝑇2 𝑜 𝑇1]𝐶
𝐴 = [𝑇2]𝐶

𝐵 × [𝑇1]𝐶
𝐴 
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Exemplo 1.6 Sejam 𝑆 e 𝑇 operadores lineares no ℝ𝟐 definidos por 𝑆(𝑥, 𝑦) = (2𝑥, 𝑦) e 

𝑇(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑥 − 𝑦). 

Determine: 𝑆 𝑜 𝑇 

(𝑆 𝑜 𝑇)(𝑥, 𝑦) = 𝑆(𝑇(𝑥, 𝑦)) = 𝑆(𝑥, 𝑥 − 𝑦) = (2𝑥, 𝑥 − 𝑦) 

Observe que 

[𝑆 𝑜 𝑇] = [
2 0
1 −1

] = [
2 0
0 1

] [
1 0
1 −1

] = [𝑆] [𝑇] 

 

No capítulo a seguir vamos estudar as principais transformações planas. 
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Fonte: Steinbruch (1987). 

Figura 4 - Reflexão em torno do eixo dos 𝑥. 

3 TRANSFORMAÇÕES LINEARES PLANAS 

Definimos transformações lineares planas as transformações de 𝑻(𝑥, 𝑦): ℝ𝟐 →

ℝ𝟐. As próximas seções vamos explanar as mais utilizadas. 

3.1 Reflexões 

a) Reflexão em torno do eixo dos x 

Essa transformação linear leva cada ponto (𝑥, 𝑦) para sua imagem (𝑥, −𝑦), 

simétrica em relação ao eixo dos 𝑥. 

Demonstra-se que as reflexões são transformações lineares. 

 Esta particula transformação é 𝑇: ℝ𝟐 → ℝ𝟐 

(𝑥, 𝑦) ↦ 𝑇(𝑥, 𝑦) = (𝑥, −𝑦)   

Sendo [
1 0
0 −1

] sua matriz canônica, isso é: 

[
𝑥

−𝑦] = [
1 0
0 −1

] [
𝑥
𝑦] 

 

Representação geométrica: 
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Figura 5 - Reflexão em torno do eixo dos 𝑦. 

Fonte: Steinbruch (1987). 

Figura 6 - Reflexão na origem. 

b) Reflexão em torno do eixo dos 𝑦  

Essa transformação linear leva cada ponto (𝑥, 𝑦) para sua imagem (-x, y) 

𝑇: ℝ𝟐 → ℝ𝟐 

(𝑥, 𝑦) ↦ (−𝑥, 𝑦) 

Sendo [
−1 0
0 1

] sua matriz canônica, isso é: 

[
−𝑥
𝑦 ] = [

−1 0
0 1

] [
𝑥
𝑦] 

 

Representação geométrica: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c) Reflexão na origem:  

Essa transformação linear leva cada ponto (𝑥, 𝑦) para sua imagem (-x, -y) 

𝑇: ℝ𝟐 → ℝ𝟐 

(𝑥, 𝑦) ↦ (−𝑥, −𝑦) 

 

Representação geométrica: 
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Fonte: Steinbruch (1987). 

Figura 7 - Reflexão em torno da reta 𝑦 = 𝑥. 

Fonte: Steinbruch (1987). 

 

 

Ou: 

[
−𝑥
−𝑦] = [

−1 0
0 −1

] [
𝑥
𝑦] 

 

d) Reflexão em torno da reta 𝑦 = 𝑥 

Essa transformação linear leva cada ponto (𝑥, 𝑦) para sua imagem (y, x)  

𝑇: ℝ𝟐 → ℝ𝟐 

(𝑥, 𝑦) ↦ (𝑦, 𝑥) 

Representação geométrica: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ou: 

[
𝑥
𝑦] = [

1 0
0 1

] [
𝑥
𝑦] 

 

e) Reflexão em torno de reta 𝑦 = −𝑥 

𝑇: ℝ𝟐 → ℝ𝟐 

(𝑥, 𝑦) ↦ (−𝑦, −𝑥) 
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Fonte: Steinbruch (1987). 

Figura 8 - Reflexão em torno de reta 𝑦 = −𝑥 

Figura 9 - Dilatação ou contração na direção d vetor. 

Representação geométrica:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ou: 

 [
−𝑥
−𝑦] = [

0 −1
−1 0

] [
𝑥
𝑦] 

3.2 Dilatação e contrações  

a) Dilatação ou contração na direção d vetor 

Essa transformação linear leva cada ponto (𝑥, 𝑦) para sua imagem 𝛼(𝑥, 𝑦), 𝛼 ∈ ℝ 

𝑇: ℝ𝟐 → ℝ𝟐 

(𝑥, 𝑦) ↦ 𝛼(𝑥, 𝑦), 𝛼 ∈ ℝ 

 

Representação geométrica:  
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Fonte: Steinbruch (1987). 

Figura 10 - Dilatação ou contração na direção do eixo dos 𝑥. 

 

 

 

Ou: 

[
x
y] ⟼  α [

x
y] = [

αx
αy] = [

α 0
0 α

] [
x
y] 

Observemos que: 

Se |𝛼| > 1, 𝑇 dilata o vetor; 

Se |𝛼| < 1, 𝑇 contrai o vetor; 

Se 𝛼 = 1, 𝑇 é a identidade; 

Se 𝛼 < 0, 𝑇  troca o sentido d vetor.  

A transformação T: ℝ𝟐 → ℝ𝟐, 𝑇(𝑥, 𝑦) =
1

2
(𝑥, 𝑦) é um exemplo de contração. 

 

 

b) Dilatação ou contração na direção do eixo dos x 

Essa transformação linear leva cada ponto (𝑥, 𝑦) para sua imagem(𝛼𝑥, 𝑦) 𝛼 > 0 

𝑇: ℝ𝟐 → ℝ𝟐 

(𝑥, 𝑦) ↦ (𝛼𝑥, 𝑦) 𝛼 > 0 

 

ou: 

[
x
y] ⟼  [

αx
y ] = [

α 0
0 1

] [
x
y] 

 

Representação geométrica:  
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Fonte: Steinbruch (1987). 

Figura 11 - Dilatação ou contração na direção do eixo dos 𝑦. 

 

A figura acima tem dilatação de fator 𝛼 = 2 e uma contração de fator  𝛼 =
1

2
. 

Observemos que: 

Se 𝛼 > 1, T dilata o vetor; 

Se 0 < 𝛼 < 1, T contrai vetor 

 

c) Dilatação ou contração na direção do eixo dos y 

Essa transformação linear leva cada ponto (𝑥, 𝑦) para sua imagem(𝑥, 𝛼𝑦) 𝛼 > 0 

𝑇: ℝ𝟐 → ℝ𝟐 

(𝑥, 𝑦) ↦ (𝑥, 𝛼𝑦) 𝛼 > 0 

Representação geométrica: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  Fonte: Steinbruch (1987).  

 

3.3 Cisalhamentos 

a) Cisalhamento na direção do eixo dos x 

Essa transformação linear leva cada ponto (𝑥, 𝑦) para sua imagem (𝑥, 𝛼𝑦, 𝑦) 

𝑇: ℝ𝟐 → ℝ𝟐 

(𝑥, 𝑦) ↦ (𝑥, 𝛼𝑦, 𝑦)  

ou: 

[
x
y] ⟼  [

x + αy
y ] = [

1 α
0 1

] [
x
y] 

Representação geométrica: 
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Figura 12 - Cisalhamento na direção do eixo dos x. 

 

Fonte: Steinbruch (1987). 

O feito do cisalhamento é transformar o retângulo 𝑂𝐴𝑃𝐵 no paralelogramo 

𝑂𝐴𝑃´𝐵´. de mesma base e mesma altura. Observamos que, por esse cisalhamento, cada ponto 

(𝑥, 𝑦) se desloca paralelamente ao eixo dos 𝑥 até chegar em (𝑥, 𝛼𝑦, 𝑦), com exceção dos 

pontos do próprio eixo dos 𝑥, que permanecem em sua posição, pois para eles 𝑦 = 0. Com 

isso o retângulo e o paralelogramo da figura 12 acima têm a mesma base 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ . 

3.4 Rotação 

A rotação do plano em torno da origem (figura 13 à esquerda), que faz cada 

ponta descrever um ângulo 𝜃, determina uma transformação linear 𝑇𝜃: ℝ𝟐 → ℝ𝟐 cuja 

matriz canônica é: 

𝑇𝜃 = [
cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

] 

Figura 13 - A rotação do plano em torno da origem. 

 
Fonte: Steinbruch (1987). 

As imagens dos vetores 𝑒1 = (1,0) e 𝑒2 = (0,1)(figura 13 à direita) são 

𝑇(𝑒1) = (cos 𝜃 , sin 𝜃) 
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Fonte: Steinbruch (1987). 

Figura 14 - Imagem do vetor 𝑣 = (4,2) pela rotação de 𝜃 = 𝜋/2. 

𝑇(𝑒2) = (− sin 𝜃 , cos 𝜃) 

isto é 

𝑇(𝑒1) = (cos 𝜃)𝑒1 + (sin 𝜃)𝑒1 

𝑇(𝑒2) = (− sin 𝜃)𝑒2 + (cos 𝜃)𝑒2 

por consequência, a matriz da transformação 𝑇𝜃 é: 

[𝑇𝜃] = [
cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

] 

Essa matriz chama-se de rotação de um ângulo 𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, e é matriz 

canônica da transformação linear 𝑇𝜃: ℝ𝟐 → ℝ𝟐, 𝑇𝜃(𝑥, 𝑦) = (𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃 , 𝑥 sin 𝜃 +

𝑦 cos 𝜃). 

 

Exemplo 1.7 Determine a imagem do vetor 𝑣 = (4,2) pela rotação de 𝜃 = 𝜋/2. 

[𝑇(4,2)] = [
cos 𝜋/2 − sin 𝜋/2
sin 𝜋/2 cos 𝜋/2

] [
4
2

] 

[𝑇(4,2)] = [
0 −1
1 0

] [
4
2

] 

[𝑇(4,2)] = [
−2
4

] 
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4 METODOLOGIA 

 

Segundo Minayo (2016) a metodologia é o caminho percorrido para a elaboração de 

uma pesquisa científica, é a prática exercida na compreensão de fatos da realidade. A 

metodologia é, portanto, um conjunto de ferramentas, em que se inclui a teoria de abordagem 

(método de análise), os instrumentos de operacionalização do conhecimento (técnicas de 

pesquisa) e a criatividade do autor na seleção de dados e na elaboração do texto científico, 

bem como a sua capacidade crítica. Dessa forma, a metodologia a ser utilizada em um 

trabalho possui grande importância uma vez que determina os passos a serem seguidos para a 

concretização do trabalho.  

O presente trabalho se desenvolveu primeiramente no estudo de artigos, livros, e 

trabalhos sobre Álgebra Linear, focando principalmente em transformações lineares. Após a 

revisão bibliográfica, testamos aplicações com uso de planilha eletrônica. Por fim, 

desenvolvemos a atividade com a planilha Excel por ser de fácil acesso ao autor e também ao 

meio acadêmico, como professores de Matemática.  
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Figura 15 - Estruturada básica da planilha Excel. 

Fonte: Autor (2023). 

5 TRANSFORMAÇÕES LINEARES COM USO DO EXCEL 

Existe programas computacionais que realizam gráficos e tabelas, podemos citar o 

GEOGEBRA, CALC do pacote LibreOffice e o MATLAB. A plataforma escolhida nesse 

trabalho foi planilha eletrônica Excel, por ter características singulares como; facilidade de 

manuseio, compilação e execução de dados simultâneos. 

5.1 Excel 

O Microsoft Excel é um programa de computador de análise e apresentação de 

dados em forma de planilhas. Apresenta também diversos recursos de cálculo e apresentação 

gráfica, tornando-se uma ferramenta utilizada por suas potencialidades de uso. O Microsoft 

Excel pode ser encontra no site oficial da Microsoft, o Excel é um entre diversos programas 

que compõe o pacote office. Este é um software proprietária que requer adquirir uma licença 

para usá-lo, mas também pode-se adquirir um teste grátis por um período de tempo com todas 

as funções liberadas, estes softwares, também conhecidos como software não livre, tem como 

suas principais características o código fonte fechado e regras de uso especificados. No site 

oficial, encontrasse um passo a passo de como executar a instalação, que independe do 

sistema operacional que hardware executa. 

 A interface do Excel consiste em uma tela onde na horizontal temos uma marcação 

alfabética e na vertical uma marcação numérica, o cruzamento dessa duas temos o que se 

chama de célula de dados do Excel. Unidade fundamental da planilha do programa.   
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Fonte: Autor (2023). 

Fonte: Autor (2023). 

Figura 16 - Barra de formulas. 

Figura 17 - Barra de tarefas do Excel. 

Fonte: Autor (2023). 

Fonte: Autor (2023). 

Figura 18 - Representação geométrica da figura plana utilizada. 

 

A barra de fórmulas é a parte onde é aplicado os comandos da biblioteca de 

funções, que podem ser lógicos, financeiros, matemáticos e trigonométricos entre outras 

funções. 

 

 

 

O programa tem uma barra de tarefas onde pode-se ser encontrada todas as funções 

exercidas pelo programa divididas por categorias, como vemos na figura 17. 
 

 

 

5.2 Atividade Desenvolvida Microsoft Excel 

Esta atividade foi baseada no trabalho de Brondino (2012) e a figura escolhida 

para ser desenvolvida no programa foi a do livro de Foley et al. (1990), que é apresentada na 

figura 18. Os valores que aparecem acima dos vértices da figura correspondem 

respectivamente as coordenadas 𝑥 e 𝑦 de cada vértice chamado original, que são A (0; 0), B 

(0; 3), C (1,5; 4), D (3; 0) e E (0; 0). E estão dispostas nas colunas da matriz B, presente na 

figura 18. 
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A 

seguir, exemplos de 

transformações plano com uso do Excel e sua representação geométrica: 

 

i) 1ª Atividade Transformação Identidade 

Para elaborar essa atividade, adicionamos a matriz T de ordem 2 × 2  na planilha, 

matriz essa que representa a matriz de transformação linear. Para realizar a multiplicação de 

matrizes no Microsoft Excel, devesse selecionar uma célula7 e na barra de fórmulas digitar 

“=MATRIZ.MULT(células da matriz T; células da matriz B)” em seguida pressionar 

Ctrl+Shift+Enter, que a operação multiplicação de matriz será realizada. No exemplo, usamos 

as células referentes a matriz T de forma “C6:D7” e a matriz B de forma “C11:H12”. Estes 

valores são dados pela simples forma de selecionar as células das matrizes.  

Vale salientar que na multiplicação de matrizes, a ordem dos elementos afeta o 

resultado, ou seja, não é comutativa. O resultado da multiplicação da matriz T pela matriz B é 

apresentada na figura 19. Como a matriz T mostrada na figura 19 é a matriz identidade, a 

figura plana não é modificada. 

O resultado dessa transformação gerou os pontos:  

 
7 O uso da palavra “célula” ou “células” nesse texto tem referência a unidade básica da planilha Excel, que é o 

cruzamento de uma coluna com uma linha da planilha. 

Figura 19 - Esboço da figura resultante do produto da matriz 𝐴 pela matriz 𝐵. 

Fonte: Autor (2023). 
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Figura 20- Resultado da aplicação da matriz T a matriz B 

 

𝐴(0;  0) → 𝐴′(0; 0) 

𝐵(0;  3) → 𝐵′(0; 3) 

𝐶(1,5;  4) → 𝐶′(1,5;  4) 

𝐷(3;  3) → 𝐷′(3; 3) 

𝐸(3;  0) → 𝐸′(3; 0) 

𝐹(0;  0) → 𝐹′(0; 0) 

 

Na figura 19 é mostra a visualização simultânea da matriz de transformação, das 

coordenadas dos vetores da figura original (Domínio), das coordenadas dos vértices da figura 

transformadas (Imagem) e da representação gráfica da transformação. O Excel também 

contém um editor de texto em sua constituição permitindo o uso de recurso de cores, onde a 

cor que identifica a matriz aparece na figura gerada por esta matriz. 

A modificação numérica dos elementos da matriz T, sua aplicação a matriz B 

provoca uma mudança de forma na figura originaria. Esta mudança de forma pode ser 

verificada para vários tipos de transformação. Pois, o mecanismo de operação do Excel está 

atrelado de forma fixa as células da matriz e seus valores, a modificação deles, recalcula a 

fórmula fixada na barra de fórmulas, ou seja, o produto de matrizes. 

 

ii) 2ª Atividade Dilatação de uma Transformação Linear 

Tomemos uma matriz T = (
4 0
0 1

)   aplicada a matriz B, tem-se uma dilatação 

horizontal de fator 4, que pode ser observado na cor azul do gráfico da figura 20. 
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Fonte: Autor (2023). 

 

 

O resultado dessa transformação gerou os pontos:  

𝐴(0;  0) → 𝐴′(0; 0) 

𝐵(0;  3) → 𝐵′(0; 3) 

𝐶(1,5;  4) → 𝐶′(6;  4) 

𝐷(3;  3) → 𝐷′(12; 3) 

𝐸(3;  0) → 𝐸′(12; 0) 

𝐹(0;  0) → 𝐹′(0; 0) 

 

Observe que a figura 20 mostra a figura original, junto com a figura gerada pela 

transformação, esta sobreposição proporciona uma visão mais detalhada e concreta da 

transformação linear. Um ganho pedagógico considerável para os alunos, pois a visão do 

antes e depois de uma transformação linear gera uma visão dinâmica do processo matemático. 

 

iii) 3ª atividade Rotação de uma Transformação Linear 

Veja o efeito da rotação com relação à origem, devesse inicialmente escolher o ângulo 

de rotação desejado. A matriz T agora será representada pela matriz de rotação, que será dada 

por: 

𝑇 = (
cos 𝜃 −sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

). 

Note que o ângulo 𝜃 tem uma célula importante nessa aplicação, o valor que era 

referido a ele terá que ser atrelado as funções trigonométricas da matriz T. Ao variar o ângulo 

𝜃, os elementos da matriz T são automaticamente atualizados pela planilha e o efeito de sua 

aplicação a matriz B pode-se ser visualizada. Na figura 21, o ângulo utilizado foi de 
𝜋

3
 

radianos. A forma de aplicar 
𝜋

3
 radianos na barra de fórmula é “=PI()/3”. 
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Figura 21 - Resultado de uma rotação de um angulo de 𝜋/3 radianos com relação à origem, aplicado a figura original. 

Fonte: Autor (2023). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O resultado dessa transformação gerou os pontos:  

𝐴(0;  0) → 𝐴′(0; 0) 

𝐵(0;  3) → 𝐵′(−2,60; 1,5) 

𝐶(1,5;  4) → 𝐶′(−2,71;  3,30) 

𝐷(3;  3) → 𝐷′(−1,10; 4,10) 

𝐸(3;  0) → 𝐸′(1,5; 2,60) 

𝐹(0;  0) → 𝐹′(0; 0) 

 

iv) 4ª atividade Composição de Transformações Lineares 

. Uma nova matriz denominada de T1 será adicionada a planilha. A matriz da 

transformação resultante será dada pelo produto das matrizes T1 e T respectivamente, 

após isso, será aplicado o produto de matrizes a matriz B das coordenadas da figura 

original. O resultado da transformação resultante após uma rotação de ângulo de  
𝜋

3
 

radianos com relação à origem, seguida por uma dilatação de fator 4 na direção vertical é 

apresentado na figura 22 
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Fonte: Autor (2023). 

Figura 22 - Resultado da aplicação de uma dilatação vertical de fator 4, seguida por uma rotação de um ângulo de 𝜋/3 

radianos a figura original. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O resultado dessa transformação gerou os pontos:  

𝐴(0;  0) → 𝐴′(0; 0) 

𝐵(0;  3) → 𝐵′(−2,60; 6) 

𝐶(1,5;  4) → 𝐶′(−2,71;  13,20) 

𝐷(3;  3) → 𝐷′(−1,10; 16,39) 

𝐸(3;  0) → 𝐸′(1,5; 10,39) 

𝐹(0;  0) → 𝐹′(0; 0) 

 

Sabendo que a propriedade comutativa não se aplica as transformações, podemos 

trabalhar a noção de ordem com que as transformações são aplicadas interfere nos resultados. 

Portanto, temos o produto de matrizes T1 e T resultando a figura 22. Mudando a ordem desse 

produto temos uma transformação completamente diferente. 

A mudança feita na barra de formulas do Excel foi de 

“=MATRIZ.MULT(C8:D9;C5:D6)” que representa o produto T1*T, para 

“=MATRIZ.MULT(C5:D6;C8:D9)” que representa T*T1 na planilha. Aplicado a matriz de 

coordenadas da figura original 
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 Desta forma, a aplicação da matriz T*T1 a matriz de coordenadas B pode ser 

observada na figura 23 e comparada com a figura 22. 

 

Figura 23 - Resultado da aplicação de uma rotação de um angulo 𝜋/3 radianos a figura original, seguida por uma 

dilatação vertical de fator 3. 

 
 

 

 

 

 

Fonte: Autor (2023). 

O resultado dessa transformação gerou os pontos:  

𝐴(0;  0) → 𝐴′(0; 0) 

𝐵(0;  3) → 𝐵′(−10,39; 6) 

𝐶(1,5;  4) → 𝐶′(−13,11;  9,30) 

𝐷(3;  3) → 𝐷′(−8,89; 8,60) 

𝐸(3;  0) → 𝐸′(1,5; 2,60) 

𝐹(0;  0) → 𝐹′(0; 0) 

 

Agora vamos explorar a transformação inversa, para isso contamos com um recurso do 

software, onde a inversa da matriz de transformação é obtida.  Esta matriz inversa (A matriz 

inversa está representada por lnv(T*T1) é gerada a parte da imagem da transformação T*T1, 

para isso usamos o comando na barra de fórmulas “=MATRIZ.INVERSO(células da matriz 

T*T1)” em seguida pressionar Ctrl+Shift+Enter que a operação matriz inversa será realizada 

(figura 24). Para a aplicação da transformação inversa devesse fazer a inversa da matriz T*T1, 

assim gerando a lnv(T*T1). A partir deste resultado realizasse a multiplicação de matriz com 

a T*T1*B, assim resultando na matriz lnv(T*T1)*(T*T1*B). 
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 O resultado da matriz inverta a matriz da imagem da transformação é a figura 

originaria, a casinha do exemplo original. 

Figura 24 - Resultado da aplicação da transformada inversa. 

 
 

Fonte: Autor (2023). 

 

O resultado dessa transformação gerou os pontos:  

𝐴(0;  0) → 𝐴′(0; 0) → 𝐴(0;  0) 

𝐵(0;  3) → 𝐵′(−10,39; 6) → 𝐵(0;  3) 

𝐶(1,5;  4) → 𝐶′(−13,11;  9,30) →  𝐶(1,5;  4) 

𝐷(3;  3) → 𝐷′(−8,89; 8,60) → 𝐷(3;  3) 

𝐸(3;  0) → 𝐸′(1,5; 2,60) → 𝐸(3;  0) 

𝐹(0;  0) → 𝐹′(0; 0) → 𝐹(0;  0) 

 

As configurações empregadas no desenvolvimento dessa planilha podem ser 

reutilizadas para outros exemplos de figuras planas apenas modificando a matriz B de 

coordenadas, presente na figura 18.   
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS  

As dificuldades de compreensão dos conteúdos de álgebra linear são devidas em 

grande parte seu grau de abstração, que leva a má compreensão dos conceitos e um grande 

número de reprovação de discentes em anos inicias de cursos de ciências matemáticas exatas. 

Devido a isso, veem-se procurando meios de diminuir essas dificuldades e aprimorar os 

métodos pedagógicos utilizados. 

A revolução tecnológica nos deu diversas ferramentas que proporcionou um 

avanço de conhecimento nessas últimas décadas, mas ainda é pouco integrado no processo 

educacional e pedagógico brasileiro. 

Tendo em vista este problema, esse trabalho apresentou uma aplicação de 

Microsoft Excel na exploração das transformações lineares planas, a escolha do programa 

deu-se pela fácil manipulação das planilhas, exibição de dados tabulares, gráficos e matriciais, 

além de apresentar transformações simultâneas de dados gráficos e algébricos. Assim sendo, 

pode-se afirmar o Microsoft Excel é uma ferramenta excepcional no ensino e aprendizagem, 

pois, consolida a argumentação e dedução processo matemático. 

O aprendizado é baseado na capacidade que o indivíduo tem em apreender certos 

conteúdos, e esse aprendizado está atrelado a didática escolhida. Este trabalho visa a 

integração de um novo método de ensino que venha a ser acrescentado na prática pedagógica 

diária da sala de aula. Reforçado assim o ensino e aprendizagem atual. 

Como as planilhas eletrônicas tem uma capacidade expressiva de visualização e 

edição dos dados, sugiramos que novos trabalhos sejam desenvolvidos abordando conteúdos 

básicos do Ensino Médio e Fundamental8, pois, como sabemos e é demostrado em diversos 

exames internacionais de desenvolvimento educacional há um déficit no aprendizado de 

Matemática. E que essas aplicações sejam disponibilidades para esse público. 

Para elaborações mais complexas de transformações lineares devesse procurar um 

software mais completo e especifico como o MATLAB., podemos citar como exemplo o 

artigo Parmegiani (2011), que descreve uma metodologia de trabalho utilizada na disciplina 

de Álgebra Linear, relacionada ao ensino das transformações lineares no plano com a 

utilização do MATLAB. Porém esse software é um pouco mais complexo que o utilizado 

nesse trabalho.  

 
8 Conteúdos como grandezas e medidas são ótimos para serem explorados na planilhe Excel, por ser 

de simples estruturação no software. Assim como alguns conteúdos de álgebra e estatísticas. Não há muito 

sentido abordar conteúdos como funções no Excel, em relação à representação gráfica, pois, existem softwares 

mais simples e intuitivos como o geômetra. 
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