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RESUMO

Devido a dificuldade no ensino de algebra linear vem-se procurando novos meios de
apresentar este conteudo. O presente trabalho apresenta uma abordagem computacional no
ensino das transformac6es lineares no plano, ondem utiliza-se do programa Microsoft Excel
para desenvolver esse conteudo algébrico. A vantagem na utilizagdo de planilhas eletr6nicas €
a exploracdo das representacGes matriciais, numeéricas e graficas das transformacdes lineares
de forma simultanea, o que torna uma excelente ferramenta no ensino e aprendizagem de

algebra linear.

Palavras-chaves: Transformacdes Lineares; Aprendizagem; Planilhas Eletronicas.



ABSTRACT

Due to the difficulty in teaching linear algebra, new ways of presenting this content have been
sought. The present work presents a computational approach in the teaching of linear
transformations in the plane, where the Microsoft Excel program is used to develop this
algebraic content. The advantage of using electronic spreadsheets is the exploration of matrix,
numerical and graphic representations of linear transformations simultaneously, which makes

them an excellent tool for teaching and learning linear algebra.

Keywords: Linear Transformations; Learning; Electronic Spreadsheets.
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1 INTRODUCAO

A Algebra Linear é de fundamental importancia na formagcéo basica daqueles que
pretendem, usa-las nas suas areas de atuacdo, seja elas, a Matematica ou em outros campos de
atuacdo, pois, este contetdo se encontra implicito em diversas areas como na Analise e
Geometria. Devido a esta caracteristica, a consolidacdo de conceitos fundamentais é
indispensavel para aqueles que pretendem atuar nas ciéncias matematicas e engenharias.

De acordo com Olivera (2002), devido a essa importancia e peso que a algebra
linear tem sobre a formacdo dos docentes do ensino superior despertou interesse de
pesquisadores franceses e canadenses na década de 90. Ainda segundo Oliveira (2002), para
0s pesquisadores franceses, 0 processo de ensino e aprendizagem é mal sucedido no primeiro
curso de algebra linear.

Uma das hipOteses deste baixo aproveitamento do ensino/aprendizagem de
algebra linear, se da pela forma abstrata e axiomatica utilizada para tratar das primeiras
nogdes de algebra linear, que se mostra verdadeira pela pesquisa desenvolvida por Dorier
(1997) fenomeno esse que foi chamado de “obstaculo do formalismo”.

De acordo com os resultados da pesquisa de Maria (2018), que reforcam a tese de
Dorier e acrescenta que parte dessa dificuldade do aprendizado de algebra linear esta
relacionada ao ensino que ainda esta apoiada em bases puramente expositivas dos contetdos
algébricos e trata as novas tecnologias de ensino como meras potencialidades sem uso efetivo,
na pratica pedagdgica diaria.

Entre os conteudos da algebra linear o escolhido para ser desenvolvido nesse
trabalho foi as transformacdes lineares. O motivo desta escolha se baseia na importancia geral
que este conteldo tem na teoria da algebra linear e suas aplicacdes em diversos ramos do
conhecimento.

Dentro de um cenario em que a importancia das disciplinas basicas na formacao
teodrica do discente do ensino superior tornou-se fundamental, autores como Nomura (2008),
explica que novas formas de investigar, apresentar e explicar conteddos béasicos torna-se
fundamental e indispensével na formacdo profissional, pois, esses conhecimentos serdo
exigidos no seu ambito profissional.

Em vista disso, autores tem investigado e analisado as potencialidades do uso de

ferramentas digitais no ensino de algebra linear. Entre estes autores, pode-se destacar o
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trabalho de Santana (2019), que usou o software GeoGebral para desenvolver estratégia de
ensino/aprendizagem de algebra linear, seu trabalho, fica restrito a topicos de matrizes,
vetores, projecdes ortogonais e ao metodo dos minimos quadrados. O trabalho de Parmegiani
(2011) utilizou o software Matlab? para desenvolver o contetdo de transformagdes lineares no
curso de engenharia, onde os alunos deveriam fazer um roteiro simples para criar uma figura
no plano e aplicar a esta uma ou mais transformacdes lineares, onde os principais recursos
utilizados no Matlab foram as transformacdes lineares no plano e a representacdo gréafica.
Concretizando assim os contetdos visto na disciplina.

Tendo em vista essas consideragfes, temos como objetivo geral deste trabalho
apresentar transformacgdes lineares no plano utilizando a planilha eletronica Excel. Para isso,
foi realizado uma pesquisa bibliografica em site, revistas e artigos académicos sobre o
conteddo de transformac@es lineares. ApoOs essa revisao realizou-se a aplicacdo de exemplos
no programa Excel.

O presente trabalho esta organizado em capitulos de 1 a 6, no qual o capitulo 1 é a
presente introducdo. Ja o capitulo 2 fora destinado ao estudo das transformacdes lineares, bem
como seus conceitos de ndcleo de uma transformacéo linear, imagem, isomorfismo e matriz
de uma transformacdo linear. O capitulo 3 se faz presente para o estudo de principais
transformacdes lineares plana, sdo elas, reflexdes, dilatagdo e contragdes, cisalhamentos e
rotacdo. O capitulo 4 tem como foco apresentar a metodologia apresentada nesse trabalho.
Para o capitulo 5 abordaremos transformacfes lineares com uso do Excel, onde
desenvolveremos as potencialidades do programa e sera aplicado o contetdo de algebra
linear. O capitulo 6 trata-se das consideracdes finais, no qual abordaremos discussdes e
resultados a respeito deste trabalho.

1 O GeoGebra é um aplicativo de matemética dindmico que condensa conceitos de geometria e lgebra em uma
interface gréfica. Por este motivo, seu nome é uma aglutinacio de Geometria e Algebra.

2 E uma plataforma de programacéo e computacdo numérica usada por milhdes de engenheiros e cientistas para
analisar dados, desenvolver algoritmos e criar modelos.
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2 TRANSFORMACOES LINEARES

No capitulo 2 e 3 mostra uma estudo sobre um tipo de especial de funcéo, onde o
dominio e o contradominio sdo espacos vetoriais reais. Assim, tanto a variavel independente
como a variavel dependente sdo vetores, razdo pela qual essas funcbGes sdo chamadas
vetoriais. Particularmente, nosso interesse é nas fungdes vetoriais lineares, que serdo
denominadas transformag0es lineares. Esta teoria tem como base os trabalhos de Steinbruch
(1987), Boldrini (1980), Callioli (1978), Lima (1996).

2.1  Transformacoes lineares

Para que T seja uma transformacdo do espaco vetorial IV no espaco vetorial W,
escreve-se T:V — W. Sendo T uma funcdo, cada vetor v € VV tem uma sé vetor imagem w €
W. Que serd indicado por w = T'(v).

Exemplificando, considerando "V = R? e W = R3.

Uma transformagdo T: R* — R3 associa vetores v = (x, y) € R? com vetores

w = (x, y, z) € R3. Se a lei que define a transformacio T for T(x,y) = (3x,— 2y,x — y)

, 0 diagrama a seguir apresenta trés vetores particulares v e suas correspondentes imagens w.

Figura 1 - Transformacdes lineares.

HE EE

Fonte: Steinbruch (1987).

Note que para calcular, por exemplo, T(2,1),tem-se x = 2 ey = 1, e dai:
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T(21) =3 x 2,-2 x 1,2—1) = (6,-2,1)
Definicdo 1. Sejam V e W espagos vetoriais. Uma aplicagdo T:V — W é chamada
transformacéo linear de V. em W se:
1) T(u+v)=Tw)+TW)
I T(au) = aT(u)

ParavVu,v € VeVa €R.
Exemplo 1.1 T: R? - R3, T(x,y) = (3x,— 2y,x — y) € linear.
De fato:

)] Sejam u = (x;, ¥1) € v = (xg, y,) vetores genéricos de R?

Entdo:
T(u,v) = (x1, + %2, y1 + ¥2)
T(wv) = B(x1+ x3), =21 + ¥2), (x1 +x2) — 1 + ¥2)
T(wv) = (3% +3x3,=2y1 = 2¥5, %1+ X2 — Y1 — ¥2)
T(w,v) = (3x1, =2 y1, % — y1) + 3%z, =2 Y2, %, — ¥2)
T(w,v) =Tw) +T(v)

1)) Paratodo @ € R e para qualquer u = (x;, ¥;) € R?, tem-se:

T(au) = T(ax;ay;)
T(au) = (Bax; —2a yy, ax; —ay,)
T(au) = a(3x1, =2 y1,% — Y1)
T(au) = aT(u)

Propriedade 1.13 Se T: V — W for uma transformacéo linear, entdo
T(avy + ayv,) = a,T(v1) + a,T(v,)
para Vv,,v, €V eVay,a, € R.
De forma analoga, tem-se:
T(avy + ayvy + -+ apvy) = a;T(vy) + a,T(vy) + -+ a, T (vy,)
Para Vv; eV e Va; € R, i=1,2,...,n, isto é a imagem de uma combinacao
linear de vetores é uma combinacdo linear das imagens desses vetores, com 0S mesmos

coeficientes.

A demonstrago desta propriedade pode ser encontrada na referéncia [BOLDRINI, J. L. 1980, p151]
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Suponhamos que {v,v, ..., v,} seja uma base* do dominio V e que se saiba
quais sdo as imagens T (v,), T (v,), ..., T(v,) dos vetores desta base: sempre é possivel obter
imagem T(v) de qualquer v € V', pois sendo v uma combinacéo linear dos vetores da base,
isto é:

vV =a.v1 +av, + -+ a,v,
e pela relacdo acima, temos:
T(v)=a,T(vy) +a,T(vy) + -+ a,T(v,)
Assim, uma transformacéo linear T:V — W fica completamente definida

guando se conhecem as imagens dos vetores de uma base de V.

2.2 Ndcleo de uma transformacao linear

Definicdo 2. Chama-se nucleo de uma transformacdo linear T:V - W ao
conjunto de todos os vetores v € V que sdo transformados em 0 € IW. Indica-se esse conjunto
por N(T) ou ker(T)

Figura 2 - Nlcleo de uma transformacdo linear.

N(T)={v eV /T) =0}

Fonte: Adaptada de Steinbruch (1987).

Observe que N(T) c Ve N(T) # @, pois 0 € N(T), tendo em vista que T(0) = 0.
Exemplo 1.2 O nucleo de uma transformac&o linear
T:R? > R% T(x,y) = (x+y,2x—y)
é conjunto:

N(T) = {(x,y) € R*/T(x,y) = (0,0)}

* CALLIOLI, C. A, 1978, p. 67
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ASSim
(x+y,2x—y)=(0,0)

ou
{ x+y=0
2x—y =0
Resolvendo o sistema encontra-se as solugdes:
x=0ey=0
logo

N(T) ={(0,0)}

Propriedade 2.1% O nicleo de uma transformacéo linear T:V — Wé um subespago vetorial®
deV.
De fato, sejam v, e v, vetores pertencentes ao N(T) e a um numero real qualquer. Entéo,
T(vy) =0eT(vy) = 0. Assim:

)] Twi+vy) =Tw)+T(vy)) =04+0=0

Ou seja,
v, + v, € N(T)
1)) T(avy) = aT(v,) =a0 =0

Isto é,
av, € N(T)

Propriedade 2.2 Uma transformacéo linear T: V — Wé injetora se, e somente se, N(T) = {0}.
A demonstragéo dessa propriedade tem duas partes:

a) Vamos mostrar que se T € injetora, entdo N(T) = {0}

De fato,
Seja v € N(T), ou seja, T(v) = 0. Por outro lado, sabe-se que T(0) = 0. Logo,
T(v) = T(0). Como T é injetora por hipotese, v = 0. Portanto, o vetor zero € o Unico

elemento do nucleo, isto &, N(T) = {0}.

b) Vamos mostrar que se N(T) = {0}, entdo T € injetora.

5> A demonstracdo desta propriedade 2.1 encontra-se [CALLIOLI, C. A, 1978, p. 103]
8 STEINBRUCH, 1985, p.15
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De fato,
Sejam v, e v, €V tais que T(v;) =T(v,). Entdo, T(v;) —T(v,) =0 ou
T(v,—v,) = 0 e, portanto, v;—v, =0, isto &, v; = v,. Como T(v;) = T(v,) implica em,

v, = vy, T éinjetora.

2.3 Imagem

Definigdo 3: Chama-se imagem de uma transformagéo linear T:V — W ao conjunto dos
vetores w € W que sdo imagens de pela menos um vetor v € V. Indica-se esse conjunto por
Im(T)ouT(V):
Im(T)y={weW /T(v) =wparaalgumv € V
Observemos que Im(T) c W e Im(T) # @, pois 0 = T(0) € Im(T). Se

Im(T) =W,
T diz-se sobrejetora, isto €, para todo w € W existe pelo menos um v € V tal que
T(v)=W.

Exemplo 1.3 Seja T:R3 - R3, T(x,y,z) = (x,y,0) a projecdo ortogonal de R3 sobre o
plano xy. A imagem de T é o proprio plana xy:
Im(T) = {(x,y,0) ER? /x,y ER

Figura 3 - Alimagemde T.

V = (%,7,2)
o l _I: - y|
""""" T(v) = (x,,0)

Fonte: Steinbruch (1987).

Observemos que o nucleo de T é o eixo dos z:
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N(T) ={(0,0,2)/z € R}.

PoisT(0,0,z) = (0,0,0) paratodo z € R

Propriedade 3 A imagem de uma transformacéo T:V — W é um subespaco de W.

Sejam w; e w, vetores pertencentes a Im(T) e a um numero real qualquer.
Devemos mostra que w; + w, € Im(T) e aw, € Im(T), isto é, devemos mostra que existem
vetores v e u pertencentes a I tais que T(v) = w; + w, e T(u) = aw;.

Como wy, w, € Im(T), existem vetores v; v, €V tais que T(v1) =wy € T(v,) =

Fazendo v = v; + v, e u = aw;, portanto, Im(T) é um subespaco vetorial de W.

Corolario 1 Seja T: V — W uma transformacao linear.
Se dimV = dimW, entdo T é injetora se, e somente se, é sobrejetora.
De fato:
T éinjetora = N(T) = {0} (propriedade 2.2)
= 0+ dimIm(T) = dimV
= dimIm(T) = dimW (hipdtese)
=>Im(T) =W

= T é sobrejetora

Reciprocamente:
T é sobrejetora = Im(T) = W
= dim Im(T) = dimW
= dim Im(T) = dim V (hipbtese)
= dim N(T) = 0 (teorema 1)
= N(T) = {0}
= T é injetora (propriedade 2,2)

Assim, numa transformacéo linear na qual dimV = dim W, se T injetora (ou

sobrejetora), entdo T é também bijetora (injetora e sobrejetora a0 mesmo tempo).
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Corolério 2 Se dimV = dim W eT é injetora, entdo T transforma base em base, isso €, se
B = {vy,...,v,} ébase V, entdo T(B) = {T(v,), ..., T(v,)} é base de W.
De fato:

Como dimV = dimW =n, base mostra que T(B) é LI. Para tanto,
consideramos a igualdade:

a,T(vy) + - +a,T(v,) =0
ou, pela linearidade de T
T(a;vy + -+ a,vy) = 0.
Como T é injetora, vem:
avy++ayvy =0
sendo B uma base, B € LI e, portanto:
a,=-=a,=0

Logo, T(B) é uma base de W.

2.4 Isomorfismo

Chama-se isomorfismo do espaco vetorial ¥V no espago vetorial W a uma
transformacao linear T:V — W, que é bijetora. Nesse caso, 0s espacgos vetoriais V e W séo
ditos isomorfos.

a. O operador linear

T:R? - R?%, T(x,y) = (2x +y, 3x = 2y)
E um isomorfismo na R%. Como dimV = dim W = 2, basta mostrar que T é
injetora (corolério 1). De fato: N(T) = {(0,0)}, que implica T ser injetora.
b. A transformacao linear
T:P, » R3, T(at? +bt+c) = (a,a+b,b —¢)
E também um isomorfismo.

c. O espaco vetorial R? é isomorfo ao subespaco
W ={(x7v,2) €R3/z=0}

do R3 (W representa o plano xy de R?)
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De fato, a aplicacdo linear T: R? - W, tal que T (x,y) = (x,y, 0), € bijetora: a cada
vetor (x,y) de R? corresponde um sé vetor (x,y, 0) de W e, reciprocamente. Logo, R? e W

sdo isomorfos.

2.5  Matriz de uma transformacéo linear

Seja T:V — W uma transformacéo linear, a uma base VV e B uma base de W. Sem
prejuizo da generalizacdo, consideremos o caso em que dimV = 2 edim W = 3.
Sejam A = {v,,v,} e B = {w;,w,, w3} bases de VV e W, respectivamente.
Um vetor v € V pode ser expresso por

V=X + XoUyp

ou
vy = (x1,%2)
E aimagem T (v) por
T(v) = yywi +y,w, +y3w3 (1)
ou
T(W)p = (v1,V2,V3)
Por outro lado:
T(W) = T(x1v1 + x1v5) = x,T(v1) + x,T(v,) (2)
Sendo T(v;) e T(v,) vetores de W, eles sdo combinagdes lineares dos vetores
de B:
T(v,) = a;1wy + azw; + azwy (3)
T(vy) = a;owy + azw; + azws (4)
Substituindo esses vetores em (2), vem que
T(v) = x1(aywy + azaw;y + azws) + xz(a;zwy + azw, + as,ws)
ou

T(v) = (a11%1 + agx)wy + (A21%1 + Azx2)w, + (azi Xy + azaxz)ws
Comparando essa igualdade com (1), conclui-se
Y1 = Q11X T A12X;
Y2 = Az1X1 + Az2X;
Y3 = Q31X T a32X;

ou, na forma matricial
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V1 a1 diz X1
Vao| = Q21 Q22 [x ]
Y3 az1 Aazz 2
ou, simbolicamente:
[T()]s = [T15[v]a
Sendo a matriz [T]4 é denominada matriz de T em relagéo as bases A e B.
As colunas da matriz [T]4 sdo as componentes das imagens dos vetores da base A

em relacéo a base B, conforme se pode ver em (3) e (4):

ay;; ag
a1 4z

asz; dsp
T 1
T(v1)gT(v2)p

De um modo geral, para T:V — W linear, se dimV =N e dimW =m, A =
{v1, V5, ..., 7} € B = {wyw,, ..., w,,} sdo bases de V e W, respectivamente, teremos que [T]45
é uma matriz de ordem m X n, onde cada coluna é formanda pelas componentes das imagens

dos vetores de A em relacdo a base B:

all a12 e aln
a a e a
4 _ | 421 22 2n
[Tl =] : - :
Am1 Amz2 - Aqmn
T T T

T(v)p T(v2)p T(v3)s
Como se V&, matriz [T]4 depende das bases A e B consideradas, isto é, a cada
dupla de bases corresponde uma particular matriz. Assim, uma transformacéo linear podera
ter uma infinidade de matrizes para representa-la, no entanto, fixadas as bases, a matriz é

Unica.

2.6 Operagdes com transformagdes lineares

2.6.1 Adicgéo

Sejam T;:V - W e T,:V - W transformacgdes lineares. Chama-se soma das
transformac0es lineares T; e T, a transformacéo linear
Ty + TV > W
vi—o (Ty+ T,)w) =T,(v) + T,(v),Vv €V
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Se A e B sdo bases de V e W, respectivamente, demonstra-se que:
[T, + Tolg = [Til5 + [T2]5

Exemplo 1.4 Sejam T;: V —» W e T,: V — W transformacdes lineares definidas por T, (x,y) =
(x+2y,2x —y,x) eT,(x,y) = (—x,y,x + y).
Determine: T; + T,
(Ty + T)(x, y) = Ti(x,y) + T (x,y)
Ty +T)(xy) = (x + 2y, 2x —y,x) + (=%, ¥, x + ¥)
(Ty + T2)(x,y) = (2y,2x,2x + y)

2.6.2 Multiplicacdo por escalar

Sejam T:V — W uma transformacéo linear e « € R. Chama-se produto de T pelo
escalar a € transformacéo linear
al:V - W
ve (aT)(v) =aT(v),VvEV
Se A e B sdo bases de V e W, respectivamente, demonstra-se que:
[aT]4 = a[T]f
Exemplo 1.5 Sejam T:V — W uma transformagéo linear e « € R., sendo T definida por
T(x,y) = (x + 2y,2x — y,x) e a« = 2. Determine: aT
T(x,y) = (x + 2y,2x — y,x)
2-T)(x,y) = (2x + 4y,4x — 2y,2x)

2.6.3 Composicao

Sejam T;:V ->W e T,:V - U transformacbes lineares. Chama-se aplicacédo
composta de T; com T,, e se representa por T, o T;, a transformacdo linear:
T,0T;:V - U
vi— (T,o0T)Ww) = Tz(Tl(v)),Vv eV
Se A, Be C sdo basesde V, W e U, respectivamente, demonstra-se que:
[T, 0 T1]¢ = [T21¢ X [T1]¢
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Exemplo 1.6 Sejam S e T operadores lineares no R? definidos por S(x,y) = (2x,y) e

T(x,y) = (x,x—y).
Determine: So T

(SoT(x,y) =S(T(x, ) = S(x,x —y) = 2x,x = y)

Observe que

son=2 0= 9 )=t

No capitulo a seguir vamos estudar as principais transformacoes planas.
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3 TRANSFORMACOES LINEARES PLANAS

Definimos transformac@es lineares planas as transformag@es de T(x,y): R? —

RZ. As proximas secdes vamos explanar as mais utilizadas.
3.1 Reflexdes

a)  Reflexdo em torno do eixo dos x
Essa transformacéo linear leva cada ponto (x,y) para sua imagem (x,—y),

simétrica em relacdo ao eixo dos x.

Demonstra-se que as reflexdes sao transformacdes lineares.
Esta particula transformagcéo é T: R? —» R?

(x,}’) i T(X'Y) = (x'_y)

1

Sendo [ 0

_01] sua matriz candnica, isso e:
[51=lo 5B

Representacao geométrica:

Figura 4 - Reflex&o em torno do eixo dos x.

(x,¥)

L

L s et |

(2, —y)
Fonte: Steinbruch (1987).



b)  Reflexdo em torno do eixo dos y
Essa transformacéo linear leva cada ponto (x, y) para sua imagem (-x, y)
T: R? - R?
(x,y) = (=x,y)

-1 0

Sendo [ 0 1

] sua matriz canonica, isso é:
1= 3]

Representacdo geométrica:
Figura 5 - Reflexdo em torno do eixo dos y.

L

Fonte: Steinbruch (1987).

c) Reflexdo na origem:
Essa transformacdo linear leva cada ponto (x, y) para sua imagem (-X, -y)
T:R? > R?
(6, y) = (=x,~y)

Representacdo geométrica:
Figura 6 - Reflexdo na origem.

y-.lh

,t' (x,3)
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Fonte: Steinbruch (1987).

| -0 200

d) Reflexdo em tornodaretay = x
Essa transformacéo linear leva cada ponto (x, y) para sua imagem (y, X)
T:R? -> R?
(x,y) = (v, %)
Representacdo geométrica:

Figura 7 - Reflex&o em torno da reta y = x.

Fonte: Steinbruch (1987).

| 51-18 ]

e) Reflexdo em torno deretay = —x
T:R? - R?
(x,y) = (=y,—x)



Representacdo geométrica:

Figura 8 - Reflexdo em torno de reta y = —x

y=—-x &

-

[ 4
(=¥, —x)

Fonte: Steinbruch (1987).

Ou:
[S1=15 B0
3.2 Dilatacao e contracoes

a) Dilatagdo ou contragéo na dire¢éo d vetor
Essa transformagcdo linear leva cada ponto (x, y) para sua imagem a(x,y),a € R
T:R? - R?
(x,y) »alx,y),a eR

Representacao geométrica:

Figura 9 - Dilatacdo ou contracdo na dire¢do d vetor.

&

(v)

'L':l

L
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Fonte: Steinbruch (1987).

| 9 =[5 15 O

Se |a| > 1, T dilata o vetor;

Observemos que:

Se |a| < 1, T contrai o vetor;
Sea =1,T é aidentidade;

Sea < 0,T troca o sentido d vetor.

A transformacéo T: R? —» R?,T(x,y) = %(x, y) € um exemplo de contrac&o.

b) Dilata¢do ou contracdo na direcdo do eixo dos x
Essa transformagcdo linear leva cada ponto (x, y) para sua imagem(ax,y) a > 0
T: R? - R?
(x,y) » (ax,y) a >0

| e (29[ 90

Representacdo geométrica:

Figura 10 - Dilatacdo ou contracéo na dire¢do do eixo dos x.

,t

1
ng, ¥) (x,¥) (2x,y)




Fonte: Steinbruch (1987).

A figura acima tem dilatacéo de fator « = 2 e uma contracdo de fator a = %

Observemos que:
Se a > 1, T dilata o vetor;

Se 0 < a < 1, T contrai vetor

c) Dilatacdo ou contracdo na dire¢do do eixo dos y
Essa transformacéo linear leva cada ponto (x, y) para sua imagem(x, ay) a > 0
T:R? > R?
(x,y) » (x,ay) a>0
Representacdo geométrica:

Figura 11 - Dilatacdo ou contracéo na dire¢do do eixo dos y.

2y h (. 2y}

(x.3)

1
x5y

L J

Fonte: Steinbruch (1987).

3.3 Cisalhamentos

a)  Cisalhamento na direcdo do eixo dos x
Essa transformacéo linear leva cada ponto (x, y) para sua imagem (x, ay, y)
T:R? > R?
(x,y) e (x,ay,y)

b= 571=1o 30

ou:

Representacdo geométrica:

28
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Figura 12 - Cisalhamento na direcdo do eixo dos x.

:'1."‘ 1""

P B P
E —————————————————————————————————— C
0 y r 0 A

Fonte: Steinbruch (1987).

O feito do cisalhamento é transformar o retdngulo OAPB no paralelogramo
OAP’B’. de mesma base e mesma altura. Observamos que, por esse cisalhamento, cada ponto
(x,y) se desloca paralelamente ao eixo dos x até chegar em (x,ay,y), com excecdo dos
pontos do proprio eixo dos x, que permanecem em sua posi¢cdo, pois para eles y = 0. Com

isso o retangulo e o paralelogramo da figura 12 acima tém a mesma base OA.

3.4 Rotacdo

A rotacdo do plano em torno da origem (figura 13 a esquerda), que faz cada
ponta descrever um angulo 6, determina uma transformacgdo linear Ty: R?* - R? cuja
matriz canonica é:

cosf —siné@

To =
6 [sinB cos @

Figura 13 - A rotacdo do plano em torno da origem.

2, = m'ljh T4z} ,F_ij’: T(€,)

L J

L J

Fonte: Steinbruch (1987).
As imagens dos vetores e; = (1,0) e e, = (0,1)(figura 13 a direita) sdo
T(e;) = (cosB,sinf)
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T(e;) = (—sin@,cos8)
isto é
T(e;) = (cosB)e, + (sinH)e,
T(e;) = (—sinf)e, + (cosHB)e,
por consequéncia, a matriz da transformagéo T, é:

__[cos8 —siné@
[T]_[sinﬁ cos @

Essa matriz chama-se de rotacdo de um angulo 6, 0 <0 < 2m, e € matriz
candnica da transformagdo linear Ty:R? - R2, Ty(x,y) = (xcosf — ysinf,xsinf +

ycos8).

Exemplo 1.7 Determine a imagem do vetor v = (4,2) pela rotagdo de 6 = /2.

cosm/2 —sinn/Z“zL]
sinm/2 cosm/2 |12

r@)] = |
ra1=) 33
r@2) =[]

Figura 14 - Imagem do vetor v = (4,2) pela rotagdo de 6 = m/2.
YV

Fonte: Steinbruch (1987).
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4 METODOLOGIA

Segundo Minayo (2016) a metodologia é o caminho percorrido para a elaboragdo de
uma pesquisa cientifica, é a pratica exercida na compreensdo de fatos da realidade. A
metodologia é, portanto, um conjunto de ferramentas, em que se inclui a teoria de abordagem
(método de analise), os instrumentos de operacionalizacdo do conhecimento (técnicas de
pesquisa) e a criatividade do autor na selecdo de dados e na elaboragdo do texto cientifico,
bem como a sua capacidade critica. Dessa forma, a metodologia a ser utilizada em um
trabalho possui grande importancia uma vez que determina 0s passos a serem seguidos para a
concretizacdo do trabalho.

O presente trabalho se desenvolveu primeiramente no estudo de artigos, livros, e
trabalhos sobre Algebra Linear, focando principalmente em transformacdes lineares. Ap6s a
revisao bibliografica, testamos aplicacbes com uso de planilha eletrénica. Por fim,
desenvolvemos a atividade com a planilha Excel por ser de facil acesso ao autor e também ao
meio académico, como professores de Matematica.
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3) TRANSFORMACOES LINEARES COM USO DO EXCEL

Existe programas computacionais que realizam gréficos e tabelas, podemos citar o
GEOGEBRA, CALC do pacote LibreOffice e 0 MATLAB. A plataforma escolhida nesse
trabalho foi planilha eletrbnica Excel, por ter caracteristicas singulares como; facilidade de

manuseio, compilacdo e execucdo de dados simultaneos.

5.1 Excel

O Microsoft Excel é um programa de computador de andlise e apresentacdao de
dados em forma de planilhas. Apresenta também diversos recursos de calculo e apresentacéo
gréfica, tornando-se uma ferramenta utilizada por suas potencialidades de uso. O Microsoft
Excel pode ser encontra no site oficial da Microsoft, o Excel é um entre diversos programas
que compde o pacote office. Este é um software proprietaria que requer adquirir uma licenca
para usa-lo, mas também pode-se adquirir um teste gratis por um periodo de tempo com todas
as funcoes liberadas, estes softwares, também conhecidos como software nao livre, tem como
suas principais caracteristicas o codigo fonte fechado e regras de uso especificados. No site
oficial, encontrasse um passo a passo de como executar a instalacdo, que independe do
sistema operacional que hardware executa.

A interface do Excel consiste em uma tela onde na horizontal temos uma marcacao
alfabética e na vertical uma marcacdo numérica, o cruzamento dessa duas temos o que se
chama de célula de dados do Excel. Unidade fundamental da planilha do programa.

Figura 15 - Estruturada basica da planilha Excel.

M N (-] 3 Q

Fonte: Autor (2023).
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A barra de formulas é a parte onde € aplicado os comandos da biblioteca de

fungBes, que podem ser ldgicos, financeiros, matematicos e trigonométricos entre outras

Figura 16 - Barra de formulas.

Fonte: Autor (2023).

funcoes.

Fonte: Autor (2023).

O programa tem uma barra de tarefas onde pode-se ser encontrada todas as funcdes
exercidas pelo programa divididas por categorias, como vemos na figura 17.

Figura 17 - Barra de tarefas do Excel.

2 AutcSoma

[T] Preencher ~
ar assific

5.2 Atividade Desenvolvida Microsoft Excel

Fonte: Autor (2023).

Esta atividade foi baseada no trabalho de Brondino (2012) e a figura escolhida
para ser desenvolvida no programa foi a do livro de Foley et al. (1990), que é apresentada na
figura 18. Os valores que aparecem acima dos vértices da figura correspondem
respectivamente as coordenadas x e y de cada vértice chamado original, que sdo A (0; 0), B
(0; 3), C (1,5; 4), D (3; 0) e E (0; 0). E estdo dispostas nas colunas da matriz B, presente na

Figura 18 - Representacdo geométrica da figura plana utilizada.

figura 18.

Fonte: Autor (2023).
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2
2

sequir, e [t [eem | G : - exemplos de

B —

rto 04 Aces

transformac6es plano com uso do Excel e sua representacdo geométrica:

) 12 Atividade Transformacéo Identidade
Para elaborar essa atividade, adicionamos a matriz T de ordem 2 x 2 na planilha,

matriz essa que representa a matriz de transformacdo linear. Para realizar a multiplicacéo de
Figura 19 - Esboco da figura resultante do produto da matriz A pela matriz B.

matrizes no Microsoft Excel, devesse selecionar uma célula7 e na barra de férmulas digitar

Fonte: Autor (2023).

“=MATRIZ.MULT(células da matriz T; células da matriz B)” em seguida pressionar
Ctrl+Shift+Enter, que a operagdo multiplicacdo de matriz sera realizada. No exemplo, usamos
as células referentes a matriz T de forma “C6:D7” e a matriz B de forma “C11:H12”. Estes
valores sdo dados pela simples forma de selecionar as células das matrizes.

Vale salientar que na multiplicagdo de matrizes, a ordem dos elementos afeta o
resultado, ou seja, ndo é comutativa. O resultado da multiplicagdo da matriz T pela matriz B é
apresentada na figura 19. Como a matriz T mostrada na figura 19 é a matriz identidade, a
figura plana ndo é modificada.

O resultado dessa transformacéo gerou os pontos:

70 uso da palavra “célula” ou “células” nesse texto tem referéncia a unidade basica da planilha Excel, que é o
cruzamento de uma coluna com uma linha da planilha.
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A(0; 0) - A'(0; 0)
B(0; 3) -» B'(0;3)
C(1,5; 4) - C'(1,5; 4)
D(3; 3) - D'(3;3)
E(3; 0) - E'(3; 0)
F(0; 0) - F'(0; 0)

Na figura 19 é mostra a visualizagcdo simultdnea da matriz de transformacdo, das
coordenadas dos vetores da figura original (Dominio), das coordenadas dos Vértices da figura
transformadas (Imagem) e da representacdo grafica da transformacdo. O Excel também
contém um editor de texto em sua constituicdo permitindo o uso de recurso de cores, onde a
cor que identifica a matriz aparece na figura gerada por esta matriz.

A modificacdo numérica dos elementos da matriz T, sua aplicacdo a matriz B
provoca uma mudanca de forma na figura originaria. Esta mudanca de forma pode ser
verificada para varios tipos de transformacdo. Pois, 0 mecanismo de operacdo do Excel esta
atrelado de forma fixa as células da matriz e seus valores, a modificacdo deles, recalcula a

férmula fixada na barra de formulas, ou seja, o produto de matrizes.

i) 22 Atividade Dilatacdo de uma Transformacéo Linear

4 0
0 1

horizontal de fator 4, que pode ser observado na cor azul do gréafico da figura 20.

Tomemos uma matriz T = ( ) aplicada a matriz B, tem-se uma dilatacéo

Figura 20- Resultado da aplicagdo da matriz T a matriz B

ormagao
/ >( 23
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O resultado dessa transformacédo gerou os pontos:
A(0; 0) = A'(0; 0)
B(0; 3) = B'(0;3)
C(1,5; 4) - C'(6; 4)
D(3; 3) = D'(12;3)
E(3; 0) - E'(12;0)
F(0; 0) - F'(0;0)

Observe que a figura 20 mostra a figura original, junto com a figura gerada pela
transformacdo, esta sobreposicdo proporciona uma visdo mais detalhada e concreta da
transformacdo linear. Um ganho pedag6gico consideravel para os alunos, pois a visdo do

antes e depois de uma transformacao linear gera uma visao dindmica do processo matematico.

iii) 3% atividade Rotacdo de uma Transformacéo Linear
Veja o efeito da rotacdo com relacdo a origem, devesse inicialmente escolher o angulo
de rotacdo desejado. A matriz T agora sera representada pela matriz de rotacdo, que sera dada
por:

T=(Gno coss )

Note que o angulo 6 tem uma célula importante nessa aplicacdo, o valor que era
referido a ele terd que ser atrelado as funcdes trigonométricas da matriz T. Ao variar 0 angulo

6, os elementos da matriz T sdo automaticamente atualizados pela planilha e o efeito de sua

aplicagdo a matriz B pode-se ser visualizada. Na figura 21, o angulo utilizado foi de g

radianos. A forma de aplicar g radianos na barra de formula ¢é “=PI()/3”.

Fonte: Autor (2023).
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Figura 21 - Resultado de uma rotagdo de um angulo de 7z/3 radianos com relagdo a origem, aplicado a figura original.

Fonte: Autor (2023).

O resultado dessa transformacdo gerou os pontos:
A(0; 0) - A'(0;0)
B(0; 3) = B'(—2,60;1,5)
C(1,5; 4) - C'(=2,71; 3,30)
D(3; 3) » D'(—1,10; 4,10)
E(3; 0) = E'(1,5; 2,60)
F(0; 0) - F'(0;0)

Iv) 428 atividade Composicdo de Transformacdes Lineares
. Uma nova matriz denominada de T1 serd adicionada a planilha. A matriz da
transformacéo resultante serd dada pelo produto das matrizes T1 e T respectivamente,

apos isso, sera aplicado o produto de matrizes a matriz B das coordenadas da figura

original. O resultado da transformacdo resultante ap6s uma rotacdo de angulo de g

radianos com relacdo a origem, seguida por uma dilatacdo de fator 4 na direcéo vertical é

apresentado na figura 22
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Figura 22 - Resultado da aplicacdo de uma dilatacdo vertical de fator 4, seguida por uma rotacdo de um angulo de /3
radianos a figura original.

Fonte: Autor (2023).

O resultado dessa transformacéao gerou os pontos:
A(0; 0) » A'(0;0)
B(0; 3) » B'(—2,60;6)
C(1,5; 4) - C'(=2,71; 13,20)
D(3; 3) -» D'(—1,10; 16,39)
E(3; 0) = E'(1,5;10,39)
F(0; 0) - F'(0; 0)

Sabendo que a propriedade comutativa ndo se aplica as transformacdes, podemos
trabalhar a nocdo de ordem com que as transformacdes sdo aplicadas interfere nos resultados.
Portanto, temos o produto de matrizes T1 e T resultando a figura 22. Mudando a ordem desse
produto temos uma transformacao completamente diferente.

A mudanca feita na barra de formulas do Excel foi de
“=MATRIZ.MULT(C8:D9;C5:D6)” que  representa 0 produto T1*T, para
“=MATRIZ.MULT(C5:D6;C8:D9)” que representa T*T1 na planilha. Aplicado a matriz de

coordenadas da figura original
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Desta forma, a aplicacdo da matriz T*T1 a matriz de coordenadas B pode ser
observada na figura 23 e comparada com a figura 22.

Figura 23 - Resultado da aplicacdo de uma rotacdo de um angulo /3 radianos a figura original, seguida por uma
dilatacédo vertical de fator 3.

Fonte: Autor (2023).

O resultado dessa transformagao gerou 0s pontos:
A(0; 0) - A'(0; 0)
B(0; 3) - B'(—10,39; 6)
C(1,5; 4) - C'(-13,11; 9,30)
D(3; 3) - D'(—8,89;8,60)
E@3; 0) = E'(1,5; 2,60)
F(0; 0) - F'(0;0)

Agora vamos explorar a transformacéo inversa, para isso contamos com um recurso do
software, onde a inversa da matriz de transformacdo é obtida. Esta matriz inversa (A matriz
inversa esta representada por Inv(T*T1) é gerada a parte da imagem da transformacdo T*T1,
para isso usamos o comando na barra de formulas “=MATRIZ.INVERSO(células da matriz
T*T1)” em seguida pressionar Ctrl+Shift+Enter que a operagdo matriz inversa seré realizada
(figura 24). Para a aplicacdo da transformacao inversa devesse fazer a inversa da matriz T*T1,
assim gerando a Inv(T*T1). A partir deste resultado realizasse a multiplicagdo de matriz com
a T*T1*B, assim resultando na matriz Inv(T*T1)*(T*T1*B).
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O resultado da matriz inverta a matriz da imagem da transformacéo ¢ a figura

originaria, a casinha do exemplo original.

Figura 24 - Resultado da aplicacdo da transformada inversa.

Fonte: Autor (2023).

O resultado dessa transformacéo gerou os pontos:
A(0; 0) - A'(0;0) » A(0; 0)
B(0; 3) - B'(—10,39;6) = B(0; 3)
C(1,5; 4) - C'(-13,11; 9,30) = C(1,5; 4)
D(3; 3) = D'(—8,89;8,60) = D(3; 3)
E(3; 0) = E'(1,5; 2,60) = E(3; 0)
F(0; 0) = F'(0;0) = F(0; 0)

As configuracdes empregadas no desenvolvimento dessa planilha podem ser
reutilizadas para outros exemplos de figuras planas apenas modificando a matriz B de
coordenadas, presente na figura 18.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

As dificuldades de compreensdo dos conteidos de algebra linear sdo devidas em
grande parte seu grau de abstracdo, que leva a ma compreensdo dos conceitos e um grande
numero de reprovacédo de discentes em anos inicias de cursos de ciéncias matematicas exatas.
Devido a isso, veem-se procurando meios de diminuir essas dificuldades e aprimorar 0s
métodos pedagogicos utilizados.

A revolucdo tecnoldgica nos deu diversas ferramentas que proporcionou um
avanco de conhecimento nessas Ultimas décadas, mas ainda é pouco integrado no processo
educacional e pedagdgico brasileiro.

Tendo em vista este problema, esse trabalho apresentou uma aplicacdo de
Microsoft Excel na exploracdo das transformacdes lineares planas, a escolha do programa
deu-se pela facil manipulacdo das planilhas, exibicao de dados tabulares, graficos e matriciais,
além de apresentar transformacgdes simultaneas de dados gréaficos e algébricos. Assim sendo,
pode-se afirmar o Microsoft Excel é uma ferramenta excepcional no ensino e aprendizagem,
pois, consolida a argumentacdo e deducao processo matematico.

O aprendizado é baseado na capacidade que o individuo tem em apreender certos
contetdos, e esse aprendizado estd atrelado a didatica escolhida. Este trabalho visa a
integracdo de um novo método de ensino que venha a ser acrescentado na préatica pedagogica
diaria da sala de aula. Reforgado assim o ensino e aprendizagem atual.

Como as planilhas eletrénicas tem uma capacidade expressiva de visualizacdo e
edicdo dos dados, sugiramos que novos trabalhos sejam desenvolvidos abordando conteddos
basicos do Ensino Médio e Fundamental®, pois, como sabemos e é demostrado em diversos
exames internacionais de desenvolvimento educacional ha um déficit no aprendizado de
Matematica. E que essas aplicacdes sejam disponibilidades para esse publico.

Para elaboracdes mais complexas de transformacdes lineares devesse procurar um
software mais completo e especifico como 0 MATLAB., podemos citar como exemplo o
artigo Parmegiani (2011), que descreve uma metodologia de trabalho utilizada na disciplina
de Algebra Linear, relacionada ao ensino das transformacdes lineares no plano com a
utilizacdo do MATLAB. Porém esse software € um pouco mais complexo que o utilizado

nesse trabalho.

& Contetidos como grandezas e medidas sdo 6timos para serem explorados na planilhe Excel, por ser
de simples estruturacdo no software. Assim como alguns contetidos de algebra e estatisticas. Ndo ha muito
sentido abordar contelidos como fungBes no Excel, em relacdo a representagdo grafica, pois, existem softwares
mais simples e intuitivos como o gedmetra.



42

REFERENCIAS
BOLDRINI, J. L. Algebra linear. Sao Paulo: Harper e Row do Brasil, 1980

BRONDINO, N. UMA SUGESTAO DE USO DE PLANILHAS ELETRONICAS NO
ENSINO DE TRANSFORMAGCOES LINEARES. COBENGE 2012 - XL COBENGE:
UFPA -  BELEM/PA, [s. ], 3 set. 2012.  Disponivel  em:
http://www.abenge.org.br/cobenge/legado/arquivos/7/artigos/103759.pdf. Acesso em: 21 out.
2022.

CALLIOLLI, C. A. et alii. Algebra linear e aplicacdes. Sdo Paulo: Atual, 1978

DORIER, J. (1997). Continuous analysis of one year of science students’ work in linear
algebra, in first year of french university. In G: Booker,P.Cobb & T.N.de Mendicuti
(Ed.), Proceedings of the XIVth annual meeting of the psychology of mathematics education -
vol.  2(pp. 35-42). Mexico:  CINESTAV. Retrieved  from https://archive-

ouverte.unige.ch/unige:16903

LIMA, E. L.. Algebra Linear. IMPA, Rio de Janeiro, 2a. edicdo, 1996. Disponivel em:
https://famaf.aulavirtual.unc.edu.ar/pluginfile.php/31446/mod_resource/content/1/%5BElon
Lages Lima%5D IMPA_Algebra_Linear.pdf Acesso em: 17 out. 2022.

FOLEY, J.D. et al. Computer Graphics: Principles and Practice. Local: Addison-Wesley
Publishing Company, 1990.

MARIA, P. O ensino e a aprendizagem de conceitos de algebra linear no ensino superior

politécnico. Uminho.pt, 19 jan. 2018.

MINAYO. M C, S. O desafio da pesquisa social. In: MINAYO. M, C, S.; DESLANDES. S,
F.; GOMES. R. (Org.). Pesquisa social: teoria, método e criatividade. 12 reimp. —
Petropolos, RJ : Vozes, 2016.

NICHOLSON, W.K. Algebra Linear, 2a. edi¢io, McGrawHill, 2006.

NOMURA N. M. (2008). PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA Como Sobrevivem
as Diferentes Nogbes de Algebra Linear nos Cursos de Engenharia Elétrica e nas


http://www.abenge.org.br/cobenge/legado/arquivos/7/artigos/103759.pdf.
https://archive-ouverte.unige.ch/unige:16903
https://archive-ouverte.unige.ch/unige:16903
https://famaf.aulavirtual.unc.edu.ar/pluginfile.php/31446/mod_resource/content/1/%5BElon_Lages_Lima%5D_IMPA_Algebra_Linear.pdf
https://famaf.aulavirtual.unc.edu.ar/pluginfile.php/31446/mod_resource/content/1/%5BElon_Lages_Lima%5D_IMPA_Algebra_Linear.pdf

43

Instituicdes, 2008, 138 p. Dissertagéo (Mestrado). Disponivel em:
https://tede2.pucsp.br/handle/handle/11343 - Acesso em: 27 set. 2022

OLIVEIRA, V. C. A. DE [UNESP. Sobre a producao de significados para a nocdo de

transformacéo linear em algebra linear. Aleph, p. 187 f. : il., 22 ago. 2002.

PARMEGIANI, R. (2011). Explorando as Transformacdes Lineares no Plano com o Uso
do Matlab. Anais do XXXIX COBENGE - Congresso Brasileiro de Educagdo em
Engenharia. CD-ROM.

PARMEGIANI, Roselice. EXPLORANDO AS TRANSFORMAGCOES LINEARES NO
PLANO COM O USO DO MATLAB. COBENGE 2011 - XXXIX COBENGE: FURB -
BLUMENAU/SC, [s. 1], 2011. Disponivel em:
http://www.abenge.org.br/cobenge/legado/arquivos/8/sessoestec/art1578.pdf. Acesso em: 18
set. 2022

STEINBRUCH, A.; WINTERLE, P. Algebra Linear. [sl: sn] 1985
SANTANA, F. T. DE et al. Inovacdo no processo de ensino e aprendizagem de algebra

linear usando o software geogebra. repositorio.ufrn.br, 16 set. 2019.


https://tede2.pucsp.br/handle/handle/11343
http://www.abenge.org.br/cobenge/legado/arquivos/8/sessoestec/art1578.pdf.

	a75251cc6a33b3d355082f20bd908c2ac4dbc704dfb3e3df5a935ea27945ab8e.pdf
	c6651c83a464eb536e282764ef911354351e2546365f79010d26371978dd7984.pdf
	3a0e6d3418bad63e2c7fec0a6ccb6a4fc315b3a85fef1ac5e4d8207009747130.pdf
	3a0e6d3418bad63e2c7fec0a6ccb6a4fc315b3a85fef1ac5e4d8207009747130.pdf
	57575332b65f39266eca2db4d1aea85a77c40e2910320ed2d49530f55ee447aa.pdf
	3a0e6d3418bad63e2c7fec0a6ccb6a4fc315b3a85fef1ac5e4d8207009747130.pdf



