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RESUMO

Neste trabalho, abordaremos os principais conceitos da geometria riemanniana, o qual € um campo
da geometria diferencial dedicado ao estudo das variedades riemannianas. Estes conceitos tém a
capacidade de estender, por exemplo, a compreensio dos principais operadores do calculo di-
ferencial integral, como o laplaciano. A partir disso, usaremos esses conceitos para obter uma
estimativa para o primeiro autovalor do laplaciano para a hipersuperficies minimamente mergu-
lhadas em S"*!, o qual foi obtido em [2], nessa demonstracdo empregamos a conhecida férmula
de Reilly. Por fim, combinaremos esse resultado com um resultado obtido por P. Yang e S. T. Yau
em [8], para obter um limite inferior para a drea de uma hipersuperficie minima em termos de seu

género, da sua dimensao e do primeiro autovalor do laplaciano.

Palavras-chave: Geometria, Geometria riemanniana, autovalor, laplaciano.



ABSTRACT

In this work, we will address the main concepts of Riemannian geometry, which is a field of
differential geometry dedicated to the study of Riemannian manifolds. These concepts have the
capacity to extend, for example, the understanding of the main operators of integral differential
calculus, such as the laplacian. We will use these concepts to obtain an estimate for the first
eigenvalue of the Laplacian for minimally dipped hypersurfaces in S**!, which was obtained in
[2], in this demonstration we employ the well-known Reilly formula. Finally, we will combine
this result with a result obtained by P. Yang and S. T. Yau in [8], to obtain a lower bound for the
area of a minimal hypersurface in terms of its genus, its dimension and the first eigenvalue of the

laplacian..

Key-words: Geometry, Riemannian geometry, eigenvalue, laplacian.
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Capitulo 1

Introducao

A geometria Riemanniana originou-se com a visdo de Bernhard Riemann(1826-1866) ex-
pressa em sua palestra inaugural "Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde li-
egen"("Sobre as hipGteses nas quais a geometria se baseia") no ano de 1866. E uma generalizacio
consideravelmente ampla e abstrata da geometria diferencial de superficies em R3. Sendo assim,
podemos caracterizar a geometria Riemanniana como o ramo da geometria diferencial que estuda
as chamadas variedades Riemannianas, as quais sio definidas como variedades diferencidveis com
uma métrica Riemanniana (um produto interno sobre o espago tangente em cada ponto que varia
diferenciavelmente de ponto a ponto). Isto dd, em particular, no¢des locais de angulo, compri-
mento de curvas, dreas e etc... Tal drea teve um impacto profundo na comunidade académica e
permitiu até mesmo a formulacio da teoria geral da relatividade de Albert Einstein. Nosso obje-
tivo aqui € desenvolver a teoria dos principais objetos estudados na drea, sendo eles as variedades
Riemannianas, curvaturas e imersdes isométricas, de tal maneira que determinaremos um limi-
tante inferior para o primeiro autovalor de uma hipersuperficie orientdvel, fechada e mergulhada
minimamente em S"! e, como consequéncia desse resultado, sob as mesmas hipdteses, deter-
minamos a estimativa para a drea de uma hipersuperficie em termos da sua dimensao e do seu

género.
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Capitulo 2

Variedades Diferenciaveis

Inicialmente, apresentaremos um conceito que ird permear grande parte dos resultados subse-
quentes, sendo esse o de variedades diferencidveis. A nocdo de variedade diferencidvel é neces-
saria para estender os métodos do Calculo Diferencial Integral a espacos mais gerais que o R".
Além disso, abordaremos também a no¢do de vetor tangente a uma variedade, aplicacdes diferen-
cidveis entre variedades, diferencial de uma aplicac@o e difeomorfismos. Alguns dos exemplos

mostrados neste capitulo podem ser encontrados em [1], [4], [5] e [6].

2.1 Definicoes e Exemplos

Definicao 1. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma familia de

aplicagées injetivas x, : U, C R" — M de abertos U, de R" em M tais que
(i) | xa(Us) =M
«

(ii) Para todos os indices o, 3 tais que x,(U,) Nx5(Ug) = W # & os conjuntos x;,* (W) e

Xgl (W) sdo abertos em R™ e as aplica¢oes xgl 0 X, € X, ! 0xg sdo diferencidveis.
(iii) A familia {(Uy,,x4)} é mdxima relativamente as condigoes (). e (ii).
Dado p € x,(U,), a aplicacdo x,, ou o par (U,,X,) € dito ser uma parametrizagdo (ou sis-
tema de coordenadas) de M em p e x,(U,) uma vizinhanga coordenada em p. Uma familia

(U, Xo) satisfazendo (i), (ii) e (iii) definem estrutura diferencidvel em M. A condicdo (iii) per-

manece por motivos técnicos, para mais detalhe consulte [4]. Na verdade, podemos facilmente

11



completar uma estrutura diferencidvel em M agregando todas as parametrizacdes que, junta-
mente com alguma parametriza¢do da estrutura, satisfazem a condi¢do (ii), como demonstra [4].

Denotaremos apenas por M™ uma variedade diferencidvel M de dimensdo n.

Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de uma maneira natural uma topologia
em M. Para definirmos uma topologia em M, basta declarar que um subconjunto A C M € aberto
em M, se x; ' (ANx,(U,)) é aberto em R" para todo a.. Observe que a topologia é definida de tal
modo que os conjuntos x, (U, ) sdo abertos e as aplica¢des x,, sdo continuas. Para demonstrarmos
tal fato nos valemos da defini¢cao de topologia em um conjunto, i.e, mostremos que & e M sdo
abertos, que unido arbitrdria de abertos de M € aberta e a intersecdo finita de abertos de M ¢é

aberta.

(1) @ e M sdo abertos: De fato, pois
XN O Nx.(Un)) =x1 (@) =2

X (M Nxa(Ua)) = %3 (x0(Ua)) = Ua

Ao qual ambos sdo abertos em R"

(i1) A unido arbitrdria de abertos de M € aberta: Seja U A, uma unido arbitraria de abertos A,

Al
em M, entdo

% ( (U Aj) N xa(Ua)> =g (U(Aj n xa(Ua))> =[x (4) N xa(Ua))
jel jer jer
De tal maneira que x,,'(A; N x,(U,)) é aberto em R" para cada j € I.

(ii1) A intersecdo finita de abertos de M € aberta: Seja ﬂ B, aintersecdo finita de abertos By,

k=1
em M, entdo

X! ((ﬂ Bk> mxa(Ua)> =x," (ﬂ(Bmxa(Ua))> = [ ]xa" (BrNxa(Ua))

k=1

Onde x;! (B, Nx,(U,)) é aberto em R™ paratodo k = 1,....n

Observacao. Neste trabalho, o espaco topoldgico considerado sobre uma varieda difrencidvel

serdo apenas aqueles que sao de Hausdorff e com base enumeravel.
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Exemplo 1 (R™). Considere M = R™ com a seguinte estrutura diferencidvel (R", Idg~), onde
Idgn : R™ — R™ € dada por Idg~(x) = z, é imediato verificar que com essa estrutura R” é uma

variedade diferenciavel.

Exemplo 2 (Esfera S™). Dado o conjunto

M"=8S"= {(ml, ey Tpy1) € R nzﬂxz = 1}
k
Paracadai = 1,2, ..., n considere o hemisfério
U= {(z1,....z) €S2, =0e 2]+ ...+ 27 + a7 +..+22, <1}
e defina as aplicacoes gol?t : U» = S™ dadas por

+
©i (L1, ey i1y Tig 1y ooy Tpg1) = (@1, oy Tim1, £D5, Tigry ooy Tiyg1)

_ 2 2 2 2 :
tal que D;(@1, ..., Tim1, Tig1, ooy Tpp1) = /1 — (2 + ...+ 22 + 22, + ...+ 22,,). Geometri-
camente, isso equivale a cobrir a esfera S” com vizinhangas coordenadas que sdo semi-esferas

dicul i t denad lo, o (U; -
perpendiculares aos eixos 1, 2 € x3 € tomar como coordenada em, por exemplo, ¢, (U;) a pro
jecdo ortogonal de ] (U;) sobre o plano x; = 0. Com isso, é imediato verificar que para todo

i=1,2,...,nositens (i) e (i¢) da Defini¢ao 1 sdo satisfeitos.

Exemplo 3 (Variedades como gréfico de fungdes). Se U C R"™ é um aberto qualquere f : U — R*

¢ uma fungdo continua qualquer, entdo o grafico de f

Ux f(U) = graf(f) = {(z, f(x)) -z € U}

na topologia induzida de R* é uma variedade diferencidvel de dimensdo n, cuja parametrizacio
consiste da aplicagdo ¢ : U C R" — graf(f) dada por o(z) = (x, f(x)) € R*+*
Definicao 2. Sejam M7 e MJ" variedades diferencidveis. Uma aplicagdo ¢ : M, — M, é

diferencidvel em p € M, se, dada uma parametrizagdo, y : V. C R™ — My em (p) existe uma

parametrizagcdo x : U C R™ — My em p tal que p(x(U)) C y(V) e a aplicacdo
ylopox:UCR" = R™ 2.1

é diferencidvel em x~'(p). ¢ é diferencidvel em um aberto de M, se é diferencidvel em todos os
pontos desse aberto. A aplicacdo (2.1) é denominada expressao local de ¢ nas parametrizacoes

xey.
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Decorre de (ii) da Defini¢do 1 que a definicdo de uma aplicac@o diferencidvel independe das
parametrizagoes x e y. Assim, dadas quaisquer outras parametrizagdes (Uy,x;) depe (Vi,y1) de
o(p) tais que ¢(x1(Uy)) C y1(V4), temos que y; ' o ¢ o x; é diferencidvel, pois

-1 _ (o1 -1 -1
yi opox;=(y] oy)o(y Topox)o(x ox)
ey; ! oy, x ! ox; sdo diferencidveis.

Observacao. Ocasionalmente omitiremos a parametrizacao x quando trabalhamos com a repre-

sentagdo de uma fungdo f em coordenadas e escrevemos

flzr, .y xy)

ao invés de

(fox)(z1, ..., Tp)

2.2 Vetores tangente

Consideremos agora a questao de como definir a nocdo de vetor tangente a um ponto em uma
variedades diferencidvel. Esta no¢do nao € 6bvia, ja que uma variedade é um espaco abstrato que
ndo se encontra em principio imerso em um espaco ambiente, por exemplo, no espaco euclidiano
R™. Portanto, precisamos buscar uma caracteristica de vetores tangentes em espacos euclidianos

que independem do espago ambiente.

Seja o : I C R — R"™ uma curva diferencidvel de R", entdo
a(t) = (z1(t), ..., x,(t))
se a(tp) = p temos que o vetor tangente a o/ (ty) = v é dado por
dxq dx
"(to) = | =~ (t0), ..., —~(t
a't) = (0. S0

Além disso, se f : R” — R € uma funcdo diferencidvel em p, entdo a derivada direcional de f em

p na direc@o de v € dada pela regra da cadeia por

oy = 3 S0 = 3 (G0 zs) 10

1=

14



Como as derivadas parciais sdo operadores lineares sobre fungdes, esta expressao mostra que
a derivada direcional em p na dire¢do de v pode ser vista como um funcional linear atuando sobre
funcgdes diferencidveis que depende apenas do vetor tangente v a curva. Esta nocdo pode ser

generalizada para variedades diferencidveis da seguinte forma.

Definicao 3. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacdo diferencidavel o : I C R — M
¢ chamada curva diferencidvel em M. Suponha que o(ty) = p € M, e seja C*(M) o conjunto
das funcées de M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva o em t = tq € a fungdo o (ty) :

C* — R dada por

o)1) = WD) e o

Um vetor tangente a variedade M em p é qualquer vetor tangente a uma curva diferencidvel
passando por p. O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p serd o espago vetorial

denotado por T, M.

Além disso, segue que, se x : U C R™ — M é um sistema de coordenadas locais em x(z() =

p € M, escrevendo a fungd@o f e a curva « nesse sistema de coordenadas, obtemos

(f OX)(Q) = f(flfl(Q), "'7$n(q))> q = (mh 7xn) cU

(x toa)(t) = (x1(t), ..., za(t)), tel

Onde observamos que fox : R® -+ Rex !oa: I — R". Entdo, por defini¢io, o vetor tangente

a curva o em p tem sua expressao em coordenadas locais dada por

d

o/(to)(f) = Z[(fow)e (@ 0 a)

to
dﬁi
(o) At

(Regra da Cadeia)

(z=loa
dxi
dt
0

to

i x to

ou ainda

0

to@xi

)



Podemos observar na expressao acima que o vetor tangente a uma curva o em p s depende das
derivadas de o em um sistema de coordenadas. Além disso, temos também que o conjunto 7, M,
juntamente com as operagdes usuais de funcdes, forma um espaco vetorial de dimensao n deno-

minado de espaco tangente de )M/ em p e que a escolha de uma parametrizacdox : U C R" — M

determina uma base associada {-2-|,}" , cujos vetores -2 sio conhecidos como vetores coorde-
oz, IPTi=1 oz
nados e sdo definidos por
0 0
| (=5 (fox)
Z; » X =

Proposicao 1. Sejam M e M3" variedades diferencidveis e seja ¢ : M, — My uma aplicagdo
diferencidvel . Para cada p € M; e cada v € T,M,, escolha uma curva diferencidvel o :
(—€,€) = My com a(0) = p, o/(0) = v. Faga f = ¢ o a. A aplicagdo d, = T,My — Ty Mo

dada por dp,(v) = ('(0) é uma aplicagdo linear que ndo depende da escolha de c.

Demonstracdo. Sejam x e y parametrizagdes de p e gp(p) respectivamente, entdo representando a

aplicacdo ¢ e a curva o em tais parametrizacdes, obtemos

(v rowox)(q) = (Wi(x1, .o, @)y oo Y (X1, ooy 1))

(xtoa)(t) = (x1(t), ..., zn(t))

Dai, tomando 5 = ¢ o « (em coordenadas), segue

Bt)=((yrtopox)o(xtoa))t)= (y(zi(t), ... 2n(t), e, ym(z1(t), ..., 20(t))) € R™

Com isso, se I’ : My — R é uma funcéo diferencidvel em f(p) € Mo, entdo

(FopB)(t)=Fyi(x1(t), ..o, xn(t)), ooy Ym (21 (2), ..., w0 (2)))

Logo, por defini¢do de vetor tangente, temos

d
"(0)(F) = —(F o t
BOF) = (Fo)0)|
o o de‘Z 8yj 0

i=1,5=1
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Portanto, obtemos que a expressdo de 3'(0) na base {0/0y;}i~, de T,y M é dada por

/ dx;| Oy dz;| Oym
F0) = (Z dt Oaxi"“’z dt 08%)
v v 0/0y;
o on [dn
ory " Oxn | | at
= Do =dpy(v)
OYm OYm | | dz,
o, oe ] Lar

Com isso, a matriz acima mostra que a aplicacdo dy,(v) : T, My — T,y M, é uma transformacao
linear que ndo depende da escolha de a. 0
Definicao 4. A transformacdo linear dada pela proposicdo anterior é chamada de diferencial de
w em p.

Definicao 5. Sejam M e N variedades diferencidveis. Uma aplicacdo ¢ : M — N é um difeo-
morfismo se ela é diferencidvel, bijetiva e sua inversa o~ for diferencidvel. Além disso, p é um

difeomorfismo local em p € M se existem vizinhancas U de p e V vizinhanga de ¢(p) tais que

@ U — V éum difeomorfismo.

2.3 Campos de vetores e colchetes

O objetivo deste capitulo € introduzir campos vetoriais. Deve-se pensar num campo vetorial
como uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um vetor 7, M. Como formalizacdo

de tal conceito, inicialmente definimos o fibrado tangente de uma variedade diferencidvel.

Definicao 6 (Fibrado tangente). O fibrado tangente, denotado por T'M, de uma variedade dife-

rencidvel M é a unido disjunta de todos os espacos tangentes de M, ou ainda

TM = | |{p} x T,M = {(p,v);p € M e v € T,M}

pEM

Além disso, dado que M € uma variedade diferencidvel, entdo M admite uma estrutura dife-

rencidvel méaxima {(U,, z,)}. Para cada « definimos

Yo : Uy x R" = TM

n
0
Yo (T, o T Uy ey Upy) = (xa(x?, e X, u—) , (af,xn)eUy, e (ug,...,u,) €R"



Com a estrutura diferencidvel {(y.,U, x R™)} é possivel mostrar que 7'M é uma variedade
diferencidvel de dimenséo 2n. De fato, como {J,, 24(Us) = M e d(z4)y(R") = 1., M, q € Ua,

entao

Uya(Ua xR") =TM

o que verifica (i) da Definicdo 1. Agora, seja ys uma outra parametrizacdo para 7'M e (p,v) €

Yo (Us X R™") Nys(Us x R™), temos

(P,v) = (Talda), dva(va)) = (v5(gs), d2p(v3)) ga € Ua, gz € Us € va,v5 €R"

Logo

yg_l 0 Zo(Gas Va) = y,gl(xa(Qa)a dza(va)) = ((51551 0 7o) (qa), d(%l 0 Zq)(Va))

Como mgl o x, € diferenciavel d(xgl o x,) também serd, o que torna ygl o x, diferenciavel, o
mesmo conclui-se para y, ' o xg, e assim verificamos a condi¢do (i7) da Defini¢do 1. Portanto,

T'M € uma variedade diferenciavel de dimensao 2n.

Definicao 7 (Campo de vetores). Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é
uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Em termos de
aplicagées, X é uma aplicagdo de M no fibrado tangente T'M. O campo é dito diferencidvel se a
aplicacao X : M — T'M é diferencidvel. Consideremos uma parametrizacdo x : U C R" — M,
entdo é possivel escrever .

X(p) =Y )

i=1

n
onde cada a; : U — R é uma fungdo diferencidvel em U e { 82} é a base associada a
iJi=1
x. Denotaremos por 2 (M) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis de uma variedade

diferencidvel.

Outra forma de ver um campo de vetores diferenciavel em M é como o operador que associa
a cada fun¢do f € C'°°(M) uma fungdo X f € C'™ através da expressdo

(XF)(p) = Zaxp)g—;: - (Z ai@)a%) =X,

=1

Onde X, € um vetor tangente em 7,/ . Note ainda que, a partir dessa caracteriza¢ao
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(i) X élinear: Sejac, € Re f,g € C’OO(M) entao

Xp(af +Bg) = ailp)5 - (ozf+ﬁg—oazaz +5Zaz

%

= aXp(f) + BX,(9)

(i1) X satisfaz a regra do produto: Seja f,g € C>(M), entdo

X,(f9) =Y ai(p) fg —gzaz +fz

i

= QXp(f) + pr(g)

Ao exibir um campo de vetores como um operador podemos agora passar a considerar itera-
¢oes do tipo X (Y (f)) e Y(X(f)) onde X,Y € Z°(M). Embora, em geral, a expressdo obtida
por X (Y (f)) ouY (X(f)) ndo é um campo vetorial porque ndo satisfaz a regra do produto e, além

disso, envolvem derivadas de ordem superior. Por outro lado, a expressdao

XY () =Y(X()
define um campo vetorial.

Lema 1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferencidvel M.

Entdo existe um tinico campo vetorial Z tal que, para todo f € C*(M), Z(f) = (XY - Y X)f.

Demonstragcdo. Provaremos inicialmente que, se Z existe, entdo ele é tnico. Sejam X,Y &€

X (M),p e Mex:U — M uma parametrizacdo de p e suas expressdes locais dadas por

Xzz:ai(p)a% Yzzbj(p) 0

dai
X( () =Yg, (Z b 3, ) 2.0 <§b gf b aaii)
Y (X(f) = Zbai (Z S—f) = Zb (%S_f i aa—f)
Como Of = Of temos que Z( f) é dado na parametrizagdo x por

(%iﬁxj N 8%8951 ’

20) =X () -y = 3 (a5 v ) o @2)

i oz
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0 que mostra a unicidade de Z. Para mostrar que Z existe, defina Z,, para cada x,(U,) C M por
meio de (2.2). Por meio da unicidade Z, = Z3 em z,(U,) N 23(Us) # &, o que nos permite

definir Z para toda variedade M.

]

O campo vetorial Z dado pelo lema anterior é chamado de colchete, o qual é denotado por
(X, Y](f) = XY (f)) — Y(X(f)). A operagdo colchete possui as seguintes propriedades:
Proposicao 2. Se X,Y e Z sdo campos diferencidveis em M, a e b sdo niimeros reais, e f, g sdo
fungoes diferencidveis, entdo:
(i) [X,Y] = —[Y, X]| (anticomutatividade)
Por consequéncia [X, X] =0
(ii) [aX +0bY,Z] = a|X, Z] + bY, Z] (linearidade)
(iii) [[X,Y],Z) +[[Y, Z], X]| + [[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi)

(iv) [fX,gY] = fgX, Y]+ [X(9)Y — gY (/)X

Definicao 8. Sejam M™ uma variedade diferencidvel, p € M e U uma vizinhanga de p em M onde
é possivel definir campos ey, ...,e, € Z (U), de modo que em cada q € U, os vetores {e;|,}7_;,
formam uma base de T, M, dizemos que {e;}}_, é um referencial local. Se o conjunto de campos
{eilq}iy formam uma base ortonormal de T, M para cada q € U, dizemos que {e;}_ |, é um

referencial local ortonormal.
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Capitulo 3

Variedades Riemannianas

Introduziremos nessa se¢do uma das principais defini¢des da teoria da Geometria Riemanniana
e estd se trata das Métricas Riemannianas a qual, pode se dizer que, em cada ponto de uma
variedade diferencidvel nos fornece um produto interno em 7, M a cada ponto p € M. Dai entdo
€ possivel definir o comprimento de vetores tangente, angulos entre vetores e comprimentos de

curvas, por exemplo.

3.1 Meétricas Riemannianas

Definicao 9 (Métrica Riemanniana). Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel
M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (., .) (uma forma
bilinear, simétrica e positiva definida) no espago tangente I;,M, que varia diferenciavelmente

no seguinte sentido: Seja x : U C R™ — M é um sistema de coordenadas locais se XY €

2 (x(U)), entdo

dai

<ZXZ Zw@x >ZXin<ax, axj> > XY g

2y 12

Portanto, dizer que a métrica varia diferenciavelmente é dizer que as fungdes coordenadas g;;

U — R dada por g;j(x1,....,z,) = <a%(q),£(q)>, com x(x1,....,x,) = q € x(U) sdo
i J
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fungées diferencidveis em U. As fungdes g;j sdo chamadas de as componentes da métrica e G =
(Gij)nxn € a matriz quadrada simétrica da forma bilinear na base associada a parametrizagdo,

entdao
(u,v) = u’' Gu

onde ul é uma matriz linha de n colunas e v é uma matriz coluna de n linhas com os coeficientes

de ambos na base associada a parametrizacdo.

Definicao 10. Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana é chamada de

Variedade Riemanniana.

Exemplo 4 (Métrica Euclidiana). Seja M = R" e para cada p € M identificamos 7,R" = R" e

= e;, onde e; é 0 1-ésimo vetor canonico de R"”, entdo

g(u,v) = Zuivﬂei, e;) = Zuivjélj = Zuivj
ij ij ij

De tal forma que g;; = 0;;. Dai, temos que a matriz G da deste produto interno matriz identidade.

o,

R™ é chamado de espaco euclidiano de dimensao n.

Definicao 11 (Imersdo). Sejam M e N variedades diferencidveis. Dizemos que uma aplicacdo

F : M — N é umaimersdao se dI, é injetiva para todo p € M

Definicido 12 (Imersdo Isométrica). Sejam M e N™ ™™ variedades Riemannianas com métricas

(,)a € {(,)n , respectivamente. Uma imersdo F' : M — N é chamada imersdo isométrica se
(u,v)pr = (dfp(w), dfp,(V))y, YpEM e u,veT,M 3.1)

Exemplo 5 (Variedades em R"**). Seja M C R™* uma variedade diferencidvel de dimensdo n.
A aplicacdo inclusdo ¢ : M — R”t* ¢ uma imersdo, de modo que, se considerarmos a métrica
euclidiana em R"**, ela induz em M uma métrica Riemanniana. Neste caso, a inclusio passa a
ser uma imersdo isométrica. Dai, como a diferencial dz,, da inclusdo € a inclusdo natural de T}, M
em R"*, segue que

(v,w)y, = (V,W)gn+r, V,W E R"HF

onde (-, -)gn+r é a métrica definida no Exemplo 4.

Exemplo 6 (Esfera S™). A métrica euclidiana induz uma métrica em M = S" C R""!, como
visto acima. Note que, de acordo com o Exemplo 3, podemos ver o hemisfério superior da esfera

como o grafico da funcdo f : By C R* - R

flxy,.zn) = /1= ||z
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com

af —Z;

i T TlalP

Entdo, uma parametriza¢do o : R" — graf(f) C R""! para grdfico de f é dada por

(1 ey Ty) = (T, ooy Ty (X1, 00 y))

de tal forma que

dpk dg; se k#n+1

Ox; of se k=n-+1
(9xi
ou seja
dp of
—(x) = ey 10, =—
)= (000, 50
Logo

g = (2% 0% _ (% deN 5 0000
" (‘32:{(913- graf(f) ﬁxi’axj Rn+1 " 8@8:6]

Xyl

— 52 4+ —
Tl 2

Observacao. Para diferentes parametrizagdes podemos definir diferentes funcdes g;;. Por exem-
plo, para S™, podemos obter tais fun¢des pela projecdo estereogréfica ou ainda por coordenadas

esféricas.

Exemplo 7 (Espaco Hiperbdlico H"). Considere o semi espago superior de R"
H" = {(z1,...,z,) € R" : 2, > 0}

Dado R > 0, se definirmos diretamente em H" a métrica definida por

5, R
gij(xlw-'axn) = (Ij )2

entdo H" com esta métrica, denotado H}%, é uma variedade Riemanniana chamada o espaco hi-

perbélico n-dimensional.

Definicao 13. Um campo vetorial V ao longo de uma curva o : I C R — M é uma aplicacdo
que a cada t € I associa um vetor tangente V (t) € ToyM. Diz-se que V é diferencidvel se
para toda funcdo diferencidvel [ em M, a fungdo t — V (t)f é uma fungdo diferencidvel em 1.

d
O campo vetorial indicado por d—(Z é chamado de campo velocidade (ou tangente) de o. Se M é
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uma variedade Riemanniana, a norma ou comprimento de um vetor v € T, M é a norma induzida

pelo produto interno

lull = V{w,u) = [ gigu'e?
i

Um segmento da curva « € restri¢do de o a um intervalo fechado [a,b] C I e seu comprimento é

definido por

b doﬂ
Llos) = [ IOl = [ st G 0G0

com g;j(t) = gi;(a(t))

Exemplo 8. Dada a curva a(t) = (0,¢) no semi espago R?, temos que «'(t) = (0, 1)

(1) Se Ri € considerado imerso no plano euclidiano, entdo a métrica euclidiano induz uma

b b
:/ Ho/(t)Hdet:/ 1dt=b—a

(ii) Se consideramos R? como o plano hiperbélico, entdo para a,b > 0

métrica em R?, i.e

dOé da] (51 R dOéZ dOé]
L) = [ o/ (®)lzz dt = / 2 9T / 2w

ij=1 @\ ij=1

b 2 b
— /a \/]::th = ’ %dt = R(In(b) — In(a))

24



3.2 Conexao Riemanniana

Agora, apresentaremos um conceito que nos oferece uma maneira de derivar vetores ao longo
de curvas por meio das conexdes afins. Especificamente, podemos falar sobre a aceleracdo de uma

curvaem M.

Como em geral ndo existe um espaco ambiente R"™ onde a variedade estd mergulhada, ndo é
imediatamente ébvio como definir um vetor aceleracdo a uma curva. Se o : [ C R — M € uma

curva diferencidvel em uma variedade M nao podemos simplesmente definir

o/ (t) — o/ (to)
t—to t— 1ty

porque o (ty) € ThugyM e &'(t) € TowM, i.e, estdo em espacos vetoriais distintos, logo a
diferenca entre eles pode ndo fazer sentido. A defini¢do do conceito de conexao atende a esta
necessidade de definir uma nog¢ao de derivagdo intrinseca para campos vetoriais. O nome conexao
se refere exatamente a ideia de "conectar" localmente os espagos tangentes de uma variedade. O
interesse nas conexoes afins estd relacionado ao fato de que a escolha de uma métrica Riemanniana

em uma variedade M determina de forma unica uma conexao afim com propriedades especificas

em M.

Conexoes Afins

Definicao 14. Uma conexdo afim NV em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacdo
V:Z(M)x Z(M)— Z (M)

denotada por

V(X,Y)=VxY
que satisfaz as seguintes propriedades
(i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ
(i) Vx(Y+2Z2)=VxY +VxZ
(iii) Vx(fY) = X(f)Y + fVxY,
onde XY, Z € X' (M) e f,g e C®(M).
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Observacdo. Se f : M — R é uma funcdo diferencidvel, temos Vx f = X (f)

Se M € uma variedade diferencidvel e x : U C R™ — M € uma parametriza¢do. Considere a

expressdo em coordenadas locais de dois campos de vetores X, Y € 2°(M)
X=>zX; e Y=Y yX
i J

0 . .
onde X, := e entdo por meio das propriedades de conexao

%

VxY = VZ X XJ: y; X

_ZZZ'Z ij +ijX )

Como Vx, X; € um campo fazemos(escrevendo em coordenadas locais) V x, X Z Fk X, de

k
tal forma que F sdo funcdes diferencidveis conhecidas como simbolos de Christoffel, dai

VxY = Zx( y]X—i—yJZFka>

= Z z; X, (y;) X, + Z xlyJF X} (trocando o indice j por k na primeira parcela)
1,5,k

—sz () X+ Y 2y Tl X

0,5,k

= Z (Z 2 Xi(yr) + waﬂ"@) X
= Z (X(Z/k) =+ Z%‘yjrfj) X,

Z‘)j

Em particular,

(VXY)(P):Z( (Y +sz p)y;(p )) Xk (p)

os coeficientes x; dependem apenas do valor de X em p, por outro lado X,,(ys), por definicdo de
vetor tangente, dependem dos valores de Y ao longo de uma curva diferencidvel passando por p

cujo vetor tangente € X,.
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Exemplo 9 (Conexao Euclidiana). Identificando os espacos tangentes em R™ com o proprio R”,
vetores tangentes com vetores em R” e campos vetoriais em R"™ com aplicagdes diferencidveis

R™ — R™. Definimos a conexao euclidiana V : 2" (R™) x 2 (R") — 2 (R™) por
(VxY)p = dY,(X})
isto €, a derivada direcional do campo Y em p na diregdo de X,.

Proposicao 3. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entdo existe
uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo da curva diferencidvel

.. DV . . .
a: I CR — M um outro campo vetorial —— ao longo de o, denominado derivada covariante

de V ao longo de c, tal que: “
(i) E linear
aVH -G
onde W é um campo vetorial ao longo de .
(ii) Satisfaz a regra do produto ;
D
Py =Ty 27

onde [ ¢ uma fungdo diferencidvel em 1.

(iii) Se V é induzido por um campo de vetores X € Z (M), isto é, V(t) = X(«(t)), entdo

DV
IR X
dt VO‘ (t)

DV D
Demonstragcdo. Provemos inicialmente a unicidade de T Suponha que exista tal campo a
satisfazendo todas as propriedades do enunciado. Localmente, para um sistema de coordenadas,

temos
:ZVj(t)Xj‘t, Xile = Xj(a(t))

Por meio das duas primeiras propriedades do enunciado

DV —~dVi DX,

— X, + V=
dt — dt T
Da terceira propriedade,
DV da
a0t T Vs dat T 2 g Ve
at

i

27



Dai, e se escreve localmente como

DV v’ - da’
— = —X;+V/ Vx, X, 3.2
dt = di Z e - G2
0 que mostra que 0 campo % € unicamente determinado. Para determinar a existéncia de %,

consideremos uma parametriza¢do x : U — M para uma vizinhanca de «/(t), defina o campo %
em x(U) por meio de (3.2), entdo é imediato verificar que um campo definido desta forma satisfaz

todas as propriedades do enunciado. [

DV
Definicao 15. s € chamado de derivada covariante de V' ao longo da curva a.

Definicao 16. . Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Um campo
DV

vetorial V' ao longo de uma curva o : I C R — M é chamado paralelo quando v 0, para

todot el

Proposicao 4. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo V. Seja o : I — M
uma curva diferencidvel e Viy um vetor tangente em o(ty), to € 1. Entdo existe um tinico campo

paralelo V definido ao longo de « tal que V (o) = Vj.

Demonstragdo. [1, Proposi¢do 2.6] 0

Definicdo 17. Dizemos que um referencial ortonormal {ey, ..., e, } em um aberto U C M ¢ geo-

désico em p € U se (V,e;)(p) =0, paratodos i,j =1, ....n.

Conexao Riemanniana

Como métricas Riemannianas e conexdes definem cada uma uma estrutura geométrica particu-
lar, o caso mais relevante de variedade Riemanniana dotada de uma conexdo € quando a estrutura
geométrica definida por elas coincidem, ou seja, que reflita as propriedades da métrica. Para isso

a conexao deve satisfazer duas condigdes.

Definicao 18. Seja M uma variedade Riemanniana com uma conexdo afim V. A conexdo é

dita compativel com a métrica (,), quando para toda curva diferencidvel o e quaisquer pares
, DV DW ,

de campos de vetores paralelos V e W ao longo de «, isto é, = = 0, tivermos

At dt
(V,W) = constante.
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Proposicao 5. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexdo NV em M é compativel com a
métrica se, e somente se, para todo par Ve W de campos de vetores ao longo da curva diferen-

cigvel o : I C R — M, tem-se

= () (V)

Demonstragdo. Suponha que V € compativel com a métrica, i.e, para todos os campos vetoriais
V' e W ao longo de qualquer curva diferenciavel « em M vale (V, W) = constante. Fixe ty € I
e tome uma base By, = {E;|,, }7_, ortonormal para Ty,)M. Por meio da Proposic¢do 4 estenda
paralelamente cada um dos vetores F;|;, a campos V' (¢) ao longo de «, entéo pela compatibilidade
com a métrica o conjunto B; = { E;|;}I_, é uma base ortonormal para 7, ayM comt € I. Agora,

dados campos V' e W ao longo de «, podemos escrever
V= VEl e W=> Wit)E,
i J

Como os campos E1, ..., E, s@o paralelos ao longo de «, temos

DE, DE, 0
a7 dt
logo,
DV dV? DE; dv'?
2N g2 NT g,
dt Z a BtV =2
similarmente,
bw dWwi B
dt 4= dt "’
J
Portanto,

() ()= (S ) (o 5 )

v’ AW
_Z WI(E;, E;) + Vi——(E;, E;)

dt
= Z (DW +viTe )% (para i = j)
i)
= Ly
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Agora, se V' e W sdo campos paralelos, segue

d
SVIW) = 0.W) + (V,0) =0

Portanto, (V, W) = constante. O

Enunciamos agora um resultado que serd de extrema importancia para aplicagdes futuras.

Corolario 1. Uma conex@o V em uma variedade Riemanniana M € compativel com a métrica se,

€ somente se,

Demonstragcdo. Suponha que V € compativel com a métrica. Sejap € M esejama : [ — M

uma curva diferencidvel com a(ty) = p, ty € I, e com &/ (ty) = X (p). Entdo

d
X(pY,Z) = E<Y’ Z) = (Vxpn)Y, Z)p + (Y, Vxp)Z)p
t=to
Como p € arbitrério, segue o resultado. A reciproca é imediata. 0

Definicao 19. Uma conexdo afim NV em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica quando
VxY = VyX = [X,Y]

Observacao. Note que, dada uma parametrizagdo x : U C R" — M, entdo se V € simétrica,
temos

Vx,X; - Vx, X =[X;, Xj] =0& T, =T%, paratodo1 <i,j<n

3

Ou seja, os indices inferiores dos simbolos de Christoffel sao simétricos.

Enunciamos agora o teorema principal desta se¢ao

Teorema 1. (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica conexdo afim

V em M satisfazendo as condigcoes
(i) V é simétrica
(ii) V é compativel com a métrica Riemanniana

Demonstragdo. [1, Teorema 3.6] O

30



Capitulo 4

Curvatura

Neste capitulo, abordaremos um dos principais invariantes geométricos da geometria Rie-
manniana, a curvatura. Apresentaremos uma definicdo de curvatura que, intuitivamente, mede o
quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser euclidiana. A partir disso abordamos as curvatu-

ras seccional, escalar e de Ricci.

4.1 Tensores

Grande parte dos conceitos utilizados nos estudos das variedades diferencidveis é destinada
a aplicar resultados da dlgebra linear. O cdlculo diferencial integral nos ensina como aproximar
objetos diferencidveis por objetos lineares, e as defini¢des abstratas da teoria das variedades nos
fornecem um método para interpretar essas aproximacoes lineares sem depender de coordenadas.

Este capitulo generaliza o conceito de funcionais lineares para multilineares.

Definicao 20. Um (r,1)-tensor T' é uma aplicacdo T : X (M) X -+ X X' (M) — Z (M) multi-

J/

-~
T

linear sobre o anel C*° (M) das fungdes diferencidveis em M. Enquanto que, num (r,0)-tensor,

o contradominio é C*(M ). Formalmente.
T(Yy,....fX+gY,..Y,)=fTV1,...Y,) +¢T(Y1,....Y,)
para todos X, Y. Y1,...Y, € Z'(M)e f,g € C*(M).
Um tensor T € um objeto pontual no seguinte sentido. Seja p € M e U uma vizinhanga de p e
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{E;}", um referencial local em U, entdo em U

Yi = Z%Eil yoey Y = Z%TE@, 1<%, <n
1

i

Pela linearidade do tensor 1T

T (Z yilEilv ey ZyirEir> = Z Yiy - 'yirT<Ei1a "'7Eir)

Da expressdo acima decorre que o valor de 7'(Y3, ..., Y,) em um ponto p € M depende apenas
dos valores em p de T'(E;,, ..., E;, ), e dos valores de Y7, ..., Y, em p. E neste sentido que dizemos
que T é pontual. As fungdes T'(E;,, ..., E; ) = T;,. ., sdo chamadas de componentes de T no

referencial { £; }!" ;.
Exemplo 10. O tensor métrico g : & (M) x 2 (M) — C°°(M) definido por
9(X,Y) = (X,Y) XY e Z(M)

¢ um (2, 0)—tensor e suas componentes g;; no referencial {0/0x;}7_, sdo os coeficientes da mé-

trica Riemanniana no sistema de coordenadas dado.

Ademais, em uma variedade diferencidvel € possivel estender a no¢do de derivada covariante

a tensores como segue.

Definicao 21. Seja T' um (r, 1)-tensor a derivada covariante de T é um (r+ 1, 1)-tensor VT dado

por

VI (V... Yo, X) = VxT(Yi, .. Y,) = T(Vx Vi, ... YV}) — . = T(Vi, ..., VxY})
Enquanto que para um (r,0)-tensor, temos

VT(Yi,...Y,, X) = X(T(Y1,...Y})) = T(VxYi, .., Y)) — ... — T(Yi,...,VxY})

Exemplo 11. Em uma variedade Riemanniana M com a conexdo de Levi-Civita V, temos que,
se g é o tensor métrico, entdo Vg = 0. Com efeito, dados X, Y, Z € 2" (M), teremos
Vg(X7 Y7 Z) = Z<X7 Y> - <VZX> Y> o <X7 vZY)
(Compatibilidade com a métrica) = Z(X,Y) — Z(X,Z)

=0
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4.2 Curvatura

Definicio 22. Seja M uma variedade Riemanniana. A curvatura de M é um (3, 1)-tensor
R:Z(M)x Z(M)x Z(M)— Z (M)
definido por
R(X,Y)Z =VxVyZ =VyVxZ -VixyZ XY, Z e ZX (M)
Note que, se M =R"e X, Y, Z € 2 (R"), escrevemos tais campos nas coordenadas naturais

de R", entao

VyZ = (Y(21),., Y (20))
VxVyZ = (X(Y(21)), ., X(Y(zn))
VyVxZ = (Y(X(21)), -, Y(X(20)))
Vixy1Z = (X, Y](z1), ... [X, Y](20))
dai
R(X,Y)Z =VxVyZ —NyVxZ = Vixy)Z

= (XY (21)), -, X(Y(20) = V(X (1)), -, V(X (20)) = ([X, Y](21), o, [X, Y ](20))
= ([X,Y](z0), -, [X, Y(z0)) = ([X, YI(20), 0 [ X Y (20)) = 0

Podemos, portanto, pensar em R como uma maneira de medir o quanto M deixa de ser euclidiana,

como haviamos afirmado.

Proposicao 6. A curvatura R de uma variedade Riemanniana possui as seguintes propriedades:

(i) R é bilinear em 2 (M) x Z (M), ie,

R(X, fY: + g¥2)Z = fR(X,Y})Z + gR(X,Y3)Z

para todos X,Y, 7, X1, X0, Y1,Yo € Z'(M)e f,g € C*(M).
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(ii) Paratodo par (X,Y), R: Z' (M) — Z (M) é linear, i.e,
R(X,Y)(fZ +gW) = R(X,Y)Z + gR(X, Y)W
para todos X,Y, Z, W € X' (M) e f,g € C°(M).
(iii) R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z
(iv) RIX,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0 (primeira identidade de Bianchi)

Demonstragdo. [1, Proposi¢ao 2.2] [

Por meio do tensor de curvatura podemos definir o (4,0)-tensor R : 2 (M) x 2 (M) x
(M) x (M) — C>®(M) como segue

R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W)

Proposicao 7. O tensor acima possui as seguintes propriedades:
(i) RX,Y,ZW)=—-R(Y, X, Z,W)=R(Y, X, W, Z)
(i) R(X,Y,Z,W)=R(Z W, X,Y).

(iii) Ve R(X,)Y, Z, W)+ VzR(X,Y,W,T) + VwR(X,Y,T,Z) = 0 (segunda identidade de
Bianchi)

Demonstragdo. [1, Proposi¢ao 2.5] [

4.3 Curvatura Seccional, Ricci e Escalar

A partir do tensor curvatura definiremos os seguintes entes geométricos

Curvatura seccional

Dado um espago vetorial V' e x,y € V, indicaremos por |z X y| a expressdo

o %y = V]zPly — (2,y)
que representa a drea do paralelogramo formados pelos vetores x e y.
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Proposicao 8. Seja a o C T, M um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M e sejam

x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entdo

R(z,y,y, )

ndo depende da escolha dos vetores x,y € o.

Demonstragdo. De fato, considere {z, w} outra base para 0. Seja A = (a;;)2x2 a matriz(inversivel)

mudanca de base, escrevemos os vetores z e y como combinacéo linear dos vetores da base {z, w}

T = anz—+ anw

Y = Q122 + QW

Por manipulag@o, obtemos R(z,y,y, ) = (det A)*R(z, w, w, z), um célculo andlogo também nos

fornece |z x y| = (det A)?|z x w|. Portanto,

R(z,y,y,x) (detA)’R(z,w,w,z) R(z,w,w,z)
K = = = =K
(z.9) Iz x y|? (detA)?[z x w| 2 % w] (z,0)

Como a base {z, w} € arbitrdria, segue o resultado. O

Defini¢cao 23. Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M o nimero real
K(x,y) = K(0), onde {x,y} é uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional de o

em p.

Curvatura de Ricci e Curvatura Escalar

Definicao 24. Definimos o tensor de Ricci como o trago do (4,0)-tensor. Isto é, se {ey,...,e,} é
uma base ortonormal e u,v € T,,M, entdo para cada p € M o tensor de Ricci é dado por

Ric(u,v) = Z(R(ez‘, u)v, €;)

i=1

Observacdo. E imediato da Proposi¢do 7 (i) que Ric(u, v) = Ric(v, u)

Definiciio 25. Dado p € M, fixemos um vetor v € T,M, de modo que {es, ...,e,_1,€, = v} seja

uma base ortonormal de T,,M, entdo

v x ;> = [v’lej|? — (v,e;) =1, V1<j<n-—1
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Vamos considerar todas as possiveis curvaturas seccionais dos planos que podemos gerar com v

e tomemos
n—1 n—1

Ric,(v) = Z K(v,e;) = Z<R(€i7 V), €;)

=1 =1

S(p) = D Ricy(ey)

tais niimeros sdo chamados de curvatura de Ricci na direcdo de v e curvatura escalar em p,

respectivamente

Observacao (Curvaturas de Variedades de Dimensdo 2). No caso de variedades Riemannianas
de dimensdo 2, para cada ponto p € M existe apenas um plano espago tangente. Com isso, se

{e1, €2} € uma base ortonormal para T, M/, temos

S(p) = ZRicp(ej) = Ricy(e1) + Ricy(ea) = K(e1, e2) + K(ea,e1) = 2K (eq, €2)
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Capitulo 5

Imersoes isométricas

.. .~ . Tn+k .
Inicialmente, relembramos a Definicdo 12, a qual nos diz que: Se M" e M~ sdo varie-
dades diferencidveis, uma aplicagdo diferencidavel f : M — M é uma imersdo isométrica se a

diferencial df, € injetiva para todo p € M e também

(u,v)p = (dfp(u), dfp(V)) ), w0 €T,M e dfy(u), dfy(v) € Tf(p)M
O niimero k é chamado de codimensdo da imersdo f. Se, além disso, f é um homeomorfismo
sobre f(M) C M , onde f(M) tem a topologia induzida por M, i.e, se V é aberto em f(M),
entdo V. = f(M)NU onde U é aberto em M, diz-se que f é um mergulho. Se M C M e
a inclusdo i : M — M é um mergulho, diz-se que M é uma subvariedade de M. Chamamos

M de variedade ambiente. O caso particular em que a codimensdo k da imersdo é 1, f(M) é

denominada uma hipersuperficie.

Seja f : M"™ — M" " uma imersio. Entio para cada p € M existe uma vizinhangca U C M
de p tal que a restricdo de f a U é um mergulho sobre f(U). Mais precisamente, existem uma
vizinhanga U C M de f(p), um aberto V' C R"** ¢ um difeomorfismo ¢ : U — V , tais que
¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto do subespago R® C R"*™. Desta forma
podemos simplificar a notagdo identificando U com sua imagem f(U) e cada vetor v € T, M,
q € U, com df,(v) € TyyyM, f(q) € f(U). Sendo assim, o espago tangente de M em g se torna
um subespaco do espago tangente de M em f(q). Além disso, podemos estender (localmente)
os campos de vetores em M para campos de vetores em M, isto é, os campos de vetores em M
restritos a U podem ser estendidos a campos de vetores em U. Ademais, assumindo a partir de

agora que f seja uma imersdo isométrica, observemos que para cada ¢ € U, o produto interno em
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Tq]\_4 o decompde na soma direta (aqui ja identificamos ¢ com f(q))
.M =T,M & T,M™*

onde T, M~ ¢ o complemento ortogonal de 7, M em TQM . Assim, paracadav € Tq]\_4 , podemos

T

escrever v = v' +vt, comv' € T,M e v € T,M*. Neste caso, denominamos v' e v*

de componente tangencial e componente normal de v, respectivamente. Desta decomposi¢ao

obtemos um fibrado vetorial 70 := |_| {p} x T, M+ chamado de fibrado normal e denotamos
peEM
por 2" (M)~ o conjunto dos campos de vetores normais a M.

. ~ . Ttk . ~ . . = ~ .
Proposicao 9. Sejam f : M™ — M uma imersdo isométrica e V e V as conexoes de Levi-

Civita de M e M, respectivamente. Para X,Y € % (M) temos
= AT
VxY = (VgY) (5.1)
onde (.)" denota a projecédo ortogonal de T M|y sobre TM e X e Y sdo extensoes de X eY a
M.

Demonstragdo. Comecemos mostrando que o segundo membro da igualdade realmente define

uma conexdo afim em M. Sejam X, Y e Z extensdes de X,Y e Z a M. Entdo

VxwvZ =g vZ) =(xZ+VyZ) =(VxZ)' +(VgZ)"

=VxZ+VyZ

Sejam XY, Z € 2 (M), Z extensdo de Z, § e h extensdes de g e h e também §X + hY extensdo
de gX + hY num aberto de M. Entio,

vgx+hyz = (ﬁg)?JrE?Z)T = (g7y2+ Ev?Z)T = g(ﬁXZ)T -+ E(ﬁyZ)T
= gVXZ + thZ

Nas mesmas condi¢des

Vx(gY) = [Vx(gY)] "= (X@Y + V) = X(g)Y +a(V?)T

Com isso, mostramos que V € uma conexdo afim em ). Resta mostrar que V é compativel com
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a métrica e simétrica. Verifiquemos a compatibilidade com a métrica

Dai
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ)
Por fim, V € simétrica. Com efeito

VxY = VyX = (VgV)T — (VX)) = (VgV —VeX) '

= ((x. Y]’
= [XvY]

Com isso, por meio do Teorema 1 concluimos que V € a conexd@o de Levi-Civita M definida por

G.D ]

Observe que, a partir da proposi¢ado anterior, se V e V sdo as conexdes de Levi-Civita de M e

M, respectivamente e X eY sio extensdes de X e Y a M, entio

Dai, definimos

o~ . Ttk . ~ . L . ~ . N
Definicao 26. Seja f : M" — M wuma imersdo isométrica a aplicacdo bilinear e simétrica

a: X (U)x Z(U) — Z(U)*, dada por
a(X,Y)=VgY - VyxY
¢ chamada de a segunda forma fundamental de f.
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n+k

. o~ . Ttk . ~ . L . _
Definicdo 27. Seja f : M"™ — M~ uma imersdo isométrica, um referencial ortonormal {é, } "

em um aberto U C M é dito adaptado ¢ imersdo f se, quando restritos a M, os campos de vetores

sn ~ 5 k = : T
{éi}ie, sdo tangentes a M e os campos de vetores {é,;};_, sGo normaisa M em U := U N M.

. - —ntk
Sendo «v a segunda forma fundamental de uma imersao f : M™ — M"™e {€1, s €ny M1y ooy M

um referencial adaptado de um aberto U C M o campo

H = =3 alew e = 3 {alen ey € 2/ (M)*

n =
27]
tem seu valor conhecido em p € M como vetor curvatura média.

.~ . SO o, . Ttk o,
Definicao 28. Uma imersdo isométrica f : M" — M~ é minima se ﬁ =0.
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Capitulo 6

A estimativa do primeiro autovalor para

hipersuperficies minimas

6.1 Operadores diferenciaveis

A derivacgdo covariante de tensores possibilita a extensdo as variedades Riemannianas de certos
operadores diferenciais (gradiente, divergente, laplaciano e hessiano) comumente utilizados no

espaco euclidiano R™. Neste contexto, inicialmente abordaremos alguns desses operadores.

Em todas as préximas explanag¢des, consideramos M como uma variedade Riemanniana de

dimensao n, onde M esta munida de uma conexdo de Levi-Civita.

Definicao 29. Seja f : M — R uma fungdo diferencidvel e X € 2 (M). Definimos o gradiente

de f como o campo vetorial diferencidvel V f, tal que
(VI X)=Vxf=X(f)
paratodo X € Z (M).

Proposicao 10. Sejam f : M — R uma fungdo diferencidvel e {e;}!_, um referencial ortonormal

de uma vizinhangca U C M. Entdo em U, temos
V=Y elfe

Demonstragdo. Dado {e;}"_; um referencial ortonormal uma vizinhanca U C M, entdo em U,

Vf = Z fiei, e por defini¢do de gradiente (V f,e;) = e;(f), usando a ortonormalidade de
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{eiticr
(Vf.e5) = D _{fiei ) Zfz i, €5)
(parai = j) = f; = (Vf, ei) = ei(f)

Logo

O

Exemplo 12. Se M = R" e f : R® — R é uma fungio diferenciavel e e; é o i-ésimo vetor

candnico do R" para cada 1 < i < n, entdo

of of of
Vf:Zei(f) B’ _(a_;m""’axn)

Definicio 30. Seja X € 27 (M). A divergéncia de X é a fungdo diferencidvel div X : M — R,

definida por
(div X)(p) = tr{v = V., X(p)}

onde tr denota o trago do operador linear v € T,M — V,X(p)

Proposicao 11. Seja {e;}_, um referencial ortonormal em uma vizinhanca U C M, entdo

divX = Zez a;) — (Ve,ei, X))

Demonstragcdo. Se X = Z a;e;, por meio da definicdo, e utilizando a compatibilidade com a
i
métrica, segue

div X = Z(VQX, €)
= i(@((X, €i)) = (X, Veei))
- Z (ei <<Zajej, e>) — (X, veie»)
_ Z (Z ei(aile;, e)) — (X, Veiei>> (utilizando a ortogonalidade de {e;}7,)
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= Z(ez(azdw) - <X7 veiei»

%

= Z(el(al) - <X7 veiei»)

%

Em particular, se {e;}"_; for geodésico em p € U C M, terfamos

divX = Zei(ai)
Proposicdo 12. Se XY € 2 (M) e f : M — R é uma fungdo diferencidvel, entdo
(i) div(X +Y) =divX +divY

(i) div(fX) = fdivX + (Vf, X)

Demonstragdo. Considere {e;}; um referencial ortonormal em uma vizinhanga U C M.

(1) Em U, temos que X +Y = Z(mz + y;)e;. Por defini¢do de divergente

div(X +Y) = Z(ei(%‘ +yi) = (X +Y,Vee)) = Zez‘(%‘) — (X, Ve€) + Zei(yz‘) — (Y, Veei)

=divX +divY

(17) Seja X = Z x;e;, utilizando a ortogonalidade de {e;}!" |, dai x; = (X, ¢;), entdo X =
Z(X, ei)e;. Logo
div(fX) = Z(exfxi) —(fX, Veer))
= Z ei(frs+ fei(w:) = (fX, Veer)

- fz 61 xz X Vel ) +Z<X7 6i(f)€
(Proposi¢do 10) = fdivX + (X, Vf)

Exemplo 13. Se M = R"e 1 <1 < n, podemos tomar e; = Fj;, o i-ésimo campo candnico do
R". Uma vez que tais campos formam um referencial geodésico em cada ponto de R", tem-se,

para cada X € 2 (R"),
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De posse do divergente de um campo e do gradiente de uma fun¢do, definimos agora o lapla-

ciano como segue

Definicao 31. Seja f : M — R uma funcdo diferencidvel, definimos o laplaciano como a funcdo
Af: M — R dada por
Af =div(Vf)

Proposicao 13. Se [ : M — R uma funcdo diferencidvel e {e;}!'_; é um referencial ortonormal

em um aberto U C M, entdo

Af = Z(ei(ei(f)) = (Vee)(f))

Demonstrag¢do. Dado {e;}! ; um referencial ortonormal em U C M. Seja Vf = Z ei(f)es,
utilizando a defini¢do do laplaciano de uma funcdo, segue Z

Af =div(Vf)
— Z(ei(ei(f)) —(Veei, V)

= Z(ei(6i<f)) = (Ve,e))(f))

Em particular, se {e;}?_, for geodésico em p € M, temos

Af = Z ei(ei(f))

Exemplo 14. Para M = R" e f : R” — R uma fungao diferenciavel. tomemos e; = F; 0 i-ésimo
vetor candnico de R™ para cada 1 < ¢ < n, o qual forma um referencial geodésico para cada
ponto de R", entdao

32
Af:ZEl<Ez(f>) = ' a_xJ;

Definicao 32. Seja f : M — R wuma funcdo diferencidvel e XY € Z(M). Definimos o

hessiano de f como o (2,0)-tensor dado por
(Hessy f)(X,Y) = (VxV£Y)
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Note que, por meio da compatibilidade com a métrica, temos

(Hessy )(X,Y) = X(Vf,Y) = (V[,VxY)
= XY () = (VxY)(/f)

Por outro lado, a simetria de V nos garante que Hess,, f é simétrico. Com efeito, sejam

X, Y € (M), obtemos

(Hessy [)(X,Y) = X(Y (/) = (VxY)(/)
= Y(X(f) + [X, Y] = (VxY)(/)
= Y(X(f)) = (Vy X)(f)
= (Hessy f)(Y, X)

Vamos agora considerar a seguinte constru¢do. Se 7' : V' — V' € um operador linear autoad-

junto em um espaco vetorial de dimensao finita com um produto interno, denotamos por
TP =tu(T?) =te(ToT)

o quadrado da norma de Hilbert-Schmidt de T. Assim, se {e;}!_; é uma base ortonormal de V/,

segue que

T =3 AT (er), e0) = D (T(T(ei)), ei) = D (T(e), T(ei)) = 3 |T(er)|?

Nesse contexto, seja M™ uma variedade Riemanniana com uma conexao de Levi-Civita V,
vimos anteriormente que o hessiano de uma fungdo f : M — R diferenciavel é um (2, 0)-tensor
simétrico. Portanto, em cada p € M & possivel determinar uma forma bilinear simétrica induzida
em 7,M pelo Hessy, f, i.e, (Hess f), : T,M x T,M — T,M. Dai, fica bem determinado um
operador autoadjunto (Hess f),, : T,M — T, M tal que

(Hess f)p(u,v) = ((Hess f)p(u), v)

Por outro lado

(VuV f,0) = (Hess [)p(u, v) = ((Hess f)p(u), v)
= (Hess f),(u) = V,Vf
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entdo por meio da discussao do pardgrafo anterior, segue
|(Hess f), Z| (Hess f),(e:)]* = Z V., V£
i
Além disso, € imediato que

tr((Hess f),) = Y (Ve Vf e)

%

— Z(el«vf’ ;) —(Vf,Vee)

(Definigdo de gradiente) = Z(ei(ei(f)) — (Vee)(f))

= (Af>p

Por vezez (Hess f),(u) é referido como o dual de Hess, f.

6.2 Resultados auxiliares

Uma defini¢do semelhante a Definicdo 1 € a de variedades com bordo. Ela compartilha es-
sencialmente as mesmas caracteristicas das variedades sem bordo, com a distin¢do de que suas

parametrizagdes sdo definidas em conjuntos abertos de semi espacos do espaco Euclidiano.

Definicao 33. Definimos o semi-espago H" como o conjunto dado por
H" = {(z1, ..., x,) € R";z, > 0}

Podemos ainda munir H" com a topologia induzida de R", i.e, um subconjunto aberto U no

semi-espagco H" tem a forma U =V NH", onde V' é aberto em R".

Definicao 34. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n com bordo é um conjunto M e uma

familia de aplicagées z,, : U, C H" — M de abertos U, de H" em M tais que

(i) Ura(Ua) = M;

(ii) Para todo par o, 3, com z,(Uy) Nxg(Us) = W # &, os conjuntos z,*(U,) e :cgl(Uﬁ) sdo

abertos em H" e as aplicacoes xgl o x4 €, o xg sdo diferencidveis.

(iii) a familia {(z,,U,)} é mdxima relativa as condigées (i) e (ii).
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Um ponto p € M ¢é dito ponto de bordo de M se para um sistema de coordenadas f : U C
H" — M em torno de p se tem f(x1, s, ...,T,_1,0) = p. O conjunto dos pontos de bordo de M,
€ chamado o bordo de M e indicado por OM.

Além disso, € possivel demonstrar que O € uma subvariedade diferencidvel de dimensdo

n — 1. Para obter mais informacdes detalhadas sobre o assunto, consulte [4].

As propriedades de diferenciabilidade de fungdes, plano tangente, orientabilidade, entre ou-
tros conceitos, para variedades com bordo sdo introduzidas de forma anéloga as correspondentes

definicdes utilizadas em variedades diferencidveis sem bordo.

Definicao 35. Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M é orientdvel se M admite uma

estrutura diferencidvel {U,,, x,}, tal que:

(i) para todo par o.f, com x,(U,) Nxg(Us) = W # @, a diferencial da mudanga de coorde-

nadas xg o x,* tem determinante positivo.

Consideremos agora a seguinte situagdo. Suponha agora que M € uma variedade orientavel
com bordo M. Denotamos por v o campo normal unitdrio exterior a M ao longo de OM. A
orientacdo de M induz uma orientacdo em OM como segue: dado p € OM e dada uma base
{u;}7=}! de T,0M, dizemos que tal base é positiva se {v, uy, ..., u,_1} é uma base positiva de
T,M. Com isso, definida a orientacdo do bordo de uma variedade e a divergéncia de um campo

vetorial, enunciamos

Teorema 2. (Divergéncia) Seja M"™ uma variedade Riemanniana compacta orientada e X €
Z(M). Se o bordo de M é munido com a orientagcdo e a métrica induzidas pela inclusdo i :

OM — M e v denota a normal unitdria exterior a M ao longo de OM, entdo

/ (divX)dM = [ (X, 0)d(0M)

oM

Além disso, se M for fechada, isto é, compacta e sem bordo (OM = &), entdo
/ (div X)dM =0
M
Teorema 3. (Takahashi) Se f : M™ — S"** é uma imersdo isométrica, entdo

AMf+nf:nH>

47



onde ﬁ denota o vetor curvatura média de f, Ay o laplaciano em M e Ay f = (Anrfi, oo, Apr frakst),

se f = (f1,..., fn)- Em particular,
féminima < Ay f+nf =0

Demonstracdo. Sejam p € M e {e;}" , um referencial ortonormal geodésico em p em uma
vizinhanga U C M de p, complete {e, ..., e,, Ny, ..., Ny} em um referencial adaptado para f|,

de modo que {ey, ..., €,, N1, ..., N, f} seja uma base ortonormal para 7,R™"***! para todo ¢ € U.

Se o denota a segunda forma fundamental de f, V a conexado de Levi-Civita de M e D aquela

de R"**+1 entdo em p temos que

Ay f= (Zei(ei(f)) - Zei(ei(fn-‘rk—i-l)))
_ZDQDQf ZD e
= Z (De,ei,e5)e; + Z (De,e;, Ni) N, +Z (De,ei, f)

- Z Delez Delez) ) 6] +Z Delezle Nl + Z ez €Z7f>) - <6i7Deif>)f
0

—ZM+Z (De,ei, Ni) Nz+ZM Z (€1, De, f) f
= Z ale; e;) — Z<€i’ e f

:nﬁ—nf

= Avf+nf=nH
O
Lema 2. Seja ¢ : M" — M uma imersdo isométrica. Se f: M — R é uma fungdo

diferencidvel, entdo

Ayf=Anf— nﬁ(f) + (Hesszz f)(N, N)

em cada p € M, onde ﬁ € o vetor curvatura média da imersdo e N é um campo unitdrio, normal

a M em uma vizinhanca de p.

Demonstracdo. Denote por V e V, respectivamente, as conexdes de de Levi-Civita de M e M e

por « a segunda forma fundamental de ¢. Se {e, ..., €,,, €,41 = N} é um referencial adaptado em
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uma vizinhanca de p € M em M, entdo, no ponto p, temos

n+1

Ay f = Z ei(ei(f Veei)(f))
=D (ei(ei(f) = (Ve,e)(f) + ((enta(enta() = (Ve,ir€nsa) (f)
=2 _leile(f)) = (aler e)(f) + (Veen) () + N(N(f)) = (VaN)(/)

=D (eiei(f)) — ales e)(f) = (Ve () + N(N(f)) = (VaN)(f)

=2 (ei(ei(f) = (Vee) () = Y alese)(f) + N(N(f)) = (VwN)
N < ~ . (HessM?)(N,N)
Ay f nﬁ(f)
= Ay f = Ay f —nH(f) + (Hessg f)(N, N)

]

Teorema 4. (Bochner) Seja M™ uma variedade Riemanniana e f : M" — R uma fungdo dife-

rencidvel, entdo

%A|Vf|2 _Rie(VF, V) + (Vf, V(AF) + | Hess f|

Demonstracdo. Fixamos p € M e seja {e;}_; um referencial ortonormal em um aberto U C M

contendo p. Entdo, em p, temos

SAIVI = SAUVL V) = 5 3 ele(V.V) ~ (Veed (V£ V1)

_Zez (Ve V£ V) = Z(V Ve VLV + (Ve VLV V)
_Zv Ve VEVE) +Z|v VI
:Z VeiVGz‘vavf> |HeSSf|2

Por outro lado, note que, para X € 2 (M), temos que

Y (R(Vfe)Vfe) =Y (VorVe V= Ve VorVf = Vigse VS, )

)

= (VosVe Vie) =Y (Ve Vo Vf+ VeV, e)

i
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Quanto a primeira parcela de (6.5), observe que em p

Vyre; =V e; = ej(f)Ve,ei =0, 1<4,5<n
! > _eilfe; ; ’
J

Assim,

> VeV Ve =Y (VI(V VS e) = (Ve VI Veges))

7

= ZVf((VeiVﬁ ei))

=Vf (Zweiw, >)

]

= V f(tr (Hess f))
= V/f(Af)
=(V/,V(Af))

Agora para a segunda parcela de (6.5), temos

> (Ve VoV + Ve Vi) =Y (Ve VorVie) + (Vivre Vi€

K3 (2

=D (e({Vey Vi) = (VosV . Veen) + (Vigse Vi e)

7

= (&((Ve, VE V) + (Ve VL [V el)

(2

= (Ve Ve VLV + (Ve VI, V., V)

(2

+ <V€z‘vf7 Veri - Velvf»
— S UV V) + (VST + (VoY f eyery

(2

— (Vo NNV
= (Ve Ve, VS V)

7

Substituindo tais relagcdes em (6.1)

S (R(Vf.e)Vie) =Y (VorVeVf = Ve Vo Vf = Vigse Vi e)

)

= (VosrVe Ve =Y (Ve VoV + Vigre VS e)

)
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= (VL,V(AF) =Y (Ve Ve VIV

)

Logo

Y AV VYV =(VEVAL) =Y (R(Vf,e)V ], e)

A %

= (VEV(AN) + D (R(ei, VAV S e
= (V/,V(Af) + Rie(V £, V)
Portanto, substituindo tais relages em (6.3), segue
SIVIP = RIe(V, V1) + (71, V(Af) + | Hess /P

]

Demonstraremos agora a férmula em que se baseia a demonstracdo do resultado principal

deste trabalho.

Consideremos agora a seguinte situacdo: M "*! Uma variedade Riemanniana compacta e ori-
entada, com conexdo de levi-Civita V, sabemos que o bordo OM = M é uma variedade de
Riemanniana de dimensdo n com a métrica e a orientagio induzidas por M. Denotamos por v a
normal unitaria exterior a M ao longo de M e por Hz o vetor curvatura média de M com respeito a
inclusdo de M em M, sabemos que existe uma fun¢io H : M — R, tal que ﬁ = Hv. Tal fungdo
¢ denominada curvatura média. Para o que segue, objetos geométricos com barra se referem a

M, enquanto que objetos sem barra se referem a M.

Teorema 5. (Reilly) Nas condicdes citadas anteriormente, se f : M — R é uma funcdo diferen-
cidvel, entdo

/(Zf)QM:/MRicM(ﬁfﬁf)dMJr/M|Hesst|2d1\7+2 MfV(Af)dM

M

— 2 —
n/MHdeM /M<a<Vf,Vf),y>dM

onde v(f) = f, = (Vfv) = g—f e o é a segunda forma fundamental da inclusdo i : M — M.
v
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Demonstragdo. Para demonstrar tal féormula integramos em ambos os membros da férmula de

Bochner em relacdo a M, segue

M

l/K|W|2d1\7=/MPac(W,W)dJ\7+/

(V £, V(A f))dN + / | Hessy fI2AV (6.6)
2 Ju i

No membro esquerdo, aplicamos o Teorema da Divergéncia, dai

1 —= — 1 == — 1 = 1 =, =
3 | BV = 5 [ aivi (VN = 5 [ v(VsPar =5 [ w@rvpin
:/ (ﬁyﬁf,ﬁf)dM:/ (Hessz; f)(v, Vf)dM
M M
Por outro lado, da Proposi¢do 12 (ii), temos
divir(ANVF) = (V(A)), V) + (Af)?

Utilizando tal relagdo na segunda parcela do membro direito de (6.6) e utilizando novamente o

Teorema da Divergéncia, segue
| @59@E = [ divg (BT - [ Grant
M M M
~ [ (@nVsvan - [ @pran
M M
~ [ @p@san - | @ppar
M M
— [ By~ [ @pran
M M
Substituindo tais relagdes em (6.6)
/ (Hessy; f)(v, V)dM = / Ric(V £,V f)dM + / f(Af)dM — /(Z f)2dM
M M M M
+ / | Hessy; f|?dM
M
Ou ainda
/(Z f)?dM = / Ricy;(Vf, Vf)dM + / | Hess 7 |*dM (6.7)
M M M
+ [ (BS) = (Hessyy o V)M
M
Para a dltima integral de (6.7), consideremos o Lema 2, nessas condicdes, temos

Kf = Af =nH (f) + (Hossy f)(v.)
— Af = nH(f) + (Hessy f)(v,v)
=Af—nHf,+ (Hessy; f)(v,v)
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Multiplicando ambos os lados por f,

f,Af = f,Af —nHf2+ f,(Hessz; f)(v,v) (6.8)

Por outro lado, como V f = f,v + V f e Hessy; f é C°°(M)-bilinear e simétrica, daf

(Hesszz f)(v, Vf) = (Hessyz f)(v, fuv + Vf)

= f,(Hessz; f)(v,v) + (VF)(f) W—i- v(Vyv,v) + (Vv V£, v)
= fu(Hessy; f)(v,v) +(V [,V [,) + v(Vysv,v) + (Ve Vv)

Como (Vyv,v) = 2V f(v,v) = 0 e também Vg,V f = a(Vf,Vf) + Vy,Vf. Entdo

(Hesszz f)(v, Vf) = fu(Hessyz f)(v,v) +(Vf, VL) +{a(VF, V) + Vo,V ,v)
0

= fy(Hessy; f)(v,v) +(Vf,Vf,) + (a(Vf,Vf),v)+ (V¥ )
= fy(Hessgz f)(v,v) + (Vf, V1) +(a(Vf, V) v)

O que nos da

(Hessyz )(v, Vf) = f(Hessgz f)(v,v) + (Vf,V f,) + (a(Vf, V), v) (6.9)

Subtraindo as equagdes (6.8) e (6.9) e usando o fato de que divy (f,Vf) = f, div(Vf) +
(VI,Vf,)=fAf+(Vf, Vf,), obtemos

fVZf - (HeSSMf)(V7 ﬁf) = fVAf - an3 - <Vf, vfl/) - <Oé(Vf, Vf), V) - <Oé(Vf, vf)7 V>
= L Af =nHf] + fAf = divig(£,Vf) = (V. V), v)
— 2, Af — nHf? — divis (V) — (a(V £,V f), )

Integrando a ambos 0os membros em relacdo a M e utilizando novamente o Teorema da Divergén-

cia com o fato de que OM = I, segue
/(fVZf— (Hesst)(uﬁf))dM=2/ fVAfdM—n/ HffdM—/ ((Vf, V), v)dM
M M M M
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Por fim, substituindo em (6.7) a ultima igualdade obtida, o resultado segue
/ (Af)*M = / Rici;(V £, Vf)dM + / | Hessy; fI2dM +2 | f,(Af)dM
M M M M

N 2 —
n/MHdeM /M<a<Vf,Vf),y>dM.

6.3 Teorema principal

Chegamos agora ao resultado principal deste trabalho. Para sua demonstragdo, assumimos
dois fatos. Primeiramente, o Teorema da Separagdo de Jordan-Brower, o qual garante que,
se M C R™"! ¢ uma hipersuperficie conexa e fechada, entdo R™"*1\ M™ tem exatamente duas

componentes conexas, uma das quais € limitada. Além disso, ambas sdo abertas e t€ém M por

bordo.

Em segundo lugar, seja M™ uma variedade Riemanniana orientada, e U C M um aberto
conexo e limitado, cuja fronteira U € uma hipersuperficie de M/". Dada uma fungdo diferencidvel
f : OU — R, o problema de Dirichlet para o laplaciano de M em U, com condicido de contorno
dada por f, é a procura de uma solucio para

A Mf =0em U
Flov = f.

Ademais, segundo [6, Teorema A.61], € possivel mostrar que tal problema sempre admite uma
tinica solugdo f € C°°(U) N C=(U). Além disso, um niimero real \ é chamado autovalor de A

se existe uma funcdo suave h sobre M, ndo identicamente nula, tal que
Ah+ Ah =0
A funcdo h € chamada de autofungdo associada ao autovalor .
Prosseguimos agora para demonstracdo do resultado principal deste trabalho.

Teorema 6 (Choi-Wang). Seja M"™ uma hipersuperficie fechada e orientdvel, minimamente mer-

gulhada em S™*1. Se \ > 0 é o primeiro autovalor nédo nulo do laplaciano de M, entdo

A > (6.10)

|3
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Demonstragdo. Nas hipoteses do teorema, € imediato a partir do Teorema da Separagdo de Jordan-
Brower que S"*1\ M possui exatamente duas componentes conexas N; e N,, ambas abertas,
simplesmente conexas e tendo M como fronteira comum em S"*!, isto é, ON; = M = ON.
Portanto, sendo v, e v, as normais unitdrias ao longo de M exteriores a N; e Ny, respectivamente.

Com isso, tem-se vy = —Us.

Agora seja NV qualquer um dos dois abertos N; e [V, e v seu respectivo campo normal unitdrio
correspondente e M = NUM = NUOJN. Se A denota o laplaciano de S"**, considere a solucio
f : M — R do problema de Dirichlet

Af=0em N

flon=f

onde f : M — R é uma autofuncio associada a A\, ou seja, f # 0 e
Af+Af=0
sobre M. Aplicando a férmula de Reilly e utilizando a minimalidade da imersao, obtemos

_ N I\2 9T A vwA IR waa Ar TI1290 71 T
O_/M(Af) dM_/MRch(Vf,Vf)dM—F/M|Hessf| dM+2/MfV(Af)dM
- [ @151,
M
Substituindo
Rici(Vf,Vf) = n|Vf|? (6.11)
Af=—\f (6.12)

obtemos
0= /n|ﬁf|2d1\7+ / | Hess f|*dM + 2/ f (=\f)dM — / (a(Vf,Vf),vydM
M M M M
= n/[ﬁfﬁd]\_/[—i- /\HessﬂQdJW— 2)\/ (fVf,vydM —/ (a(Vf,Vf),v)ydM
M M M M
Agora, aplicando o Teorema da Divergéncia a terceira parcela da ultima igualdade acima, obtemos
| uFvir = [ ag (79D = [ (V5P + FADIN
M M M
~ [ [v7pasT+ [ FAan
M M
= / |V f|2dM.
M
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Dai,

o oAV EVE FI2I907 T FI12a0T
o_n/MyVﬂ dM+/M|Hessfy diT 2)\/M\Vf| diT /M<a(Vf,Vf),y>dM
= (n—2\) |vf|2d]\7+/|Hessf|2d]\_4—/ ((Vf,Vf),v)ydM
M M M
— Hess f|2dM = (n — 2\ VfI2dM — Vf,V dM
== [ HessJPaT = (0 —2) [ (9Pl ~ [ (a(vr.9 ).

Agora, usando o fato de que 1y = —v5,, escolnemos N de tal maneira que

/M (@(V £,V 1), 0)dM <0

devemos ter

—/|Hessf|2d]\7: (n—2X) /|§f|2d1\7—/ (a(Vf,Vf),v)ydM
M M M
> (n —2)) /Wﬂ%u\?
M

=n—-—22<0

=|A>

|3

]

Observacdo. Durante a demonstragio utilizamos em (6.11) que Rici7(Vf, Vf) = n|Vf|% tal
igualdade ¢ valida se considerarmos a restri¢io do tensor de Ricci da esferaa M C S™*! e também

o fato de S"*! ser uma variedade de Einstein, para mais detalhes consultar [3].

E importante notar que, para o caso em que vale a igualdade em (6.10), no artigo [9], Yau
conjectura que, se /™ é uma variedade Riemanniana orientdvel, fechada e minimamente mergu-
lhada em S"*!, entdo A = n. Nesse contexto, a desigualdade (6.10) pode ser uma evidéncia para

a veracidade da conjectura de Yau.

6.4 Algumas aplicacoes

Inicialmente, consideremos um resultado de [8], o qual é dedicado a estimativa do primeiro
autovalor A\, em termos de outras grandezas geométricas e topoldgicas, uma delas é a sua drea

A(M) e o seu género. Neste artigo, ¢ mostrado que:
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Teorema 7 (Yang-Yau). Seja M? uma superficie fechada e orientdvel de género g, entdo

AA(M) < 87(g + 1)

Combinando esse resultado com aquele obtido no teorema principal, temos

Corolario 2. Seja M? uma superficie fechada e orientdvel, minimamente mergulhada em S3,

entao.

A(M) < 81(g + 1)

Demonstragcdo. Dado que n = 2, utilizamos Teorema 6 e o Teorema 7, entao

gA(M) < NA(M) <8m(g+1)

= A(M) <8r(g+1)
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