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RESUMO

Nesse trabalho investigamos o modelo matematico para a equagdo da onda no sentido
classico de Newton e Leibniz. Nosso objetivo € apresentar a existéncia e unidade de solucéo
bem como a dependéncia continua dos dados iniciais. Apresentamos essas solu¢des segundo o
método de D’ Alembert.

Palavras-chave: Corda vibrante, Equac¢do da onda, Método de D’ Alembert



ABSTRACT

In this paper we investigate the mathematical model for the wave equation in the
classical sense of Newton and Leibniz. Our goal is to present the existence and uniqueness of
the solution as well as the continuous dependence on the initial data. We present these

solutions according to D'Alembert's method.

Keywords: Vibrating string, Wave equation, D'Alembert's method
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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho € apresentar uma introducdo a teoria das Equaches
diferenciais parciais, as quais sdéo amplamente Uteis para modelar fenébmenos que dependam
da posicéo, do tempo ou outras varidveis. O estudo dessas equacdes é largamente utilizado em
modelos matematicos e descrevendo fendmenos fisicos presentes na natureza, como por
exemplo, problemas de eletrodindmica, difusdo do calor e propagacdo de ondas. Problemas
em que a solucdo dessas equacdes nem sempre pode ser obtida apenas por meio de métodos
analiticos.

E necessario ressaltar que o problema tratado neste trabalho carrega grande
importancia dentro da histéria da matematica, visto que ele repercutiu em grandes debates
cientificos sendo um dos assuntos mais importante no século XVIIIl. Grandes matematicos da
época como D’Alembert, Daniel Bernoulli, Euler e Lagrange se mobilizaram para tentar
resolvé-lo. Esses debates estenderam-se até meados do século XIX e resultaram em diversas
solucdes, que geraram discussdes a respeito de outros assuntos importantes trazendo inimeras
contribuicGes para a matematica da época e embasamento para teorias que viriam a surgir.

Nesse trabalho vamos estudar o modelo matematico para a corda vibrante, utilizando o
Calculo Diferencial e Integral como base de recurso matematico. Entendemos que por corda
vibrante nesse modelo, pensaremos em uma corda super fina, flexivel e infinita estica ao
longo do eixo x, sendo o modelo fisico caracterizado pela seguinte forma matematica dada
por

_ 2
Uy = A" Uyy

em que a é uma constante real, ndo nula, u = u(x, t) representa a posicdo de um ponto x da
corda no instante t, u, representa a segunda derivada de u(x,t) em relacdo a t e u,,
representa a segunda derivada de u(x, t) em relacdo a x.

Sendo assim, o trabalho tem como objetivo principal resolver esse problema de
vibracGes de cordas elasticas, que se reduz na obtencdo de solucdo para essa equacao
diferencial parcial, conhecida como a equacédo da onda unidimensional. Em seguida iremos
abordar a existéncia de solugdes, a unicidade e a dependéncia continua dos dados iniciais a
partir do principio de D’Alembert. Fazemos a analise da solug¢do através do método de
D'Alembert tanto para o problema homogéneo como o ndo homogéneo.

No Capitulo 1 apresentaremos os principais conceitos basicos de Calculo Diferencial e
Integral e Equagdes Diferenciais Parciais, necessarios para entendimento da teoria discutida.

No capitulo 2 deduziremos a equacdo da onda e mostraremos que ela é bem posta.



Capitulo 1
PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos as definicdes sobre Célculo e EquagGes Diferenciais
Parciais necessarias para entendimento do trabalho. Admitimos conhecido por parte do leitor
alguns resultados teoricos Fisicos, de Calculo e de Equacdes Diferenciais Parciais. Nao vamos
delongar nas definicdes, pois nosso objetivo é apenas destacar alguns teoremas utilizados.

Para as demonstracdes veja as referéncias.

1.1 Nocdes do Calculo Diferencial e Integral

No século XVII, Newton e Leibniz' como trabalhos independentes, motivados por
problemas fisicos, mostraram como o célculo poderia ser usado para se encontrar a area de
uma regido limitada por uma curva ou um conjunto de curvas, determinando uma integral
definida por antidiferenciagdo. O procedimento envolve os conceitos de integral e derivada

que se ligam intimamente para o que é conhecido como o Teorema Fundamental do Célculo.

1.1.1 Teorema Fundamental do Calculo
Teorema 1.1.

Seja f: [a, b] » R uma funcdo continua. A funcédo F: [a, b] —» R definida pela expressao
F(x) = f £(0) de (1.1.1)

é derivavel e F'(x) = f(x) paratodo x € (a, b).

O leitor interessado pode encontra a demonstragéo destes fatos em [1].

Teorema 1.2.

Dada uma funcdo continua f: [a, b] - R e seja G uma de suas primitivas tal que
G'(x) = f(x)

Para todo o0 x em [a, b]. Entdo,

b
f f(x)dx = G(b) —G(a) (1.1.2)
a
O leitor interessado pode encontra a demonstragdo destes fatos em [1].
Assim reduzimos o calculo da integral definida a determinar uma primitiva de f.
Portanto o problema do calculo de uma area passa a ser um problema de resolver uma

equacao diferencial.

! isaac Newton, cientista inglés (1643-1727)
Gottfried Leibniz, filbsofo e matematico (1646 - 1716)



1.1.2 Regra da cadeia

Apresentaremos a regra da cadeia em dois casos

Teorema 1.3.

Suponha que z = f(x,y) seja uma funcgdo diferenciavel em x e y, onde x = g(t) e y = h(t)

onde sao func@es diferenciaveis em t. Entdo z € uma funcdo diferencavel de t e
dz _ofdx  of dy (113)
dt oxdt OJdydt

A prova deste resultado encontra-se em [3]

Teorema 1.4.
Suponha que z = f(x,y) seja uma funcdo diferencavel em x e y, onde x = g(t,s) e y =

h(t, s) onde sao funcdes diferencidveis em t e s. Entdo z é uma funcéo diferencavel de t e s.

0z 0z0ox 0zdy dz 0z0x 0z0dy

E=aat +@E %—agﬁ'ag (1.14)

A prova deste resultado encontra-se em [3]

1.1.3 Formula do Comprimento do Arco
O comprimento de uma curva é 0 menor nimero tal que o comprimento dos caminhos

polinomiais nunca pode ultrapassar, ndo importando qual seja o comprimento do segmento.

Figura 1 - Comprimento do arco de uma curva

A _l B
1 (D) f(x)
f(a)
/ X

a b

Fonte: https://www.obaricentrodamente.com/2021/10/como-calcular-o-comprimento-de-um-arco-de-curva.html
Teorema 1.5.

Seja f:[a,b] » R uma funcdo continua e positiva, diferencavel em (a, b), cuja derivada é
uma funcéo continua. O comprimento do grafico da funcdo f, sobre o intervalo [a, b] é dada

por

b
L= j JTF I GOT dx (L.15)



A prova deste resultado encontra-se em [4].
A partir da qual vem da formula da distancia aproximada do comprimento do arco
composta de infinitesimais segmentos de reta. Como o numero de segmentos tende para o

infinito essa aproximagéo se torna um valor exato.

1.1.4 Teorema de Green
Um outro resultado importante do calculo para o trabalho é o teorema de Green que
nos apresenta a interacdo entre a integracdo numa regido e a integracdo na fronteira dessa

mesma regiao.

Teorema 1.6.
Sejam M e N funcdes de duas variaveis, como por exemplo x e y, de tal modo que possuam
derivadas parciais primeira continuas em um disco aberto B no R2. Se uma curva C for

fechada contida inteiramente em B e se R for uma regido limitada por C, entéo

jg M(x,y)dx + N(x,y)dy = ff G_N — 0_]\;) dxdy (1.16)

A prova deste resultado encontra-se em [5].

Figura 2 - Representacdo de grafico de uma regido R limitada por uma curva fechada
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Fonte: (LEITHOLD, 2001, p.1101)

1.2 Noc0es de Equacdes Diferenciais Parciais
1.2.1 Conceito de Equacao diferencial Parcial

Uma Equacao diferencial Parcial (EDP) e uma equacdo que envolve duas ou mais
variaveis independentes x,y,z, .. , e as derivadas parciais de uma funcdo (varidvel
dependente) u(x,y, z, ... ). Assim, uma EDP de ordem k com uma variavel dependente em n-

variaveis independentes x;, ..., x,, € uma expressao da forma



ou 0%u d%u aku

gwo v R 121
9x,’ " 9x2 " dx0x, 6x,’{> 9@, s Xn ) 21

F<x1,...,xn,u,

Em que x = (x4, ...,x,) € Q, @ < R™ com F sendo uma funcdo dada e u: Q —» R a funcéo
que queremos determinar.

A ordem de uma EDP € a ordem da derivada parcial de maior ordem presente na
equacdo. Dizemos que a EDP ¢ linear se F € linear em relacdo a u e a todas as suas derivadas
parciais. Caso contrario, a EDP é ndo linear.

Uma EDP linear é dita homogénea quando a parte que ndo possui a variavel
dependente é nula (g(xq,..,x,) =0 ), caso contrario diremos que a equacdo é ndo-

homogénea.

1.2.2 Problema de Valor Inicial e de Contorno

As EDP’s podem possuir infinitas solu¢des ou até ndo ter solugdo. Mas podemos
impor algumas condi¢Ges adicionais para garantir a existéncia e unicidade de solugdes.

Um Problema de Valor Inicial (PVI), ou Problema de Cauchy, consiste em uma
Equacdo Diferencial, juntamente com condi¢cdes complementares impostas de maneira que,
umas das varidveis independentes sdo fixadas em relacdo a varidvel dependente e a suas
derivadas.

Um Problema de Valores de Contorno (PVC), ou Problemas de Fronteira, consiste em
uma Equagdo Diferencial, juntamente com condi¢des complementares impostas sobre o valor
da solucdo e de suas derivadas no bordo ou fronteira da regido (Q c R"™).

Problemas envolvendo condi¢fes de fronteira e condicdes iniciais sdo chamados de

problemas de valores iniciais e de fronteira, que é abreviado para a sigla PVIC.

1.2.3 O Principio da Superposicéao

Para EDP’s lineares homogéneas, a existéncia de uma solu¢do ndo nula, implica
diretamente na existéncia de infinitas solucGes. De fato, se u é uma solucéo da EDP, entdo ku
também é solucdo, para qualquer k € R. Mais geralmente, se uma EDP linear homogénea tem
como solugdes as fungbes u e v, entdo todas as combinac@es lineares de u e v também sdo

solucdes da EDP. Este resultado € conhecido como Principio da Superposicao.



Capitulo 2

EQUACOES PARA OSCILACOES EM UMA CORDA

Neste capitulo explicitaremos o que é uma corda no sentido do nosso modelo matematico
e seu se comportamento para deduzirmos a equacao da onda pelo do principio de D’ Alembert.
Verificaremos a existéncia e a unicidade das solucdes encontradas. Faremos uma
interpretacdo geomeétrica da solugdo de D’Alembert. Definimos e estudamos o Domino de
Dependéncia e Influencia dos dados iniciais e condi¢cdo de contorno. E resolvemos alguns
problemas de valor inicial para equacdo da onda, dentre eles o problema de Cauchy que

provamos ser bem posto.
2.1 Oscilagdes em uma Corda via D’ Alembert

Por corda se entende um fio fino e flexivel. Suponhamos que a corda em estado de
equilibrio coincida com o eixo das abscissas em um sistema de coordenadas cartesianas com
origem num ponto 0 do plano R?, limitando o estudo a pequenas oscilagdes transversais. Por
transversal entende-se que a oscilacdo e realizada em um eixo do plano e cada ponto da corda

se desloca perpendicularmente a esse €ixo.

Figura 3 - Vibragdo da corda

Fonte: https://pt.slideshare.net/marcoasanches/ondulatria-78040527



Representaremos o deslocamento de cada ponto x da corda no instante ¢, por u(x,t), a
partir de sua posicdo de equilibrio. As hipdteses a segui sdo necessarias para construcdo de

consideracdes posteriores.

a) Todas as forcas de atrito, tanto internas, quanto externas serdo desconsideradas;
b) A forca gravitacional é pequena quando comparada com as tensdes da corda;
c) As amplitudes u(x, t) e suas derivadas sdo pequenas de modo que seus quadrados e

produtos sdao desconsiderados quando comparados com a unidade.
Fixado um instante t > 0, supondo que o perfil da corda seja o da figura abaixo.

Figura 4 - Posigdo da corda fixa

T(x3)

Fonte: Prépria do autor, (2023)

Temos

au
MM, (t) =S = 2.1-1
W (6) = f (55) @1
Devido a hipotese (c) temos S = x, — x;. Como ndo héa variacdo de comprimento,
segue da lei de Hooke que a tensdo T ndo varia com o tempo. Mostraremos agora que a tensdo
também ndo depende de x. Com efeito, as forcas que atuam sobre o arco M; M, séo as

seguintes:

i) TensOes tangenciais em M; e M,;
)] Forcas externas casos existam;

iii) Forgas de inercia;



Supondo gue o movimento se da na direcdo perpendicular ao eixo x e que as forcas

externas e de inercia também tem direcdo perpendicular a esse eixo, deduzimos que M;M,
ndo possui aceleragdo na dire¢do x. Ou seja, a resultante das forcas na direcdo x € nula. Agora

seja a 0 angulo agudo de T com 0 eixo x no instante t. Temos;

Figura 5 - Comprimento da corda

M, ~wx)) T

Tfx;) cosa(x;)
d : X
- xl x2 "
Fonte: Propria do autor, (2023)
Assim obtemos,
T(x3).cos a(xy) — T(xy).cosa(x;) =0 (2.1.1)
Além disso,
1 1 1
cosa(x) = — ~ ~ 1
J1+ tan? a(x) \/1 N (a_u) V1i+0 (2.12)
0x

Segue de (2.1.1) e (2.1.2) que T(x;) = T(x,). Isso mostra que T ndo depende de x.
Vamos considerar T(x,t) = t, para todo x e t. Passamos agora a deducdo da equacdo da

onda seguindo o principio de D’ Alembert.

2.2 Principio de D’ Alembert

“Num sistema material em movimento, as forgas nele aplicadas e as forcas de inércia
se equilibram”
)  TensBes nadirecdo u
F; = Tolsin a(x,) — sin a(x,;)]

Por outro lado,



tan a(x) 2 s
an a(x u
sina(x) = = 0x = —

J1+ tan? a(x) \/1 R (gu) 0x
x

Segue-se que;

2

F_T[au( ) ou _fol p
1= o[ 5, X2 ax(xl) =1y N 9x2 X

X1 aZu
v Fy = TOJ ooz (2.2.1)

X2

1) Forcas externas
Seja p(x,t) a distribuicdo de forgas externas por unidade de comprimento atuando sobre a

corda na direcao u, temos:

X2
- Py = f p(x,t) dx (2.2.2)
X1

I11)  Forcas de inércia
Seja p(x) a densidade linear da corda. A massa do segmento Ax da corda é dado por p(x)Ax.

Logo a forca de inercia sobre esse segmento é dada por

62
—p(x)Ax

X2 azu
sy =— f (x)— dx (2.2.3)
X1

Segue de (2.2.1), (2.2.2), (2.2.3) e do principio de D’ Alembert que

F1+F2+F3:0

X2 62 2
f [T 0572~ p(x) + p(x, t)l x=0 (2.2.4)

Para todo x;,x, € R e T, > 0. Supondo ainda que o integrando é uma funcdo continua
obtemos

aZ
—plx ) +p(x t)=0

Supondo que o integrando F(x) seja positivo em um certo ponto x, € R, obtemos
uma vizinhanga &(x,) tal que Fls,) > 0. Segue-se que fS(XO)F > 0, contradizendo a

igualdade (2.2.4) devido a arbitrariedade de x; e x,.



Supondo que a corda é uniforme, temos p(x) = p(costante). Desse modo:

0%u _T062u+ 1 6.0
otz p 0x2 pp X
Portanto,
Upr = AUy, + F(x, 1) (2.2.5)

Esta é a equacdo da onda com a? = % e F(x,t) = %p(x, t)

Em geral a equacdo da onda é dada por

utt:azAU‘l‘F

n 62

Emque A= —_—

d O0x?
5=1

é 0 operador de Laplace.

Quando F = 0, a equacdo se diz homogénea. Uma solucéo forte dessa equacdo em um
intervalo aberto Q c R™ é uma funcdo u = u(xq, x5, ..., x,, t): Q > R que satisfaz essa
equacdo pontualmente em Q X R,.

A seguir vamos estabelecer a boa colocacdo do problema de Cauchy para a equacgao

homogénea

_ 2
Ut = A" Uxy

2.3 Boa Colocacdo da Equacédo da Onda

Vamos determinar u = u(x,t), comx € Re t = 0, tal que;

Upe = A% Uy, eMR X R,
®) | u(x,0) = uy(x),em R
u(x,0) = uy(x), em R

Para mostrar a existéncia de solu¢cdo vamos comecar efetuando uma mudanca de variavel

(x,t) » (&,n) dada por
E=ax+ Pt

, comad—By 0
n=yx+ 6t

Calculemos u;; e u,, nas variaveis ¢ e n. Temos:

du OJudé Odudn OJu Jdu

U =—=——++ =—a+—
* = 9x  0fox omox of" an!



’u 9 <6u) 9 (au ou )
u == — | — + —
™ T 532 " ox\ox) ox\ag" o’

0°u 0 <au>+ 0 (au)
axz ~ “ax\ag) T Vax\oy

0%u (azu 0§  0%u 617) <62u 65 0%u 67])

J0x?

62u 0°u 0°u N 0%u N 0°u
oz "\azas “Tamoc V)V \Gzan *tagan
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Da mesma forma obtemos

au du 0§ Jdudn OJu Ju

ut _+_ — +
ot o9& at oot ag” oy

u 0 (6u> d <6u du 5)
u =—==——]=—|—0(f4+ —
792 T ac\at) T ot asﬁ on

o _ 2 () 4+ 52(2

oz P & at \an

02 0%u a u ad d’u a 0%u 0
o) (R 25

otz agag%%naw_ 9E an dt ' an an At

azu_ 0%u N 0%u 5) s 0%u N 0%u 5
6t2_ﬁ asaeﬁ on 0¢ afanﬁ on dn
. .. %u 62
Devido a continuidade temos 379t = 2z on , assim

a2 ou e *u (232)
Usr = + 285 —— — 3.
t asz Poscan ™% o

De volta a equacédo do problema (p), obtemos;
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Afim de obter uma boa simplificacdo desta equagdo vamos determinar «, 3,y e &, de modo

que;
B2 — a2a? =0
(p1) | 62 —a’y? =0
2(BS + a’ay) # 0

Tomamos 8 = aa e § = —ay. E facil ver que essa escolhas nos da imediatamente (p;), e

(py)z. Além disso, 2(B5 + a’ay) = 2(—a?ay — a’ay) = 2a(—2aay) = 2a((—ay)a —

(aa)y) = 2a(adé — By) # 0. Deste modo, podemos escolher quaisquer a e y nao nulos e

obtemos B e & ndo nulos satisfazendo (p,).

Assim escolhemos @ = y = 1 e obtemos a mudanca

=x+at
W | ST

n=x-—at

Aplicando a mudanca de variavel (p,) obtemos;

0%u " 0%u — o
oz oaxz T
d0%u d0%u
2 o) M 2
(B* — )a$2+(2ﬁ6+2a ay)a()za + (6% —

Para % —a%a? =0,68% —a?y?=0e2B6 + 2a’ay # 0

0%u 3
0§ on

3 (1)

Isso mostra que du/d¢ e constante com relagdo a 7.

Segue-se que du/0¢ = 6(&). Integrando de 0 a &, obtemos;

$ou 3
_E(S) ds-f 6(s) ds

0%u

2,,2 —=0
V)anz



§

3
u(s,n) =J 6(s) ds
0

0

'3
w6, ) = fo 8(s) ds +u(0,17)

'3
w6, ) = f 8(s) ds + ()

0

u(€,n) =f(E+gm

~u@m=fE+gm, comf, g€ C*(R)
Portanto, a solugdo de D’ Alembert ¢ dada por
u(x, t) = f(x + at) + g(x — at)
A seguir usamos as condic0es iniciais do problema (p) para determinar f(x) e g(x).

Sejam u, € C2(R) e u; € C*(R). Temos:

u(x,0) = f(x) + g(x) = uo(x)

(®s) u(x,0) =a-f'(x)—a-g'(x) =u;(x)

Integrando (p3), de 0 a x, obtemos;

X 1 x
fo (F©)—g/(s))ds =+ f w,(s) ds

f(s) —g(s)

X 1 X
. =af0 u;(s) ds
1 X
£ = 9@ = (FO) - g@) = [ w(s) ds
0

X

FO0) - g(x) =%f 0 (s) ds + ¢

0
Assim obtemos o sistema

fO) +g(x) = up(x)

1
FOO) - g(0) = af w(s) ds + ¢

0

(pa)

Resolvendo o sistema (p,), obtemos;



X

1 1 c
FG) = 3ua) + 3 [ ua(e) s + 5

X

1 1 c
900 =50 - - | W) ds =3
0

Segue-se que

1 x+at c

f(x+at)=§u0(x+at)+zj u1(s) ds+§
0

(ps)

1 1 x—at c
g(x —at) =Eu0(x—at)—%fo u,(s) ds—E

Podemos ainda reescrever (ps), como

1 1 (° c
gx —at) = Euo(x — at) +%L_atu1(s) ds —3

Portanto, a solugdo de D’ Alembert ¢ dada por
x+at

u(x,t) = % [ug(x + at) + ug(x — at)] + Ef u,(s) ds (2.3.3)

x—at

Isso conclui a demonstracdo de existéncia. Como esta solucdo depende unicamente das
condicdes iniciais u, e uq, ela é tnica.

A seguir mostraremos que a solucéo obtida depende continuamente dos dados iniciais.
Sejam (ug, uy) € (vy, v,) dois pares de dados iniciais aos quais correspondem as solucées

u(x, t) e v(x,t). Devido a formula de D’ Alembert obtemos;

%[uo(x + at) —vy(x + at)] + % [ug(x — at) — vy(x — at)]
lulx,t) —v(x,t)| =

5 -wmeas

1 1
luCx,t) —v(x, t)] < > lug(x + at) — vy(x + at)| + Eluo(x —at) —vy(x — at)|

1 x+at
— - d
toa)  ® -w©lds

Dado € > 0, tomamos § = €/1 + T. Dai supondo que
[ug (x) — vo ()], lu; (x) — v ()| <6

Para todo x € R obtemos



1 1 x+at
|u(x,t)—v(x,t)|£—6+—6+—J 6 ds
2 2 x—at

2a
1 1 1 x+at 1 x + at
—6+—6+—f dds=6+—(65s)
2 2 20 Jy_at 2a ‘- at
1 x + at 1
6+—(6s) =8+ —6[(x+ at) — (x — at)]
2a Y — at 2a

1
luCx,t) —v(x, t)| < 6+ﬂ5 2at =8+ 6t =61 +1t)

lu(x,t) —v(x,t)| <81 +T)=¢€
lulx,t) —vix,t)| < €

Vejamos um exemplo;

Determine a solugdo do problema abaixo no ponto (2, 10)

Uy = Uyx
Up(x) = x?
up(x) = 2

Notemos que a = 1. Assim da solu¢do de D’ Alembert obtemos

x+t

1 1
u(x,t)=E[(x+t)2+(x—t)2]+5f 2ds =x*>+t%>+2t

x—t
-~ u(2,10) =124

Vejamos uma outra solucéo para este mesmo exemplo

x+at

u(x, t) = %[uo (x + at) + ug(x — at)] + EJ u,(s) ds

x—at
Considerando os dados do problema obtemos

2+10

w(2,10) = % (2 +10)2 + (2 — 10)2] + EJ 2 ds

2-10

1 1 12
u(2,10) == (144 + 64) + = 2ds
2 2

-8

1 12
u(2,10) = 104 + 5 (2s)

-8



u(2,10) = 104 + (12 — (—8)) = 104 + 20

~ u(2,10) = 124

VVamos analisar graficamente a solucdo do exemplo, parat = 0,1,2,3

e t=0

oo 2 L 2
u(x,O):E[x +x]+512ds=x
X

Figura 6 - Exemplo 3.3.1

A

Fonte: Prépria do autor, (2023)

u(x, ) ==[(x+1D?+(x—-1)>?]+2=x%+3

N| =

Figura 7 - Exemplo 3.3.2

A
u

Fonte: Prépria do autor, (2023)
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e t=2 u(x,2) =x*+38

Figura 8 - Exemplo 3.3.3

Fonte: Prépria do autor, (2023)

e t=3 u(x,3) =x?+15

Figura 9 - Exemplo 3.3.4

A

15

Fonte: Prépria do autor, (2023)
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2.4 Interpretacdo da Solugdo de D’Alembert

A funcdo uy(x) = u(x, 0) é chamada perfil da onda. Vamos dar uma visdo geométrica
da solugdo de D’Alembert plotando alguns graficos da solu¢do de um problema particular.

Consideremos a solug¢do de D’ Alembert com u, (x) = 0. Temos
1
u(x,t) = 3 [ug(x + at) + ug(x — at)]

Notamos que o grafico de uy(x — at) é obtido a partir do grafico de u,(x) fazendo-se
uma translacdo de at no sentido positivo do eixo x. Analogamente, o grafico de uy(x + at) é
obtido transladando-se o grafico de u,(x) com mesma velocidade at no sentido negativo do
eixo x. Neste sentido, uy(x — at) e uy,(x + at) sdo chamadas onda progressiva, ou do futuro
e onda regressiva, ou onda do passado, respectivamente.

Agora vamos considerar uma onda u,(x) em particular apenas para efeito de grafico
vamos considerar u,(x) apenas continua e ndo de classe €2, como obtivemos na solugdo de
D’ Alembert.

x+1, -1<x<0
Sejauo(x)=I —x+1, 0<x<1

0, x<-—-l1loux>1

Vamos fazer o grafico das solucbes
1
u(x, t) = 2 [ug(x + at) + uy(x — at)]

Para os casos t = t, = n/2a,comn = 0,1 e 2. Ou seja, faremos os graficos de

) u(x,0) = uy(x)
i) u(x,%)=l[uo(x+%>+u°(x_%>]

III) u(x,%) = %[uo(x +1)+ uo(x - 1)]



Figura 10 - Interpretacdo da solucéo

N

0.5

Fonte: Prépria do autor, (2023)



2.5 Dominios de Dependéncia e Influencia

Analisando a solu¢do de D’ Alembert
1 x+at
u(x,t) = =[ug(x + at) + up(x — at)] + —f u;(s) ds
2 2a Jy_q;

Notamos que u(x, t) depende dos valores de

i) ug nos extremos do intervalo [x — at, x + at];

i)  uy nointervalo [x — at, x + at]

Desse modo, fixando (x, ty), qualquer mudanca na definicdo das condigdes iniciais
uy € u, forado intervalo [x, — at,, xo + aty] ndo altera a solugao u(x,, t,). Motivados por

essa observacao definimos o intervalo.
D(u, xo, to) = [xO - ato, xO + ato]
Chamada dominio de dependéncia do ponto (x,, t).

Figura 11 - Gréfico do dominio de dependéncia

tl"""""""""""""" ___________ ® . x+at:x0+at0

L)
b} 3
T LJ

Xg —aty Xxo — aty Xo Xo +aty xo+ aty

v

s 4
T T

Fonte: Prépria do autor, (2023)

Agora fixaremos x, e analisemos como varia o dominio de dependéncia quando t varia no

intervalo [0, 4+0).



Figura 12 - Gréfico da variacdo do dominio de dependéncia

A Xg— X
t t=
a I

T - ” :

e — .
: . . : . : A0
: N . t =
E : a

to T prrTTomTanns ® .,
H 3 Xa
i i . >

Xo — at, Xo Xo t at;

Fonte: Prépria do autor, (2023)

Observacdo: Notamos que x, estd no dominio de dependéncia de todos os pontos do
segmento I, = {(x,t,); xo — at, < x < xo + at,}. Isso significa que mudando os dados
iniciais u, e u; em x, alteramos a solugdo em todo o segmento /.

Assim concluimos que x, estd no dominio de dependéncia de todos os pontos do

conjunto, chamado dominio de influéncia de (x,, 0).
I(u,xp) ={(x,t);xg—at <x < xp+at,0 <t <+w}

As retas x+at=x,+at, € x—at=xy,—at, obtidas no dominio de
independéncia de (x,, t,) sdo chamadas caracteristicas da equacdo u, = a%u,,. O triangulo

obtido no dominio de dependéncia é chamado caracteristico.

Voltemos ao problema do exemplo anterior

Ut = Uyy
up(x) = x?
uy(x) = 2

O dominio de dependéncia no ponto (3, 2) é o intervalo D(u, 3,2) = [1, 5]. As caracteristicas
por esse ponto sdo as retas x +t =5 e x —t = 1. O dominio de influéncia do ponto (3,0) é
o0 angulo agudo determinado pelo vértice e as retas

3—x _x—3

t = t =
1 1




Figura 13 - Exemplo do dominio de dependéncia

.

.
I hY
1 t

1 3 5
Fonte: Prépria do autor, (2023)

v

Figura 14 - Exemplo do dominio de influencia

Dominio de influencia

v

1 3 5
Fonte: Prépria do autor, (2023)

O dominio de influéncia de um intervalo [x,, x,] é a reunido dos dominios de influéncia de

cada ponto do intervalo [x,, x,].

Figura 15 - Dominio de influéncia de um intervalo
L I\ r'

t ‘1‘ V I 'l‘

v

Fonte: Prépria do autor, (2023)



Seja o ponto (¢, 7). Devido a formula de D’ Alembert obtemos

é+at
u(E, ) = 5 [uo (€ — a0) + g (€ + ) +%€j s (s) ds
. . é—-at . . E+ar
u(f,r)=§uo(é—ar)—ﬂj u,(s) ds+§u0(f+ar)+ﬁj u,(s) ds
0 0

u(€,7) = ¢ —ar) + Y —ar)

Isso mostra que a onda do futuro ¢(x — at) é constante ao longo da caracteristica da
funcdo x — at = ¢ — at. Analogamente a onda do passado ¥ (x + at) e constante ao longo da

caracteristica x + at = ¢ + ar.

2.6 Equacéo ndo homogénea

O objetivo desta secdo é resolver o seguinte problema de Cauchy, ou problema de valor

inicial, para a equacao da onda

Upr — AUy = F(x, t) ,XxER,t € R, (2.6.1)
u(x,0) = uy(x) ,XER (2.6.2)
ue(x, 0) = uy (x) ,x ER (2.6.3)

Em que u, € C2(R), u; € C1(R) e F(x,t) € C(R x R,). Isso quer dizer que vamos
mostrar que existe uma fungdo u: R x R, — R satisfazendo (2.6.1), (2.6.2) e (2.6.3).
Dado um ponto (¢,7) € R x R, , vamos obter u (¢, t) satisfazendo (2.6.1), (2.6.2) e (2.6.3).
Seja Q o triangulo caracteristico determinado por (¢, 7). Vamos orientar a fronteira I' de Q no

sentido anti-horario.
Figura 16 - Problema de Cauchy

F 3

t &)

&

L AN
2t
Q0

i .
0 & —ar & E+ar x

Ls

Fonte: Prépria do autor, (2023)



Integramos ambos os membros de (2.6.1) em £ e obtemos;

j (AU, — Uyy) dxdt = —j F dxdt (2.6.4)
Q Q

Agora aplicamos o teorema de Green com Q = a?u, e P = u,. Temos;

f (Qx—Pt)dxdt=f Pdx+Qdt
Q r

Logo obtemos,

j (a% Uy — Ug) dxdt = f u; dx + a’u, dt (2.6.5)
Q r

A seguir, parametrizamos 0s segmentos de I'. Temos:

Li=x+at=¢&+ar, {<x<é+ar
L,=x—at=¢—ar, §—ar<x<¢

Ly =x =0, f—ar<x<&+ar

Notamos que dt = 0 sobre L3, dx = adt sobre L, e dx = —adt sobre L,. Segue-se que

f utdx+a2uxdt=f utdx+a2uxdt+f

u, dx + a?u, dt + f uy dx + a?u, dt
L,

L3

= f us(—a dt) — au,(—a dt) +f
L

1 Ly

u; (a dt) + au,(a dt) + f u; dx

L3

=j u(—a dt) — auy, dx+f
L

1 Ly

u; (a dt) + au, dx +f u; dx
Lg

=(—a) utdt+uxdx+aj utdt+uxdx+J u; dx
Ly L

2 L3

E+at
=(-a)| dut+a| du+ j up dx
Ly 3

Ll —at

é+art
= () [u(E,7) — u( + az, 0)] + a[uC — ar,0) — u(€, )] + j 1, (x, 0)dx

E+at
J uy dx + a?u, dt = a[u(é + ar,0) + u(¢ — ar,0)] — 2au(&, 1) + j u(x, 0)dx
r —art
Devido a essa Ultima igualdade, (2.6.4) e (2.6.5) obtemos;

é+art
—f F(A,u)dAdu = alu(é + at,0) + u(é —ar,0)] — 2au(é, 1) + f u,(x, 0)dx
Q —-art



Segue desta Ultima igualdade que

&+at
u(é, ) = %[uo(f + at) + uy(é —ar)] + %f_at u,(s)ds + %fﬂ F(A,pu)dAdu

N— 7
N ~ ~ ~

v w

Notamos que u = v +w, em que v ¢ a solucdo de D’Alembert para o problema
homogéneo associado do problema (2.6.1), (2.6.2) e (2.6.3). Por outro lado, e possivel mostra

que,

1
wee 0 =50 | PQwdzdn
é solucdo do problema

Wi — @?Wyy = F(x,t), (x,t) E R X R, (2.6.6)
w(x,0) = w.(x,0) =0, x €ER (2.6.7)

Segue-se que u = v + w é solugéo do problema (2.6.1), (2.6.2) e (2.6.3). Além disso é
possivel mostrar que a solucdo obtida u é Unica e depende continuamente dos dados iniciais.

Isso é feito de modo analogo ao que foi feito no problema homogéneo.

Segue-se que o Problema de Cauchy (2.6.1), (2.6.2) e (2.6.3) é bem proposto.

Vejamos um exemplo;

Upp — Uy = 1

Up(x) = x2
u(x) =1
Temos
1 1 E+art 1
w(E) =3l e T el g [ wedr g fﬂ FQA, ) dAdy

+&-1

1 1 E+T 1 (7 —t+&-1
=—[(€+T)2+(E—T)2]+—j dx+—jj dxdt
2 2 &-t1 2 0 Jt
T

— 2 2 1 _
=& +1te+T+ 2tdt
2Jo

2



CONSIDERACOES FINAIS

Com esse estudo esperamos que o leitor tenha adquirido um conhecimento introdutério a
respeito das equacdes diferenciais parciais a partir do entendimento do conceito de problema
de valor inicial e de contorno pela abordagem de D’ Alembert para obter a solugdo da equacao
da onda. Sugere-se que seja dada continuidade ao estudo uma vez que ha outras maneiras para
se obter a solucdo da equacdo da onda. O caminho natural de sequéncia desses estudos s&o as
séries de Fourier e obtencdo de solugGes em variaveis separaveis em seguida continuar o

estudo no nivel das solucdes fracas no sentido de Sobolev.
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