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Resumo
Os algoritmos genéticos são técnicas da inteligência artificial utilizados para problemas de
otimização baseando-se na teoria da seleção natural darwiniana. A eficácia desse algoritmo
é mais notória em se tratando de problemas NP-difíceis como o Problema de Cobertura
de Conjunto (SCP) e o Problema Multidimensional da Mochila (PMM). Operadores de
cruzamento são uma das etapas dos algoritmos genéticos que tem importância fundamental
na realização da busca por soluções no espaço de busca. Avaliar, portanto, os métodos
de cruzamento é de suma importância, devido a sua capacidade de formar indivíduos,
podendo melhorá-los ou piorá-los. Ao final deste trabalho, pode-se dizer qual o método de
cruzamento se sobressai e para qual tipo de problema.

Palavras-chave: Algoritmo Genético, Otimização, Cruzamento.



Abstract
Genetic algorithms are artificial intelligence techniques used for optimisation problems
based on the theory of Darwinian natural selection. The effectiveness of this algorithm is
more noticeable in the case of NP-hard problems such as the Set Covering Problem (SCP)
and the Multidimensional Knapsack Problem (MKP). Crossover operators are the steps of
the genetic algorithms that have fundamental importance in searching solutions in the
search space. Evaluating, therefore, crossover methods is most important because of their
ability to form individuals, which can improve or worsen them. At the end of this work, It
can be said which crossover method fits better in and for which type of problem.

Keywords: Genetic Algorithm, Optimisation, Crossover.
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1 Introdução

Desde sempre, o homem teve o desejo de entender o que está a sua volta (GOLD-
BARG; LUNA, 2005). Por causa disso, o ser humano vem criando vários modelos para
abstrair os eventos do mundo real. Segundo Goldbarg e Luna (2005), um modelo é capaz
de levar o ser humano à uma visão bem estruturada da realidade. Na geografia e na
cartografia, o mapa é o modelo do planeta Terra. Na física e na química, o átomo é
representado por um núcleo com prótons e nêutrons, e mais uma órbita de elétrons em
volta.

Na computação e na pesquisa operacional, a otimização é usada para estabelecer
o melhor uso dos recursos disponíveis para uma determinada tarefa. Para maximizar
ou minimizar o valor de uma função, modelos de otimização são utilizados. Modelos de
otimização são modelos matemáticos que visam representar um determinado problema no
qual deseja-se otimizar o valor de uma função objetivo, obedecendo determinadas restrições
(PRADO; SARAMAGO, 2005).

O tipo de problema de otimização usado nesse trabalho é o de otimização combina-
tória, que busca combinar os componentes discretos do modelo de forma a chegar a uma
boa solução (REEVES, 1993 apud OLIVEIRA; SARAIVA, 2004).

Entretanto, esse problema tem uma grande quantidade de combinações de suas
variáveis de decisão, o que torna inviável o uso de métodos exatos a um custo computa-
cional razoável (REEVES, 1993 apud OLIVEIRA; SARAIVA, 2004). Devido à ausência
de métodos polinomiais determinísticos, são problemas considerados NP-difíceis. Uma
abordagem muito usada para resolver esses problemas são as metaheurísticas.

Metaheurísticas são, segundo Luke (2013), métodos ou técnicas que aplicam um
certo grau de aleatoriedade para encontrar boas soluções para problems difíceis. E neste
trabalho, serão utilizadas metaheurísticas chamadas Algoritmos Genéticos.

Os algoritmos genéticos são algoritmos bioinspirados nos quais estados sucessores
são gerados pela seleção, cruzamento e mutação de dois estados pais (RUSSELL; NORVIG,
2004), fazendo assim a evolução para estados melhores, ou seja, chegando a boas soluções,
que são os extremos desejados da função objetivo para que um determinado problema de
otimização seja resolvido.

O algoritmo genético, em sua forma canônica, possui etapas como seleção, cruza-
mento e mutação. A etapa de seleção escolhe dois pais dentre um conjunto de soluções
chamado população, e cruza-os na etapa de cruzamento. Após isso, aplica-se a mutação
no indivíduo gerado no cruzamento.

Este trabalho tem como foco analisar operadores da etapa de cruzamento, porque
é a etapa que introduz novas possibilidades de combinação de componentes para resolver
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um problema de otimização combinatória.

1.1 Trabalhos Relacionados
Os trabalhos relacionados à análise de operadores de cruzamento são poucos e

relacionados ao Problema do Caixeiro Viajante e Job Shop Clássico. Os autores encontrados
foram Bahaabadi, Mohaymany e Babaei (2012), Starkweather et al. (1991), Nagata e
Kobayashi (1999) e Oliveira e Saraiva (2004).

Bahaabadi, Mohaymany e Babaei (2012) analisam os operadores de cruzamento
PMX (Partially Mapped Crossover), CX (Cycle Crossover), POS (Position-Based Crosso-
ver), AP (Alternating-Position Crossover) e ER (Edge Recombination Crossover), usados
no Problema do Caixeiro Viajante (TSP), e propõem um operador de cruzamento que
aumenta as chances de cada cidade se conectar às cidades vizinhas (BAHAABADI;
MOHAYMANY; BABAEI, 2012).

Starkweather et al. (1991), por sua vez, analisam os operadores genéticos Edge
Recombination Crossover melhorado, Order Crossover e suas variações, PBX, PMX e CX.

Nagata e Kobayashi (1999) analisam três operadores: EAX (Edge Association
Crossover), EXX (Edge Crossover) e EX (Edge Recombination Crossover), usados no
Problema do Caixeiro Viajante, e propõem requisitos para um novo operador genético de
cruzamento.

Oliveira e Saraiva (2004) fazem um estudo comparativo dos operadores de cruza-
mento PMX (Partially Mapped Crossover), OX(Order Crossover), CX (Cycle Crossover),
LOX (Linear Order Crossover), e PPX (Precedence Preservative Crossover).

1.2 Justificativa
O operador de cruzamento dos algoritmos genéticos é fator crucial para produção

de soluções melhores a cada geração, pois seu método de cruzamento influencia na forma
de herdar características dos melhores pais selecionados, conforme explicado por Beasley e
Chu (1996). Por causa disso, há a necessidade de comparar os operadores de cruzamento
existentes, para auxiliar na escolha do método de cruzamento mais aplicável para um
determinado problema de otimização.

Considerando isso, viu-se a importância de estudar os operadores de cruzamento
que podem ser utilizados em várias implementações do algoritmo genético, usando dois
tipos de problemas de otimização combinatória.
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1.3 Objetivos

1.3.1 Geral

Este trabalho visa comparar três operadores genéticos de cruzamento para o
algoritmo genético, aplicado em dois problemas de otimização: Problema Multidimensional
da Mochila (maximização) e Problema de Cobertura de Conjunto (minimização). Os
operadores estudados são: cruzamento uniforme, cruzamento de fusão e cruzamento de um
ponto.

1.3.2 Específicos

• Testar os operadores genéticos de cruzamento uniforme, fusão e um ponto no Pro-
blema Multidimensional da Mochila.

• Testar os operadores genéticos de cruzamento uniforme, fusão e um ponto no Pro-
blema de Cobertura de Conjunto.

• Comparar média de custos e de tempos de execução para cada instância do SCP.

• Comparar média de benefícios e de tempos de execução para cada instância do
PMM.

• Comparar médias gerais de resultados e de tempos de execução dos operadores
genéticos para cada problema estudado.

1.4 Metodologia
Dentre os artigos pesquisados para verificar estudos semelhantes, em sua maioria,

foram encontrados artigos voltados para os problemas do Caixeiro Viajante e Job Shop
Clássico, escritos pelos autores Bahaabadi, Mohaymany e Babaei (2012), Starkweather et
al. (1991), Nagata e Kobayashi (1999) e Oliveira e Saraiva (2004). Bahaabadi, Mohaymany
e Babaei (2012) Fazem a análise a fim de propor um método de cruzamento, e não usa
nenhum dos cruzamentos estudados nesse trabalho. Já Starkweather et al. (1991) fazem
apenas análises de operadores de cruzamento usados no Problea do Caixeiro Viajante.
Nagata e Kobayashi (1999) analisam três operadores de cruzamento para o Problema do
Caixeiro Viajante e propõem requisitos para criar um novo operador. Oliveira e Saraiva
(2004), por sua vez, fazem um estudo comparativo de cinco operadores de cruzamento
aplicados ao problema de Job Shop Clássico. A busca pelos artigos usou as palavras-chave:
set covering, knapsack problem, comparison, crossover operators, genetic algorithms. Os
repositórios utilizados foram o Google Acadêmico, Springer, IEEE. Os algoritmos genéticos
implementados baseiam-se nos algoritmos presentes nos artigos de Beasley e Chu (1996),
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pois foram os melhores modelos encontrados nessa literatura.
Para avaliar os cruzamentos, foram usados dois problemas de otimização: o Problema

de Cobertura de Conjuntos (minimização) e o Problema Mulditimensional da Mochila
(maximização), utilizando instâncias da biblioteca OR-Library, disponibilizada por Beasley
(1990). Desse repositório, foram extraídos problemas grandes, ou seja, com mais de 100
variáveis. Após as simulações, os resultados são exibidos em tabelas, comparados em
qualidade de solução (lucro no PMM e custo no SCP) e tempo, analisando as médias de
execução para cada instância em cada problema.

1.5 Estrutura do trabalho
Esse trabalho é dividido em seis capítulos, estruturados conforme abaixo:

• O Capítulo 2 refere-se à teoria a respeito de algoritmos genéticos e os métodos de
cruzamento, servindo de base para o trabalho.

• O Capítulo 3 discute os métodos de otimização usados no trabalho.

• O Capítulo 4 descreve como o algoritmo genético foi modelado aos problemas de
otimização e as simulações computacionais.

• O Capítulo 5 exibe os resultados em tabelas, comparando-se a qualidade das soluções
e o seu tempo de execução.

• O Capítulo 6 contém as conclusões tomadas após o desenvolvimento do trabalho.
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2 Algoritmos Genéticos

Os algoritmos genéticos são algoritmos de busca baseados na teoria da seleção
natural darwiniana, que permite a sobrevivência do indivíduo mais apto (HOLLAND,
1992 apud SHEN; XU; HUANG, 2011). Os AG são utilizados para resolver problemas de
otimização combinatória para os quais não há resolução por métodos exatos, devido às
grandes combinações de variáveis que compõem o modelo do problema.

Os Algoritmos Genéticos representam as soluções dos problemas usando caracteres
de um determinado alfabeto finito. Geralmente, as soluções são codificadas em forma
de strings binárias, ou seja, cadeias de 0-1, que são os valores das variáveis de decisão
do problema. Em algoritmos genéticos, essas posições na cadeia são chamadas genes.
Essas cadeias são conhecidas como cromossomos. A Figura 1 mostra o fluxograma de um
algoritmo genético canônico.

Dado um conjunto de soluções (conhecido como população), dois indivíduos são

Figura 1 – Fluxograma do Algoritmo Genético canônico

Fonte: O autor
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selecionados para cruzar e gerar novos indivíduos. A etapa de cruzamento forma um
indivíduo totalmente diferente dos pais, mesmo que herde características deles, podendo
ser mais apto ou não (apto nesse caso significa mais próximo do ótimo global de um
problema de otimização). A função de aptidão, também chamada de função de fitness,
verifica o quão apto o indivíduo está em relação a população. Em problemas de otimização,
é o valor da solução quando a função objetivo é aplicada.

Após a etapa do cruzamento, ocorre a etapa da mutação, que altera os genes do
cromossomo. A mutação tem como objetivo ampliar a diversidade da população, evitando
a convergência prematura.

Os AG realizam essas etapas iterativamente, até atingir um determinado critério
de parada (Figura 1), que comumente é definido pelo número de iterações que o algoritmo
executa. Essas iterações são chamadas de gerações. Em outras palavras, os AG selecionam,
cruzam e modificam os indivíduos várias vezes até a sua convergência.

2.1 Codificação
Os indivíduos são codificados como cadeias de caracteres pertencentes a um alfabeto

finito (RUSSELL; NORVIG, 2004), que são arranjados para formar a configuração da
solução. Cada posição dessa cadeia (cromossomo) é um componente da solução, ou seja, a
variável de decisão.

A representação mais comum em AG é a binária, cujos genes assumem valor 0 ou 1
(Figura 2). Os cromossomos são codificados da seguinte maneira:

Figura 2 – Codificação binária do cromossomo

Fonte: O autor

2.2 Operadores Genéticos
Os Algoritmos Genéticos repetem etapas a cada geração, e esta seção tem como

objetivo detalhar as operações usuais dos Algoritmos Genéticos. Estas operações são:
seleção, cruzamento e mutação.

2.2.1 Seleção

Nessa etapa, dois indivíduos são escolhidos da população para realizar o cruzamento
(Figura 3). Essa escolha é feita com base no valor de fitness, que é a aptidão do indivíduo
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perante a população. O cálculo da aptidão é feito ao aplicar a função objetivo nos
cromossomos (FILITTO, 2008). Em uma tradução livre de Chu e Beasley (1998), "Seleção
de pais é a tarefa de definir oportunidades reprodutivas para cada indivíduo na população".

A escolha dos pais visa reunir os melhores indivíduos, para que sejam transmitidas
as melhores características para a próxima geração.

Figura 3 – Escolha dos indivíduos da população

Fonte: O autor

Os métodos de seleção mais comuns são os de seleção proporcional e o método do torneio.

2.2.1.1 Método de seleção proporcional

O método de seleção proporcional calcula a probabilidade de cada indivíduo ser
escolhido (BEASLEY; CHU, 1996). O método proporcional mais usado é o da roleta
(Figura 4). O método da roleta consiste de representar os indivíduos numa roleta, na qual
cada pedaço representa a proporção do indivíduo (POZO et al., ), que é a chance de o
indivíduo ser escolhido.

Segundo Obitko (1998), o método funciona assim: Soma-se todos os valores de
fitness dos indivíduos. Em seguida, um número aleatório entre 0 e o valor da soma é
sorteado. Depois, percorre-se a população, somando o valor do fitness de cada indivíduo
até que a soma seja maior que o número sorteado. Quando isso acontecer, é escolhido o
cromossomo atual.

2.2.1.2 Método de seleção por torneio

O método do torneio consiste de selecionar melhores indivíduos em cada agrupa-
mento (BEASLEY; CHU, 1996) e cruzá-los. Segundo Beasley e Chu (1996), a escolha se
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Figura 4 – Probabilidades de seleção no método da roleta

Fonte: O autor

dá formando dois grupos T , com n indivíduos. De cada grupo, o indivíduo mais apto é
escolhido para cruzar com o indivíduo escolhido no outro grupo (Figura 5). A forma mais
básica de implementar é o torneio binário, no qual |T | = 2.

Figura 5 – Torneio com agrupamentos de indivíduos

Fonte: O autor

2.2.2 Cruzamento

O cruzamento é responsável por cruzar os indivíduos após a etapa de seleção e
gerar um ou mais novos indivíduos, sendo responsável por transmitir as características dos
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pais aos descendentes (BEASLEY; CHU, 1996).
Vários métodos de cruzamento foram propostos ao longo do tempo, como PMX,

ER, OX1, etc. Porém, apenas três métodos de cruzamentos serão abordados nesse trabalho,
sendo estes: cruzamento de um ponto, cruzamento uniforme e cruzamento de fusão, sendo
este último proposto por Beasley e Chu (1996).

2.2.2.1 Cruzamento de um ponto

O cruzamento de um ponto é o padrão no estudo de algoritmos genéticos. Esse
método de cruzamento consiste em dividir os pais selecionados em duas partes (OBITKO,
1998), intercalando-os em até dois novos descendentes (BEASLEY; CHU, 1996).

O ponto de cruzamento, que pode ser escolhido por acaso no cromossomo (RUSSELL;
NORVIG, 2004), divide os pais para gerar os descendentes. Caso a quinta posição seja
escolhida como ponto de cruzamento, os primeiros cinco genes do primeiro genitor é
concatenado aos últimos 5 genes do segundo, assim como os primeiros 5 genes do segundo
são concatenados aos 5 restantes do primeiro (Figura 6).

Figura 6 – Cruzamento de um ponto no ponto 5

Fonte: O autor

2.2.2.2 Cruzamento Uniforme

O cruzamento uniforme consiste em gerar aleatoriamente uma máscara de 0’s e 1’s
do mesmo tamanho dos cromossomos (ZHAO et al., 2009). Conforme a Figura 7, para
cada bit j da máscara, copia-se o bit j de um dos genitores da seguinte forma: caso o bit j

da máscara seja 0, copia o bit j do primeiro genitor; caso contrário, copia o do segundo.
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Figura 7 – Cruzamento uniforme usando máscara

Fonte: O autor

Figura 8 – Cruzamento uniforme gerando dois filhos

Fonte: O autor

Chu e Beasley (1998) não definem explicitamente uma máscara, mas é escolhido
um número aleatório para cada bit dos genitores, ou seja, a cada gene j dos cromossomos,
o gerador de números aleatórios sorteia um valor r ∈ [0, 1] e escolhe o bit a ser copiado
conforme o critério explicado anteriormente.

Zhao et al. (2009), por sua vez, explicam esse método usando a geração de dois
filhos (Figura 8). O modus operandi é parecido, com uma diferença: se o valor do bit j

da máscara for 0, copia o j-ésimo bit do primeiro pai no primeiro descendente, e o do
segundo pai no segundo descendente; Caso contrário, copia o j-ésimo bit do primeiro no
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segundo descendente, e o do segundo pai no primeiro filho.

2.2.2.3 Cruzamento de Fusão Baseado em Fitness

O cruzamento de fusão, proposto por Beasley e Chu (1996), baseia-se na avaliação
(fitness) de cada pai, e calcula uma probabilidade. A probabilidade p é calculada da
seguinte forma:

p = f(Y )/(f(X) + f(Y )) (2.1)

Na qual f(X) e f(Y ) são os valores das funções de fitness dos pais X e Y , respectivamente.
A escolha do gene que comporá o descendente depende dessa probabilidade. Esse

método de cruzamento foi proposto para herdar as características do pai mais apto, ou
seja, em uma tradução livre de Beasley e Chu (1996) "Assume-se que a herança de um
gene específico de um genitor mais apto provavelmente contribua mais com a aptidão geral
do que aquela de um menos apto".

Sejam f(X) e f(Y ) as funções de fitness dos indivíduos X = [10001] e Y = [10111].
Considerando que cada indivíduo tenha os valores de fitness f(X) = 2 e f(Y ) = 4, a
probabilidade de copiar o j-ésimo gene de X no descendente é p = 4/(2 + 4) = 0, 66, e
a de copiar o j-ésimo gene de Y é 1− p = 0, 33. Isso significa que os genes do primeiro
genitor terão mais chances de serem escolhidos.

Nos estudos feitos sobre esse operador, foi descoberta uma propriedade interessante:
se a probabilidade de escolher o bit do primeiro é calculada conforme mostrada acima (na
qual o numerador é o valor de fitness do segundo indivíduo (Y )), os indivíduos de menor
valor terão mais chance de repassar seus genes. Substituindo o numerador pelo valor de
fitness do primeiro, as chances de escolha priorizam o indivíduo de maior valor. Logo,
em problemas de minimização, o numerador deve ser o fitness do segundo genitor, para
aumentar as chances de escolher o bit do primeiro (como ocorre no exemplo mencionado).
Já em problemas de maximização, o numerador deve ser o fitness do primeiro, para que
o indivíduo de maior valor seja priorizado (tenha mais probabilidade de ter seus bits
copiados).

2.2.3 Mutação

A mutação, por sua vez, é responsável por manter a diversidade da população,
alterando alguns genes no indivíduo (CHU; BEASLEY, 1998), evitando a convergência
prematura. O operador de mutação escolhe aleatoriamente um ou mais genes (Figura 9),
segundo uma probabilidade muito pequena (DANTAS, 2016), e os altera para outro
caractere do alfabeto escolhido para codificação. A etapa da mutação ocorre após o
cruzamento.

Segundo Bäck (1993 apud BEASLEY; CHU, 1996), a taxa de mutação deve ser
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igual a 1/n, na qual n é o tamanho do cromossomo. Isso equivale a mudar um bit aleatório
por string.

Figura 9 – Mutação aplicada no indivíduo

Fonte: O autor

2.3 Soluções inviáveis
Após a mutação, algumas soluções podem ser inviáveis, ou seja, violam as restrições

do problema em questão. Para resolver a inviabilidade das soluções, vários autores proporam
métodos para evitar que tais soluções comprometam a qualidade do AG. Courant (1943
apud DJANNATY; DOOSTDAR, 2008) propôs o método de penalização das funções
objetivos, e Beasley e Chu (1996) propuseram um operador de viabilidade, para ajustar a
solução sem penalizar a função objetivo.

A penalização da função objetivo, segundo Djannaty e Doostdar (2008), pode
adicionar (ou subtrair) ou multiplicar o valor da função objetivo para cada restrição
violada pela solução. Em termos matemáticos, as penalizações são aplicadas assim:

fitn(S) = f(S)± pen1(S) ou fitn(S) = f(S)× pen2(S) (2.2)

Nas quais pen1 = 0 e pen2 = 1 são as respectivas penalidades de soluções viáveis, ou seja,
soluções viáveis não são penalizadas.

O operador de viabilidade, proposto por Beasley e Chu (1996), coloca de maneira
gulosa as restrições faltantes na solução, tornando-a viável.
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2.4 Considerações do Capítulo
No Capítulo 2 foi visto o conceito teórico dos algoritmos genéticos, como eles atuam

e porque são importantes. A codificação dos individuos para o algoritmo genético também
foi explicada nesse capítulo. Foram vistos também as descrições de cada operador genético,
como seleção cruzamento e mutação. Os operadores de viabilidade também foram tratados
no Capítulo 2, porque mostraram sua importância, apesar de não existirem no algoritmo
genético canônico. E os estudos feitos para esse trabalho mostraram a sua capacidade de
consertar soluções inviáveis.

No Capítulo 3, serão explicados conceitos sobre problemas de otimização e os
problemas utilizados nesse trabalho, além de exemplos para demosntrar sua aplicação.



28

3 Problemas de Otimização Utilizados

Problemas de otimização são aqueles que tem como objetivo encontrar o melhor
valor de uma função com diversas variáveis, obedecendo a uma ou várias restrições
(FILITTO, 2008), e são categorizados como contínuos ou discretos (GOLDBARG; LUNA,
2005).

Os problemas de otimização contínuos são aqueles cujos valores pertencem ao
conjunto dos números reais (GOLDBARG; LUNA, 2005). Sua forma geral é a seguinte:

otimizar f(x) (3.1)

sujeito a hi(x) = 0, i = 1, . . . , mh (3.2)

gj(x) = 0, j = 1, . . . , mg (3.3)

onde f : Rn → R, h : Rn → R e g : Rn → R. Isso significa que as funções f , g e h

mapeiam n variáveis para um valor unidimensional.
Os problemas de otimização discretos, por sua vez, utilizam variáveis discretas.

Goldbarg e Luna (2005) dão a seguinte explicação: Dado um conjunto E = {1, 2, . . . , m},
uma coleção de subconjuntos F do tipo ∅ 6= F ⊆ 2|E|, e a função objetivo C : F → R,
encontrar a configuração S∗ ⊆ F satisfazendo ou C(S∗) ≥ C(S),∀S ⊂ F , no caso de
maximização, ou C(S∗) ≤ C(S),∀S ⊂ F , no caso de minimização. A configuração S∗

é a melhor configuração encontrada do problema em questão, dentre todas as outras
configurações S ⊂ F .

As variáveis envolvidas são chamadas variáveis de decisão, que adicionam ou
removem componentes do modelo de otimização. Os problemas de otimização que possuem
comportamento linear são chamados de Problemas de Programação Linear (GOLDBARG;
LUNA, 2005).

Problemas de programação Linear envolvem variáveis de decisão não-negativas, e
sua função objetivo é a soma das variáveis de decisão com seus coeficientes. Assim como
todos os outros problemas de otimização, possuem um conjunto de restrições a serem
satisfeitas. A programação linear deve ter as seguintes características: Proporcionalidade,
Não-negatividade, Aditividade e Separabilidade.

Proporcionalidade significa que os recursos consumidos para uma determinada
atividade deve ser proporcional ao nível dessa atividade (GOLDBARG; LUNA, 2005), ou
seja, as restrições são proporcionais à complexidade da atividade.

A não-negatividade significa que é possível desenvolver uma atividade em qualquer
nível não negativo (GOLDBARG; LUNA, 2005). Isso significa que cada variável de decisão
com seus coeficientes não devem ser negativos.

A aditividade garante que o custo total deve ser a soma dos custos de cada parcela
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da atividade (GOLDBARG; LUNA, 2005), ou seja, a soma de cada componente com seus
coeficientes.

A separabilidade, por sua vez, permite identificar separadamente cada custo das
operações em cada atividade. (GOLDBARG; LUNA, 2005). Isso significa que os conjuntos
variável de decisão com coeficientes são independentes entre si.

A formulação geral de um problema de Programação Linear é a seguinte:

Otimizar z =
n∑

j=1
cjxj (3.4)

Sujeito a
n∑

j=1
aijxj ≥ bi, i = 1, . . . , p (3.5)

n∑
j=1

aijxj = bi, i = p + 1, p + 2, . . . , m (3.6)

xj ≥ 0, ∀j = 1, . . . , q (3.7)

xj ∈ R, j = q + 1, q + 2, . . . , n (3.8)

onde cj é o coeficiente da variável de decisão xj , e bi é o elemento do vetor b das restrições.
Na Equação 3.6, temos um conjunto de p restrições, nas quais o total deve ser pelo menos bi,
para cada i = 1, . . . , p. A Equação 3.7 mostra que toda a variável de decisão do problema
não deve ser negativa.

Uma forma de Programação Linear é a otimização combinatória, que busca a
melhor combinação de variáveis dentre as possíveis combinações do modelo (OLIVEIRA;
SARAIVA, 2004), e os valores dessas variáveis são discretos, e são chamados de Problemas
de Programação Inteira (GOLDBARG; LUNA, 2005). Para esses problemas, métodos
exatos não conseguem resolvê-los a um custo computacional razoável, o que torna inviá-
vel o uso desses métodos. Nesse trabalho, são estudados dois problemas de otimização
combinatória: o Problema Multidimensional da Mochila (maximização) e o Problema de
Cobertura de Conjuntos (minimização).

3.1 Problema de Cobertura de Conjunto
O problema da cobertura de conjuntos é um problema de otimização combinatória

do tipo NP-difícil (OLIVEIRA, 1999) que busca minimizar o número de conjuntos que
cobrem o universo, ou seja, o conjunto de todos os elementos do problema. Dadas as
equações abaixo, temos

minimizar f(x) =
n∑

j=1
cjxj (3.9)

Sujeito a
n∑

j=1
aijxj ≥ 1, i = 1, . . . , m (3.10)

xj ∈ [0, 1], j = 1, . . . , n (3.11)
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Sendo a Equação 3.9 a função de custo total que deve ser minimizada (BEASLEY; CHU,
1996), onde cj é o custo de cada subconjunto j. A Equação 3.10 é a restrição que obriga
todos os elementos i serem cobertos por, pelo menos, um conjunto j, sendo aij o i-ésimo
elemento do conjunto j. A Equação 3.11 indica que xj é a variável de decisão, ou seja,
se o conjunto j está presente (quando assume valor 1) ou não (quando assume 0) na
solução. Quando cj é o mesmo para todos os conjuntos, trata-se da forma convencional do
problema, ou seja, preocupa-se apenas em reunir o menor número de subconjuntos que
cubram todos os elementos.

3.1.1 Exemplo de aplicação

Dados o conjunto universo U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, e a coleção de subconjuntos
S = {{1, 3}, {2, 4}, {3, 5, 7}, {2, 4, 5}, {3, 6, 7}, {1, 3, 5, 7}, {2, 4, 6}} do tipo S ⊆ 2|U |, deve-
se encontrar uma combinação ∅ 6= S∗ ⊆ S tal que o seu custo total seja o menor. A
Tabela 1 mostra os custos de cada subconjunto de S.

Tabela 1 – Relação de custos para cada subconjunto

Conjuntos Custos
{1,3} 1
{2, 4} 1
{3, 5, 7} 2
{2, 4, 5} 3
{3, 6, 7} 4
{1, 3, 5, 7} 4
{2, 4, 6} 6

Fonte: O autor

A resolução mais trivial seria F = {{1, 3, 5, 7}, {2, 4, 6}}, de custo total 10. Porém,
o problema visa minimizar o custo total dos subconjuntos que possam cobrir todos os
elementos de U . A melhor solução para esse problema é S∗ = {{1, 3}, {2, 4, 5}, {3, 6, 7}},
cujo custo total é 8. Para o problema de cobertura de conjuntos de custo único, basta
considerar cj = 1 (Equação 3.9), ∀j = 1, . . . , n. Usando o exemplo anterior e considerando
que cada subconjunto tenha custo c = 1, a solução melhor seria aquela cuja cardinalidade
seja a mínima, ou seja, S∗ = {{1, 3, 5, 7}, {2, 4, 6}}, de cardinalidade |S∗| = 2.

3.2 Problema da Mochila
É um problema NP-difícil que consiste em formar um subconjunto de objetos

cujo valor (também chamado de lucro) total seja maximizado, obedecendo a restrição
de capacidade máxima da mochila (DJANNATY; DOOSTDAR, 2008). O problema é
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modelado da seguinte forma:

maximizar f(x) =
n∑

j=1
pjxj (3.12)

Sujeito a
n∑

j=1
wijxj ≤ ci, i = 1, . . . , m (3.13)

xj ∈ [0, 1], j = 1, . . . , n (3.14)

sendo a Equação 3.12 referente à função objetivo que deve ser maximizada (pois trata-se
de problema de maximização), onde pj é o valor do item j. A Equação 3.13 refere-se à
capacidade máxima ci por cada restrição (ou mochila) i, onde wij é o peso do item j na
mochila i. A Equação 3.14 indica as variáveis de decisão, informando se o item j está(1) ou
não(0) na solução. A Equação 3.13 representa a forma multidimensional do problema, ou
seja, possui m restrições ou mochilas (DJANNATY; DOOSTDAR, 2008), ao contrário do
problema da mochila convencional (MAHATO; BISWAS, 2013), conforme a Equação 3.15.

Sujeito a
n∑

j=1
wjxj ≤ c (3.15)

3.2.1 Exemplo de aplicação

Para exemplificar o problema mais facilmente, consideremos apenas uma mochila
cuja capacidade máxima é igual a 50, que deve carregar, no máximo, quatro itens. A
Tabela 2 relaciona os itens com seus coeficientes.

Tabela 2 – Relação dos itens, seus pesos e seus valores

Item Valor Peso
1 100 30
2 20 25
3 15 50
4 40 12

Fonte: O autor

A solução trivial seria carregar o item 3, mas seu valor é pequeno. A solução ótima
do problema em questão é 100x1 + 40x4 = 140, pois o peso total é 30x1 + 12x4 = 42 ≤ 50.

3.3 Considerações dos Capítulos
No Capítulo 3, foram elucidados os conceitos teóricos sobre problemas de otimização,

e os desafios da otimização combinatória, cuja resolução por métodos exatos é inviável.
Também foram explicados os conceitos inerentes aos dois problemas usados nesse trabalho,
que são o problema da cobertura de conjunto e o problema multidimensional da mochila.
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O Capítulo 4 mostrará como o algoritmo genético foi modelado aos problemas de
otimização usados, assim como os recursos computacionais empregados e as instâncias de
teste de cada problema.
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4 Modelagem e Simulação

Este capítulo descreve como foi a modelagem do AG para os problemas de cobertura
de conjunto e da mochila multidimensional, além dos recursos computacionais utilizados e
como foram feitos os testes.

4.1 Aspectos Gerais
Para esse trabalho, os modelos de implementação adotados são os modelos presentes

nos artigos de Beasley e Chu (1996) e Chu e Beasley (1998), para os dois tipos de problemas
de otimização.

O modelo usado para o problema de cobertura gera a população inicial a partir
dos arquivos de texto das instâncias. Após gerar a população inicial, calcula o valor da
função de fitness fi = ∑n

j=1 cjsij de todos os indivíduos. Em cada iteração, seleciona dois
indivíduos usando torneio binário; efetua o cruzamento destes; usa o operador heurístico de
viabilidade, proposto por (BEASLEY; CHU, 1996), para consertar uma eventual solução
inviável gerada no cruzamento; e aplica a mutação, cuja taxa é constante de dois bits.
Essas operações repetem até gerar um indivíduo não duplicado, ou seja, que ainda não
esteja na população. Após gerar o indivíduo não duplicado, aplica a substituição aleatória
de um indivíduo que esteja entre os piores da população, cujo custo total estão acima
da média e recalcula os fitnesses dos indivíduos. Ao final do algoritmo, a melhor solução
exibida é a de menor valor dentre as outras na população

No problema da mochila, o algoritmo também lê arquivos de instâncias do problema
e gera a população inicial com as configurações presentes no arquivo e calcula os valores
da função de fitness fi = ∑n

j=1 pjsij dos indivíduos. Guarda uma solução "boa"inicial,
que será atualizada no final da execução do algoritmo. É utilizada a seleção por torneio
binário. Efetua o cruzamento entre os indivíduos, aplica mutação alterando dois genes do
cromossomo. Após a mutação, a solução, quando inviável, é corrigida por um operador
de viabilidade, adicionando variáveis quando os valores da restrição é muito pequeno e
retirando-as quando a restrição é violada. Essas operações são repetidas até gerar um
indivíduo totalmente diferente dos demais na população. Após ter o indivíduo viável e não
duplicado, aplica-se a substituição da pior solução pela nova. Após isso, atualiza a solução
ótima caso o indivíduo gerado seja melhor que a anterior.

O cruzamento de um ponto para esse trabalho foi adaptado pra gerar apenas um
filho, porque estava levando mais de 10 segundos para que o algoritmo terminasse sua
execução no problema da cobertura. Isso ocorre por que o algoritmo, após as operações
de seleção, cruzamento, mutação e reparo, verifica se a solução gerada é igual a outra
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na população. Quando é gerado apenas um filho, a chance de ocorrer duplicatas é bem
pequena, levando menos tempo para verificá-las. Porém, quando são gerados dois filhos,
o tempo para verificar aumentou durante os testes, pois o algoritmo verifica se nenhum
dos filhos estão na população. O critério de parada para os algoritmos implementados é o
número máximo de gerações, 100 para o Problema de Cobertura e 100 para o Problema
da Mochila.

Para cada instância dos problemas, o algoritmo genético foi executado 20 vezes,
e para cada teste de operador genético de cruzamento. O total de execuções é de 1800,
sendo 2 problemas de otimização, e cada um com 900 execuções, 20 em cada uma das 15
instâncias, aplicando 3 operadores de cruzamento.

4.2 Implementação e Recursos Computacionais
A linguagem adotada foi a linguagem Python, devido a sua comodidade de ma-

nipular listas e seu desempenho. O sistema de computação utilizado possui 2GHz de
processador, 4 GB de memória RAM, executando o sistema operacional Ubuntu 18.04
LTS.

O algoritmo implementado não utilizou bibliotecas de algoritmos genéticos, nem
frameworks. Apenas foi utilizado o modelo dos artigos de Beasley e Chu (1996) e Chu e
Beasley (1998) para os dois problemas.

4.3 Instâncias de Teste
A fonte de dados utilizada provém da biblioteca virtual OR-Library disponibilizada

por Beasley (1990). Foram testados 15 instâncias do Problema de Cobertura de Conjuntos
de 5.1 a 5.5 contendo 200 elementos e 2000; de A.1 a A.5, com 300 elementos e 3000
conjuntos; e de C.1 e C.5, com 400 elementos e 4000 conjuntos. Para o Problema da Mochila
Multidimensional, foram testadas 15 instâncias, numeradas de 1 a 15. As cinco primeiras
instâncias contém 500 variáveis e 5 restrições; 500 variáveis e 10 restrições nas instâncias
de 6 a 10; e 500 variáveis e 30 restrições nas cinco últimas. As instâncias foram retiradas
dos arquivos scp51.txt até scpc5.txt para o Problema de Cobertura e, para o Problema
da Mochila, as instâncias foram retiradas dos arquivos mknapcb3.txt, mknapcb6.txt e
mknapcb9.txt. Os dados referentes às instâncias testadas dos dois problemas são mostrados
nas tabelas 3 e 4.
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Tabela 3 – Descrição das instâncias de teste do problema de cobertura de conjunto

Instâncias No de Elementos No de Conjuntos
5.1 200 2000
5.2 200 2000
5.3 200 2000
5.4 200 2000
5.5 200 2000
A.1 300 3000
A.2 300 3000
A.3 300 3000
A.4 300 3000
A.5 300 3000
C.1 400 4000
C.2 400 4000
C.3 400 4000
C.4 400 4000
C.5 400 4000

Fonte: O autor

Tabela 4 – Descrição das instâncias de teste do problema multidimensional da mochila

Instâncias No de Restrições No de Variáveis
1 5 500
2 5 500
3 5 500
4 5 500
5 5 500
6 10 500
7 10 500
8 10 500
9 10 500
10 10 500
11 30 500
12 30 500
13 30 500
14 30 500
15 30 500

Fonte: O autor

As instâncias foram escolhidas dessa forma para melhor avaliação dos resultados,
porque instâncias pequenas não permitem uma comparação precisa das métricas utilizadas
nesse trabalho.

4.4 Considerações do Capítulo
Nesse Capítulo foi abordado como os algoritmos foram modelados aos problemas

em questão, quais recursos computacionais foram empregados e as instâncias de teste
usadas nas simulações.
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O Capítulo 5 trata dos resultados obtidos nos testes, assim como as comparações
estatísticas dos operadores de cruzamento estudados no trabalho.
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5 Resultados

Neste capítulo serão apresentados os resultados dos testes efetuados com os três
operadores. As tabelas referentes aos testes encontram-se nos apêndices A e B.

5.1 Testes com SCP
O algoritmo genético foi testado 20 vezes para cada uma das 15 instâncias do

Problema de cobertura de conjuntos, a fim de calcular as médias da função objetivo e
de tempo de execução em segundos. As tabelas referentes aos testes são organizadas da
seguinte maneira: para cada instância, a linha superior contém os valores de custo total
da melhor solução quando o algoritmo termina de executar, e na linha inferior, o tempo
que o algoritmo levou do início das gerações até a exibição da melhor solução.

Figura 10 – Gráfico da média da função objetivo para as 15 instâncias testadas

Fonte: O autor

Na Figura 10, as médias aritméticas das funções objetivo retornaram melhores re-
sultados quando foram utilizados os cruzamentos uniforme e de fusão, que culminaram com
valores médios inferiores a 300 na maioria das instâncias testadas. As exceções encontram-se
nas instâncias 5.1, 5.2 e A.2, cujos valores estão entre 300 e 400. O cruzamento de um
ponto, por sua vez, não reduziu os custos médios, com valores passando de 400 na maioria
das vezes. O cruzamento de fusão melhorou a função objetivo em 8 das 15 instâncias,
empatando com o cruzamento uniforme em 5 instâncias.

Isso aconte pelos seguintes motivos: O cruzamento de um ponto apenas divide os
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pais e os concatena, elevando o valor da função objetivo (o que seria bom em um problema
de maximização). O cruzamento de fusão dá mais chance ao melhor pai de passar seus
genes. Já o cruzamento uniforme, que possui comportamento aleatório, decide de qual pai
escolhe o gene baseando-se em um número aleatório do conjunto [0, 1].

Figura 11 – Gráfico do tempo médio de execução para as 15 instâncias testadas

Fonte: O autor

Na Figura 11, percebe-se um desempenho bom usando os cruzamentos uniforme e
fusão, com tempos médios de execução inferiores a 2 segundos. O cruzamento de um ponto,
por sua vez, teve o pior desempenho, com tempos médios superiores a 2 nas primeiras
cinco instâncias, superiores a 4 segundos nas instâncias de A.1 a A.5 e, nas instâncias C.1
até C.5, superiores a 5 segundos. Esse crescimento no tempo médio de execução deve-se
ao tamanho das instâncias (5.1 - 5.5 com 200 elementos e 2000 conjuntos, A.1 - A.5 com
300 elementos e 3000 conjuntos, e C.1 - C.5 com 400 elementos e 4000 conjuntos).

Os cruzamentos uniforme e fusão tiveram desempenho médio melhor porque for-
mam o indivíduo de maneira aleatória e probabilística, respectivamente. O cruzamento
de um ponto, por sua vez, acabou levando mais tempo porque tem mais chance de gerar
duplicatas, pois apenas concatena as partes dos pais.
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Figura 12 – Gráfico da média geral da função objetivo para cada operador de cruzamento

Fonte: O autor

Na Figura 12, percebe-se que o cruzamento de fusão ofereceu os melhores resutados,
ou seja, os menores custos para o Problema de Cobertura de Conjuntos.

Figura 13 – Gráfico da média geral de tempo de execução para cada operador de cruza-
mento

Fonte: O autor

Na Figura 13, o cruzamento de fusão conseguiu o melhor tempo médio de execução
para todos as instâncias testadas. O cruzamento de um ponto, por sua vez, conseguiu ser
o pior, tanto na função objetivo quanto no tempo de execução, em geral.
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5.2 Testes com PMM
O algoritmo genético foi testado 20 vezes em cada uma das 15 instâncias do

problema da mochila multidimensional, para colher dados de função objetivo e tempo
de execução, e calcuar as médias aritméticas após as execuções. As tabelas referentes
aos testes são estruturadas da seguinte forma: Para cada instância do problema, a linha
superior representa o valor máximo retornado pela melhor solução encontrada em cada
rodada, e a linha inferior, o tempo de execução em segundos desde a primeira geração até
a exibição da melhor solução.

Figura 14 – Gráfico da média da função objetivo para as 15 instâncias testadas

Fonte: O autor

A Figura 14 mostra que os métodos de cruzamento que retornaram valores médios
maiores foram o cruzamento uniforme e de fusão, embora o cruzamento de um ponto
também tenha retornado bons valores. O cruzamento de fusão foi o melhor nas instâncias
3, 4, 5, 6, 7, 10, 11 e 14, e o uniforme, nas instâncias 1, 2, 8, 9, 12, 13 e 15. Entre eles, o
melhor foi o de fusão, que culminou com melhores soluções em 8 instâncias, ao contrário
do cruzamento uniforme, que o fez em 7.

O cruzamento de fusão teve esse comportamento devido ao seu caráter probabilís-
tico, que dá mais chances de o filho herdar os genes do melhor pai. O cruzamento uniforme,
por sua vez, escolhe os genes dos pais aleatoriamente. Por esse motivo, pode aumentar
ou diminuir o valor da função objetivo. O cruzamento de um ponto, por outro lado, já
consegue aumentar o valor da função objetivo porque apenas concatena as partes dos pais.

A Figura 15 mostra que o cruzamento de um ponto teve o melhor tempo médio de
execução em 6 das 15 instâncias testadas, enquanto que o cruzamento de fusão obteve o
melhor tempo em 7 das 15 instâncias testadas, e o cruzamento uniforme, em 2 instâncias.

O cruzamento de um ponto normalmente demoraria mais porque tem mais chances
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Figura 15 – Gráfico do tempo médio de execução para as 15 instâncias testadas

Fonte: O autor

de produzir duplicatas. Porém, nesse caso, conseguiu um bom desempenho. Isso occorre
porque o problema em questão ajusta as soluções inviáveis considerando as várias restrições
quando adiciona ou remove componentes, formando assim um indivíduo completamente di-
ferente. O cruzamento de fusão teve comportamento parecido ao que mostrou no problema
de cobertura. O cruzamento uniforme, por sua vez, não se comportou da mesma maneira
que no SCP porque é completamente aleatório na formação do indivíduo, podendo assim
gerar duplicatas.

Figura 16 – Gráfico da média geral da função objetivo

Fonte: O autor
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Na Figura 16 é visível que o cruzamento uniforme culminou com os melhores valores
da função objetivo, ultrapassando 95000. O segundo melhor foi o cruzamento de fusão,
com mais de 94700.

Figura 17 – Gráfico da média geral de tempo de execução

Fonte: O autor

Na Figura 17 é possível ver que o cruzamento de um ponto teve o menor tempo de
execução para o Problema da Mochila. O segundo melhor tempo ficou com o cruzamento
de fusão.

5.3 Considerações do Capítulo
Foi visto nesse capítulo os desempenhos dos operadores estudados para esse trabalho,

avaliando em quais instâncias tiveram melhor desempenho e em quais não o tiveram.
No Capítulo 6 serão discutidas as conclusões obtidas ao desenvolver esse trabalho

e quais possíveis trabalhos futuros.
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6 Conclusões

6.1 Considerações Finais
O trabalho abordou conceitos teóricos sobre algoritmo genético, que é a base desse

trabalho, explicando detalhadamente cada conceito inerente, além dos métodos de cruza-
mento estudados aqui. Também foram explicados os problemas de otimização utilizados
para o estudo, fazendo uso de problemas com grande dimensão, para melhor aferir a
eficácia dos algoritmos. Foi também explanada a implementação dos algoritmos genéticos
em cada problema estudado. As análises dos algoritmos se deu pelas médias aritméticas
calculadas para cada instância, executando 20 vezes cada, além de a média geral para os
conjuntos de instâncias ser considerada no estudo.

É verificável que os algoritmos genéticos são uma boa metaheurística para resolver
problemas de otimização, principalmente os NP-difíceis. Escolher uma taxa de mutação
pequena o suficiente, o método de cruzamento, a forma de representar as soluções influen-
ciam muito nos resultados. Por isso, a boa escolha dos parâmetros é algo muito importante.

Analisando os gráficos de média geral, o cruzamento de fusão mostrou menores
custos médios e tempos médios de execução no Problema da cobertura de conjuntos. Já
no Problema da Mochila, o cruzamento uniforme retorna os melhores valores da função
objetivo, mas tem o pior tempo de execução. Os resultados não são muito diferentes dos
demais, não tendo talvez implicações mais relevantes para os crossover utilizados para
esses problemas específicos.

Considerando os gráficos por instâncias, pode-se dizer que o cruzamento de fusão
foi o melhor nos dois problemas de otimização estudados, tanto nos valores de função
objetivo quanto no tempo de execução.

Ainda não dá pra dizer qual método de cruzamento é o melhor absoluto, pois
os problemas de otimização tem configurações diferentes e os algoritmos implementados
consideram duplicatas. Apesar disso, os cruzamentos de fusão e uniforme foram bons no
quesito função objetivo para os dois problemas. Já o cruzamento de um ponto conseguiu o
melhor tempo médio apenas no PMM.

6.2 Trabalhos Futuros
Pretende-se como trabalhos futuros derivados dessa pesquisa aplicar algoritmos

genéticos para a robótica, aplicando o problema de cobertura de conjuntos para encontrar
o subgrafo da trajetória do robô.
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Fazer esse estudo comparativo em outros problemas de otimização combinatória.
Ainda como trabalho futuro, pretende-se usar algoritmos genéticos e cobertura de

conjuntos na aplicação de agentes na rede elétrica.
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APÊNDICE A – Tabelas SCP



APÊNDICE A. Tabelas SCP 49

Ta
be

la
5
–
C
ru
za
m
en
to

U
ni
fo
rm

e
In

st
ân

ci
as

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

13
14

15
16

17
18

19
20

M
éd

ia

5.
1

30
7

30
88

29
9

30
8

32
1

30
2

29
9

29
9

28
9

31
3

29
8

33
6

31
2

29
1

30
0

30
6

30
7

28
9

30
9

31
7

44
4,

5
0,

73
0,

98
0,

73
0,

79
0,

72
0,

84
0,

72
0,

69
0,

78
0,

95
0,

72
0,

82
0,

72
0,

72
0,

95
0,

72
0,

73
0,

77
0,

73
0,

72
0,

77
65

5.
2

36
3

37
5

36
6

38
4

36
0

37
4

37
8

37
4

37
3

36
5

36
4

35
5

34
9

36
7

38
0

36
6

36
3

37
0

37
8

36
2

36
8,

3
1,

16
0,

72
0,

75
0,

74
0,

88
0,

95
0,

72
0,

71
0,

75
0,

71
0,

72
0,

96
0,

71
0,

73
0,

93
0,

73
0,

73
0,

93
0,

75
0,

7
0,

79
9

5.
3

26
3

26
3

27
0

28
0

26
5

26
9

27
5

26
9

26
6

25
8

27
1

26
2

27
9

25
8

28
7

26
3

26
2

26
2

26
6

27
9

26
8,

35
0,

94
0,

73
0,

76
0,

78
0,

72
0,

7
0,

69
0,

78
0,

78
0,

94
0,

69
0,

7
1,

24
0,

94
1,

02
0,

76
0,

75
1,

03
0,

94
0,

71
0,

83

5.
4

31
7

29
6

26
9

28
8

27
5

28
2

28
8

30
1

29
0

29
9

29
3

27
9

28
5

28
6

27
2

30
1

28
7

27
8

29
0

27
1

28
7,

35
0,

7
0,

76
0,

69
0,

71
0,

72
0,

77
0,

96
0,

95
0,

74
0,

93
0,

69
0,

94
0,

73
0,

74
0,

95
0,

93
0,

72
0,

71
0,

72
0,

69
0,

78
75

5.
5

26
2

27
4

25
6

28
0

24
2

28
5

24
7

25
6

25
2

27
0

27
9

25
0

26
2

31
4

25
2

28
7

24
7

25
5

25
7

25
7

26
4,

2
0,

71
0,

84
0,

7
0,

69
0,

7
0,

7
0,

69
0,

75
0,

81
0,

71
0,

76
0,

7
0,

68
0,

7
0,

72
0,

71
0,

79
0,

68
0,

71
0,

74
0,

72
45

A
.1

29
9

30
6

29
6

29
3

28
7

28
0

29
5

28
7

29
4

31
0

30
6

27
7

29
4

29
6

28
6

29
7

30
5

29
7

30
4

29
7

29
5,

3
1,

1
1,

06
1,

11
1,

19
1,

07
1,

1
1,

3
1,

13
1,

2
1,

07
1,

11
1,

04
1,

1
1,

19
1,

1
1,

48
1,

06
1,

1
1,

37
1,

05
1,

14
65

A
.2

32
2

31
0

33
0

32
1

31
0

31
0

29
9

30
5

30
0

33
0

31
9

30
8

30
8

32
0

30
9

31
7

31
0

30
9

31
4

31
4

31
3,

25
1,

09
1,

07
1,

18
1,

08
1,

09
1,

11
1,

05
1,

14
1,

2
1,

17
1,

07
1,

11
1,

1
1,

07
1,

09
1,

1
1,

08
1,

08
1,

07
1,

09
1,

10
2

A
.3

28
8

28
2

28
4

27
6

29
1

29
1

29
4

26
8

27
4

27
5

28
4

27
4

22
28

1
27

4
28

2
28

9
28

3
26

8
27

6
26

7,
8

1,
1

1,
37

1,
39

1,
05

1,
19

1,
41

1,
04

1,
07

1,
32

1,
07

1,
08

1,
37

1,
4

1,
25

1,
1

1,
06

1,
08

1,
15

1,
08

1,
06

1,
18

2

A
.4

27
8

27
4

29
8

26
4

29
8

27
4

29
8

28
4

29
5

27
5

28
2

29
9

27
8

27
7

28
7

29
2

28
6

28
5

28
8

27
8

28
4,

5
1,

17
1,

34
1,

43
1,

05
1,

04
1,

36
1,

06
1,

11
1,

07
1,

17
1,

08
1,

08
1,

33
1,

08
1,

37
1,

16
1,

1
1,

37
1,

05
1,

04
1,

17
3

A
.5

27
5

28
7

29
4

28
3

27
4

27
9

27
0

28
6

27
2

26
8

28
6

28
7

26
9

27
5

28
1

27
9

27
7

27
5

27
9

27
7

27
8,

65
1,

31
1,

08
1,

31
1,

37
1,

08
1,

06
1,

06
1,

05
1,

07
1,

08
1,

1
1,

1
1,

08
1,

1
1,

38
1,

07
1,

38
1,

21
1,

14
1,

08
1,

15
55

C
.1

29
4

27
4

26
7

27
8

29
0

28
1

27
4

27
9

28
2

27
4

20
27

1
28

7
27

1
28

2
28

8
27

8
26

1
27

3
27

9
26

5,
15

1,
44

1,
38

1,
41

1,
38

1,
51

1,
41

1,
38

1,
43

1,
41

1,
4

1,
41

1,
41

1,
41

1,
53

1,
39

1,
44

1,
46

1,
41

1,
41

1,
44

1,
42

3

C
.2

25
7

26
6

28
1

27
5

27
3

26
9

28
2

26
2

27
5

26
1

27
0

27
7

28
5

26
6

27
0

26
1

26
8

26
1

26
2

27
5

26
9,

8
1,

4
1,

41
1,

46
1,

39
1,

5
1,

41
1,

57
1,

41
1,

4
1,

42
1,

42
1,

41
1,

41
1,

41
1,

42
1,

47
1,

4
1,

41
1,

39
1,

4
1,

42
55

C
.3

30
5

29
1

31
3

29
7

28
4

29
6

28
0

29
9

29
6

30
3

29
0

28
6

29
6

29
8

29
6

30
9

28
4

29
6

29
2

28
5

29
4,

8
1,

42
1,

42
1,

43
1,

41
1,

43
1,

42
1,

45
1,

4
1,

41
1,

42
1,

42
1,

45
1,

4
1,

41
1,

44
1,

68
1,

47
1,

43
1,

42
1,

41
1,

43
7

C
.4

27
7

26
2

26
0

24
0

27
7

26
5

25
8

26
0

27
0

27
5

25
8

25
7

26
9

26
8

27
4

27
2

26
6

25
9

27
3

26
5

26
5,

25
1,

49
1,

4
1,

41
1,

45
1,

41
1,

4
1,

41
1,

39
1,

4
1,

4
1,

39
1,

4
1,

4
1,

39
1,

44
1,

41
1,

38
1,

39
1,

37
1,

42
1,

40
75

C
.5

27
0

26
2

25
9

26
3

27
3

26
7

25
7

25
6

27
1

25
8

25
2

27
0

26
8

26
2

26
9

26
1

25
2

27
4

26
0

24
9

26
2,

65
1,

44
1,

42
2,

09
1,

42
1,

41
1,

41
1,

4
1,

39
1,

64
1,

42
1,

4
1,

43
1,

46
1,

42
1,

47
1,

41
1,

46
1,

38
1,

4
1,

38
1,

46
25

Fo
nt

e:
O

au
to

r



APÊNDICE A. Tabelas SCP 50

Ta
be

la
6
–
C
ru
za
m
en
to

de
Fu

sã
o

In
st

ân
ci

as
1

2
3

4
5

6
7

8
9

10
11

12
13

14
15

16
17

18
19

20
M

éd
ia

5.
1

30
5

30
2

31
1

31
4

29
2

29
1

31
6

30
3

28
8

30
0

30
1

31
8

31
0

33
1

30
4

30
3

39
7

39
7

30
0

29
4

31
3,

85
0,

65
0,

83
0,

81
0,

68
0,

68
0,

65
0,

63
0,

64
0,

65
0,

67
0,

73
0,

65
0,

78
0,

71
0,

62
0,

73
0,

69
0,

63
0,

66
0,

63
0,

68
6

5.
2

34
5

34
7

35
6

36
5

37
0

35
8

37
0

38
5

34
9

35
8

36
2

35
7

36
4

36
5

35
5

34
9

37
2

36
7

36
4

37
7

36
1,

75
0,

74
0,

61
0,

72
0,

63
0,

76
0,

65
0,

64
0,

83
0,

68
0,

65
0,

92
0,

65
0,

66
0,

71
0,

67
0,

63
0,

65
0,

69
0,

69
0,

84
0,

70
1

5.
3

27
4

26
0

27
3

28
0

26
2

26
1

29
2

27
3

27
3

26
0

27
3

25
3

25
8

24
8

27
7

24
8

26
3

26
6

28
5

27
2

26
7,

55
0,

65
0,

64
0,

65
0,

68
0,

67
0,

84
0,

64
0,

7
0,

63
0,

83
0,

66
0,

66
0,

65
0,

64
0,

71
0,

7
0,

71
0,

64
0,

89
0,

72
0,

69
55

5.
4

27
0

28
9

29
8

29
0

27
5

27
5

27
7

27
1

28
2

27
0

29
1

29
2

27
6

29
2

28
0

29
0

29
6

29
7

28
6

26
8

28
3,

25
0,

65
0,

69
0,

66
0,

66
0,

68
0,

67
0,

67
0,

67
0,

86
0,

71
0,

71
0,

62
0,

72
0,

64
0,

63
0,

69
0,

67
0,

67
0,

76
0,

73
0,

68
8

5.
5

27
2

27
6

23
8

27
4

26
3

26
0

25
8

24
3

23
9

27
8

25
6

25
7

24
7

27
2

26
1

25
3

27
9

24
7

24
8

25
2

25
8,

65
0,

66
0,

76
0,

64
0,

72
0,

62
0,

73
0,

72
0,

71
0,

72
0,

61
0,

74
0,

66
0,

66
0,

76
0,

82
0,

65
0,

78
0,

67
0,

64
0,

64
0,

69
55

A
.1

28
7

27
7

30
9

30
7

29
0

29
7

30
0

30
0

27
2

29
2

28
3

28
3

28
2

30
2

28
5

28
9

29
2

28
4

30
1

30
9

29
2,

05
1,

03
1,

03
1,

01
1,

04
1,

06
1,

03
1,

06
0,

99
1

1,
23

1,
05

1,
09

1,
02

1,
01

1,
09

1,
04

1,
3

1,
01

1,
01

0,
99

1,
05

45

A
.2

28
3

29
3

30
4

30
7

32
4

30
3

30
5

31
3

30
5

31
1

30
2

32
4

29
5

29
0

31
2

30
5

29
8

29
8

30
4

28
6

30
3,

1
1,

05
1,

04
1,

34
1,

01
1,

07
1,

06
1,

03
1,

05
1,

11
1,

33
1,

01
1,

37
1,

14
1,

13
0,

99
1,

02
1

1,
04

1,
04

1,
03

1,
09

3

A
.3

27
7

28
7

28
0

27
0

27
5

27
9

26
7

26
5

28
9

28
6

25
8

28
4

25
1

28
1

27
0

26
5

27
0

28
1

27
1

28
0

27
4,

3
0,

97
1,

12
1,

09
1,

04
1,

12
1

0,
97

1,
11

1,
02

0,
98

1,
16

0,
99

0,
98

0,
97

1,
13

1,
31

0,
99

1,
05

0,
99

0,
98

1,
04

85

A
.4

27
7

28
0

27
4

29
2

27
9

27
3

27
6

28
8

28
7

29
6

28
9

28
0

27
7

27
9

29
6

28
3

30
3

27
4

28
6

29
3

28
4,

1
0,

99
0,

95
1

0,
98

1,
1

0,
96

1,
15

0,
99

1,
06

0,
99

1,
27

1,
04

0,
98

0,
97

0,
97

0,
97

1,
01

0,
97

1
1,

02
1,

01
85

A
.5

28
0

29
9

28
0

27
9

27
2

28
2

26
7

29
9

26
0

27
2

27
8

27
4

27
8

27
3

28
3

28
0

28
9

27
4

27
2

27
4

27
8,

25
1

1,
11

1,
01

1,
1

1,
02

1,
06

0,
99

1,
01

1,
04

0,
98

1,
04

1,
19

1,
19

1,
08

0,
99

1,
15

1,
1

0,
97

0,
97

0,
97

1,
04

85

C
.1

29
4

27
8

28
1

26
3

27
6

26
8

27
7

27
1

28
7

27
2

27
8

27
5

27
4

27
8

27
4

27
4

27
6

26
6

28
4

26
5

27
5,

55
1,

35
1,

3
1,

34
1,

31
1,

29
1,

3
1,

3
1,

32
1,

3
1,

3
1,

34
1,

31
1,

42
1,

3
1,

3
1,

28
1,

35
1,

28
1,

33
1,

29
1,

31
55

C
.2

27
2

26
0

26
6

28
0

27
5

26
5

26
7

27
0

27
7

27
3

26
9

26
7

26
7

26
6

27
6

26
6

25
5

26
3

24
5

26
0

26
6,

95
1,

33
1,

37
1,

31
1,

34
1,

32
1,

43
1,

35
1,

3
1,

33
1,

35
1,

28
1,

31
1,

32
1,

31
1,

32
1,

3
1,

32
1,

28
1,

25
1,

32
1,

32
2

C
.3

29
0

29
3

29
6

29
4

28
6

29
2

28
4

28
8

28
8

28
4

29
3

28
1

30
2

30
2

28
9

27
8

29
3

30
0

30
4

28
6

29
1,

15
1,

3
1,

35
1,

32
1,

31
1,

29
1,

36
1,

28
1,

29
1,

36
1,

35
1,

3
1,

32
1,

28
1,

35
1,

29
1,

34
1,

29
1,

36
1,

29
1,

38
1,

32
05

C
.4

28
8

25
2

27
5

26
6

26
0

26
5

24
8

24
7

26
6

26
0

26
0

27
3

27
5

27
7

26
1

27
0

26
5

26
2

25
7

27
3

26
5

1,
28

1,
31

1,
3

1,
39

1,
3

1,
3

1,
29

1,
32

1,
33

1,
34

1,
3

1,
31

1,
26

1,
33

1,
28

1,
3

1,
32

1,
37

1,
52

1,
31

1,
32

3

C
.5

25
6

27
4

25
3

26
5

25
5

25
2

25
2

25
5

26
6

26
3

26
0

25
5

26
1

27
2

26
0

26
8

25
9

26
5

26
0

26
4

26
0,

75
1,

28
1,

3
1,

37
1,

28
1,

31
1,

29
1,

31
1,

31
1,

39
1,

37
1,

51
1,

34
1,

33
1,

34
1,

29
1,

34
1,

3
1,

3
1,

36
1,

3
1,

33
1

Fo
nt

e:
O

au
to

r



APÊNDICE A. Tabelas SCP 51

Ta
be

la
7
–
C
ru
za
m
en
to

de
um

po
nt
o

In
st

ân
ci

as
1

2
3

4
5

6
7

8
9

10
11

12
13

14
15

16
17

18
19

20
M

éd
ia

5.
1

43
7

42
7

42
0

46
0

44
5

42
2

43
0

43
1

43
9

45
6

42
9

45
0

42
7

43
5

43
0

44
1

40
6

39
8

45
5

44
3

43
4,

05
3,

05
3,

21
2,

65
2,

45
3,

13
2,

67
2,

52
2,

53
2,

24
2,

39
2,

58
2,

9
2,

5
2,

53
2,

87
2,

62
2,

12
2,

41
2,

32
2,

9
2,

62
95

5.
2

44
3

50
8

49
4

52
0

50
5

51
8

51
2

51
5

50
8

51
2

50
9

50
2

51
8

51
1

52
7

52
2

47
5

50
1

49
7

50
7

50
5,

2
2,

9
2,

71
2,

93
3,

1
3,

42
2,

95
2,

85
2,

71
2,

91
2,

45
3,

06
2,

8
2,

84
3,

03
2,

6
3,

17
2,

65
2,

76
2,

69
3,

01
2,

87
7

5.
3

44
6

39
1

41
1

39
8

42
5

39
9

43
3

41
1

43
3

43
6

41
9

42
0

43
7

41
6

41
0

41
9

40
4

41
5

39
3

43
6

41
7,

6
2,

88
2,

74
2,

63
3,

11
2,

74
2,

59
2,

6
2,

97
2,

48
3,

34
2,

38
2,

85
3,

32
3,

13
2,

75
2,

81
2,

47
2,

22
2,

92
2,

79
2,

78
6

5.
4

43
1

40
6

38
8

42
5

44
4

42
7

42
0

42
4

43
1

44
7

44
7

40
4

43
3

42
3

39
2

44
8

44
9

43
9

42
3

43
8

42
6,

95
2,

43
2,

93
2,

56
2,

5
3,

04
2,

72
2,

35
2,

77
2,

59
2,

94
2,

71
2,

92
2,

83
3,

23
2,

56
3,

11
2,

34
3,

16
2,

86
2,

86
2,

77
05

5.
5

45
1

45
7

42
7

45
3

40
0

43
5

43
1

43
5

43
2

42
2

41
1

44
9

40
5

42
9

42
1

38
5

44
2

45
2

46
8

44
0

43
2,

25
2,

71
2,

9
2,

78
2,

59
2,

58
2,

82
2,

01
2,

35
2,

79
2,

54
3,

23
2,

62
2,

64
2,

22
2,

68
3,

42
2,

76
2,

87
2,

45
3,

06
2,

70
1

A
.1

42
4

39
9

42
2

43
1

40
5

43
8

38
4

45
1

43
7

40
9

43
4

42
5

45
8

37
6

39
4

40
6

44
4

43
5

41
5

42
8

42
0,

75
4,

87
4,

81
4,

35
3,

79
4,

86
4,

43
4,

13
5,

02
4,

77
4,

12
4,

46
3,

57
4,

66
4,

22
3,

58
4,

78
4,

71
3,

76
3,

94
4,

63
4,

37
3

A
.2

43
3

45
3

44
4

43
1

45
1

44
5

41
2

41
0

45
3

40
0

42
0

42
1

43
8

45
2

43
9

42
1

41
8

42
6

43
2

42
9

43
1,

4
4,

26
5,

09
4,

53
4,

63
4,

71
4,

89
4,

44
4,

68
4,

98
4,

02
4,

69
4,

48
5,

35
3,

95
4,

7
4,

81
4,

09
4,

98
5,

34
3,

62
4,

61
2

A
.3

39
3

40
1

38
1

40
2

38
2

37
3

39
6

39
6

38
3

40
0

39
0

37
1

40
3

40
4

38
6

39
2

40
2

37
9

37
1

38
8

38
9,

65
5,

97
4,

09
4,

37
4,

97
5,

2
4,

34
4,

96
4,

46
4,

44
5,

46
3,

32
4,

53
4,

62
4,

85
4,

26
4,

85
4,

85
3,

72
4,

55
4,

36
4,

60
85

A
.4

39
9

38
6

40
0

40
5

40
9

41
2

38
5

38
6

40
6

39
9

38
7

41
4

41
4

38
9

38
1

40
3

42
2

40
8

39
3

38
4

39
9,

1
5,

14
3,

86
4,

2
4,

9
4,

95
4,

07
4,

48
4,

26
4,

46
4,

7
4,

36
4,

76
4,

4
4,

57
3,

92
5,

19
4,

96
5,

5
3,

82
4

4,
52

5

A
.5

42
0

41
0

40
1

42
9

40
4

37
9

40
8

40
3

41
5

41
3

42
5

36
8

41
3

43
0

41
7

41
2

43
5

41
4

40
0

41
0

41
0,

3
4,

41
4,

5
4,

42
4,

28
3,

97
3,

96
4,

02
4,

39
3,

94
3,

81
4,

29
4,

51
4,

67
4,

93
5,

22
4,

95
4,

77
4,

41
4,

72
4,

05
4,

41
1

C
.1

39
6

39
8

36
1

39
1

38
0

40
6

40
0

39
5

36
9

39
4

39
5

39
2

36
5

38
7

39
0

37
4

37
0

39
2

39
4

38
1

38
6,

5
7,

44
5,

65
6,

31
4,

44
5,

81
6,

37
5,

3
6,

63
5,

95
6,

52
5,

53
5,

82
4,

74
5,

12
5,

3
5,

63
5,

59
5,

03
6,

58
6,

41
5,

80
85

C
.2

37
3

35
2

37
0

37
1

37
3

38
9

39
0

36
9

37
0

36
7

37
1

37
5

38
3

35
9

37
4

37
3

37
1

36
1

36
8

37
4

37
1,

65
5,

12
5,

06
5,

63
4,

61
4,

5
5,

58
5,

92
5,

09
4,

88
5,

56
5,

41
5,

79
4,

67
5,

3
5,

66
4,

86
5,

14
5,

08
6,

01
4,

78
5,

23
25

C
.3

42
5

39
2

41
9

40
0

41
3

38
3

41
5

39
8

39
5

40
4

39
5

41
6

40
3

39
8

39
6

41
0

42
2

39
0

41
8

40
7

40
4,

95
5,

64
6,

09
4,

62
5,

31
4,

86
4,

33
6,

31
4,

46
5,

44
5,

54
5,

5
5,

23
5,

3
5,

07
5,

3
5,

05
5,

32
5,

28
5,

71
5,

51
5,

29
35

C
.4

38
9

37
5

38
2

35
5

37
0

36
4

39
1

37
3

37
0

36
2

37
8

39
8

37
5

39
5

37
4

36
6

35
7

38
0

37
8

38
0

37
5,

6
4,

98
6,

28
6,

14
4,

93
5,

36
5,

47
6,

03
5,

43
5,

26
5,

16
5,

69
5,

71
5,

37
5,

49
5,

7
6,

02
5,

81
6,

03
4,

83
5,

07
5,

53
8

C
.5

36
5

38
4

32
4

35
1

37
0

39
6

38
4

38
2

39
2

37
3

39
0

37
0

36
7

36
9

38
4

36
6

38
4

36
4

37
2

38
6

37
3,

65
5,

07
5,

33
4,

93
6

5,
04

5,
13

5,
27

5,
47

5,
76

5,
55

4,
96

5,
49

5,
3

5,
28

5,
68

5,
17

4,
62

5,
46

4,
54

5,
27

5,
26

6

Fo
nt

e:
O

au
to

r



52

APÊNDICE B – Tabelas PMM



APÊNDICE B. Tabelas PMM 53

Ta
be

la
8
–
C
ru
za
m
en
to

U
ni
fo
rm

e
In

st
ân

ci
as

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

13
14

15
16

17
18

19
20

M
éd

ia

1
97

37
2

96
75

7
96

00
4

95
63

1
96

16
3

96
48

2
96

43
3

96
36

5
97

28
8

96
31

0
96

52
9

97
35

7
96

70
1

95
76

2
95

18
2

96
43

0
95

65
1

97
02

3
96

09
4

96
48

4
96

40
0,

9
6,

12
5,

85
6,

13
6,

28
6

5,
98

5,
96

5,
84

5,
92

5,
81

7,
41

6,
59

6,
04

6,
02

6,
24

5,
97

6
6,

11
6,

08
6,

03
6,

11
9

2
94

63
2

95
03

3
95

88
8

94
42

5
94

61
8

95
09

1
94

03
4

95
40

5
94

79
0

95
93

4
93

61
6

94
96

2
93

76
7

95
15

9
94

82
4

94
46

5
94

52
3

94
89

6
93

73
7

93
71

3
94

67
5,

6
6,

04
6

5,
98

6,
77

6,
16

5,
97

5,
91

6,
4

6,
01

5,
64

6,
23

5,
67

6,
06

6,
2

6,
05

6,
31

6,
25

6,
19

6,
16

6,
16

6,
10

8

3
97

59
3

97
34

0
99

44
0

98
13

0
97

47
8

97
47

5
97

17
5

99
02

9
98

92
1

97
20

1
98

39
0

99
61

4
97

75
7

97
59

5
98

32
0

97
95

0
97

54
9

10
07

48
98

91
0

98
51

4
98

25
6,

45
6,

02
5,

86
6,

04
5,

97
5,

85
5,

86
6,

06
6,

07
6,

3
6,

17
5,

94
6,

55
5,

99
6,

41
6,

33
5,

95
5,

93
5,

85
6

6,
34

6,
07

45

4
96

24
6

97
47

5
95

88
5

97
54

8
98

56
9

98
24

3
97

75
4

98
73

3
97

53
3

98
03

0
97

74
2

99
05

3
98

18
9

98
11

2
98

84
8

97
09

0
96

55
3

96
65

2
96

01
6

97
07

8
97

56
7,

45
6,

05
6,

02
5,

82
6,

21
6,

07
5,

82
6,

36
6,

13
6,

44
6,

24
6,

11
6,

07
6,

3
5,

81
5,

91
6,

21
7,

22
6,

4
6,

21
5,

95
6,

16
75

5
95

97
2

97
35

4
97

68
0

97
55

9
98

23
3

97
69

5
98

71
8

97
88

3
97

50
1

96
72

5
97

33
2

96
32

7
96

66
7

97
92

6
96

74
4

96
47

8
97

41
7

97
27

1
97

36
5

98
48

6
97

36
6,

65
6,

04
6,

89
6,

05
6,

2
5,

79
6,

43
5,

98
6,

45
6,

18
5,

97
6,

51
6,

13
6,

16
6,

14
6,

22
6,

19
6,

14
6,

1
6,

05
5,

99
6,

18
05

6
94

02
1

95
72

9
96

07
9

94
44

9
95

12
0

95
44

8
95

31
3

96
29

0
95

92
2

96
16

3
93

95
9

95
19

9
95

05
9

95
67

1
95

70
1

95
47

3
93

50
4

95
58

3
96

17
4

95
63

6
95

32
4,

65
6,

7
6,

88
5,

93
6,

35
6,

1
6,

17
7,

2
6,

12
6,

38
6,

05
6,

15
6,

13
6,

84
6,

19
6,

16
6,

57
6,

09
6,

43
6,

75
6,

17
6,

36
8

7
96

23
8

95
41

8
96

31
7

95
99

5
95

62
3

94
54

4
94

91
5

96
10

3
95

74
1

95
43

0
95

36
8

96
00

2
94

79
3

95
00

4
95

29
0

95
40

4
95

80
6

95
21

8
95

11
2

95
83

5
95

50
7,

8
6,

59
6,

16
7,

17
6,

08
6,

66
6,

74
6,

51
5,

9
6,

2
6,

09
6,

17
6,

17
6,

1
6,

52
6,

04
6,

31
5,

96
6,

26
5,

98
6,

97
6,

32
9

8
96

74
8

95
96

7
95

36
7

94
98

0
95

48
3

95
63

1
96

20
3

95
38

0
97

37
0

96
16

6
97

00
1

95
67

5
95

46
0

96
48

4
95

85
4

97
47

8
96

10
9

95
33

1
96

04
8

93
74

0
95

92
3,

75
6,

04
6,

3
6,

72
6,

18
6,

1
6,

18
6,

38
6,

89
6,

11
5,

97
6,

71
6,

16
6,

29
5,

91
6,

76
6,

09
6,

5
6,

47
5,

94
6,

78
6,

32
4

9
95

07
4

93
95

9
95

98
4

96
36

4
95

00
9

95
13

4
95

28
9

95
58

7
95

71
8

96
05

4
95

06
8

96
81

3
96

52
8

94
89

7
96

63
0

95
26

0
95

29
2

94
71

8
96

51
7

95
54

8
95

57
2,

15
6,

45
5,

99
5,

94
6,

21
6,

27
6,

09
6,

16
6,

22
6,

03
6,

09
6,

18
5,

89
6,

1
6,

13
5,

98
6,

24
5,

87
6,

02
5,

88
6,

17
6,

09
55

10
94

62
6

94
38

0
94

93
5

93
20

2
94

88
9

93
08

9
94

24
5

93
69

2
93

89
4

94
54

9
94

09
1

93
28

7
94

34
4

93
25

3
93

20
9

93
39

5
93

32
4

94
03

0
93

05
3

94
87

7
93

91
8,

2
6,

39
5,

94
6,

26
5,

79
6,

01
6,

94
6,

29
5,

94
5,

87
6,

23
5,

94
6,

07
5,

94
6,

23
6,

23
6,

3
5,

97
6,

34
6,

11
5,

93
6,

13
6

11
93

10
9

94
07

1
92

04
1

92
44

9
92

75
6

91
56

8
93

76
4

95
13

4
93

21
3

94
06

0
92

71
7

92
38

3
93

55
9

91
95

5
92

92
3

92
28

9
92

28
7

92
38

4
93

03
4

94
42

9
93

00
6,

25
7,

26
6,

45
6,

5
6,

55
7,

13
6,

74
6,

73
6,

95
6,

66
6,

84
6,

4
6,

96
7,

08
6,

58
6,

76
6,

85
6,

98
6,

59
6,

85
6,

44
6,

76
5

12
90

71
6

90
99

0
91

42
2

92
01

7
92

80
4

92
50

5
90

35
7

91
27

5
90

70
4

90
46

1
90

90
3

93
49

6
91

35
8

91
58

4
92

42
4

91
06

6
90

47
3

92
06

3
92

50
9

91
32

2
91

52
2,

45
6,

52
6,

66
6,

94
6,

64
6,

78
6,

79
6,

98
6,

59
6,

75
6,

36
6,

58
6,

55
6,

82
6,

49
6,

83
6,

72
6,

82
6,

67
7,

12
6,

5
6,

70
55

13
94

25
4

94
16

2
94

51
6

93
11

0
94

19
3

94
82

3
94

75
1

93
88

7
95

33
7

92
60

5
93

82
4

92
89

9
92

95
1

95
50

2
93

42
2

93
31

5
94

97
3

92
85

3
94

05
5

93
64

5
93

95
3,

85
6,

71
6,

42
6,

76
6,

31
6,

25
6,

76
6,

28
6,

44
8,

07
6,

28
6,

56
6,

56
6,

65
6,

24
6,

37
6,

62
6,

71
6,

52
6,

9
7,

37
6,

63
9

14
93

53
9

92
19

0
92

10
3

92
30

4
92

32
9

92
16

7
93

43
9

92
77

8
92

53
1

92
11

5
93

48
9

92
85

1
93

29
4

92
98

2
92

65
8

92
50

3
92

91
7

92
76

8
93

40
9

96
49

4
92

94
3

6,
56

6,
59

8,
8

6,
29

6,
3

6,
76

6,
55

6,
64

6,
58

6,
63

6,
31

6,
63

6,
7

6,
45

6,
72

6,
74

6,
88

6,
83

6,
22

6,
43

6,
68

05

15
93

15
9

93
67

2
93

12
3

94
01

2
94

62
7

92
82

7
94

28
5

93
82

7
95

53
3

95
27

7
93

40
8

92
82

7
94

33
4

93
67

8
92

67
3

95
12

3
93

62
5

92
55

1
93

32
1

93
89

0
93

78
8,

6
6,

79
6,

36
6,

34
6,

36
6,

48
6,

04
6,

48
6,

54
6,

38
6,

39
6,

75
6,

37
6,

77
6,

37
6,

92
6,

41
6,

68
6,

57
6,

64
6,

5
6,

50
7

Fo
nt

e:
O

au
to

r



APÊNDICE B. Tabelas PMM 54

Ta
be

la
9
–
C
ru
za
m
en
to

de
Fu

sã
o

In
st

ân
ci

as
1

2
3

4
5

6
7

8
9

10
11

12
13

14
15

16
17

18
19

20
M

éd
ia

1
96

30
0

97
00

5
97

55
7

96
69

7
95

50
7

95
97

2
96

12
8

95
64

6
96

90
0

97
96

8
96

43
2

96
98

3
96

14
7

95
91

7
96

44
0

95
81

5
95

68
9

96
39

3
95

77
5

96
48

9
96

38
8

6,
36

5,
8

6,
07

6,
22

5,
94

6,
49

6,
09

6,
01

6,
12

5,
89

6,
42

6,
01

6,
1

5,
97

6,
23

6,
09

5,
98

5,
9

6,
29

6,
46

6,
12

2

2
94

21
0

94
09

5
94

32
5

94
25

9
95

29
9

94
34

2
95

63
4

94
15

6
94

23
5

94
97

7
93

96
4

94
07

1
94

19
1

96
42

2
93

63
5

95
60

3
94

09
0

93
16

0
94

08
0

94
53

6
94

46
4,

2
5,

91
6,

3
5,

73
5,

95
5,

84
5,

96
5,

99
5,

97
6,

12
5,

97
5,

86
5,

94
5,

94
6,

17
5,

96
5,

83
6,

36
6,

3
6,

34
6,

17
6,

03
05

3
98

44
0

98
85

0
98

04
9

99
09

9
99

38
4

98
42

7
98

53
2

98
77

7
97

60
9

97
22

9
98

09
5

98
33

6
97

64
7

98
37

7
99

03
2

99
48

1
98

80
0

99
43

7
98

20
4

98
76

0
98

52
8,

25
5,

93
5,

97
6,

16
6,

11
5,

95
5,

91
5,

99
6,

31
5,

84
6,

3
5,

98
5,

99
6

5,
74

6,
19

5,
82

5,
9

6,
12

6,
31

6,
09

6,
03

05

4
97

51
4

97
00

9
99

52
9

98
16

0
96

97
4

97
16

7
96

96
0

98
61

0
97

96
6

97
83

4
97

60
7

96
56

0
98

08
5

99
20

3
97

17
6

96
92

4
97

42
1

97
79

0
98

11
0

96
42

3
97

65
1,

1
5,

93
5,

85
6,

15
5,

84
5,

68
6,

21
5,

74
5,

9
6,

19
5,

74
6,

21
5,

96
5,

81
6,

16
5,

93
6,

04
6,

12
5,

91
5,

89
5,

82
5,

95
4

5
96

78
8

98
45

3
96

51
6

97
00

5
98

57
9

97
21

8
97

42
0

98
60

0
96

72
1

97
37

5
97

60
1

96
53

9
97

60
8

96
54

8
97

22
7

97
47

2
98

08
7

98
54

3
97

22
6

98
18

9
97

48
5,

75
5,

91
5,

85
6,

01
6,

32
5,

83
6,

35
5,

99
6,

04
6,

03
6,

06
6,

24
5,

94
5,

77
6,

02
5,

76
6,

03
5,

86
5,

89
6

6,
42

6,
01

6

6
95

83
2

95
42

5
95

89
3

97
12

4
96

85
0

95
35

4
94

89
2

96
06

3
95

94
9

95
08

3
95

39
5

96
64

5
95

82
4

94
44

6
93

63
2

95
63

6
94

52
5

94
81

9
97

07
2

95
21

9
95

58
3,

9
6,

85
6,

47
5,

97
8,

31
6,

27
6,

62
6,

22
6,

76
6,

33
6,

27
5,

95
6,

71
5,

91
6,

89
6,

41
5,

98
6,

02
6,

42
6,

79
6,

89
6,

50
2

7
94

55
1

96
19

0
94

54
3

96
27

8
95

61
8

96
75

7
94

99
2

97
45

1
95

90
2

95
52

3
95

17
8

95
96

0
94

94
0

95
08

6
96

05
3

96
26

9
96

60
3

96
05

6
94

29
5

95
85

0
95

70
4,

75
6,

02
6,

09
6,

66
6,

04
6,

36
6,

65
6

6,
02

6,
64

6,
55

6,
28

6,
14

6,
12

6,
75

6,
13

6,
44

6,
06

6,
43

6,
82

6,
72

6,
34

6

8
94

99
4

95
18

6
95

51
3

95
21

5
95

14
0

94
97

7
95

24
8

95
77

4
95

79
4

95
22

8
97

90
94

11
5

96
07

2
96

41
8

95
25

0
95

30
4

95
97

6
96

37
6

95
51

8
95

68
4

91
17

8,
6

6,
25

6,
34

6,
26

6,
16

5,
96

5,
97

6,
57

6,
11

6,
72

5,
9

6,
42

6,
2

5,
85

7,
49

6,
94

5,
87

6,
76

5,
99

6,
7

6,
3

6,
33

8

9
95

70
9

94
85

7
97

40
0

94
65

9
94

67
5

95
52

4
95

78
4

94
93

4
95

33
6

96
42

6
94

67
6

95
00

2
95

05
2

98
16

4
95

18
7

94
17

8
93

93
5

94
40

7
95

73
7

95
01

0
95

33
2,

6
6,

26
6,

29
6,

25
6,

3
6,

59
6,

11
5,

87
6,

08
5,

84
6,

27
6,

11
5,

96
5,

81
6,

08
6,

24
5,

94
6,

19
6,

24
6,

09
6,

4
6,

14
6

10
94

14
1

93
82

8
93

37
6

95
41

6
93

68
3

95
09

9
93

42
3

92
96

5
94

65
2

94
15

1
93

24
9

93
25

2
95

89
5

93
69

0
93

84
6

92
39

8
94

92
8

94
07

1
94

21
6

93
34

2
93

98
1,

05
5,

81
5,

92
6,

12
6,

3
6,

03
5,

9
5,

86
6,

05
6,

16
5,

88
6,

22
5,

92
6,

1
6,

52
6,

28
6,

07
6,

16
5,

86
5,

94
5,

92
6,

05
1

11
94

36
8

93
60

3
92

40
4

93
89

8
92

55
0

93
10

0
91

68
0

93
62

2
92

52
2

92
89

0
91

50
8

93
46

7
93

21
2

93
05

9
91

93
4

92
89

1
93

42
2

93
20

9
94

53
9

94
37

2
93

11
2,

5
6,

57
6,

36
7,

05
6,

42
6,

47
6,

44
6,

96
6,

53
6,

9
6,

99
6,

58
6,

46
7,

16
6,

58
6,

79
6,

56
6,

31
6,

57
7,

72
6,

98
6,

72

12
91

72
1

90
35

3
89

78
7

91
84

4
90

89
6

91
49

7
91

45
4

91
95

7
90

71
8

92
21

6
91

37
7

91
00

0
91

83
6

90
48

7
90

38
3

90
40

2
90

16
4

90
96

8
92

00
8

91
11

7
91

10
9,

25
7,

28
6,

45
7,

54
6,

63
6,

77
7,

18
6,

65
7,

21
6,

64
7,

17
7,

15
6,

81
7,

16
7,

02
6,

89
7,

49
6,

86
7,

25
7,

19
6,

41
6,

98
75

13
93

96
0

93
63

8
93

23
3

93
73

2
95

12
6

93
72

4
93

04
8

92
68

0
92

80
5

93
25

8
93

66
2

95
58

5
93

74
5

93
62

2
93

64
1

94
24

6
92

00
0

94
31

1
94

40
2

96
00

4
93

82
1,

1
6,

62
6,

49
6,

68
6,

35
6,

65
6,

29
6,

42
6,

23
6,

68
7,

02
6,

65
6,

37
6,

41
6,

56
7,

52
6,

28
6,

52
6,

55
6,

25
6,

54
6,

55
4

14
93

04
0

93
60

2
92

91
4

94
46

7
93

35
7

93
03

3
92

99
5

94
08

7
92

47
2

94
26

0
93

31
5

93
22

8
92

91
1

92
80

4
92

86
5

93
57

6
95

04
6

94
22

7
94

04
1

93
41

5
93

48
2,

75
6,

69
6,

34
6,

28
6,

33
6,

38
6,

33
6,

44
6,

32
6,

33
6,

28
6,

54
6,

58
6,

44
6,

35
6,

43
6,

41
6,

47
6,

64
6,

52
6,

42
6,

42
6

15
94

25
2

93
33

0
93

25
9

94
16

1
94

21
1

93
64

5
93

67
8

93
48

0
93

64
0

93
49

6
93

10
7

93
91

1
94

44
7

93
64

9
94

37
3

93
01

9
93

98
5

94
59

4
92

75
3

92
89

7
93

69
4,

35
6,

79
6,

54
6,

44
6,

61
6,

46
6,

65
6,

71
6,

32
6,

3
6,

53
6,

28
6,

31
6,

66
6,

32
6,

42
6,

51
6,

69
6,

29
6,

36
6,

41
6,

48

Fo
nt

e:
O

au
to

r



APÊNDICE B. Tabelas PMM 55

Ta
be

la
10

–
C
ru
za
m
en
to

de
um

po
nt
o

In
st

ân
ci

as
1

2
3

4
5

6
7

8
9

10
11

12
13

14
15

16
17

18
19

20
M

éd
ia

1
96

03
8

96
85

3
95

85
8

95
02

3
96

83
2

96
37

0
96

44
8

95
37

8
95

71
9

96
09

6
96

47
7

96
29

1
96

56
6

98
09

3
95

87
3

96
11

8
95

82
7

96
65

3
97

07
9

94
84

9
96

22
2,

05
5,

91
5,

89
6,

21
5,

93
5,

75
5,

95
6,

01
5,

87
6,

42
5,

7
6,

2
6,

15
6,

06
6,

15
6,

6
6,

16
6,

86
6,

04
6,

09
5,

94
6,

09
45

2
93

96
0

94
42

4
94

19
9

93
92

5
94

62
5

95
07

5
94

06
3

94
68

5
94

65
0

94
15

4
95

26
4

95
79

3
92

74
9

94
28

1
95

54
2

94
11

9
94

32
6

94
30

3
95

11
8

94
21

3
94

47
3,

4
5,

87
5,

91
6,

16
6

5,
74

6,
22

5,
87

6
5,

98
5,

99
6,

16
5,

7
5,

98
6,

04
5,

81
6,

16
6,

27
6,

32
6

6,
26

6,
02

2

3
98

43
9

97
59

5
97

18
1

98
38

9
97

59
3

99
01

1
97

69
1

97
92

3
97

71
3

97
41

1
99

20
1

98
30

7
97

75
6

98
61

8
98

31
0

98
67

0
99

18
5

99
07

9
98

63
7

98
63

0
98

26
6,

95
6,

05
5,

94
5,

78
6

5,
86

5,
84

5,
88

5,
99

6,
21

5,
87

5,
86

5,
72

5,
9

6,
23

6,
05

6,
13

6,
09

5,
78

6,
31

5,
97

5,
97

3

4
97

81
6

97
03

2
96

59
0

96
31

5
96

73
8

97
90

5
98

02
8

96
43

1
97

12
4

96
98

9
97

51
3

96
95

8
96

52
1

98
00

4
97

10
1

96
84

7
98

60
2

98
62

3
97

69
7

97
62

9
97

32
3,

15
5,

91
5,

9
6,

03
7,

14
6,

16
5,

91
6,

07
5,

96
6,

31
5,

93
5,

84
7,

23
6,

45
5,

74
5,

97
6,

52
5,

88
5,

96
6,

08
6,

72
6,

18
55

5
97

90
4

97
49

9
96

61
2

97
13

7
97

11
7

97
97

5
96

31
2

96
71

1
97

21
1

97
81

0
97

25
5

96
74

9
98

72
1

97
58

2
98

73
7

97
35

4
98

39
6

97
26

3
97

16
5

96
73

3
97

41
2,

15
6,

22
6,

03
6,

16
5,

95
7,

26
5,

73
6,

08
5,

84
6,

03
6,

04
5,

94
6,

06
5,

89
6,

06
5,

91
5,

94
6,

09
6,

15
6,

22
6,

16
6,

08
8

6
94

62
8

95
33

5
95

03
2

95
35

9
96

30
3

94
27

6
94

10
1

96
18

4
94

90
0

95
79

8
94

74
6

94
97

7
94

75
5

95
14

9
95

68
0

94
89

6
94

48
94

73
4

95
75

8
95

38
5

90
87

2,
2

6,
86

3,
13

6,
29

5,
84

5,
74

6,
1

6,
02

6
6,

21
6,

3
6,

67
6,

15
6,

28
6

6,
01

5,
97

6,
98

6,
29

5,
89

6,
14

6,
04

35

7
95

59
3

95
90

8
95

90
1

96
19

7
95

78
5

95
14

9
94

94
0

95
36

5
95

48
1

94
83

7
95

78
8

95
88

6
95

21
7

95
84

3
94

80
3

95
49

0
95

14
5

96
57

2
94

79
4

95
80

8
95

52
5,

1
5,

95
6,

14
6,

25
5,

93
6,

21
5,

76
5,

9
5,

9
6,

04
6,

18
6

5,
84

5,
96

6,
16

5,
91

5,
88

5,
94

6,
06

5,
95

5,
88

5,
99

2

8
95

48
9

95
61

0
95

22
1

95
67

0
94

68
0

95
78

5
96

46
4

96
07

0
95

92
1

97
05

1
96

32
4

97
42

8
94

37
8

96
53

0
94

85
4

95
37

7
95

99
6

95
92

2
95

36
5

96
13

2
95

81
3,

35
6,

15
5,

87
6,

25
5,

92
6,

02
5,

8
6,

4
6

6,
04

6,
26

5,
79

5,
97

6,
05

5,
88

6,
04

6,
12

5,
99

5,
91

6,
09

6,
1

6,
03

25

9
95

12
5

95
67

7
95

08
5

94
97

4
95

39
8

94
11

8
95

03
7

94
61

7
95

70
0

93
56

2
96

52
8

94
69

5
94

49
2

95
22

0
95

09
4

94
79

2
94

46
9

96
13

7
95

37
1

94
16

1
95

01
2,

6
7,

67
6,

18
6,

25
6,

1
5,

99
6,

67
6,

78
6,

14
6,

12
6,

3
5,

75
6,

35
6,

01
6,

13
5,

94
6,

4
6,

04
5,

85
5,

95
6,

79
6,

27
05

10
93

54
8

92
75

1
93

79
5

93
52

8
95

31
3

95
26

5
93

98
2

93
44

0
93

44
9

94
47

8
93

63
2

94
03

6
94

21
6

92
39

9
93

38
3

94
34

2
94

30
1

94
14

1
93

28
0

93
87

8
93

85
7,

85
6,

01
6,

3
6,

17
6,

13
5,

86
5,

94
5,

93
6,

41
5,

99
6,

11
6,

08
6,

16
6,

11
5,

86
6,

91
6,

21
6,

02
6,

09
5,

96
5,

99
6,

11
2

11
93

23
9

92
26

2
92

21
8

92
86

3
91

69
2

93
33

1
93

56
4

93
51

1
92

34
0

92
49

1
92

78
7

93
07

6
94

09
4

95
25

2
91

91
8

93
41

2
91

56
3

93
25

5
92

05
4

93
34

5
92

91
3,

35
6,

85
6,

42
6,

91
6,

77
6,

72
6,

85
6,

38
6,

81
7,

05
7,

1
7,

03
6,

57
6,

74
7,

04
6,

45
7,

37
6,

67
7,

28
7,

29
7,

16
6,

87
3

12
90

58
5

91
34

5
91

70
5

90
40

6
91

06
5

90
86

7
91

73
6

91
41

7
92

38
7

91
93

1
91

21
7

91
41

9
90

08
2

90
64

3
91

21
3

92
63

3
91

18
5

90
29

0
90

82
0

93
12

5
91

30
3,

55
8,

03
7,

12
6,

64
6,

51
6,

45
6,

87
7,

38
7,

38
6,

92
6,

88
6,

56
7,

13
6,

65
6,

75
6,

69
6,

62
7,

2
6,

75
6,

96
6,

65
6,

90
7

13
93

22
9

93
59

6
92

61
5

94
38

0
94

04
9

93
58

0
92

88
4

94
74

7
93

10
9

93
12

6
93

62
0

92
93

5
94

86
0

93
99

4
92

89
0

93
16

2
93

80
0

93
70

2
92

81
2

94
83

9
93

59
6,

45
6,

52
6,

29
6,

98
6,

32
6,

56
6,

57
6,

41
6,

59
6,

53
6,

49
6,

66
6,

39
6,

58
6,

6
6,

43
6,

34
6,

63
8,

06
6,

61
6,

39
6,

59
75

14
92

73
2

93
65

2
92

87
8

93
52

4
93

55
0

92
65

8
92

61
4

93
02

2
92

70
1

93
21

6
94

45
5

93
82

2
91

86
3

93
57

7
93

55
6

93
19

9
92

99
0

93
24

4
92

01
1

92
65

1
93

09
5,

75
8,

51
6,

75
6,

63
6,

34
6,

51
6,

39
6,

64
6,

6
6,

48
6,

65
6,

82
6,

5
6,

52
6,

9
6,

86
6,

57
6,

43
6,

38
6,

45
6,

39
6,

66
6

15
92

87
2

93
94

5
93

48
2

94
72

1
91

67
4

93
38

8
93

73
9

93
79

5
93

20
4

92
87

8
93

19
6

92
54

5
93

65
1

93
46

0
93

77
7

93
16

4
94

22
8

94
17

5
92

28
2

92
99

3
93

35
8,

45
6,

43
8,

62
6,

42
6,

41
6,

87
6,

5
6,

61
6,

42
6,

43
6,

25
6,

26
6,

3
6,

29
6,

39
6,

4
6,

7
6,

41
6,

56
6,

44
6,

65
6,

56
8

Fo
nt

e:
O

au
to

r


	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Lista de abreviaturas e siglas
	Lista de símbolos
	Sumário
	Introdução
	Trabalhos Relacionados
	Justificativa
	Objetivos
	Geral
	Específicos

	Metodologia
	Estrutura do trabalho

	Algoritmos Genéticos
	Codificação
	Operadores Genéticos
	Seleção
	Método de seleção proporcional
	Método de seleção por torneio

	Cruzamento
	Cruzamento de um ponto
	Cruzamento Uniforme
	Cruzamento de Fusão Baseado em Fitness

	Mutação

	Soluções inviáveis
	Considerações do Capítulo

	Problemas de Otimização Utilizados
	Problema de Cobertura de Conjunto
	Exemplo de aplicação

	Problema da Mochila
	Exemplo de aplicação

	Considerações dos Capítulos

	Modelagem e Simulação
	Aspectos Gerais
	Implementação e Recursos Computacionais
	Instâncias de Teste
	Considerações do Capítulo

	Resultados
	Testes com SCP
	Testes com PMM
	Considerações do Capítulo

	Conclusões
	Considerações Finais
	Trabalhos Futuros

	Referências
	Apêndices
	Tabelas SCP
	Tabelas PMM


