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RESUMO

Este trabalho visa expor uma abordagem das equacoes diferenciais ordinédrias com aplicagoes
de modelos matematicos muito importantes voltados para a vida real, tais aplicacoes
utilizaram a resolucao de problemas de outras areas de conhecimento como: fisica, quimica
e biologia. Além disso, o mesmo também pode ser utilizado como recurso didatico-tedrico
em forma de nota de aula para estudos posteriores de Célculo Diferencial e Integral.
O presente documento aborda as aplicagoes de Datagao por Radio Carbono, Lei de
Resfriamento de Newton, Movimento Harmoénico Amortecido e o Crescimento de Peixe (Von
Bertalanffy), para alcangar este objetivo, foram necessarios uso das seguintes ferramentas
de estudo: Um breve estudo tedrico sobre Equacoes diferenciais onde estard contido
as definicoes, classificagoes e solugoes, com énfase nas equacoes diferenciais ordinarias,
equacoes diferenciais ordindrias de 1? e 22 ordem e seus métodos de resolucoes. Para a
elaboracao deste trabalho foram realizadas pesquisas bibliograficas com fontes impressas e

eletronicas.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Ordinérias. Aplicagdoes. Movimento Harmonico

Amortecido



ABSTRACT

This work aims to expose an approach to ordinary differential equations with applications
of very important mathematical models focused on real life, such applications used the
resolution of problems in other areas of knowledge such as: physics, chemistry and biology.
In addition, the same tool can also be used as a didactic-theoretical resource in the form of
a class note for later studies of Differential and Integral Calculus. This document addresses
the applications of Radio Carbon Dating, Newton’s Cooling Law, Harmonic Movement
Damped and Fish Growth (Von Bertalanffy), to achieve this goal,the following study
tools were used: A brief theoretical study on Differential Equations containing definitions,
classifications and solutions, with emphasis on differential equations ordinary, 1st and 2nd
order ordinary differential equations and their resolution methods. For the elaboration of

this work, bibliographical searches were carried out with printed and electronic sources.

Keywords: Ordinary Differential Equations. Applications. Damped Harmonic Movement
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1 INTRODUCAO

As equacoes diferenciais competem em uma das areas de maior importancia da
matematica, pois seu estudo possibilita modelar fenomenos estudados nas mais diversas
areas do conhecimento, como fisica, quimica, biologia e engenharias. De acordo com [4] (p.
1), no decorrer dos trés ultimos séculos, as equagoes diferenciais obtiveram a atencao dos
maiores matematicos do mundo que a usaram como ferramenta para descrever e solucionar
matematicamente os problemas da vida real.

Sendo assim, segundo Bassanezi:

O objetivo fundamental do "uso”da matemética é de fato extrair a
parte essencial da situacdo-problema e formalizé-la em um contexto
abstrato onde o pensamento possa ser absorvido com uma extraordinaria
economia de linguagem. Desta forma, matemética pode ser vista como
um instrumento intelectual capaz de sintetizar ideias concebidas em
situacgoes empiricas que estao quase sempre camufladas num emaranhado
de menor importancia. (BASSANEZI, 2014, p.18).

Diante dessas informacoes e dentre outras adquiridas durante o periodo da gradua-
¢ao, desencadearam uma estima pelo tema que motivou o desenvolvimento deste trabalho.
Desse modo, procuramos nos aprofundar no tema e com isso repassar os conhecimentos
adquiridos sobre as equagoes diferenciais ordinérias e suas aplicabilidades em situacoes do
cotidiano, considerando o interesse em permitir estudos posteriores, onde este trabalho
servira como recurso em forma de nota de aula sobre o assunto. Contudo, acreditamos que
esse estudo sera de suma influéncia para a vida profissional.

O presente trabalho tem como finalidade a abordagem de algumas principais
modelagens das equagoes diferenciais, em particular das equagoes diferenciais ordindarias
de 12 e 22 ordem, tais como: Datacao por Radiocarbono, Lei de Resfriamento de Newton,
Movimento Harmonico Amortecido e O Crescimento de Peixes (Von Bertalanffy). Assim,
mostrando ao leitor um conhecimento tedrico-préatico. Para tais abordagens fez-se o uso de
conceitos, teoremas e fundamentos tedricos explanados nos capitulos iniciais.

A estrutura do trabalho estd fragmentada em cinco capitulos: O primeiro capitulo
¢ composto pela introdugao onde esta presente o resumo de todo o trabalho realizado
adiante.

O segundo capitulo aborda alguns conceitos tedricos béasicos sobre equagoes diferen-
ciais, tais como definigao; classificacao quanto ao tipo, ordem e linearidade; solucoes, dentre
elas a solucao de um Problema de Valor inicial. Desse modo, tais informagoes servirao
como alicerce para o desenvolvimento dos capitulos seguintes, visto que, sao pré-requisitos
essenciais para haver uma melhor compreensao do tema abordado neste trabalho.

O terceiro capitulo discorre sobre as equacoes diferenciais ordindrias de 1# ordem
que expressa as diversas formas de representacao de uma equagao diferencial juntamente

com seus respectivos métodos de resolucao, tais como: a resolugao de equacoes exatas e
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lineares através do fator integrante, bem como de equagoes importantes como as equagoes
de Bernoulli, Riccati e Clairaut. Descreve-se detalhadamente cada caso de modo a propor-
cionar um melhor entendimento dos processos de modelagem das equacoes ordinérias de
primeira ordem.

O quarto capitulo explana sobre as equacoes diferenciais ordindrias de 2% ordem,
que engloba o estudo das Equacoes Lineares Homogéneas e seus respectivos casos, geral e
particular, em que os coeficientes sao constantes, e as Equacoes Lineares Nao-Homogeéneas
com énfase nos Métodos de Coeficientes Indeterminados e Variacao de Parametros. Tam-
bém é abordado de forma breve o Problema de Valor inicial e de Contorno referente ao
grau das equacoes mencionadas. O conhecimento matematico desenvolvido acerca de tais
informacoes, assim como no capitulo anterior, apresenta modelagens que serao expressas a
seguir.

Finalmente, o quinto e tdltimo capitulo, é dedicado especialmente a algumas apli-
cacoes, no qual sera apice de todo o trabalho. Compreende na modelagem de primeira
ordem: a Datacao por Radiocarbono, que utiliza os calculos de meia vida do Carbono 14
para datar com relativa precisao o tempo em que sedimentos organicos, ossos, conchas
maritimas e madeira viveram, através da quantidade de carbono 14 existentes apds a morte
destes organismos. Outra aplicacao, é a Lei de Resfriamento de Newton, que consiste em
demonstrar a variagao de temperatura de um corpo quando colocado em contato com um
determinado ambiente, sendo assim, possivel prever a temperatura de um objeto apds
decorrer um determinado tempo.

No que se refere a equagoes de segunda ordem, tem-se como aplicacao o Movimento
Harmonico Amortecido, que basicamente é um sistema massa-mola que recebe influéncia
de forcas dissipativas arbitrarias que amortecem o movimento até estagnar, ou seja, forcas
de atritos como fluidos viscosos. As oscilagoes neste sistema sao amortecidas pela presenca
do fluido, gerando um movimento oscilatério amortecido, se o amortecimento for pequeno
a amplitude das oscilagoes diminui lentamente com o tempo. Para exemplificar de forma
clara essa aplicacao, durante a apresentagao serd exibido um video explicativo de um
experimento pratico mostrando como ocorre o movimento harmonico amortecido em fluidos
viscosos. E por fim o Crescimento de Peixe de Von Bertalanffy, método que auxilia na
exploracao de determinadas espécies, estabelecendo um controle e condigoes viaveis para
melhorar o crescimento e a eficiéncia na producgao de peixes, em que relaciona a idade com
0 peso, ou seja, descrever a chamada curva de crescimento. Dessa maneira, os calculos da
equacao de Von Bertalanffy, tem uma importante credibilidade, pois podem ser aplicados
nao apenas a peixes, mas para quaisquer espécies de producao, criando um padrao de
metabolismo para cada animal, entretanto o foco deste trabalho serda somente em relacao

ao crescimento de peixes.
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2 UM BREVE ESTUDO AS EQUACOES DIFERENCIAIS

2.1 Equagao Diferencial

Uma equagao é dita diferencial, quando compreende determinadas fungdes (incég-
nitas) e suas derivadas, ou seja, toda equagao que contém as derivadas ou diferenciais de
uma ou mais variaveis dependentes, em relacao a uma ou mais variaveis independentes,

denominamos como equagao diferencial.
Em termos matematicos
2(t) = F(t, (1), 2 (6), 22 (8), ... a"D(1))

é uma equagao diferencial, onde F' é uma funcao, ¢t é a variavel independente, x(t) fungao

e z'(t),i =1,...,.n — 1 sao as derivadas da funcao z(t)

Exemplos:
dy
Y sy =1 1
7 oY (1)
y" + 3y + 6y =sinz (2)
x2@—|—xd—y+x2 =0 (3)
dx? dx Y

2.2 Classificagao

As equagoes diferenciais podem ser classificadas de acordo com o Tipo, Ordem e

Linearidade.

2.2.1 Tipo

As equagoes diferenciais fragmentam-se em dois tipos: equagoes diferenciais ordi-

néarias (EDO) e equagoes diferenciais parciais (EDP).

Definigao 2.2.1 (EDO). Equagées diferenciais ordindrias, sio aquelas que apresentam
derivadas ordindrias de uma ou mais varidveis dependentes com relacao a uma unica

varidvel independente.

Exemplo:

dy . s . ., .,
e — +5y = ¢€” é uma equagao que apresenta uma variavel dependente y e uma variavel

dt

independente ¢, sendo assim uma equacao diferencial ordinaria;
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d? dv
° d—y — (d_) — by = 0, apresenta duas varidveis dependentes y e v, e apenas uma
x x

variavel independente x, caracterizando-se como uma equacao diferencial ordinéria.

Note que, nao importa a quantidade de variaveis dependentes que uma equacao
pode apresentar, se a mesma possuir apenas uma variavel independente, serd sempre uma

equacao diferencial ordindria.

Definicao 2.2.2 (EDP). Equacdes diferenciais parciais, sao aquelas que apresentam deriva-

das parciais de uma ou mais variaveis dependentes de duas ou mais varidveis independentes.

Exemplo:

. Ou ov . .
e Nesta equacao — = ——— nota-se que existem duas variaveis dependentes u e v, e

dy ox

também duas variaveis independentes y e x. Logo é uma equacao diferencial parcial

por apresentar mais de uma variavel independente;

N _ *u % 28u
e Naequagdo — = — — 2—
A0 52 T o T Yo

variaveis independentes w e t.

, apresenta apenas uma variavel dependente u e duas

Observe que tanto nesses exemplos apresentados assim como na Equacao Diferen-
cial Ordinaria, a equacao diferencial parcial independe do nimero de varidveis dependentes,
o que as difere é que uma equacao para ser caracterizada parcial deve possui mais de uma

variavel independente.

2.2.2 Ordem

A ordem de uma equagao diferencial (EDO ou EDP) é caracterizada pela derivada

de mais alta ordem que ocorre na equagao. Por exemplo

d®y dv\? .

é uma equacao diferencial de terceira ordem (ou ordem trés), pois podemos observar que
3

v
a derivada de maior ordem é d_gé’ haja vista que T trata-se de uma derivada de
x T

primeira ordem elevada a segunda poténcia. Desse modo, por defini¢ao, temos uma equacao
de terceira ordem. Uma equacao diferencial ordinaria geral de n-ésima ordem pode ser
expressa na seguinte forma

dy 2y d® dar
F( y d*y d’y y)

x7y7£7@7d$37'”7%

=0 (5)
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d?’L
onde F' é uma funcao de valores reais de n + 2 varidveis e onde (d_y) = y™. Assim,
x'fb

explicitando y™, temos
v =f ey Yy Y, (6)
onde (6) é conhecida como a forma normal de uma equacao diferencial ordinaria de ordem

n.

Exemplos:

e i/ = 2x, é uma equacao ordindria de ordem 1;

d2u d?u ) . . .
— + — =0, é uma equacao diferencial parcial de ordem 2;
* da? dy?
w In Inz
o ' = , ¢ uma equacao diferencial ordinaria de ordem 3.
x?

2.2.3 Linearidade

As equagoes dividem-se em linear e nao-linear. A equacao linear é toda equacao
que pode ser colocada na forma,
dn dn—ly

@) T 4 (@) T () ao(aly = o)

e ainda obedecer as seguintes propriedades que caracterizam uma equagao linear:

I. A varidvel dependente e suas derivadas devem ser de primeiro grau, ou seja, a

poténcia de cada termo envolvendo a variavel dependente é 1.

I1. Cada coeficiente depende apenas da variavel independente.

Equagoes nao-lineares sao aquelas que nao apresentam as propriedades das equacoes

lineares.
Exemplos: ;
Y ) =0 )
y' =Ty +12y =0 (8)
y" + 26"y’ +yy =t* 9)
x%+22%—5x3—+7y (10)

As equagdes (8) e (10) sao equagdes diferenciais lineares de segunda e terceira

ordem respectivamente, e obedecem as propriedades mencionadas sobre linearidade. As
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equagoes (7) e (9) sao equagoes diferenciais nao-lineares de quarta e terceira ordem,
respectivamente. Observe que a equagao (7) por possuir uma derivada elevada a segunda
poténcia, desobedece a primeira propriedade no qual o expoente é diferente de um, sendo
assim, nao-linear. Note que a equagao (9) também nao é linear, pois um de seus coeficientes
estd em fungao de y (variavel dependente), quando na verdade deveria ser em funcao de x

(varidvel independente), assim violando a segunda propriedade.

2.3 Solugoes

A solugao de uma equacao diferencial é toda e qualquer fungao y = ¢(t) derivavel
ao menos de ordem n, em algum intervalo I, que quando substituida em uma equacao
diferencial seja capaz de reduzir a mesma a uma equacao identidade. Assim, uma solugao

para equacao diferencial ordindria

Fz,y, v,y ....y" V) =0

¢ uma funcao ¢ que satisfaz a equacao com no minimo n derivadas, ou seja, Vt € I,
F (1, 6(t), ¢/(0), "(8)...... 9 (1)) = 0.
Exemplo: Dada a equagao y” — 2y’ + y = 0, verificaremos se a funcao y = xe® é solugao da
equacao.
Solugao: Para isso, deve-se calcular primeiramente as derivadas de y em relacao a x. Assim,
Yy =ze” +e" ey = xe” + 27
substituindo vy’ e y”, temos:
' =2y +y=0= (xe” +2¢") — 2(xe” + ") + xe”
aplicando a distributiva,

ze® 4+ 2e* — 2xe” — 2e” + xe” = 2xe” + 2e” — 2xe” + 2" = 0.

Logo, y = ze® é solugao para y” — 2y’ + y = 0. Existem varios tipos de solugoes
de uma equacao diferencial, dentre elas solugao geral, solucao particular, solucao explicita

e solugao implicita.

2.3.1 Solucao Geral

E uma solucao que contém constantes arbitrarias independentes entre si, tal que

dependem da ordem n de cada equacao, ou seja, uma equacao de 12 ordem contém uma
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constante arbitraria; de 2% ordem, duas constantes e assim sucessivamente. Resumindo,
é o conjunto de todas as solugoes, geometricamente, representa uma familia de curvas,

chamadas curvas integrais.

Exemplo: Dada a equacao diferencial
dy
= —y=2(1- 11
o~y =2(1-1) (11)

encontre a solucao geral.

Solugao: Afirmacao:
y=2x+Ce’ com CeR (12)

é a solucao da equacao dada.

Com efeito, primeiramente derivamos y em relagao a x, obtendo:

dy
Y _9qcer
dx tle

d
substituindo y e d—y na equacao inicial, temos
x

dy
- —y=21-2)

2+ Ce" — 2z +Ce") =2(1 — )
2+ Ce" —2x—Ce” =2(1 —x)
2(1—2z)=2(1—2)
0=0.

Logo, ¢é veridico que y = 2x + C'e” ¢ a solugao geral da equacao dada, pois C' é a
constante arbitraria e todos os valores atribuidos a C' serao solugoes da equagao diferencial,
sendo assim uma familia de curvas.

2.3.2 Solugao Particular

E uma solugao obtida da solucao geral que satisfaz uma condicao inicial, ou

condicao de contorno dada, através de valores impostos as constantes arbitrarias.

Exemplo: Na equagdo anterior obtivemos como solucao geral a equagao (12) dada esta

solugdo, agora encontraremos a solugao particular na seguinte condigao inicial y(0) = 3.
Solugao: Para x = 0 e y = 3 segue de (12) em que

y=2x+ Ce”®



3=2-0+C¢
C=3
substituindo (13) em (12),
y = 2x + 3e”,

é uma solucao particular e também faz parte da familia de solugoes.

2.3.3 Solugao Explicita

18

(13)

E uma solucao em que a variavel dependente é apresentada somente em termos

de varidveis independentes e constantes, isto é, solugdes expressas na forma y = f(x), que

quando substituida na equacao diferencial a reduz a uma identidade. Observagao: Como

as solucoes explicitas nao diferem das demais solugoes como uma solugao isolada, a mesma

sO estd empregada na forma como é escrita.

Exemplo: Dada a equacao diferencial

dy _

dx_x

determine a solugao explicita.

2

- ~ x ,
Solugao: Temos como solucao y(z) = 5 + ¢, onde ¢ é uma constante.

Substituindo y(x) em (14)

que é uma identidade.

2.3.4  Solucao Implicita

Uma solugao implicita é uma fungao na forma f(z,y) do conjunto de varidveis

dependentes e independentes que por meio da derivacao implicita reduz a solugao a equagao

diferencial inicial.

Exemplo: Seja a equagao diferencial ordinaria

d
2z + cos yd—y =0.
x

Solugao: A funcao f(x,y) = 2% +siny — 2 = 0 é solugao implicita da equagao diferencial

dada.

Para verificarmos, devemos derivar f(z,y) em relagao a variavel x

d
dx dx

que ¢é a equacao diferencial inicial.

dx

d d
T (flwy)) = (@ +siny — 2) = 2(0) = 20+ cosyL =0



19

2.4 Problema de Valor Inicial (PVI)

Um problema de valor inicial (PVI) ou Problema de Cauchy', consiste em uma
equacao diferencial onde sao impostas condigoes iniciais sobre a funcao incognita e suas
derivadas, desde que essas condigoes iniciais sejam restritas a um mesmo valor fixado da
variavel independente. Tomemos por exemplo, a equacao diferencial de primeira ordem

Y _ fay)
dx ’
submetida a condicao inicial y(xy) = yo, no qual xy é um nimero em um determinado

intervalo e yo € um nimero real arbitrario. Ou seja, um PVI pode apresentar-se na seguinte

situacao
dy
y(xo) = Yo

Tomando por exemplo a equagao (11) e aplicando a condigao inicial imposta na

seccao 2.3.1 temos o seguinte Problema de Valor Inicial

dy
d—x—y—Q(l—x)

y(0) =3

cuja solucao encontra-se na mesma seccao.

A solugao de um PVI possibilita obter uma das varias solugoes de uma EDO, isto é,
uma funcao entre as diversas fungoes que satisfazem a equacgao em circunstancias especificas,
ou seja, em um intervalo I, contendo a condicao inicial xy. Porém para identificar a solugao

de uma EDO, deve-se comprovar sua existéncia e unicidade.

Ao tratarmos de um problema de valor inicial, surgem duas perguntas fundamen-

tais:

(i) O problema tem solugao?

(ii) Se existir solugao, ela ¢é unica?

Para responder tais perguntas lancaremos mao de um teorema que nos mostra a

Existéncia e Unicidade de uma solucao.

1 Augustin Louis Cauchy(1789-1857) matematico francés, suas grandes contribuicoes foram a introducao

do rigor na analise matemadtica e a sistematica criacao da teoria dos grupos
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2.4.1 Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucao de uma EDO

Teorema 2.4.1 (Existéncia e Unicidade). Seja Q C R?* um aberto e f: Q — R funcao
continua com f,: Q@ — R também continua. Dado (x¢,yo) € 2, existe um intervalo aberto
xg € I e uma unica funcao diferencidvel ¢: I — R com (x,¢(x)) € Q, para todo x € I,

que € solucao do problema de valor inicial.
y'(z) = f(z,y)
y(x0) = yo

(Ver demonstragao em [10] p. 6)
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3 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE 1> ORDEM

Neste capitulo serd abordado as equacoes diferenciais ordindrias de 12 ordem, que

sao equacgoes escritas da seguinte forma

F(z,y,y) =0
ou ainda p
y

onde f é uma funcao de duas varidveis dadas, sendo a solu¢ao, qualquer funcao diferencidavel
que satisfaca a equacao para todo z em algum intervalo, mais precisamente em seguida

serd visto se essas fungoes existem, e se caso existam quais os métodos para encontra-las.

3.1 Equacgoes Separaveis

As equacoes separaveis ou variaveis separaveis sao equacoes de primeira ordem

que podem ser escritas na seguinte forma

Y = g(@) () (15)

Dar-se a nomenclatura “separavel” pelo fato de que é possivel separar as fungoes
de modo que cada membro da igualdade possua uma funcao com apenas uma variavel.

Assim pode-se escrever a equagao:

dy
f(y)

sendo f(y) # 0. Desse modo podemos aplicar a integragao direta em ambos os lados da

dy
W) —/g(ac) dx.

= g(z) dx

equacao. Assim, temos

Portanto, a equagao (15) pode ser resolvida pelo método de separagao de varidveis.

Exemplo: Resolva a seguinte equagao diferencial

dy _

= 6y.
dx J

Solugao: Inicialmente, separamos as variaveis

dy _

d
6y:>—y:6da:
dx Y
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em seguida, devemos integrar ambos os lados da equacao,

d 1
/—y:/6dx:>/—dy:6/dx
Yy Y
resolvendo as integrais, aplicando suas regras basicas, temos
Iny 4+ Cy, = 6(x + Cy)
simplificando,

Iny+Cy =6x+4+6C; = Iny =6z + 6C; — C; = Iny = 62 + C;

6lny:66x-l—03 s y:66m.603 s yzcv4.€6a: s y:C_e6ac

¢ a solucao da equagao dada.

Exemplo: Resolva a equacao

y =Y
24+ 1
Solugao: Podemos reescrever da seguinte forma,
dy _y
de  2?2+1
separando as variaveis, temos
dy  dz
y  x2+1

e integrando ambos os lados da equacao, obtemos

dy dx 1 1
/?:/x2+1—_—>/;dy:/x2+1dm:lny:arctgx+0

arctgx+C

arctgx  C

Iny e

e’V =e —y=ce

logo, a solucao geral é

onde
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3.2 Equacgoes Exatas

As equacoes diferenciais exatas sao equagoes que podem ser escritas na forma

M(z,y) dz + N(z,y) dy = 0 (16)
onde,

o My (7
(]

5 = Naw) (18)

para uma fungao qualquer de duas varidveis ¥(x,y) = C, tal que C' é uma constante
qualquer. Apresentaremos o seguinte teorema que nos dard um critério para identificar se

uma equacao é exata ou nao.

Teorema 3.2.1 (Critério para Diferencial Exata). Sejam M (x,y) e N(x,y) fun¢des continuas
com derivadas parciais continuas em uma regidgo retangular R definida por o < x < f3;

0 <y < 0. Entao, uma condi¢cao necessdaria e suficiente para que
M (z,y) dx + N(z,y) dy
seja uma diferencial exata é

em cada ponto de R. Ou seja, eziste uma fung¢iao W que satisfaz as equagoes (17) e (18),

se e somente se, M e N satisfazem a equacao (19).

Demonstragao:

Para demonstrar esse teorema devemos primeiramente mostrar que, se existe uma
funcao ¥ tal que as equagoes (17) e (18) sdo verdadeiras, assim a equagao (19) ¢ satisfeita.

De fato, calculando M, e N, das equagbes (17) e (18) obtemos:

My(z,y) = Vuy(z,y) € No(z,y) = ¥yu(z,9). (20)

Como M, e N, sao continuas, por hipdtese, segue que ¥,, e ¥,, também sao

continuas, portanto, isso garante a igualdade da equagao (19).

Desse modo, precisamos mostrar que se M e N satisfazem a equagao (19) entao a
equagao (16) é exata. Para validar essa condigao, devemos supor uma funcao ¥ tal que
satisfaga as equagoes (17) e (18).

o/ ov
ox
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Integrando a primeira equagao em relagao a x, mantendo y constante, obtemos
/%(w,y)dﬂc = /M(:B,y)dx

V(z,y) = Q(x,y) + g(y) (21)

0
onde Q(z,y) é uma fungao qualquer diferencidvel tal que —Q(a:, y) = M(x,y).

ox

Como por exemplo, escolhendo

Q) - | "M (e, y)ds

sendo xy uma constante especificada com o < zy < 3. Perceba que a funcao g na equacao
(21) é uma funcao diferencidvel arbitraria de y, que neste sentido é uma constante de
integragao. Diante disso, devemos mostrar que é possivel escolher g(x) de modo que a
equacao (18) seja satisfeita, isto é, que ¥, = N. Sendo assim, derivando a equacdo (21) em

relagao a y e igualando o resultado a N(z,y), temos

0 :
Uy (a.9) = e, + 9 ) = Niz,w)
resolvendo para ¢'(z)
/ 0Q
derivando o segundo membro da equacao (22) em relagao a z, temos
ON 0 0Q
%(%y)—%a—y(%y) (23)

e trocando a ordem das derivadas na segunda parcela da equacao, tem-se
ON 0 0Q
%(x,y) - a—y%(%y)

0
como —Q(x, y) = M(z,y), temos pela equagao (19) que

ox
ON oM
logo,

My(l',y) = Nx(xvy)'

Sendo assim, podemos analisar que a expressao a direita da equagdo (22) nao
depende de x. Assim, integrando a equagao (22) encontramos g(z) que substituindo na
equacao (21) encontramos a funcao desejada ¥(x,y) onde podemos obter uma solugao
implicita dada por

V(r,y)=C

onde C' é uma constante arbitraria. Logo a demonstracao do teorema esta concluida.
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3.2.1 Fator Integrante

Quando uma equacao diferencial nao é exata é possivel transforma-la em uma
equagao exata, para isso é necessario multiplica-la por uma fungao u(z,y) chamada Fator
de Integracao.

pM (z,y) dz + pN(z,y) dy =0

Encontrar um fator de integracao nao é uma tarefa facil, mas existem duas
maneiras importantes e muito uteis na obtencao de fatores de integracao simples, isto é,
quando u for uma fungao de apenas uma das variaveis x ou y, em lugar de ambas. Para
isso existem condigoes necessarias a M e N de modo que M dx + N dy = 0, tenha um

fator integrante que dependa somente de x. Tendo em vista que p = p(x), temos

dp
(uM)y = puMy e (uN)z = MNHN@
assim, para que (uM)y seja igual a (uN)z, é necessario que
dp M, — N,
dy N
M, - N, , - . . . ,
se ———— é uma funcao apenas de x, entao existe um fator integrante p que também

depende apenas de x. De maneira andloga podemos determinar a condigdo em que p = p(y).

Exemplo: Resolva a equacao
(3% + 2y) dx + (27 + 2y) dy = 0.

Solugao: Primeiramente, precisamos mostrar que a EDO ¢ exata, para isso, devemos
identificar

M(z,y) =3z +2y e N(x,y) =2z + 2y

em seguida mostramos M, = 2 = N,, logo a equacao ¢ exata pelo teorema, existe uma

fungao F(x,y), tal que

M(x,y) = g—i = 32" +2y (24)

) oF
N(z,y) = — =2x+2 25
(z,y) o y (25)

tomemos a equagao (24) e integrando em relagao a variavel z,

/F(x, y)de = /(3x2 +2y) dz = 2° + 22y + g(y)

derivando o resultado em relagao a variavel y, tem-se

OF

a—y(:r, y) =22+ g (y) (26)
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igualando (26) a (25), temos
20 +g'(y) =220 +2y = ¢'(y) =2y
integrando a equacao acima em relagao a y, obtemos
9(y) =y
portanto, segue que,

F(z,y) =24+ 2zy +g(y) e Flz,y) =2*+2zy+y° + k.

Logo, a solucao implicita para a equacao exata dada sera
20y +9y? =C
Exemplo: Resolva a equacao diferencial

(1 . Sm(x)) do+ L dy =0, (27)
vy y

usando o fator de integracao p(z) = xy.

Solugao: Como na propria questao ja vem determinado o fator integrante, isso nos indica

que ela nao é exata, porém vamos verificar.

Sejam,

dai,

oM _sin(a) | ON _,
oy 2 or

0 ON . L , :
Vemos que 0 # I entao essa EDO nao é exata, porém vamos verificar se o
x

fator integrante u(z) = xy pode solucioné-la.

Multiplicando (27) por zy, obtemos:
1 i 1
Ty <— — M) dr + xy—dy =0
x Y Y

simplificando,
(y — xsin(x)) dx + x dy = 0.

Nos deparamos com uma outra equacgao diferencial ordinaria, devemos fazer o

mesmo processo anterior para saber se a equagao acima ¢ exata. Sendo

M(z,y) =y — zsin(x) (28)
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e
N(z,y) == (29)
segue que,
ov | _on
oy  Ox’

Logo, confirmamos que ¢ exata. Portanto vamos encontrar a sua solucao. Tomando

a equagao (28) e integrando em relagao a variavel z,

/M(:v,y) dx = /(y —zsin(z)) der = f(z,y) = /ydx - /:csin(af) dx
utilizando integragao por partes, obtemos
f(x,y) = yx + 2 cos(x) — sin(z) + g(y) (30)

derivando a equagao em relagao a y, temos

oM

a—y(x,y) =r+4(y) (31)

igualando (29) a (31),
r=x+4y) =4y =0

integrando ¢'(y) para encontrar g(y), tem-se
[dwar= [0dr— g =0,
substituindo g(y) em (30), obtem-se
f(z,y) = yx + x cos(z) — sin(z) + 0,
consequentemente solugao é dada por f(z,y) = C, fazendo a substituigao, obtemos
yx + x cos(x) — sin(z) = C,

que é solucao implicita da equacao dada.

3.3 [Equacoes Lineares

Considere a equacao diferencial linear de ordem n

mn

an(x)d—x‘z + any (@)

dn—ly

d
e +F G1($)_y +ao(z)y = g(z)

dx

Se n = 1, temos uma equacao linear de 12 ordem,

dy

a; (3:)@ + ao(7)y = g(v)
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dividindo a equagao pelo coeficiente a;(z), obtemos algum intervalo em que,

a@dy (@) _ ()
aj(x)dr  ay(x) ai(x)

g()

e f(z) = ==, desse modo, substitui-se na equagao e obtemos uma
a1 xr

tomando P(x) = o
arx

forma usual de uma equagao linear,
dy
24 p = ) 32
v Pa)y = f(2) (32)
Em busca de técnicas matematicas para encontrarmos as solugoes da equacgao
linear (32), temos que hé certos casos em que P(z) = 0. Na equagao (32), com P(z) =0 a

equacao torna-se
dy
_ = x
0 = (@)

que pode ser resolvida facilmente integrando ambos os lados no qual a solugao geral é dada

por

y(z):/f(x)dx—l—a

Entretanto, esse método direto de solugao nao se aplica em todos os casos de
equagoes lineares, por exemplo, quando P(z) # 0. Desse modo, para um caso geral devemos

utilizar o método do fator integrante da equacao linear.

3.3.1 Fator Integrante

Para encontrarmos a solu¢ao da equacao (32) em um intervalo I em que P(z)
e f(z) sejam fungoes continuas, devemos utilizar o método de Leibinz', que consiste
em multiplicar a equagao diferencial por uma fungao p(z) chamado de fator integrante,

escolhida para facilitar a integracao da equagao resultante.

Assim, dada a equacao linear de primeira ordem geral definida por (32).

Wy Playy = 1)

multiplicando (32) por uma fun¢ao indeterminada u(x) obtemos

dy

u@ﬁ;+P@M@M=u@ﬁ@) (33)

Perceba que o primeiro membro da igualdade é a derivada do produto de u(z)y,

desde que

d

(@) = P@u(x) (34)
i

Gottfried Wilhelm Leibniz foi um proeminente polimata e filsofo alemao e figura central na histéria

da matematica e na histéria da filosofia. Sua realizacao mais notavel foi conceber as idéias de cédlculo

diferencial e integral, independentemente dos desenvolvimentos contemporaneos de Isaac Newton.

1



que é também uma equagao diferencial linear, no entanto com f(x) = 0.

1
Tomando p(z) # 0 e multiplicando (34) por ——, temos

()

) = P(a),

w(x) dx

como —— = —(In |u(x)|), temos
= gpn @)

pela regra da cadeia, tem-se

integrando ambos os membros,

In|u(z)| = /P(:L‘)d:c—i- k
aplicando a exponencial em ambos os membros

IM($) _ ekl . efP(x)da:

w(z) = k- el P@dz,

29

Como buscamos encontrar apenas um fator integrante tomamos k£ = 1, e assim

N(‘T) _ efP(a:)dm.

Segue da equagao (33),

assim,

onde ¢ é uma constante arbitraria.

Exemplo: Encontre a solucao da equacao

dy 4 5
T————y=uxe
dr =z

T

Solugao: Observe que a equacao dada nao esta na forma,

dy

%er(ff?)y:f(ff)



sendo assim, devemos dividir a equacao por x para que ela se torne linear

como P(x) = —, vamos encontrar o fator de integracao p(z),
T

px) = e S P@dr — () = of ~2de _ ~4[Lde _ ~4lnla|

Vale lembrar neste caso, o uso da propriedade do logaritmo b

agora multiplicamos (35) pelo fator de integracao u(z) = 274,

x“ﬁ—i — 4x Oy = xe”
simplificando,
%oy
aplicando a integral por partes
d ., _4 —4
/%(x y)dm:/xemdx:x y=uxe" —e"+C.

logo,

y(x) = 2" — x'e® + Oz?

é solucao da equagao dada.

Exemplo: Considere a equagao dada ¢y’ = x + 5y e encontre a solugao geral.

Solucgao: Inicialmente devemos colocar a equacgao na forma padrao
/
y —dy=x

sendo P(x) = —b, vamos determinar o fator de integracao,

/L(ZL') _ efP(m)d;t — ,LL(J}) _ 6f—5,dx — ¢ 0%

multiplicando a equagao (36) pelo fator integrante encontrado, temos

(y/ . 5y)675m — xeﬁfm

a equacao acima pode ser escrita como,

d

el -5z -5z
dx )

(ye

=N,

= (ye " — bye ™) = ze " = y'e " + y(—5e %) = ze

30

(35)

(36)

—bz
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integrando ambos os lados da expressao, temos

d
/%(ye_‘f’x) dx = /:Be_5$ dr = ye ™" = /:Be_‘r’”C dx

aplicando a integragao por partes no segundo membro,

1 1
ye—5z — _5xe—5m . 2_56—5x +C
simplificando o resultado,
1 1
y=——x— — + Ce’.
5 25
1 1 e - N .
Portanto, temos que y(z) = —gaz ~9F + Ce’* é a solucao da equagao.

3.4 Equagoes Homogéneas

Para definirmos o que é uma equacao diferencial ordindria homogénea, precisamos
a principio falar sobre o conceito de fun¢ao homogénea. Uma fungao f(x,y) é homogénea

de grau n, se satisfazer a seguinte relagao, para todo t € R.

[tz ty) =t"f(x,y)

Se f(x,y) for homogénea de grau 0, entao

[tz ty) = f(z,y)

sendo assim, uma equacao na forma diferencial
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (37)

¢ denominada Homogénea de 1? ordem, se os coeficientes de M e N apresentarem o mesmo
grau, ou seja
M (tz,ty) = t"M(z,y) e N(tz,ty) =t"N(z,y)

3.4.1 Método de Substituicao

Para resolver esse tipo de equacao é essencial o uso de uma substituicao algé-
brica, transformando a equacao em uma equagao separavel. De forma mais especifica, a
substituicao pode ocorrer sendo ¥y = uxr ou x = vy em que u € v SA0 as novas variaveis

independentes. Para isso, tomemos y = ux e sua diferencial como sendo dy = udx + xdu.
Dali,
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e ainda,
M(z,y) = M(x,ux) = 2"M(1,u) e N(z,y) = N(z,ux)=2"N(1,u)
substituindo na equacao homogénea, temos
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0
"M (1,u)de + 2" N(1,u) (udx + zdu) = 0
[M(1,u) + uN(1,u)] de + zN(1,u)du =0
assim,
dx N(1,u) du

z T MLu) +uN(La)

Exemplo: Resolva a equagio homogeénea (22 + y?) dz + (2* — zy) dy = 0.

=0.

Solugao: Temos que M (z,y) e N(x,y) sdo homogéneas de grau 2, portanto tomaremos

y = ux para transformé-la em uma equacao diferencial de 1? ordem e separédvel, assim
y=ux e dy = udr + xdu
(2* +y?) do + (2* — 2y) dy = 0
(z® + (ux)?) dr + (2% — z(uz)) dy = 0
colocando os termos em evidéncia, temos
(1 +u)dr +2*(1 —u)dy =0

1-— d
“du+ = =0
14+u x

2 d
{—1+ 1du+—x20
1+u

T

aplicando a integral,

2 d
/ (—1 + —) du—l—/—x =0= —u+2In|l+ul+ln|z| = —g+21n‘1 + y‘+ln|$| =0
I+u x x x

utilizando as propriedades de logaritmo, podemos escrever a solucao precedente como

(x4 y)°
CXT

In

y
x

Yy, ~ -
logo, temos que = é a solucao da equagao.
x

J]2+y2

Exemplo: Dada a equacao , resolva.



33

Solugao: Antes de encontrarmos a solucao precisamos testar se a equacao é homogénea,

para isso devemos saber se satisfaz a relacao f(tz,ty) = f(x,y). Entao
22 + ¢
Ty

t2I2+t2y2 B J]2+y2

te, ty) = _
f(tz,ty) iy 7

= f(z,y),

agora vamos resolver a equacao diferencial homogénea, tomaremos y = xv, assim: ¢y =

xv' 4 v, substituindo na equagao homogénea temos:

2?4 (xv)® 2?4z (1407 1407

/ pr— — —
= z(zv) x%v x%v v

separando a fracao, obtemos

, 1
v +v=-—+v

v
e simplificando, tem-se
1
zv' ==
v
, dv
como v'(z) = —, podemos escrever como
dx
dv 1
r— = —
dr v
separando os termos
dx
vdv = —
x

integrando ambos os membros, teremos
dx
/vdv:/—:>v2:21n|x|+0
x

portanto, teremos a relacao
y* = 2*(2In|z| + O).

3.5 Equagao de Bernoulli

Uma Equacdo de Bernoulli?, corresponde a uma equacao diferencial de 1% ordem,

se estiver no seguinte formato

dy

-+ P(x)y = Q(x)y" (38)

onde P e () sao constantes ou funcoes continuas, n é um numero real qualquer diferente

de zero (n # 0 e n # 1), caso contrario, n = 1 e n = 0 torna-se uma equagao linear. Para

2 Jakob Bernoulli foi o primeiro matematico a desenvolver o célculo infinitesimal para além do que foi

feito por Newton e Leibniz e também desenvolveu o método de separacao de varidveis.
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resolvermos esse tipo equacao, devemos transformé-la em uma equacao linear, para isso,

devemos dividir toda a equacao por y”, assim

Y L Py = Q(a)

dx
Seja w = y'™,
dw _dy _dy dw 1
—_— = 1 — n_< —_— n_<Z — .
dx (1=mn)y dx Y de dr 1—n
aplicando a substituicao das varidveis temos
dw 1
> P —
L+ P = Q)

assim, para transformar a equagao obtida em uma equacao linear, basta multiplicar ambos

os membros por (1 —n), assim

2_1;] + (1 —n)P(x)w=(1—-n)Q(x)

uma equagao diferencial ordindria linear, que pode ser resolvido como foi visto na sessao

(3.3).

Exemplo: Resolva
dy 1 9
T Ty = . 39
oty =y (39)

Solugao: Observe que para n = 2, temos uma equacao diferencial de Bernoulli nao-linear.

Para transformar em linear dividiremos toda a equagao (39) por 32,

dy 1
2yt = 40
yooo oy = (40)

aplicando uma mudanca de variavel, denotamos

multiplicando w’ por —1, obtemos

desse modo, podemos realizar a mudanca de variavel.

assim substituindo w e —w’ na equacao (40)

1
—w+-w=uzx (41)
T
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multiplicando (41) por (—1) para modificar o sinal negativo da varidvel, tem-se

1
I = — 42
w = —w x (42)

1
Diante da equagao linear, identificamos P(x) = — e f(z) = —x. O fator integrante
x
para esta equagao linear no intervalo (0, —o0) é
_ e—f%dm _ e—1n|x\ _ elnm_1 -1

() =z

multiplicando (42) pelo fator integrante, temos

assim,

integrando ambos os membros, obtemos

1

T w=—r = w=—2°

1

como w =y~ *, entao

1 1
w —X

temos, entao, uma solucao para a equacao dada.

Exemplo: Resolva a equacao diferencial

NG

y — 2zy — day? = 0.

Solucao: Reescrevendo a equagao na forma de Bernoulli e dividindo-a por y%, obtemos:

=

y' — 2xy = 4ay

y’y_% — Qxy% = Ax (43)

substituindo na equagao (43), tem-se
2w’ — 2zw = 4x

simplificando,
w' —zw =2z (44)
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¢ uma equacao linear no formato de w’ + P(z)w = G(x).Vamos resolver a equacao linear
(44). Calculando o fator integrante

_2?
2

N<I> _ 6fP(w)dm _ ef—a:da: — e

entao,

2
2

p(z) =e
calculando /,u(ac)g(x) dx, temos

z2 2 o?
/e2 2z dr = 2/me2daj = —2e 2

1
=
w = 112 <—267% —|—C’) =e

e 2

como temos

=

voltando a variavel y e sabendo que t = y2,

N|=

22 22 2
y 2067—2:>y:<067—2) .

que ¢é a solucao da EDO.

3.6 Equacao de Riccati

A Equacao de Riccati® é uma equacao diferencial ordindria nao-linear de 12 ordem.

dy_
dr

em que P, Q e R sao fungoes que dependem de x. Para sua solucao é imprescindivel

P(z) + Q(z)y + R(z)y? (45)

ter conhecimento de uma determinada solugao particular y;, para que possamos fazer
substituicoes e manipulacoes transformando a equacao de Riccati em uma equacao de

Bernoulli que ja sabemos seus métodos de resolugoes. Assim, sendo

B dy B dy,  du
O P P T
substituindo na equacao acima, temos
dy,  du 9
Z_p 4
o T + Q(y1 + u) + R(y1 + u) (46)
desse modo, a equagao (46), resulta em
d
d—“ —(Q + 2y R)u = Ru? (47)
x

3 Jacopo Francesco Riccati(1676-1754) foi um matemadtico e fisico italiano que efetuou trabalhos sobre

hidraulica e também considerou diversas classes de equagoes diferenciais, mas é conhecido principalmente
pela Equagao de Riccati, da qual fez um elaborado estudo e deu solu¢oes em alguns casos especiais
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que é uma equacao de Bernoulli, cujo n = 2, onde pode ser encontrada a seguinte equacao

linear,

dw
Q425 Rw=—R
I (Q+ 2y R)w

1

onde pode ser solucionada fazendo a substituicao de w = u=".

Exemplo: Resolva a equacao
Yy =9+ 06y +y°,

com solucao particular y; = —3.
Solugao: Aplicando a substituicao y = z + 1, entao y = —3 + 2
(2—3)=94+6(z—3)+(2-3°=72=94+62—18—-62+9+2"= 2 =22

que trata-se de uma equacao de Bernoulli.

2+ 0z = 2
resolvendo Bernoulli
Z/ — 22
dividindo a equacao por 22
272 =1
aplicando a substituicao u = 2 leu = —2722 = —u’' = 2727/, assim a equacao fica
—u'=1su =-1
que trata-se de uma equacao linear que trivialmente nos leva a 4 = —x. Portanto, a solugao
geral é
u=—-x+C
retornando para a variavel z
=04+ Co2=——
—x+C
e finalmente voltando para a variavel y
3= ! 3
= Z — e ———
Y A— +C

temos, a solucao da equacao.

Exemplo: Resolva a equacao de Riccati

d 1
T
dz z

tendo como solucao particular y; = x.
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Solucao: Faremos a substituicao de y = z 4+ y; que equivale a y = z 4 x, assim,
1
(z+2) =22+ = (2 +z) — 2(2 + 2)? :>z’—|—1:2x2+i+1—2(22+2zx+x2)
x x
simplificando,

1
z':—1+2$2+E—|—1—2z2—4zx—2x2:>z'—|—(4x——)z:—222
x x

que trata-se de uma equacao de Bernoulli. Analogo ao exemplo anterior,

1
2+ (4x— —) 2= —222
x

dividindo toda a equacao por 22

1
2722 4 (4:E — —) 2 l=-2
x

fazendo a substituicio u = z 7 teuw = —27%2 = —u/ = 2~

1
—u'+(4x——)u:—2
T

multiplicando a equagao por (—1), temos

1
u'—(4a:——>u:2
x

que é uma equagao linear, para resolve-la calcularemos p(z).

ZZ/

,lL(iL’) e ef(*4$+%) dm — e_g'i‘hﬂxl — 6_2x2+ln|1“

entao

calculando / p(x)g(z) dx, temos

/.2156_23”2 -2dx = 2/.736_%2 dx

para resolver a integral usaremos o método de substituicao simples tomando a = 2z% que

Z/me_g”"”2 dz.

resulta em

Como temos que,

"= ﬁ (/ 1(2)g(x) dz + 0)



39

assim, a solugao sera

2
xe—Qm

1 e~ 2’ 1 Che®’
u = (— + 01) =——+ =

voltando para a variavel z, temos

U Cre?*  —1+42Ce* oL 2z
2 r 21 14202

e finalmente voltando para a variavel y,

2x

= = e —
y=z+r=y —1+2C’1@2$2+x

encontramos assim, o resultado da EDO de Riccati

3.7 Equacao de Clairaut

Uma equagao diferencial ordinaria nao-linear do tipo

¢ chamada de Equacdo de Clairaut*. A fim de encontrar sua solucdo devemos seguir

d
algumas etapas. Inicialmente, denota-se d—y = p(z). Obtendo
x

y(r) = zp(z) + pp(z) (48)

posteriormente, devemos derivar a equacao encontrada em relacao a x

dy dp dp
o = Pl@) + a4+ ¢(plz)
organizando,
B dp dp dp , _
pla) = p(a) + 258 + ¢ (p(a) £ = Lo+ (pla)] = 0.

Através da propriedade do produto nulo que afirma se ab = 0, logo a = 0 ou a = 0.

Portanto, podemos concluir que

d
=0 ou z+¢(plx)) =0,

d
se 2P _ 0 = p(x) = C, temos assim como solugdo geral da equagao, substituindo na
equagao (48):
y(x) = Cz + ¢(C).

Alexis Claude de Clairaut foi um matematico francés brilhante que apresentou seu primeiro trabalho
para a Academia de Ciéncias de Paris aos 13 anos. Foi precursor da geometria diferencial e realizou
estudos fundamentais sobre as curvas no espago

4
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Exemplo: Resolva a equacao de Clairaut

y =y +In(y).
Solugao: Primeiramente em uma equacao de Clairaut devemos derivar em relagao a x.

1
yl — ij//+y/+ ?y//

1
y”<x+—/):0
Y

pela propriedade do produto nulo, devemos ter pelo menos um dos fatores iguais a 0.

reorganizando a equacao temos,

Resolvendo y” = 0, temos
!

V' =0=y =C

substituindo na equagao de Clairaut
y=2xC+In(C)
obtemos, a solucao da equagao.
Exemplo: Resolva a equacao de Clairaut
y=ay + ()"
Solugao: Derivamos primeiramente a equacao em relagao a x
v =y +y +3()%"

reorganizando a equacao
y' (z+3(y)*) =0
pela propriedade do produto nulo, devemos ter pelo menos um dos fatores deve ser igual a

0. Resolvendo " = 0,

i

' =0=9y =C

substituindo na equagao de Clairaut
y=axC+C3

obtemos uma familia de retas.
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4 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE 2* ORDEM

As equagoes diferenciais ordinérias de 2% ordem sao representadas da seguinte
maneira P p
Y Y
P(z)— + Q) -~ + R(z)y = G(z) (49)

dz?
onde P, @, R, e G: (a,b) — R sao fungoes continuas definidas em um intervalo aberto (a, b),
com uma variavel independente x e outra dependente y, com y = y(x). E valido ressaltar
que se G for identicamente nula, a equacao é denominada equacao linear homogénea, caso

contréario serd nao-homogénea.

4.1 Equacgoes Homogéneas

Sao equacoes lineares de 2% ordem homogéneas, equacoes do tipo

P@)TY 1 Q)% + Ry =0 (50)

dx?

Para solucionar tais equacoes lineares, é necessario estabelecer duas condicoes

basicas que possibilitam sua resolucao.

A primeira condicao, determina que se houver o conhecimento de duas solugoes
particulares y; e y» da equacao, a combinacao linear y = c1y; + coyo sera também uma

solucao da equacao. Assim, segue o teorema

Teorema 4.1.1 (Principio da Superposigao). Se y;(z) e ya(x) sdo ambas solugdes da equagdo

linear homogénea (50) e ¢; e ¢y constantes quaisquer, entdo a fun¢ao

y(r) = cryi () + caya(x)

¢ também solugao da equagao (50).

Demonstragao: : Considere

2
P(:v)% + Q(:U)Z—z + R(x)y = 0.

desde que y;(x) e ya(x) sdo solugdes, temos

P(z)y] + Q(z)y; + R(z)y1 =0
P(z)yy + Q(x)yy + R(x)y2 =0

Assim, usando as regras bésicas de derivagao obtemos

P(z)y" + Q(z)y + R(z)y
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P(z)(ciyr + c2y2)” + Q@) (ciyr + caya)’ + R(z)(ryn + cay2)
P(x)(ciy] + cays) + Q) (c1yy + cays) + R(z)(cayr + caye)
o1 [P(x)yi + Q(@)yy + R(@)y] + c2 [P(x)ys + Q(2)ys + R(x)ys]
c1(0) +¢c2(0) =0
Logo, y = 191 + c2y2 é uma solugao da equacao (49). |
A segunda condigao, afirma que se y; e ys sao solugoes linearmente independentes,

entdo a combinacao linear de ambas y(x) = cy1(z) + coya(z) é a solugdo geral. Assim

seguem as defini¢oes e o teorema que regem essa afirmacao.

Definigao 4.1.1. Dizemos que duas funcoes f e g sio Linearmente Dependente (LD)

em um intervalo I se existe constantes c1 e co nao nulas stmultaneamente, tal que

c1f(z) + cag(z) = 0, (51)
para todo x em um intervalo I. Assim, as funcoes [ e g devem ser multiplas uma da outra.

Defini¢ao 4.1.2. Se a nica solugio da equagao (51) for ¢q = co = 0, entdao f e g sao

Linearmente Independente (LI).

Exemplos:
As fungoes f(z) = 2? e g(z) = 5% sdo linearmente dependentes.
e’eg

As fungbes f(z) = (x) = xe® sao linearmente independentes.

Teorema 4.1.2. Se y; e yo forem solugoes linearmente independentes da equagio (49) em

um intervalo I, e P(z) nunca for 0, entdo a solugdao geral serd dada por

y(z) = cryi(z) + caya (),

onde c¢1 e ¢y sao constantes arbitrdrias. (Ver demonstra¢ao em [18] p. 150)

Em outras palavras, o Teorema 4.1.2 admite que se conhecermos duas solucoes
particulares linearmente independentes, logo conheceremos todas as solucoes. Entretanto, a
maioria das fungoes nao sao tao faceis de identificar sua linearidade, ou seja, se é L.D. ou L.1I.

Desse modo, como artificio para determinar a linearidade temos o seguinte determinante

O determinante
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¢ chamado de Wronskiano! onde é utilizado para determinar se um conjunto de funcoes

diferenciaveis sao linearmente dependentes ou independentes, em um dado intervalo.

Teorema 4.1.3. Se y; e yo sao solugoes da equacao diferencial
Plx)y” + Qx)y + R(z)y = 0,

num intervalo (a,b) e se Wy, y2(to) # 0 num ponto do intervalo, entdo y, e ya sao
linearmente independentes, caso contrdrio, se o Wyy,ya](t) = 0 para todo t em (a,b) as

solugoes y; e yo serdo linearmente dependentes. (Ver demonstra¢iao em [18] p. 156)

4.2 Equacoes Homogéneas com Coeficientes Constantes

Partindo da equac@o homogénea (50), se P, @ e R forem constantes, escritas no
seguinte formato
d’y . dy
— 4+ b— =0 52
A + . +cy (52)

sendo a # 0, temos uma equagao linear homogénea com coeficientes constantes.

67"1’

Como solugao para esta equagao existe a fungao exponencial y(z) = €™, onde r é

uma constante, que por propriedade da derivada, temos: y'(z) = re™ e y"(z) = r?e™.

d d>
De fato, substituindo -2 = e’ e 2 = 12¢7* em (52), temos

dx ¢ dx?

y dy

—~ +p-= =0
Cdr? + dz Tty ’

ar?e™ + bre™ + ce™ =0,

(ar?* +br +c)e™ =0

Sabendo que € # 0, logo y(x) = €™ é solugao particular de (52) se, e somente se,
r é uma raiz da equacao
ar* +br4+c=0

tal equacao é denominada equagao caracteristica ou equacgao auxiliar.

E perceptivel que a equacao caracteristica é uma equacao algébrica em que pode
ser obtida da equacao diferencial através da substituicao de y” por 72, ¥ por r e y por 1.
Como a equagao caracteristica ¢ uma equagao do 2° grau, existe trés casos de acordo com

o valor do discriminante b? — 4ac.

1 Definigao dada por Josef Maria Hoené Wronsk(1778-1853),filésofo e matematico na Polonia, conhecido

por seu trabalho na matematica em relacdo as equagoes diferenciais e a linearidade de fungoes, atrés
do célculo de determinantes de matrizes, denominado Wronskiano
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CASO 1. Raizes Reais e Distintas (b* — 4ac > 0)

Considerando que a equagao caracteristica tenha raizes reais e distintas r; e ro,
com b? — 4ac > 0, como, y;(x) = €% e yo(x) = €"® sdo solugdes particulares linearmente

independentes, pelo Teorema 4.1.2; temos como solucao geral

Y(x) = 1™ + o™

Verificando, temos que

2 _rox

7
T e g (2) = cyrie™" 4 corie

y'(x) = 1€ + corge
substituindo 3", ¥’ e y na equagao (52), obtemos:
ay" +by +cy=0
a(cirie™® 4 corae™®) 4 b(cirie™T 4 coree™) + e + e’ ) = 0
ci(ar? +br + c)e"* + cy(ars + br + c)e™” = 0,
assim, se 11 e 7y sdo raizes da equagao caracteristica ar? 4+ br + ¢ = 0, vemos que
y(x) = c1e™" 4 coe™”
¢ solucao geral de (52).
Exemplo: Resolva a equacao
y" — 3y — 10y = 0.
Solugao: Observe que a equacao caracteristica é
—3r—10=0e (r—1)(r+3)=0

no qual as raizes sao r = 1 e r = —3. Portanto pelo Caso I, temos que a solucao geral da
equacao diferencial dada é

y(x) = cre” + cre .

CASO II. Raizes Reais e Iguais (b* — 4ac = 0)

Considerando agora, o caso em que as duas raizes reais 1 e ry, sao iguais, ocorrendo

quando b? — 4ac = 0. Logo
rn =Tro9 = ——. (53)
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Note que neste caso,
b

Br=y2=¢€"=e 2" (54)

Assim, yi(x) = € é solugao da equagao (52). Em vista disso, devemos encontrar

uma segunda solugao.

Na busca para encontrar a solugao geral da equagao diferencial, precisamos de

uma segunda solugdo que nao seja miltiplo de y;(z). Para encontra-la usaremos o método
de D’Alembert?.

Considerando y; () sendo uma solugao da equagao diferencial, entao cy; (x) também
é solucao para qualquer constante c¢. O Método, usado por D’Alembert, foi generalizar essa
observagao, substituindo ¢ por uma func¢ao v(x) e depois determinar essa fun¢ao de modo

que o produto v(z) - y1(z) também seja solugao da equagao diferencial.

Neste sentido, considerando (54), supomos que

b

y(e) = v(x) - e 2" (55)

devemos encontrar y”(x) e y/'(z), usando a derivada do produto

b
y(@) =v'(a) e " — o u(r) e (56)
2a
b b?
y'(x) =v"(z) - e 2a” — - ' (z) - e 2 ek v(zx) - e 2a? (57)
substituindo y”(z), ¢'(z) e y(x) na equacdo diferencial (52), para encontrarmos v(x),
teremos
b b?
a (v"(:c) emat — . V() - e 2 + 1 v(x) - 62’;95> +
!/ L{E b —Lx — 2z
+b (V' (z) - e 2a —2—~v(x)~e 2a +c<v( )-€e 2a ) =0
a
" by / by b? —bg ’ Ly
av”(z)-e 2 —b-v'(x) e 2 +4—'U(l’)-€ 2% - ' (x) - €7 2% —
a
b2
~5 v(zx) - e 2 4 ¢ v(x) - e %t = 0
b? b?
e 2" (av"(:c) o v(z) — 9a ¢ v(x)) =0
como e~ 2" # (0 para qualquer valor de z. Entao,
voob?
av”(x) + (@ 5 T c) v(z) =0 (58)

2 Jean Le Rond d’Alembert(1717-1783) foi um matemaético e fisico francés que desenvolveu as primeiras

fases do cédlculo, formalizou a nova ciéncia da mecanica, e foi o editor de ciéncia da Enciclopédia de
Diderot
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simplificando a expressao entre parénteses, temos

b b V=20 +dac =V +4dac  — (b — dac)
4a  2a €= 4a N 4a N 4a
2 b2
porém, por hipdtese do problema b? — 4ac = 0, logo, o 2 + ¢ =0 e retornando a (58),
temos que
av’(x) =0

desde que a # 0. Tem-se

integrando ambos os lados da igualdade

/v"(x) dr = /de ='(x) = (60)
novamente integrando os termos, obtemos
/v'@) dr = /01 dr = v(x) = 1z + ¢, (61)
onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias.

Portanto, substituindo (61) em (55) concluimos que
b b
y(x) = crre 2a® + cpe” 2a”

é a solucao geral da equacao dada, sendo obtida através uma combinacao linear de duas
solugoes,

yi(z) = e~ 2% o yo(x) = re~ 2T,

Para verificar que essas solugoes yi(x) e yo(x) s@o linearmente independentes,

basta calcular o determinante wronskiano,

Yyr Yo ei%x x(%x b
W@ =% =] b (b e | =eE A0
N Y _%6 2a —%x € 2a

logo, y1 e y2 é linearmente independente.
Exemplo: Resolva a equacao diferencial
" /
Yy — 14y +49y = 0.
Solugao: Temos que a equacao caracteristica da equacao dada é

2 —14r+49=0
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observe que o discriminante da equagao é

A = (—14)*—4-1-49
A = 196 — 196
A =0

logo, a equagao possui apenas uma raiz real r = 7. Portanto, pelo Caso II, a solugao geral
é dada pela equacao

y(x) = crze™ 4 cpe™.

CASO III. Raizes Complexas (b*> — 4ac < 0)

Neste caso, consideraremos a equacao caracteristica, quando seu discriminante for
negativo, ou seja, b> — 4ac < 0. Desse modo, a equacao possuira as raizes com nimeros

complexos conjugados, isto é,
r(x) =a+if e ro(z) = a —if,
onde « e 3 sao nimeros reais e 1 = y/—1.

Para atribuir significados a essas expressoes definiremos a funcao exponencial

complexa, para isso recorremos ao calculo, onde utilizaremos a série de Taylor, dada pela

equacao
[e.e] xn
x
e’ = E —, —00< T <00
n!
n=0
desse modo, vamos introduzir ix na definicdo, sendo i = —1,
oo .
T (lx)n
e = E , —o00 <z < 00.
n!
n=0

Para valores em que n é par, ou seja, para n = 2k, sendo k£ um inteiro qualquer,

temos

por outro lado, quando n é impar, ou seja, n = 2k + 1, sendo k£ um inteiro qualquer, temos

i = /L'2]€+1 — ZQ(k)Z — (_1)k,L

sendo assim,
> (_ 1 ) kx2k+1

w N (2)" - (DR

n=0 n=0
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Note que a série de Maclaurin®

2 b (—1)Fa2t
1T v
pen(@) =1F 5 =t o

¢ a fungao de aproximacao de cos(z). E que a série

T T

p(2k+1)(x):$¥§—§+ +m

5173 5 (_1)k 2k+1

é a funcao de aproximagao de sin(x). Assim, separando (62) em partes real e imaginaria e

pela série de Taylor*, temos que

> S

n=0

k Qk k: 2k+1

= cos(z) e % 2k T = sin(z),
portanto, substituindo temos

e = cos(x) + isin(x)
equacao conhecida como férmula de Euler’.

A partir de agora, ao escrevermos e estaremos nos referindo a cos(x) + i sin(z)
e, portanto, devemos levar em consideracao as variantes da férmula de Euler, como por
exemplo substituindo = por —x e lembrando que cos(—x) = cos(x) e sin(—z) = —sin(z),
temos

e = cos(x) — isin(z)

Considerando as propriedades da funcao exponencial para expoentes complexos,

temos que
elatiBlz _  (axtifz) _ (az)(ifz)

como €% = cos(Bx) + isin(Bx), obtemos
eletiB)z — olaw) (cos(Bz) + isin(fz)) = ) cos(Bx) + ie'®®) sin(Bx)
assim as expressoes correspondentes para y;(x) e yo(x) s@o

y1(x) = e [cos(Bz) + isin(Bz)] e yo(x) = ) [cos(fz) — isin(fz)].

Colin Maclaurin foi um matemaédtico escocés, professor na Faculdade de Marischal Aberdeen e na
Universidade de Edinburgh. Fez um trabalho notével em geometria, particularmente estudando curvas
planas. Ele escreveu uma memoéria importante na chamada teoria das marés.

Frederick Taylor foi um engenheiro mecanico norte-americano considerado o pai da Administragao
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Anélise dos Infinitos, obra que constitui um dos fundamentos da matematica moderna.
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Partindo do fato de que se y;(z) e yo(z) sdo solugoes da equagao a y” + by’ +c¢ = 0,

entdo qualquer combinagao linear de y;(z) e y2(x) também é solucdo, assim,
yi(x) + 1ya(z) = € (cos(fz) +isin(Bx)) + e (cos(Bx) — isin(Bx)) =

= ¢ cos(Br) + el sin(Ba) + ¢**) cos(Br) — iel* sin(Ba) =
= 2% cos(Bx)

yi(x) —ya(z) = € (cos(Bx) + isin(fr)) — e (cos(fx) — isin(fr)) =
=€) cos(Bx) + e sin(Bx) — e cos(Bx) + e sin(Bx) =
= 2ie* sin(Bx)
assim, desprezando os fatores constantes 2 e 2¢ respectivamente, obtemos um par de

solucoes reais,

u(z) = e* cos(fr) e v(xr) = e sin(fx),
e a solucao geral da equacao y” + by’ + ¢ =0, com ry e ro ¢ R serd
y(x) = c1€** cos(fz) + coe™® sin(fx),

onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias e podem ser escritas desde que sejam conhecidos os

valores de « e f3.

Exemplo: Resolva a equacao
y"' + 4y + Ty =0.

Solucgao: Temos que a equagao caracteristica da equacao é

P24+ 4r+7=0
calculando o discriminante temos
A = (4)*—4-1-7
A = 16— 28
A = —12

logo, suas raizes reais sao

—44++/—12
:Tzwlz—2+\/§i e ry=—2—/3i,

r

onde o = —2 e = /3, logo a solucéo geral da equacao diferencial é

y(x) = e cos(fx) + c2e®® sin(fx)

y(z) = cre” 2 cos(V3z) + coe 2 sin(V/3x)
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4.3 Problemas de Valores Iniciais e Problemas de Valores de Contorno

Um Problema de Valor Inicial (PVI) da equacao diferencial de 2% ordem, baseia-se
em determinar a solucao y da equacao diferencial que satisfaca as condigoes iniciais da

forma.

d?y dy
P + al(ff)% + ao(z)y = g()

yla) =yo, y'(b) =1y,

onde y, e y; sao constantes.

as ()

Em outros termos, podemos encontrar uma solucao partindo somente da equagao
diferencial e de um ponto xy do valor inicial. Na sessao 2.4 enunciamos um teorema de

existéncia e unicidade de uma solucao de problema de valor inicial de primeira ordem.

Agora para garantir a existéncia e unicidade de uma solucao de uma equacao de

2% ordem segue o teorema que rege essa afirmacao.

Teorema 4.3.1 (Existéncia e Unicidade). Sejam a,(x), an—1(z),...,a1(x),ap(z) e g(x)
continuas em um intervalo I com a,(x) # 0 para todo x neste intervalo. Se x = xo € algum
ponto deste intervalo, entdo eziste uma unica solugdo y(x) para o problema de valor inicial

deste intervalo.

Exemplo: Resolva o problema de valor inicial
y// + y/ _ 6y — O
sabendo que,
y(0)=1, ¢(0)=0
Solugao: Temos que a equacao caracteristica da equacao é r? +r — 6 = 0 cujas rafzes sao
r=2er=-—3.
Assim pelo Caso I, a solugao geral é dada por

y(x) = 1 + e

derivando essa solugao temos:

Y (7) = 2c1€* — 3cge™"

desse modo, para satisfazermos as condic¢oes iniciais é necessario que

Yyo=c1+c=1
Yo =2c1 —3c2 =0
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. 3 2 ~ /7
resolvendo o sistema encontramos ¢; = R e cy = £ Portanto, a solu¢ao do P.V.I é

Um Problema de Valor de Contorno (PVC) para a equagao diferencial de 2#
ordem, consiste em encontra uma solucao y da equacao, no qual a variavel dependente y e

suas derivadas sao especificas em pontos diferentes, assim

) T + () + anfay = (o)
y(xo) = yo. y(z1) =

temos que os valores especificos y(zg) = yo e y(x1) = y1 sdo chamados de condigdes de

contorno ou de fronteira. Entretanto, este problema nem sempre tem uma solucao.
Exemplo: Resolva o problema de valor de contorno

y'+2y +y=0
sabendo que,

Solucao: A equacao caracterfstica da equacao é 2 + 2r +1 = 0 cuja raiz é

240
— =

—1

r =
Assim a solugao geral pelo Caso II é
y(z) = cree™ + coe™”

temos que as condigoes de contorno sao satisfeitas se

y(0) = c10€° 4 c2e” = ¢ = 1

y(1) =cre ' + e =3

multiplicando a equagao por e temos
cq+1=3e

cp=3e—1

portanto, a solucao da equagao é

y(z) =e "+ (3e — 1)xe ™.
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4.4 Equagoes Nao Homogéneas com Coeficientes Constantes

Uma equacao diferencial nao homogénea, apresenta-se da seguinte maneira
P’y dy
-7 4+ p2 = 63
a5 b+ ey = g(@), (63)

onde a, b e ¢ sdo nimeros reais, sendo a # 0 e g(z) uma func¢ao continua. Considerando a

equagao homogénea associada a (63),

d’y dy
a—w2 + b_x +cy =0, (64)

¢ denominada equagao complementar, onde exerce um papel significativo da resolucao na

equacao (63).
Os dois teoremas a seguir exprimem a estrutura da solu¢ao nao homogénea e
fornecem uma base para a solucao geral da equacao.

Teorema 4.4.1. Se Y] e Y, sdo duas solugoes da equagdo nao homogénea (63), entao a
diferenca Y1 — Yy € uma solugdo da equagdo homogénea complementar (64). Se, além disso,

Y1 € Yo formam um conjunto fundamental de solugdes para a equagdio (63), entao

Yi(z) = Ya(x) = cryi(2) + caga(2),

onde ¢1 e ¢y sao constantes determinadas.

Demonstragao: Partindo da hip6tese de que Y] e Y; sdo duas solugoes da equagao (63),
temos que:
Yi = aYy + Y] + ¥; = g(x) (65)

Yo = aYy + bYy + Yy = g(x) (66)
subtraindo ambas as equagoes (65) e (66),
(Y1 = Yz) = (aY)" + bY] + Y1) = (aYy + 0Y; + cYa) = g(a) —g(x) =0 (67)
no entanto,
@ (V7 = V) + (Y] = Y]) + e (Vi — Ya) = (a¥] + BY] + c¥3) — (a¥]' + DY} + ¢¥3)

assim,
(Y —Y]) + (Y] —Y)) +e(¥i — Ya) =0.

Logo, a solugao Y] — Y5 é solugao geral da equagao (64).

Sendo assim, como todas as solugdes de (64) podem ser expressas como uma
combinagao linear de fungdes em um conjunto fundamental de solugoes, assim, segue que

Yi(z) — Ya(x) = c1yi(z) + coya(x), como queriamos demonstrar. |
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Teorema 4.4.2. Sejam yi(x) e yo(x) duas solugides linearmente independentes da equagdo
homogénea
d?y dy
P(x)@ + Cl(x)% +r(z)y=0

e seja y,(z) qualquer solu¢ao particular da equacdo ndao-homogénea (63). Entdo, toda

solugao y(z) de (63) deve ser da forma

y(z) = ayi(z) + coya(z) + yp(2).

Demonstracao: Sejam y(x) e y,(x) solugoes quaisquer de (63), a funcdo denominada
ye(x), sendo y.(x) = y(x) — y,(x) é uma solugdo geral da equacao homogénea (64). Mas,
segundo o Teorema 4.1.1, toda fungao y.(z) da equagdo homogénea (64) é da forma

ye(x) = c1y1(x) + coya(x) para alguma escolha das constantes ¢; e ¢o. Logo,

y(@) = ye(®) + yp(x) = c191(2) + c2y2(2) + yp ().

Portanto, o Teorema 4.4.2 ¢ significativamente importante, uma vez que ele reduz o
problema de encontrar todas as solugoes da equacao nao homogénea, em encontrar somente
a solucao geral da equacao homogénea (64) e uma solugdo da equagdo nao homogénea
(63).

Vimos anteriormente que a resolucao da equagao complementar y., agora de acordo
com Teorema 4.4.2, ha a necessidade de encontrar uma solugao particular y, da equacao
nao homogeénea, para obtermos a solucao geral nao homogénea. Mediante a isso, existem
dois métodos que nos permitem encontrar a solugao particular, que vamos apresentar a

seguir: o Método dos Coeficientes Indeterminados e o Método de Variacao dos Parametros.

4.4.1 Método dos Coeficientes Indeterminados

O método dos coeficientes indeterminados ou método dos coeficientes a determinar
consiste em determinar a soluc¢ao particular y, de uma equacao linear nao homogenea, a
partir de um determinado tipo de fungao f(x), com coeficientes nao especificados. Porém
esse método se limita apenas a uma determinada classe de equacoes nao homogéneas, nas

quais:
e Os coeficientes sejam constantes;

e E que g(x) seja uma fungao polinomial, uma funcao exponencial e**; sin(fz), cos(fx)

ou somas e produtos dessas funcgoes.

Esse método é visto como o mais vantajoso, pois é de facil execucao e nao envolve
integragoes, além de ser 1til para a resolucao de aplicagoes importantes. Assim, ilustraremos

a seguir os métodos indeterminados através de alguns exemplos expressando tais limitacoes.
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e Quando g(x) apresentar-se como um polinomio de grau 2, suponhamos por tentativa

uma solugao na forma

y,(r) = Az* + Br + C.

Exemplo: Encontre a solugao particular e a solugao geral para a equacao
y' =3y +2y =2 +1. (68)

Solugao: A equacao homogénea correspondente a equagao nao homogénea é y” —3y’'+2y = 0,
em que sua equacao caracteristica apresenta-se na forma, > — 3r + 2 = 0 cujas raizes sao

r1 =1 e ry = 2. Assim a solugao da equacao homogénea associada é

ye(x) = c1e” + cpe®.

Desse modo, sabendo que g(x) = 2 + 1 é um polindmio de grau 2, buscamos uma
solugao particular da forma
y,(r) = Az* + Bx + C

derivando, encontramos
y,(r) =24z + B e y,(z) = 24

substituindo y,, y;, e ¥, na equagao (68), obtemos:
2A — 3(2Ax + B) +2(A2* + Bz + O) = 2% + 1
agrupando os termos, temos

2A1% + (2B — 6A)r +2A - 3B +2C = 2? + 1

segue que
2A=1
2B—-6A=0
2A-3B+2C =1
1 3 9
ja solucao 6 A= -, B= — =-.
cuja solucao é 5 5 e C 1

Portanto a solugao particular da equagao nao homogénea sera

1, 3 9
yp(:c):§$ +ort g

e pelo Teorema 4.4.2, a solucao geral é

1, 3 9
y(x) = yelw) + yp() = 1™ + 6™ 4 Sa 4 Sa
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kx

e Quando g(z) for uma fungao exponencial no formato ce™, com ¢ e k constantes,

procura-se uma solu¢ao na forma

yp(7) = Ak,

Exemplo: Resolva a equacao nao homogeénea
y" 4 4y = 3. (69)

Solugao: Sabemos que a equacao homogénea associada é y” + 4y = 0. Desse modo a
equacao caracteristica serd 72 4+ 4 = 0, com raizes r = +2i. Entao a solucao da equacao
complementar é

ye(x) = €1 cos 2x + ¢y sin 2.

Uma vez que g(x) = e3%, para encontrar a solucao particular tentaremos uma

solugao da seguinte forma
yp(z) = A (70)

entao,
yn(x) = 3Ae* e y)(x) = 9e™

substituindo na equagao diferencial (69), ficamos com
9e%" + 4(Ae’) = e = 134> = **
. 1 - < .
assim, A = 3 Substituindo em (70), temos como solugao particular

1 X
yp(z) = Eeg
assim a solucao geral sera
: 1 3x
y(x) = ¢1 cos 2z + o sin 2z + e

e Quando g(z) é ccos kx ou csin kz, tentamos como solugao particular, uma fungao

no aspecto

yp(z) = Acoskx + Bsinkzx.

Exemplo: Encontre a solucao geral da equagao nao-homogénea

y" — 9y = cos 3x. (71)
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Solugao: Observe que a equacao homogénea associada é y” — 9y = 0, dessa forma a solucao
da equacao caracteristica 7> — 9 = (0 tem como raizes r = £3. Assim a solucao homogénea

complementar, serd da seguinte maneira

Yo(x) = 1 + cpe ™.

Doravante, como g(x) = cos 3x, para encontrar a solugao particular nao homogénea,

devemos encontrar uma solugao no formato

Yp(z) = Acos3z + Bsin3x

derivando, temos
y,(r) = —=3Asin3z + 3Bcos 3z e y,(x) = —9Acos 3z — 9B sin 3z
substituindo os valores de y,, y;, e y, na equacao diferencial (71), obtemos:
—9A cos3x — 9B sin 3z — 9(A cos 3z + Bsin 3z) = cos 3x

—18A cos 3z — 18Bsin 3x = cos 3z

dai, segue que

—18A:1:>A:—i e B=0

18
entao, a solucao particular é
1
yp(z) = —1g 08 3z,
logo a solucao geral da equacao nao homogénea é
3x -3z 1
y(x) = 1€’ + e — T €% 3.

e Quando g(x) apresentar-se como um produto de fungoes dos formatos anteriores,

assim, tentamos uma soluc¢ao do mesmo tipo, ou seja, um produto de fungoes

yp(x) = (Ax + B) coskz + (Cx + D) sin kz.

Exemplo: Encontre a solugao geral da equagao nao homogénea
y" — 3y’ — 4y = —8e” cos 2. (72)

Solugao: A equacdo caracteristica 72 — 3r — 4 = 0, relativo a equacao homogénea associada

da equagao acima, tem como raizes r; = —1 e ro = 4, portanto a equacao complementar é

yo(x) = cre™" + cpe®”.
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Neste caso, como g(x) = —8e” cos2x, ou seja, um produto de fungao cosseno,
assim supomos que a solucao particular seja da seguinte estrutura
yp(z) = Ae” cos 2z + Be” sin 2x

assim,

y,(r) = Ae”cos2x — 2Ae” sin 22 + Be” sin 2x + 2Be” cos 2
(A+2B)e" cos2x + (—2A + B)e” sin 2x

=~

—~
8

N~—
I

yy(x) = Ae®cos2x — 2Ae" sin 2z — 2Ae” sin 22 — 4Ae” cos 2z +
+ DBe®sin2x + 2Be” cos 2x + 2Be” cos 2x — 4Be” sin 2z
y,(x) = (=3A+4B)e” cos2x + (—4A — 3B)e” sin 2x
substituindo y,, y;, e y, em (72), encontramos
(=3A+4B)e"cos2z + (—4A—3B)e"sin2z — 3[(A+ 2B)e” cos 2+
+ (—2A+ B)e®sin2z| — 4 (Ae® cos2x + Be”sin2z) =

= —8c%cos2z

(—10A — 2B)e” cos 2 + (2A — 10B)e” sin 22 = —8e” cos 2z

isto é,
10A+2B =8
2A—-10B=0
10 2
cuja solugao é A= —e B=—.
Ja SOHIS 13 13
Logo, a solugao particular da equagao (72) ¢é
10 2
yp(z) = 1—36‘70 cos 2x + 1—3€I sin 2.
Para encontrar a solucao geral tomaremos a equacao homogénea
y' =3y —4y=0
cuja equacao caracterfstica é 12 — 3r —4 =0, com r, = —1 e 75 = 4, assim a solucdo é do
tipo

Ye(z) = cre”" + cpe”

portanto, a solu¢ao geral da equagao (72) serd

10 2
y(z) = cre™ + coe™ + 1—369” cos 2z + 1—36’” sin 2.
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e Quando g(z) for uma soma de fun¢ées do mesmo tipo do caso anterior, usa-se o

principio da superposigao, em que afirma se temos y,1 € yp2 na forma

ay’ + by’ +cy = gi(x) e ay” + by’ + cy = ga()
assim, a solugao sera ¥, + ype.
Exemplo: Encontre a solucao particular e a solucao geral da equacao nao homogéenea
y"+ 2y +y =sinz + 3cos(2z). (73)
Solugao: A equacao homogénea associada
y'+2 +y=0

e sua respectiva equacao caracteristica é 2 + 2r + 1 = 0, cujas raizes sao r; = ry = —1.
Assim, sua equacao complementar serd,
x

Ye(r) = 167" 4 come™ .

Afim de encontrar a solugao particular da equagao, devemos separar (73)

yv'+2y +y=sinz (74)
y" + 2y +y = 3cos(2x) (75)
Temos duas fungoes trigonométricas ¢i(x) = sinz e go(x) = 3cos(2x) com

argumentos diferentes. Dessa forma devemos considerar a solucao particular em duas

partes
Yp(2) = yp1 () + ypa2()

considerando como solugao tentativas
yp () = Asinx + Beosz e yp(r) = Csin(2z) + D cos(2x)

dai, partindo de y,;(z) para encontrar sua solugao particular
Yy (z) = Acosz — Bsinz

Yy (r) = —Asinz — B cos

substituindo y,1, ¥, € y,; na equagao (74)

'+ 2y +y=sinz
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—Asinx — Beosx + 2(Acosz — Bsinz) + Asinx + Bcosz =sinzx

2Acosz —2Bsinz =sinx

2A=0
—2B =1

isto é,

cuja solugao ¢ A=0e B = —%
portanto
yp () = Asinx + Bcosz
yp () = —5 o8

analogamente, buscando a solugao particular y,s(z), segue que

Ypo(2) = 2C cos(2x) — 2D sin(2x)

Ypo(2) = —4C'sin(2z) — 4D cos(2x)
substituindo yye, ¥,9 € Y, na equagao (75), temos
—4C'sin(2x) —4D cos(2x) +2(2C cos(2z) — 2D sin(2zx) ) 4+ C'sin(2x) + D cos(2z) = 3cos(2z)
—4C'sin(2x) — 4D cos(2x) 4+ 4C cos(2z) — 4D sin(2z) + C'sin(2z) + D cos(2z) = 3cos(2x)
agrupando os termos semelhantes, temos

(—4C — 4D + C) sin(2z) + (—4D + 4C + D) cos(2x) = 3 cos(2z)

(=3C —4D)sin(2z) + (—3D + 4C') cos(2z) = 3 cos(2x)

obtemos o sistema

{ —3C —4D =0

4C —3D =3
12 9
ja solucao é C = — e D = ——.
cuja solugao é 55 © >
dai
yp2(x) = C'sin(2z) + D cos(2z)
12 9
Yp2() = 25 sin(2z) — % cos(2x)

ou seja, nossa solucao particular sera

Yp() = Yp1(7) + Ypo(2)

1 12 9
yp(z) = —5 o8 + 3 sin(2x) — % cos(2x),
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assim, teremos como solugao geral

y(@) = ye(®) + yp()
1 12

— 5 cosT+ %% sin(2x) — 2% cos(2x).

y(x) = cre” " + cowe™™

Observacao: Existem casos em que a solugao tentativa sugerida para y, coincide com
a solucao da equagao homogénea complementar, consequentemente nao pode ser uma
solucao de uma equacao nao homogeénea. Nestes casos, aconselha-se, multiplicar a mesma
solucao tentativa sugerida por z ou z? (caso necessdrio), de forma que nenhum termo de

Yp seja uma solugao da equagao complementar.

Exemplo: Resolva a equacao
y" +y =sinx. (76)
Solugao: A equacao caracteristica é % + 1 = 0, com raizes complexas r = %1, logo temos

que a solucao da equagao complementar é

yc(x) =1 COST + Cysinx.

Observe que seria conveniente usarmos a solugao tentativa
Yp(r) = Acosz + Bsinx

porém, observe que ela é uma solugao da equagao complementar. Sendo assim, tentaremos
a solucao

Yp(x) = Az cosx + Brsinz.

entao, derivando temos
y,(r) = Acosw — Azsinz + Bsinz + Brsinx
y,(v) = —2Asinxy — Avcosx +2Bcosx — Brsinz

substituindo na equagao (76) temos
—2Asinx — Axcosxz +2Bcosxz — Bxsinx + Az cosz + Bxsinxz = sinz

—2Asinx +2Bcosx =sinx

assim,
—2A=1
2B=0
1 . . : .
logo A = —3 e B =0, entao a solucao particular sera
1
yp(z) = —g5TcosT

e a solucao geral sera,

1
y(x) = 1 cosx + casenx — ST eosz.



61

4.4.2 Método de Variacao de Parametros

O método de variagao de parametros surgiu através dos calculos de variagoes de
Lagrange® o qual complementa o método anterior, pois tem como principal vantagem a
sua generalidade, onde pode ser aplicado em qualquer equagao e nao precisa de nenhuma

hipotese detalhada sobre a forma da solugao, entretanto exige alguns calculos de integrais.

O método consiste em substituir as constantes (ou parametros) da solugao geral
da equacao homogénea complementar por fungoes de variaveis independentes, no qual a

nova funcao seja a solugao particular da equacao diferencial ordinaria.

Em outros termos, temos a seguinte equacao linear de 2% ordem,
a(z)y” + b(x)y + c(x)y = g() (77)
colocando a equacao na forma padrao, temos
y'+ Py + Q)y = f(x) (78)
e como solucao da equacao homogénea complementar
y'+ Py +Qy =0,
através do teorema 1.3.2, escrevamos como solucao,
Ye = a1 (z) + c2y2(2)

onde y; e Yo sao solucoes linearmente independentes. Assim, substituindo as constantes
(ou parametros) c¢; e ¢y pelas fungoes arbitrarias u; () e ug(z), procuramos uma solugao

particular da equagao nao homogénea na forma
yp(®) = ur(@)y1 () + uz(2)y2(x)
derivando a equagao usando a regra do produto temos
Yo () = uiyr + uayy + uhys + uay

y}(l’) = (uhy1 + upya) + (uay) + uays).

Afim de reduzir os nossos calculos, como u;(x) e ug(x) sdo fungdes arbitrarias,

podemos impor duas condicoes sobre estas funcoes, a primeira é que y, é uma solucao

6 Joseph Louis Lagrange (1736-1813), nascido em Giuseppe Lodovico Lagrangia, foi um matemético

italiano, professor da academia militar de Turim. Sua maior contribuicao é o célculo das variagGes, um

novo ramo da matematica, cujo nome se origina de notagoes usadas por Lagrange a partir de cerca de
1760
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da equacao diferencial e a outra podemos escolher uma condicao que possa simplificar os
calculos. Assim, impondo que
uyyr + upys =0 (79)

Y () = uryy + uaysh

entao,

Yy (1) = ury) +wiyy + upys + usyy
Yp (@) = wyyy + ugyh + uryy + uayy
substituindo y,, y;, e y, em (78) e reagrupando os termos, obtemos:

uh Yy + usys + wyy 4 usyh + Pluryy + usyh) + Q(uayr + uaye) = f(z)

ur(yy + Pyy + Qur) + ua(yh + Pyy + Quo) + uyyy + upys = f(x).

Como 7; e y, forma um conjunto fundamental de solugoes em (77) da equagao

homogénea complementar, logo

Yl + Py +Qyr =0

Yo + Py + Qu2 =0

assim,
uiyy + upyh = f(2). (80)

As equagoes (79) e (80) formam um sistema linear de equacoes a fim de determinar

7

as derivadas uj e uj. Pela regra de Cramer’, a solugao para o sistema

uhyy + uhye =0
uhyy + uhyy = f()

pode ser expressa em termos determinantes:

UQZW: W (81)
€
uéz%:%@) (82)

7 A regra de Cramer é um teorema em algebra linear, que da a solucdo de um sistema de equacoes

lineares em termos de determinante. Essa regra foi assim chamada em homenagem a Gabriel Cramer
(1704-1752), um matemadtico sui¢o que primeiro publicou esse resultado em 1750. Ver demonstragao
em [18] p. 167
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em que
0 Yo
f(@) s

Y1 Y2
(T

W= (83)

7W2:

7W1:'

Y1 0
y flz) |

As fungbes u; e up sdo encontradas integrando os resultados em (81) e (82)
respectivamente e o determinante W é o wronskiano de y; e yo. Através da independéncia

linear de y; e yo, sabemos que W = (y1(x), y2(z)) # 0 para todo = no intervalo.
Portanto, integrando u) e u}, , temos como soluc¢ao particular
Yp = U1Y1 + U2l
logo, a solucao geral para a equagao sera:
Y() = Yo + yp = a1y + C2y2 + i (2)y1 + uz(2)y2.

Exemplo: Resolva a equacao
y' +y=tanz. (84)

Solugao: A equacao homogénea complementar
y' +y=0
tem como equacao caracteristica 12 +1 = 0, com rafzes r = 7. Assim, temos como solucao
Yo = €1 COST + CoSINT
usando o metodo de variagao de parametros de Lagrange, buscamos uma solu¢ao na forma
Yp(z) = ui(x) cosx + ug(z) sinw
entao, derivando:

Yy, () = (—uysinx 4 uy cos ) + (u] cos x + uj sin )

tomando
uycosx + upsinx =0 (85)
temos
Yy, (r) = —uy sinx + uy cos x
assim,

Yy, (x) = (—uy cosx — ugsinz) + (—u} sinx + uy cos x)

substituindo y; e y, em (84) temos

—Uq COS X —uQSinx—u’lsinx+u'200sx—i—ulcosx—l—ugsinx =tanx
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simplificando

—uy sinz + uy cosx = tan z. (86)

As equagoes (85) e (86) constituem o seguinte sistema linear de equagoes, que

pode ser resolvido pela regra de Cramer

ujcosz + upsinz =0

—uysinz + uhcosz = tanx
dai, calculando o Wronskiano

cosr sinzx
—sinz cosx
como a equagao diferencial j& estd na forma padrao, identificamos f(x) = tanx. Assim,

por (83) obtemos

0 sin x
Wi = = —sginx -tanx
tanx cosx
e
Ccos ¥ 0 .
Wy = =sinx

—sinx tanzx

e entdo, por (81) e (82),

Uy = —sinz-tanx
e
/ .
uy = sinx
integrando,
uy = sinz — In|secr + tan |
e

Uy = — COST

portanto, a solucao particular sera
Yp(z) = (sinx — In |secx + tanz|) cosx — cosrsinw

Yp(z) = sinz cosx — In|secx + tan x| cos x — cos x sin x

simplificando,

Yp(z) = —In|secx + tanz| cos z,

logo, a solucao geral sera

Y = 1 cosx + casinx — In |secx 4 tan x| cos x.
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5 APLICACOES

5.1 Datacao por Radiocarbono

A datagao por carbono 14 ou radiocarbono é um dos métodos mais conhecidos e
utilizados para datar a idade cronolégica de artefatos, fésseis, conchas maritimas e madeira.
Este método foi desenvolvido por cientistas na universidade de Chicago, dirigidos pelo
quimico norte-americano Willard F. Libby em 1949, que observou que a quantidade de
11C (carbono 14) de um tecido organico morto diminui constantemente com o passar do
tempo, e alem disso notou que através da quantidade de carbono em um objeto poderia
revelar pistas de sua idade, sendo 1til principalmente na arqueologia.

O método de datagao por radiocarbono, baseia-se no decaimento do carbono 14,
este carbono é gerado a partir de raios césmicos que entram em contato com a atmosfera
terrestre, onde liberam néutrons que colidem com moléculas de nitrogénio *N abundante
na atmosfera da Terra, consequentemente produzindo **C (Carbono 14) que combinado
com o oxigénio do ar, forma o gds carbonico (C'O,). Assim a terra é composta por trés
isétopos de carbono 2C, 13C e ', sendo os dois primeiros estdveis e o ultimo radioativo.

A matéria organica da Terra é um grande reservatério de carbono, os vegetais
absorvem o radiocarbono através de processos fotossintéticos integrando-os a sua compo-
sicao e em contrapartida os animais consomem o0s vegetais conforme a cadeia alimentar,
desse modo todos aqueles seres vivos que fazem parte dessa cadeia alimentar irao ingerir
U, Devido essa relacio constante, os animais e vegetais mantem uma quantidade de
carbono semelhante a atmosfera. Apds a morte desses seres vivos, essa relacao deixa de
ocorrer e a quantidade de *C' presente no organismo passa entdao a diminuir de forma
exponencial, que implica em um decaimento radioativo e com isso a idade do ser morto
pode ser calculada.

Entretanto, esse método possui um limite, nao é possivel medir datas bastante
longas nem datas muito curtas, acima de 100 anos e no maximo até 50 mil anos, passados
50 mil anos a radiacao emitida tera reduzido a praticamente zero. Alem disso, um objeto
com 100 mil anos aproximadamente nao podera ser datado, pois a radiacao emitida tera
tido uma reduc@o minima, que nao seria possivel detectar alguma diferenca (Pozzo 2002)
isso advem da radioatividade do 4C' ser muito pequena e cair pela metade a cada 5.730
anos, o que ¢ denominada “meia-vida” do carbono 14, assim pesquisadores concluiram que
o método é eficaz até 10 meias-vidas do C.

Segundo [2] (p. 38) observagoes empiricas mostram que a taxa de desintegragao de

um elemento radioativo, como o carbono 14, em dado instante é proporcional a quantidade
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do elemento presente naquele instante. Em termos matematicos, pode ser expresso como

dy_

S
- Y (87)

onde y = y(t) é a quantidade de carbono 14 no material em fungao do tempot e k >0 é a
constante de desintegracao. Note que trata-se de uma equacao diferencial ordinéria linear
de 12 ordem, podendo ser resolvida pelo método do fator integrante, assim reescrevendo a
equacao,

Y +ky=0 (88)

comparando a equagao (88) com o formato da equacao linear, temos que P(t) = k e

f(t) = 0. Encontrando o fator integrante, obtemos
H(t) — o) PO M(t) — of Rt M(t) — Mt
multiplicando a equagao (88) pelo fator integrante, temos
eFy + e ky =0

simplificando,

integrando ambos os lados, obtemos
efy=C (89)
dividindo a equacao (89) por e, temos,
y(t)=C-e ™ (90)

onde C' é o numero inicial de nicleos radioativos. Logo (90) é a solugao geral da equacao.

H&a casos em que nao se sabe o material radioativo para encontrar o valor da
constante de desintegracao, mediante a isso, é necessario utilizar a meia vida do material.
Neste sentido utilizando a meia-vida do *C que é de 5730 anos, podemos determinar a

constante de desintegracao do carbono 14.

Tomando y(0) = yo como a quantidade inicial do material radioativo, no qual a

equacao (90) pode ser reescrita como,
y(t) = yo.e ™™ (91)
1
para t = 5730 anos, e Q(5730) = Yo substituindo na equacao (91), temos

1 _ —5730k
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5730k _ L
2

e
aplicando o logaritmo
(In3)
5730

onde obtemos como resultado k = 1,20968094.10~% /ano e substituindo na (91) obtemos a
funcao do *C em relacao ao tempo,

1 1
In e—5730k _ ln(§> — —5730k = ln(é) = k=

y(t) _ y0.6_0’00012097t

cujo grafico esta sendo expresso na Figura 1

Figura 1 — Decaimento Radioativo
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Fonte: [2]

Exemplo:

Em um pedago de madeira é encontrado 3L da quantidade original de carbono
14. Sabe-se que a meia-vida do carbono 14 ¢é 5730 anos, ou seja, que em 5730 anos metade
do carbono 14 presente transformou-se em carbono 12. Vamos determinar a idade deste
pedaco de madeira.

Solugao:

Tomando y(t) como a quantidade de *C' presente em um instante ¢, sendo g, a

quantidade inicial de '*C onde o problema nos informa que ﬁ ¢é o valor encontrado da

quantidade inicial e ainda que k é a proporcao de *C em relacao ao 2C.

Organizando os dados,

1 Yo
)=y —— = 2L 9
y(t) = yo 300 200 (92)

sabendo que
y(5730) = % (93)
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substituindo (92) e (93) na equacgao diferencial (91), temos

y(5730) = yoe 70 = % — g e 0TIk — 5730k

=€

N —

Devemos agora encontrar o valor de k, desse modo, aplicando o logaritmo obtemos,

1
In 5= Ine®3% — In1 —1n2 = —5730k

assim segue que,
—In?2
5730

partindo da equagao (91) seguimos substituindo o valor encontrado de k,

—In2 = -5730k =k =

—In2

y(t) = yo‘e_kt = y(t) = Yo - € 5730

organizando pela propriedade de poténcia

t

y(t) = yo - ()77

y(t) = yo - 2570 (94)
substituindo (92) em (93),

%:yo.gmﬁ)iﬁzzﬁ
aplicando novamente o logaritmo,
t
m?Tio —1n2 5730 = In1—In300 = —57% n2 = hlfgo - 57%
organizando,
t= h}jgo L5730 => ¢ = 47.151 anos .

Portanto, conclui-se que a idade do pedaco de madeira é 47.151 anos.

5.2 Lei do Resfriamento de Newton

A lei de resfriamento é uma lei empirica que trata sobre troca de calor de um
corpo com o meio ambiente, ou seja, uma transferéncia de energia térmica de um corpo
de maior temperatura para outro a temperatura mais baixa. De acordo com [18] (p. 23)
a lei de resfriamento de Newton afirma que, “a taxa de variacao da temperatura de um
corpo em resfriamento é proporcional a diferenca entre a temperatura atual do corpo e
a temperatura constante do meio ambiente”, podendo ser descrita como uma equagao

diferencial da seguinte forma
aT

o= k(T —T,), (95)
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onde T' = T(t) é a temperatura do corpo no instante t, T, é a temperatura constante do
meio ambiente e k é a constante de proporcionalidade que depende do material em que o
corpo é constituido. A equagao (95) pode ser resolvida através do método de separagao de

vaiaveis, no qual obtemos

dTl
(T - Tm)

integrando o primeiro membro em relacao a T' e o segundo membro em relagao a t, tem-se

[ (55) =

In(T-1T,)=kt+C

= kdt

aplicando a funcao exponencial a ambos os membros e tomando as constantes embutidas

em uma s, obteremos
T —T,, = Ce,

a solucao geral da equacao é
T(t) = T, + Ce™.

Tendo em vista que a temperatura inicial do corpo é T'(0) = Tp, entao substituindo

t = 0 na solucao da equagao, podemos obter a constante C' que aparece na solugao, pois

TO - Tm + C
a solucao do PVI
dT
-1,
T(0) =1,

sera dada por
T(t) = T+ (To — Tp)e™.

Para a elaboragao do exemplo a seguir foram utilizados dados fornecidos pelo grupo
Equatorial Energia da cidade de Capanema PA, por meio de uma solicitagao oficial ao
técnico da empresa. Perante os dados, tivemos acesso a norma técnica da empresa Equato-
rial, no entanto foram usadas apenas algumas informacoes. Consideremos as informacoes
especificas referente a rede de média tensao, rede esta utilizada na area urbana da cidade.
Dentre as informagoes: a distancia do fio entre os postes de energia denominado de vao,
que corresponde a medida de 80 m e o coeficiente de dilatacao linear do material utilizado
no fio condutor, o qual na referida empresa é o aluminio, ou seja, o coeficiente de dilatacao
linear do aluminio que equivale a 23 - 1076°C—!

Vale ressaltar que nao foram realizadas medicoes diretas, foram utilizados somente

os dados adquiridos na Equatorial e informagoes através de pesquisas bibliograficas, além
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disso, as temperaturas que serao citadas foram simuladas, tanto a temperatura do ambiente
quanto a do fio condutor para melhor exemplificar a proposta do problema elaborado.
Exemplo:

Em um dia de inverno um condutor da rede elétrica com comprimento de 80 m foi
aquecido pelo sol durante o dia até uma temperatura de 75°C. Durante a noite a tempe-
ratura ambiente era de 5°C, a partir das 21 horas. As 23 horas mediu-se a temperatura
no condutor e esta passou e ser 17 °C. Supoe-se que o condutor voltard a ser aquecido
pelo sol as 7 horas da manha seguinte, sendo assim, busca-se calcular a dilatacao térmica
causada pela variagdo de temperatura no condutor durante a noite (21 horas - 7 horas).

(Utilizar o coeficiente de dilatacdo linear do aluminio 23 - 107%°C'~1)

Solugao:
Dadas as informagcoes do problema, obtemos condicoes restritivas de um sistema

de equagoes diferenciais
21 horas = T = 75° (96)

23 horas = T, = 17° (97)

assim, da Lei do resfriamento de Newton,

dr

— = k(T T,
o ( )

separando os termos e integrando, obtemos

dT
/T—T :—/k‘dt:>1n|T—Tm|Z—kt—l—C:>|T_Tm|:6—k:t+c

aplicando os dados da condi¢ao (96) do problema,
T=5+C-e™ (98)
dai,
T() =5+ C- €7kt
B5=5+C-e "
C="170
usando a condicao (97)

12
Ty=5+70-e "= 17=5470-e 2 =12=70-e " = = —e M —=017T=e"

aplicando o logaritmo e suas propriedades em ambos os membros

—1,77
(0,17 = —2k = —1,77 = —2k = —5— =k = k = 0,885
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substituindo na equacao da temperatura
T(t)=5+70-e "%
assim, a temperatura final é dada por
T(10) = 5470 - e
T(10) = 5+ 70 - e~ %10
T(10) = 5,01003
calculando a variacao de temperatura, ou seja, a dilatacao térmica, temos
AT = Trinat — Trnicial

AT =5,01003 — 75
AT = —69,9899

calculando a variacao no comprimento do fio em relacao a variacao térmica ocorrida sobre
o fio
AL=a«a-Ly- AT

AL =23-107%-80- 69,9899

AL = 128,781416 m
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5.3 Movimento Harmonico Amortecido

O movimento harmonico amortecido é um sistema massa-mola, no qual esta
submetido a forcas externas dissipativas que atuam sobre um oscilador harmonico reduzindo
a velocidade do movimento gradativamente até cessar, essas forcas podem ser a resisténcia

do ar e fluidos viscosos, por exemplo.

Figura 2 — Movimento Harmoénico Amortecido

Fonte: [15]

Um sistema como na figura acima é composto por um corpo de massa m preso
a uma mola espiral de constante elastica k, imerso em um fluido viscoso. Dessa forma,
quando a placa horizontal imersa no liquido mover-se para cima e para baixo ocorrera o
movimento oscilatério e por existir este liquido ocorrera uma forca de atrito nesse sistema.
Em vista disso, ao passar do tempo a energia mecanica do sistema massa-mola diminuira, a
medida que a energia é transformada em energia térmica no liquido e na placa, ocasionando

um amortecimento e gerando assim um movimento harmoénico amortecido [15] p. 12.

Um oscilador harmonico corresponde a um sistema que quando retirado da posi¢ao
de equilibrio apresenta uma forca elastica F;, proporcional ao deslocamento = de acordo
com a Lei de Hooke!,

Fel = —kx

onde k é uma constante dita elastica. Quando ha uma forca de amortecimento F, contraria

ao movimento que é proporcional a velocidade v, pode ser expressa como,

1 Robert Hooke(1635-1703) foi um cientista inglés, nascido em Freshwater, autor da lei de Hooke, que é

uma lei da fisica que determina a deformacao sofrida por um corpo elastico através de uma forca, ou
seja, a distensdo de um objeto eldstico é diretamente proporcional & forca aplicada sobre ele.
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sendo b a constante de amortecimento que depende das caracteristicas do corpo e do fluido
onde o corpo oscila. Assim, de acordo com a 2% Lei de Newton, a For¢ca Resultante ¢é a

soma das forcas, ou seja,
FR = Fa + Fel

bem como,
Fr=—-bv—kz

sabendo ainda que Fr = m.a. Assim,

m.a = —bv — kx.

Perceba que a aceleracao a é definida como a segunda derivada temporal do

deslocamento z e a velocidade v ¢é a derivada primeira de x em relacao ao tempo, obtemos:

d*x dx
N KL T
e ar

esta equacao ¢ conhecida como a equacao do movimento, reorganizando pode ser escrita
como e J
x x
m—s +b— +kx =0
a " a T
ou,
mz" + bz’ + kx = 0. (99)

Dispomos agora de uma EDO homogénea de segunda ordem com coeficientes
constantes. Supondo que a solugdo para a equacao (99) é z(t) = e" onde r é uma constante.

Desse modo tem-se:
(mr? +br+k)e" =0 (100)
onde z(t) = €™ # 0. Assim, da equagao (100), vem que,

b k
P+ —r+—=0
m m

dessa forma, encontrando suas raizes através da formula de Bhaskara

b b?
r=—=— JR—

k
2m 4m?2  m

. , k Ny o
e considerando w* = — e v = o para facilitar as manipulagoes,
m m

rz—’y:l:\/m
2

podemos distinguir trés caso possiveis, conforme o sinal de v — w?.
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Caso I: 42 — w? < 0. Nesta situacao, o sistema é dito subcritico, pois o coeficiente
de amortecimento é pequeno em comparacao a constante de elasticidade. Assim, obtemos

uma solucao complexa com ry e 79,
r=—y=% zm
= et 61@@
assim, través da utilizagdo da formula de Euler reescrevendo z(t), tem-se:

z(t) = e Ve VW=t _ o=t oag ) [102 2t 4+ e isin \/w? — Y2t
utilizando o principio de superposigao,

T + 2o = 2e " cos Jw? — 72t

T, — Ty = 2ie” sin \/w? — 2t
neste sentido, se desprezarmos os fatores 2 e 27, obtemos um par de solugoes reais,
u(t) = cre " cos \/w? — Y2t
v(t) = cpe M sin /w? — 2t

sendo cie ¢ sao constantes. Portanto, temos como solugao para este caso

x(t) = e (¢ cos \/m 1 ¢psin \/m)

como ¢; e ¢z sao dadas pelas condigoes iniciais z(0) e 2'(0), podemos reescrever a solugao

como
z(t) = Ae 3 cos(wt + ¢)

sendo A e ¢ constantes que dependem das condigoes iniciais.
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Figura 3 — Subcritico
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Fonte: [17]

A figura 3 é um grafico caracteristica do sistema subcritico.

Caso II: 42 — w? = 0. E o sistema dito critico, pois qualquer decréscimo na forca
de amortecimento resulta em um movimento oscilatério. Neste caso, obtemos apenas uma
raiz,

r=-—y
tendo a solugao geral:
2(t) = e "(cy + cot).

Figura 4 — Critico

XA

Fonte: [17]

A figura 4 apresenta o grafico tipico do movimento do sistema critico
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Caso IIL:4% — w? > 0. Neste caso, trata-se de um sistema dito supercritico, pelo
fato de que o coeficiente de amortecimento b é maior em comparagao a constante de

elasticidade k. Para isso temos,

rn=-ytvy-w

e a solucao correspondente é dada por
x(t) = Cre™ + Coe™!

ou

x(t)=e " (Cle VPt L CheV 72’”%) :

Figura 5 — Supercritico

XA

Fonte: [17]

A figura 5 mostra graficamente a caracteristica de = como fungao de ¢ para o

sistema supercritico.
Exemplo

Na figura 6 o bloco possui uma massa de 1,50 kg e a constante elastica é 800

d
N/m. A for¢a de amortecimento é dada por —bd—j, onde b =230g/s. O bloco é puxado

12.0 cm para baixo e liberado.

(a) Calcule o tempo necessério para que a amplitude das oscilagoes resultantes diminua

para um terco do valor inicial.

(b) Quantas oscilagdes o bloco realizara nesse intervalo de tempo?
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Figura 6 — Exemplo

Fonte: [17]

Solugao: Sabemos que somente a forca de amortecimento é responsavel por diminuir a

amplitude do movimento. Desse modo, partindo da equacao caracteristica

b k
P+ —r+—=0
m m

0,23\ > 8
A=(222) 4.1 (= A = —21.3.
(1,5) (1,5):> 3

Temos por definicao um amortecimento critico, que tem como solucao geral

e, calculando o A

z(t)=A e 3t cos(wt + @)
b

onde A é a amplitude inicial do movimento e v = —.
m

(a) Como o termo A e~ 2t é a amplitude do movimento ¢, temos que

A(t) = Ae 3 = %A

logo,

2 3 0,23

1,5

1 21
—Lﬁzln(—) ==t = ns

t=14,3s.

Portanto, a amplitude das oscilagoes resultantes diminuird para um terco do valor

inicial em 14, 3 s.

(b) Para determinar quantas oscilagoes o bloco realizard em 14,3 s perceba que
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RN S G L
4 m  4m?
8 0,232
17—5 — m — w = 2,31rad/s
assim obtemos a velocidade angular, mediante a esse dado, podemos obter o periodo que é
dado por
2m 2m
=— =T=—=T=272
YT 2,31 128
e o numero de oscilacoes sera
t 14,3
n:T:T’mjn:&Q?rev

como n deve ser um numero inteiro, podemos usar

n=5rev.

Exemplo

Um corpo é pendurado de uma mola, colocando em vibragao vertical e imerso em
um béquer com o 6leo. Suponha que o corpo tenha massa m = 375 g e que a mola tenha
constante de forga k = 100N/m ¢ b =0, 100N - s/m.

(a) Quanto tempo leva para a amplitude cair para metade de seu valor inicial?
(b) Quanto tempo leva para a energia mecanica cair para a metade de seu valor inicial?

(c) Demonstre que, de maneira geral a taxa a qual a amplitude diminui em um oscilador

harmonico amortecido é metade da taxa a qual a energia mecanica diminui

Solugao:

(a) Para encontrarmos a solu¢ao desta pergunta é necessario saber de que sistema o

enunciado se refere, sendo assim, através dos dados da questao temos

c 0,1
:—:’—: 2NS
Y= T oam - B2 kgm
E 100
2 =~ —966,Trad
Y0 T 0,375  Tradfs

calculando A
A =~* — 4wi = —1066, 7
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como A < 0, trata-se de um sistema subcritico. Sendo assim, pelo caso I, a solucao geral é

dada pela seguinte expressao

z(t) = Ae™ 2! cos(wt + ). (101)

Conforme o enunciado da questao nos pede somente o tempo em que a amplitude

cai a metade de seu valor. Tomamos (101) e desprezando a parte do cosseno, obtemos

Y A ol 1 1
Ae2l=2 — e 2l =2 — —zt =1In <—) - zzf =In(2)

2 2 2 2 2
b
usando v = —
" 2m
substituindo os valores do enunciado,
(2-0,375)
t=-—=1In(2)=5,2
0,100 M(2)=52s

assim, a amplitude caird para metade de seu valor inicial apds 5,2s

(b) O calculo da energia mecanica é dada por

k A?
Ey = )
assim, sua metade é
kA% kA2 1
B\, = = T
Mg 2 2

Entretanto, devemos escrever essa nova energia mecanica em fun¢ao de uma nova

amplitude A’
kA? kA2 A?
= > Al2 = — = A/ =

2 4 2 V2

novamente desprezando o termo do cosseno, temos

By =

Aegt—iie;t—ii—zt—ln(i) :>1t:1n(2%) =

N NG 2 V2 2
In(2
substituindo os valores 0,375 - In(2)
-1In
0,100 0

portanto, a energia mecanica caird para a metade de seu valor inicial em 2,65s.

(c) Seja a derivada de energia mecanica em relagao ao tempo
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dE 1 ! 1 dA
— =2 kA% =2 k(24) =
i (5rra) = (5 rea )

para isorlarmos — devemos calcular uma taxa relativa, para isso, é necessario dividir
ambos os lados por F
kA?
E=—
2
dFE 1
— 0 dA
dt _ 2:k (24)-44 _ ot
E k- A2 A
2
assim, isolando —, temos
dt
dE dA A dE

dt _ o dt . _ dt
E A A 2 E
com isso, mostramos que taxa a qual a amplitude diminui em um oscilador harmonico
amortecido é metade da taxa a qual a energia mecanica diminui, como queriamos demons-

trar.

5.4 Modelo de Crescimento de Peixes de Von Bertalanffy

Esse modelo bastante utilizado foi desenvolvido pelo bidlogo austriaco Ludwig Von
Bertalanffy? (1983) com o intuito de analisar a variacao de crescimento em peso de peixes,
levando em consideragao os processos de anabolismo e catabolismo. O Anabolismo é um
processo metabdlico que sintetiza moléculas complexas por meio de substancias simples,
que ¢é responsavel pela construgao de tecido organico a partir do consumo de energia,
por exemplo, a sintese de proteinas no organismo que ocasiona a produgao e aumento do
tecido muscular. O Catabolismo, em contrapartida, é o processo metabdlico que decompoe
moléculas complexas, transformando-as em moléculas menores, dessa forma, ocorre uma
liberacao energética para o organismo, por exemplo, a digestao onde hé degradacao de
matéria organica absorvida pelos series vivos que ¢é transformada em energia. O modelo
de crescimento de peixe que Von Bertalanffy formulou matematicamente é uma equacao

diferencial que define a massa do peixe em fungao do tempo.

dP 2
P0)=PF,
onde P(t) é a massa do peixe em fungao do tempo, « é a constante de anabolismo, /3 é a

constante de catabolismo, F, é a massa inicial do peixe em t = 0. Note que se trata de

2 Karl Ludwig von Bertalanffy foi um bidlogo austriaco criador da teoria geral dos sistemas, autor

do livro de mesmo nome. Fez seus estudos em biologia e interesso-se cedo pelos organismos e pelos
problemas do crescimento.
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uma equacao diferencial de Bernoulli nao linear e também de um problema de valor inicial
(P.V.I). Sendo assim, vamos reescrever a equagao dada para formato de uma equacao de

Bernoulli linear. Reescrevendo a equacao dada temos

dP )
— TP =aPs. (103)

Observe que (103) ja estd no formato da equagao de Bernoulli nao linear, para

transformar em linear é necessario dividir toda a equacao pelo termo nao linear da equacao

P’ BP  aPs

S+ 104
Pi  Pi  p3 (104)
simplificando (104), temos
P'P75 + BPP75 = a (105)
usando a mudanca de variavel, Consideremos
v=PP i =0y =P3 (106)
sendo,
1_ >
/ — _P7§Pl
"73
dai,
3 =P 5P (107)
substituindo (106) e (107) em (105) e dividindo por 3, temos:
3+ v =«
I6] o
"= —. 108
v+ sV= 3 (108)

Obtida a equacao linear de Bernoulli, deve-se determinar o valor do fator integrante

para equagao (108)

u(t) = el PO — () = el Sdt = u(t) = T
multiplicando o fator integrante em (108), temos
e+ §e%v = %e% (109)

reescrevendo (109),

integrando ambos os lados, obtemos
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resolvendo as integrais,

eFv="2e% 10 (110)
g
dividindo (110) por s
V=24 Ce ¥
p
voltando para variavel P, obtemos
Ot
1 « — 5
Ps=—+Ce 3
g
que é a solucao implicita da equacao dada. Com o intuito de simplificar a funcao encontrada,
tem-se
Bty °
Pit)=|S+ce 3 (111)

B

logo, (111) é a solucao explicita e simplificando-a temos a solugao geral da equagao (102)

P(t) = (%)3- (1 + cge—?>3. (112)

Devido ao problema de valor inicial (102) devemos definir o valor da constante C,

¢ dada por

quando tomando ¢t = 0 e o valor P(0) = 0 é desprezivel, considerando Py = 0, temos

a
0=—+Cé
B
a
C=_—
B
substituindo o valor de C' em (112), obtemos
3 8 Bty *
a a -
Pit)= |- I+ [(—-=)=e 3
0=(5) '+ (5)s
SRR
P(t):(ﬁ> |1—-e 3|, (113)

Aplicando o limite tendendo para o infinito na P(t), obtemos
o\ B st ’ o\ o\
i — Li - . _ 3 — (= — [ =
tlggoP(t) tlggo (5) l—e (5) = Py (5) . (114)
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Portanto o peso maximo P,, é dado em funcao dos parametros de v e 5. Assim,

através da substituicao de (114) em (113), obtemos

g\ °
P(t)=Px[1—e 3

dai, vale a seguinte relacao,
P(t) = Py (1 — &™)’
a\’? 153
onde P,, = | = )] ¢é massa maxima atingida e k = 3 ¢ a constante. Portanto, a solucao
encontrada da equacao diferencial Von Bertalanffy nos dard a massa do peixe em fungao

do tempo.

Como sugestao e incentivo para o leitor que esteja interessado em aplicar este
modelo de crescimento de peixe em casos reais é necessario obter uma série de dados para
estabelecer parametros interpretaveis biologicamente validos, que possam ser ajustados ao
modelo, de modo que possamos descrever todo o periodo de crescimento da vida animal,

variando conforme a espécie de peixe escolhida para a pesquisa.

Dentre esses dados, deve-se englobar o comprimento e peso médio em funcao
do tempo e o consumo de racao, onde é indispensavel avaliagoes continuas por meses
para obtencao de um parametro adequado. Além disso, é essencial obter os valores de
catabolismo e anabolismo, em relacao ao catabolismo com o utilizacao do método dos
minimos quadrados podemos encontrar um ajuste exponencial que nos dara o valor de
uma constante, no qual o triplo desta constante sera a taxa de catabolismo, quanto ao
anabolismo é necessario conhecer o peso maximo e a taxa de catabolismo onde utiliza-se
uma relacao envolvendo esses dados, em que obtemos assim a taxa de anabolismo. Portanto

com os dados em maos, aplica-se no modelo de Von Bertalanffy.

Contudo, a determinacao da idade e crescimento é um dos aspectos biolégicos
mais importantes, por ser um quesito indispensavel aos calculos de mortalidade e avaliagao
de recursos pesqueiros (Cousseau Cotrina, 1975). Estudos de crescimento de peixes podem
fornecer informacoes basicas sobre a estratégia de vida, estrutura de populagoes e mudancas
no crescimento destas, devido a perturbacoes ambientais ou pela pesca, o que aumenta a
compreensao da biologia dos peixes e forma a base dos modelos de dinamica de populagoes
(Radtke Hourigan, 1990).([9] p. 22).
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento deste trabalho teve como objetivo apresentar os estudos das
equacoes diferenciais com enfoque nas equagoes diferenciais ordinarias, mais precisamente
nas suas aplicagoes em diversas areas do conhecimento. Foi mostrado o quao importante
é seu estudo para o cotidiano e para a resolugao de fendmenos reais bem como sua
aplicabilidade é variada, sendo abordado neste apenas uma parte de sua flexibilidade de
estudo.

Além disso, é notorio que este trabalho sera 1til para estudos tedricos sobre Calculo
Diferencial e Integral em cursos de graduacao, visto que aborda boa parte da ementa da
referida disciplina, sendo assim, podemos constatar que o desenvolvimento do mesmo pode
ser um satisfatério recurso a ser ser utilizado facilmente como nota de aula.

Como embasamento para melhor entendimento do assunto, fez-se o uso de definicoes,
teoremas, exemplos e aplicagoes de primeira e segunda ordem. Em cada capitulo procurou-
se discernir sobre os conceitos basicos e suas ramificagdes como classificacao, tipo, ordem,
linearidade, bem como os principais métodos de resolucao, que foram utilizados nas
modelagens apresentadas no capitulo das aplicagoes.

Seguindo essa metodologia foram apresentadas algumas das varias aplicagoes
presentes nos estudos das Edo’s relacionados a fisica, quimica e biologia: Datacao por
Radiocarbono, Lei de Resfriamento de Newton, Movimento Harmonico Amortecido e
o Crescimento de Peixe de Von Bertalanffy. No qual, foram apresentados exemplos que
refletem questoes da realidade e concluimos que podemos representar estas questoes através
das equagoes diferenciais ordinarias.

Em especial, para a elaboracao do exemplo sobre a Lei do Resfriamento de Newton
foi necessario realizar uma pesquisa de campo para a obtencao de dados reais para aplicar
no calculo de Edo’s. No Movimento Harmonico Amortecido procurou-se mostrar como o
movimento amortecido se comporta de acordo com determinadas variaveis e mostrar quais
as possiveis questoes que podem ser solucionadas através de seu calculo.

Dada a importancia das equacoes diferenciais, vimos o quanto a matematica esta
em nosso cotidiano e que vem desmistificando a mesma como apenas um objeto de exercicio
de raciocinio mas como algo que pode ir muito além do que se espera, desde calculos
simples aos mais complexos e talvez até desconhecidos.

Neste sentido, espera-se que este trabalho contribua significativamente em estudos
posteriores daqueles interessados em aprofundar-se no tema abordado. Desse modo, é
notorio que as equagoes diferenciais nao é um assunto isolado, ou seja, engloba varios
assuntos da matematica em sua area, podendo ir mais afundo em suas discussoes sobre o
que se refere as aplicagoes, no qual nao se limita apenas as mencionadas neste trabalho.
Portanto, acredita-se que este material ¢ de grande valia para o aprendizado e pode auxiliar

no aprimoramento dos conhecimentos sobre o tema em questao.
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