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RESUMO

Neste trabalho realizaremos um estudo acerca da utilizacao da integral no célculo de
areas. Iniciaremos falando sobre alguns conceitos que posteriormente irao definir o que
serd a integral de Riemann. O estudo continua com a relagao da integral com o célculo de
varias areas como as de superficie de revolucao e em coordenadas polares. Por fim, iremos
verificar que as férmulas ensinadas no ensino basico podem ser encontradas utilizando a
integral de Riemann e suas propriedades.

Palavras-chave: Célculo, Areas, Formulas



ABSTRACT

In this work we will carry out a study about the use of the integral in the calculation
of areas. We will start by talking about some concepts that will later define what the
Riemann integral will be. The study continues with the relation of the integral with the
calculation of several areas such as the surface of revolution and in polar coordinates.
Finally, we will verify that the formulas taught in basic education can be found using the
Riemann integral and its properties.

Keywords: Calculus, Areas, Formulas
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Capitulo 1

Introducao

O trabalho falara sobre a relagao da integral de Riemann com o calculo de areas.
A integral de Riemann, além de ser a primeira defini¢ao rigorosa de uma fun¢ao em um
intervalo, é uma das defini¢oes mais simples de integral. Ela pode ser usada para calcular
a area de regioes sendo estas mais comuns, ou até mesmo mais complexas. Com isso o
trabalho oferecera uma forma de demonstrar algumas férmulas utilizadas para calcular as

areas de figuras planas utilizando a integral de Riemann.

1.1 Linha de pesquisa

Calculo

1.1.1 Orientador

Prof. Dr. Juaci Picanco da Silva

1.2 Problema

A integral de Riemann ser uma das ferramentas utilizadas para calcular areas é
um assunto relevante?

O estudo de matemética no nivel superior é diferente do mesmo estudo no ensino
basico, seja por complexidade ou por assuntos diferentes. O calculo de areas de figu-
ras planas é um dos assuntos estudados no ensino basico. Este mesmo assunto pode ser

visto novamente no ensino superior de diversos pontos de vista e neste trabalho serd mos-

12



trado com mais detalhes esse célculo utilizando a integral de Riemann como ferramenta.
Também sera feita uma relagdo com o que é ensinado no ensino béasico ao verificar que

conseguimos deduzir algumas féormulas utilizadas no estudo de areas de figuras planas.

1.3 Tema

A utilizacao da integral de Riemann como ferramenta no célculo de areas.

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo geral

Mostrar a importancia do estudo da integral de Riemann para calcular areas.

1.4.2 Objetivos especificos

Apresentar os conceitos e defini¢oes sobre a integral de Riemann.
Apresentar de que forma o calculo de areas e a integral de Riemann se relacionam.
Apresentar a integral de Riemann como uma ferramenta de demonstragao das

formulas utilizadas para calcular as areas de figuras planas.
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Capitulo 2

Integral de Riemann

2.1 Particao de um intervalo

A partigao de um intervalo [a,b] é um conjunto finito P = {zy, x1, ©9, ..., T, }, onde

a=1x9< T <x3<..<uz,=>be pode ser representado graficamente da seguinte formas:

Sendo assim, temos que uma particdo P divide o intervalo [a,b] em n intervalos
menores e que podem ser escritos de forma arbitraria como: [x;_,z;], ondei = 1,23, ..., n.

A amplitude do intervalo [x;_1,x;] serda dada por Azx; = x; — x;_1. Por exemplo:

Azy = x1 — o,
ALUQ = XT9 — I,
Az, = T, — Tp_1.

Essas amplitudes Az, Az, ..., Az, podem ou nao ter valores iguais. Para a maior
amplitude damos o nome de amplitude da parti¢io P em relagao ao intervalo [a, b] e sera
indicado por maxAz;. Indica-se uma particaio P = {xg,x1, T2, ..., z,} de um intervalo
[a, b] por

Pa=zry<zi1<19<..<2, =0

14



2.2 Soma de Riemann
Sejam uma fungao f definida em [a, b] e uma parti¢ao
Pa=zry<zi <9< ..<2,=0b

do intervalo [a,b]. Seja um ¢; € [z;,_1,7;], onde i = 1,2,...,n um elemento escolhido de
forma arbitraria obtendo assim um novo conjunto A = {cy, ¢s, ..., ¢, } chamado de conjunto

admissivel a particao P. Teremos que o niimero
Z flei)Az; = f(e1)Azy + f(e2)Azz + ... + f(en) Ay,
i=1

serd chamado de soma de Riemann de f relativa a particao P e ao conjunto admissivel
A.
Quando f(c¢;) > 0 como na figura 2.1., podemos notar que f(c;)Ax; seré a area do

retdngulo R; determinado pelas retas x = z;, t = z;_1, y =0 e y = f(¢;).

Figura 2.1: Area de R; = f(c;)Ax;

Fonte: Elaboracao prépria
Quando f(c¢;) <0, figura 2.2, a area de R; sera — f(c;)Ax;.

Figura 2.2: Area de R; = —f(c;)Ax;

¥y

_____/

Fonte: Elaboragao prépria
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n

Geometricamente interpretaremos a soma de Riemann g f(c;)Ax; como a dife-
B i=1
ren¢a entre a soma das areas dos retangulos R; que estao acima do eixo x e a soma das

areas dos que estao abaixo do eixo x. Temos um exemplo disso na figura 2.3

6
Figura 2.3: Zf(ci)Axi

i=1

.1,

|
| |
e & ¢ | IR
1 2 3 | | |

resnrraa

Fonte: Elaboragao prépria

Seja uma fungao F' definida em [a,b] e P :a =29 < 11 < 23 < 23 < 4 = b uma
partigao de [a,b]. Ao efetuar o acrescimo F(b) — F'(a), iremos observar que ao passar de
xr = a para x = b iremos obter a soma dos acréscimos F(x;) — F(z;—1) comoi=1,2,3,4

, sendo assim:
F(b)=F(a) = F(z4)=F(z0) = [F(z4)=F(23)]4[F (23) = F (22) |+ [F (22) = F (z1) ]+ [F (21) = F(x0)]

Isto também pode ser escrito como:

4

F(b) = Fa) = Y [F(z;) = F(x;-1)]

i=1
Se generalizarmos para uma particao P :a = zg < 11 < 23 < ... < x, = b de [a, b],

entao
n

F(b) = Fla) =) [F(x;) = F(zi1)]

i=1

Com base neste resultado teremos que, dadas F' e f duas fungoes definidas em
[a,b],sendo F' uma primitiva de f em [a,b], ou seja, F' = f. E sendo uma parti¢ao
P:a=xy<z <9 < ... <2y = bde|[a,b], podemos observar, como visto anteriormente,

que:



Pelo teorema do valor médio existe um ¢; C [x;, x;_1] tal que
F(x;) = F(xio1) = F'(€)(zi — 1)

Sendo assim, como F’' = f e Ax; = x; — x;_1 entao
F(b) ~ Fla) = 3 f(e)Ax,
i=1

Note que conforme Az; vai diminuindo, o f(¢;) vai comecar a diferir pouco de um

f(c;) onde ¢; C [z, x;_1] nao foi escolhido convenientemente. Ou seja, teremos:

F(b) — F(a) = Z f(ei) A

2.3 Integral de Riemann: Definicao

Seja uma fungao f definida em [a,b] e L € R. Dizemos que

tende a L, quando maxAx; — 0, e escrevemos

n

mathrili—ﬂ] Z; f(CZ)AxZ -t

se para todo € > 0, existir um ¢ > 0 que s6 depende de €, mas nao da particular escolha

dos ¢;, tal que

<€

=1

para toda a parti¢ao P de [a, b], com maxAz;. Tal nimero L sera denominado de integral

de Riemann de f em [a, b], com maxAz; e indica-se por

mazAz;

b n
/a flx)dx = lim_m;f(ci)Axi

b
Com isso, diremos que se / f(z)dz existe, entdo a f é integravel (segundo Rie-
a

b
mann) em [a, b] e também iremos nos referir a / f(z) dx como sendo a integral definida
a

de f em [a,].
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2.4 Propriedades da Integral

Teorema 2.1 Sejam f, g integraveis em [a,b] e k uma constante. Entao

b b b
a) f+ g € integrdvel em [a,b] e / [f(z) + g(x)] dx = / f(x) do +/ g(x) dx

b b
b) kf € integrdvel em [a,b], entdo / kf(x)de=Fk | f(x)dx

c) Se f(x) =0 em [a,b], entdo /bf(a:) dx >0

d) Se c €]a,b] e f € integravel em [a,c] e em [c,b], entao
/ f(z dx—/ f(z dx—l—/ f(z

2.5 12 Teorema Fundamental do Calculo

De acordo com a definigao de integral, se f for integravel em [a, b], o valor do limite

lim 0 ; f(CZ)ASCz

maxrAx;

b
serd sempre o mesmo independentemente da escolha dos ¢; e igual a / f(x)dx. Assim,
a

U OLOEY
b
entao teremos L = / f(z)dz.
Suponhamos aue f seja integravel em [a,b] e que admita uma primitiva F(x) em
[a,b], isto é, F'(xz) = f(x) em [a,b]. Seja P :a =y < 21 < 29 < ... < z,, = b uma

parti¢do qualquer de [a, b]. Ja vimos que

n

F(b) = Fla) =) [F(x;) = F(zi1)]

i=1
Segue entao, do teorema do valor médio, que para uma conveniente escolha dos ¢;

em [x;_1,z;], entdo
n
i=1

que também podemos escrever como

n

= Zf@)Axi (2.1)

18



Se para cada P de [a, b], os ¢; forem escolhidos como em (1.1), teremos

lim Zf ¢i)Ax; = F(b) — F(a)

mazrAx;—0

b
/mexzﬂm—F@

e isto conclui a demonstracao do seguinte teorema:

isso implica que

Teorema 2.2 (12 teorema fundamental do cdlculo)

Se [ for integrdvel em [a,b] e se F' for uma primitiva de f em [a,b], entao

e iremos indicar F(b) — F(a) como [F(a)],, assim

b

2.6 Mudanca de variavel na integral

Toda funcgao continua num intervalo I admite, neste intervalo, uma primitiva.

Sendo assim, temos o seguinte teorema

Teorema 2.3 Seja f continua num intervalo I e sejam a e b dois reais quaisquer em I.

Seja g : [a,b] — I, tal que g(a) = c e g(b) = d. Nestas condigoes

[ rowngwyae= [ s

Demonstragao: f é continua em [ entao a f admite uma primitiva F em I. Temos

que,
[ s =Fi@ - ro 22)
A funcdo H(z) = F(g(z)), € [a,b], ¢ uma primitiva de f(g(z))g'(z). De fato,

pela regra da cadeia, temos que

O que implica em



Pois, F' = f. Com isso, temos

| Hlo@)g (01 ds = [F(g(a)lt = Flo(8) - Flgla))

Por hipétese, g(a) = ¢ e g(b) = d. De (1.2) concluimos que
| Ha@)g (@) de = F(@) - Plo) = [ f(waa

2
Ezemplo: Calcule/ (22 +1)"dz
1

Solugao: Faremos a seguinte mudanga de variével

2v+1=u
Temos que o nosso du seréa
du = 2dx
Pois
%(2x +1)=2

Os limites de integragao passarao a ser

r=1;u=3
r=2;u=95
Sendo assim, teremos que
2 5 0,7
/(2x+1)7dx = —du
1 3
Logo
5,7 1 5
/u—du = —/ u” du
3 2 2 J3
1[u8]5
28],
1[5 38
B §{§_§}
384064
= = 24004
16
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Capitulo 3

Calculo de Areas

Seja f continua em [a,b], com f(z) > 0. Estamos interessados em definir a area
do conjunto A do plano limitado pelas retas = a,z = b e pelo grafico de y = f(z), como

na figura 3.1.

Figura 3.1: O conjunto A no plano cartesiano

|1.‘

e

o
C
X

a b

Fonte: Elaboragao prépria

Seja entao P :a =1x9 < 11 < T3 < ... < &, = b uma particao de [a,b] e sejam ¢
e ¢; em [z;_1, ;] tais que f(¢;) seja o valor minimo de f e f(¢;) o valor maximo de f em

[:L'ifh l’z]
n
Uma boa defini¢cao para a drea de A implicaré que a soma de Riemann E f(@)Ax;
i=1
seréd uma aproximacao para a referida area faltando algumas partes a serem medidas, como
n

na figura 3.2. Ja o Z f(T;)Ax; sera uma aproximacao com partes que foram medidas a
i=1
mais, como na figura 3.3. Logo

n n

Zf(@')AOEi < éarea de A < Zf(C:z)AJCZ

i=1 i=1

21



Figura 3.2: Area em falta

¥y

a b x

Fonte: Elaboracao prépria

Figura 3.3: Area em excesso

a b

Fonte: Elaboracao propria

b
Sabendo que as somas de Riemann tendem a / f(z) dx quando max Az; — 0.
a

Teremos que a drea de A sera:

b
area de A = / f(z)dz

Podemos expandir este mesmo conceito para outros subconjuntos do R?. Quando f(z) < 0

b
em [a, b], figura 3.4, isto implicara que / f(z)dz < 0, obtendo assim

b
Figura 3.4: Area de A = —/ f(x)dx

¥

Fonte: Elaboragao prépria

Seja B o conjunto hachurado na figura 3.5

22



Figura 3.5: O conjunto B no plano cartesiano

, Y

Fonte: Elaboracao propria

temos entao que a area sera

Area = /:f@)dx— /cdf(x)dx—i—/dbf(x)dx - /ab|f(x)\dx

Dadas duas fungoes f e g, ambas continuas em um intervalo [a, b]. Temos que para
calcular a area compreendida entre elas faremos o seguinte:

Dada uma particao P : a = x9 < 21 < o3 < ... < x, = b. de [a,b] e seja
A ={ec1,¢9,...,¢c,} 0 conjunto admissivel & particao P, temos que [f(¢;) — g(c;)]Ax; € a

area do retangulo hachurado na figura 3.6. Logo:

Figura 3.6: Area entre duas funcdes num intervalo [a, b]

AY
il 7

— ——

T

|
|
|
|
-
b x
|
|
|
|
|

|

|

|

i

i

|

|

|

|
\l

\/g

Fonte: Elaboragao propria
n b .

D Se) —gle)dn = | 1) = gled] do = Avea de 4

em que A é o conjunto limitado pelas retas x = a, © = b e pelos graficos de y = f(x) e
y = g(x), com f(z) = g(x) em [a, b].
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3.1 Area de superficie de revolucao

Para entendermos melhor como iremos calcular a area de superficies de revolugao
iremos primeiramente ver alguns conhecimentos na area de geometria.

Sabendo que para calcular a area de um circulo utilizamos a formula 7r?, temos
que, para calcular a area do setor circular iremos utilizar a proporcionalidade entre o
angulo central de um circulo e a area que ele delimita. Ou seja, temos que quando o
angulo central for 2, calcularemos a area com a férmula 772, e se o angulo central for
um « < 27 ele entao delimitara a area de um setor circular que é proporcional & medida
de a, ou seja, se o angulo a dobrar sua medida, entao a érea do setor circular que ele

delimita também dobrara. Logo, podemos fazer a seguinte regra de 3

o2 w2
«Q Area do setor circular
27 (Area do setor circular) = anr?
2
. ) ar
Area do setor circular = 5

Essa proporcionalidade ocorre também com o comprimento da circunferéncia. Quando
o angulo central é 27, calculamos o comprimento utilizando a féormula 277, sendo assim

a regra de 3 ficard da seguinte forma

27 2nr
« Comprimento do setor circular
Comprimento do setor circular = ar

Dado um cone de raio da base r, altura h, geratriz g e comprimento do circulo da
base 27r, figura 3.7. Entao ao "abrirmos"o cone teremos que ele assumira o formato de

um setor circular de um circulo de raio g e comprimento do setor circular 27r.

Figura 3.7: Cone e sua area lateral

A

Fonte: Elaboragao prépria
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Sendo assim, utilizando as férmulas do topico anterior iremos calcular a area deste
setor circular que consequentemente serd a area lateral do cone.

Primeiramente vamos encontrar o angulo central.

Comprimento do setor circular = ag
2mr = ag

2nr

a = —
g

Sabendo o angulo central agora basta calcularmos a area do setor, que sera a area

lateral do cone

Area lateral do cone = ——

Dado um cone de raio R e geratriz g + ¢, figura 3.8.

Figura 3.8: Cone de raio R e geratriz g + ¢

Fonte: Elaboragao prépria

Temos que retirando a parte superior, que também é um cone s6 que de raio r e
., . . .
geratriz ¢', teremos um tronco de cone com o raio da base maior R, raio da base menor
r e geratriz g.

Sendo assim, temos que a area lateral do tronco do cone sera a seguinte
Area lateral do tronco de cone = Area lateral do cone maior— Area lateral do cone menor
Logo, utilizando a férmula anterior, teremos o seguinte

Area lateral do tronco de cone = 7R(g+g') — mryg’
= m(R(g+d)—rg)

25



Area lateral do tronco de cone = 7(Rg+ Rg' —rg) (3.1)

Podemos destacar os seguintes tridngulos da figura 3.9 , cuja a medida do angulo
A(vermelho) é comum e os angulos B(azul) e C(amarelo) sdo correspondentes. Sendo
assim, temos que esses triangulos sao semelhantes pelo fato deles terem dois angulos com

a mesma medida.

Figura 3.9: Triangulos formados pela altura, pelas geratrizes e pelos raios

Fonte: Elaboragao prépria

Logo, como os triangulos sao semelhantes, entao os seus lados correspondentes sao
proporcionais. Com isso, temos o seguinte

r g

R g+9q
rig+9) = Ry

rg+rg = Ry

rg = Ry —rg
Substituindo na equagao (1.3), obteremos que

Area lateral do tronco de cone = w(Rg+ Rg' —rg’)
= m(Rg+rg)
= wg(R+7r)
Vamos verificar que a area lateral do tronco de cone é o produto do comprimento

da geratriz pelo comprimento da circunferéncia gerada pela rotagao do ponto médio da

geratriz.
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Dado o seguinte tronco de cone da figura 3.10

Figura 3.10: Tronco de cone

Fonte: Elaboracao prépria

Vejamos que ao projetarmos iremos interceptar o ponto médio da geratriz.
Acrescendo r(segmento vermelho) acima de R(segmento azul) e R acima de r,

r :
(segmento roxo), formando assim

como na figura 3.11, iremos projetar a medida

dois triangulos

Figura 3.11: Triangulos destacados

R £

Fonte: Elaboracao propria

f—r . Além

Esses triangulos, figura 3.12, tem um lado cuja a medida é comum
disso, ambos também tem dois angulos de mesma medida, laranjas(sdo alternos internos)

e amarelos(sao opostos pelo vértice).

Figura 3.12: Triangulos congruentes
B

------- " q

Fonte: Elaboracao prépria

Logo, esses triangulo sdo congruentes, o que implica que a medida de AS é igual

R+r
2

a medida de BS, tendo esse resultado se eu chamar de s a medida , VEmos que essa
medida é exatamente o raio da circunferéncia gerada pela rotacao do ponto médio da

geratriz.
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Sendo assim, substituindo s na féormula da area lateral do tronco do cone, teremos
Area lateral do tronco do cone = 27sg

Observe que, 27s é exatamente o comprimento da circunferéncia de raio s, que é
gerada pela rotagao do ponto médio da geratriz, comprovando assim que a area lateral do
tronco de cone é o produto do comprimento da geratriz pelo comprimento da circunferéncia

gerada pela rotagao do ponto médio da geratriz, tal circunferéncia aparece na figura 3.13.

Figura 3.13: Tronco de cone com a circunferéncia gerada pela rotagao do ponto médio da

geratriz

Fonte: Elaboracao propria

Vamos agora estender esse conceito para calcular a drea de uma superficie obtida
pela rotagao em torno do eixo x de uma fungao f que possui derivada continua e f(z) > 0

em [a,b].
Ti+ Ti—1
— O

Seja P:a=1xy < x <y <..<ux,=>buma particao de [a,b] e ¢; = 5

ponto médio do intervalo [z;_1, x;]

Figura 3.14: Representagao de uma fungao f continua e positiva em um intervalo [a,b]

x

| I
| I
| I
| I
| |
C.‘f Ii
Fonte: Elaboracao prépria

Observando a figura 3.14, temos que f’(¢;) = tgay, pois o segmento M; M, é
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tangente ao grafico da f no ponto (¢;, f(¢;)). Isto implicara que

| cos ay| = —M—x = M; 1M,; = B | sec oii| Ax; = /1 + [f'(¢;)]? Az,

i—14V; | cos ay
Pelo que vimos anteriormente, a area da superficie gerada pela rotagao do segmento

M,;_1 M, em torno do eixo x sera:

21 f (i) M1 M; = 2 f(c;)\/1 + [f'(c)]2 Az

Com isso, temos que quanto mais diminuirmos o intervalo [z;, z; 1], mais iremos
obter uma aproximagao precisa da area da superficie gerada pela rotacao em torno do
eixo x, apenas na parte do grafico entre x = x; e x = x;_1. A area da superficie gerada
pela rotagao em torno do eixo y sera obtida fazendo a substitui¢ao de f(¢;) por ¢;.

Vemos que a funcao 27 f(c;)/1 + [f'(¢;)] é continua em [a, b], sendo assim

lim ZQﬂf )V 1+ [f (¢ sz—/ 2rf(x)\/1 12dx

maxrAx;—0

E aqui definimos que a area da superficie gerada pela rotacao do grafico da f em

torno do eixo x sera
Area:/ 2rf(x)y/1 |2dx
a

Da mesma forma que a area da superficie gerada pela rotacao do gréafico da f, em

torno do eixo y, seré
b
Area = / 2rx/ 1+ [f'(2)]? dz

Como exemplo iremos calcular a area da superficie de revolugao gerada pela fungao
f(z) = sen(z) em torno do eixo x no intervalo [0,7]. Sendo assim, temos que essa area

sera

/GQWf Wit [P Ede = /O”gﬁsenmmdx
_ /n )1 [cos2(2)] de

Fazendo a mudancga de variavel u = cos(z), entao

8
I
R
IS
I



Sendo assim, temos que

-1
/ sen(z)y/1+ [cos?(x)]dz = 27?/ —/ 1+ [u]?du
0 1

Fazendo agora u = tg(f), entao

du = sec®fdb
T
— __
U = 1
T
=1 0 =—
u = 1

O que implica em

o /1_1—\/T[u]2du /
27r/Z 1+ [tg(0)]2sec?(0)do = 27r/ V/sec?(0) sec?(0) Ao
o |

I
N
3

INE] M:

s
4

ISE »Mﬂ

sec

M:u

Resolvendo a integral / sec’(0) df separadamente, temos que

/sec3(0) do = /sec(&) sec?(6) df
Se tomarmos

u = sec(f) = du = tg(0) sec(6)db
dv = sec(0)df = v = tg(0)

Integrando por partes, teremos

/ sec®(0)df = / sec(6) sec2(0) do

= tg(d) sec(é’)—/th(Q) sec(6) do

Temos que,
tg?(0) = sec*(9) — 1
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Logo,

secd(0)d) = tg(0)sec(d) — [ te?(0)sec(d)dd
sec®(0)df = tg(0)sec(d) — [ [secX(6) — 1] sec(B) df
sec®(0)d) = tg(0)sec(d) — [ sec®(0) — sec(6) df

sec(6) do

—— — —

sec’(0)d0 = tg(0)sec(d) + In|sec(d) + tg(0)]

/
/
/
) / et (0)d0 — tg(0)sec(d) +
/
/

sec’(0)df = %[tg(@) sec(f) + In | sec(d) + tg(0)|]

Temos que,

o [ = e[} (Fe ) o () (3
e (D) () e (D) + w ()]

= aV2+In|V2+1|+VvV2-In|v2-1]
V2+1
V2 -1

= W[Q\/g+21n‘\/§+lu
= 27 [ﬁ%—ln’ﬂ—i—lﬂ

IS

2v/2 + In

= T

3.2 Area em coordenadas polares

Ao se fixar no plano um semi-eixo Ox, onde denominamos o semi-eixo de eixo polar

e o ponto O de pdlo, figura 3.15.

Figura 3.15: Eixo polar e poélo
P

b

//

A°
0

Fonte: Elaboracao prépria

Dessa forma os pontos sao determinados por coordenadas polares(6, p) ,p ¢ a medida
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do segmento OP (p > 0) e 6 é a medida do angulo que se forma entre o eixo polar e o
segmento O P, contando do eixo até o segmento no sentido anti-horario.

Se considerarmos o sistema de coordenadas cartesianas habitual onde a origem
coincide com o polo e o eixo x coincide com o eixo polar, entao as coordenada cartesianas

de um ponto P com coordenadas polares (6, p) serdo
x = pcosb ,y = psend

Se P nao coincide com o polo

z Y
= 2 —|— 2 s 9 = — s 0 = —
p=+/2%+y*, cos e sen ey

Se p <0, (6, p) €& simétrico em rela¢do ao polo, do ponto (6, —p). Como na figura

3.16

Figura 3.16: Pontos no plano cartesiano
y

y
(peos(6). psen(6)) (M(e)i%%\

o ) >
// /{

X

(ros(e), sen(e))

X
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

|

|

|

|

|

|

|

"l
A° !

1 X x /
\/ e %
(peos(8). psen(8))

Fonte: Elaboragao prépria

Olhando novamente para o eixo polar na figura 3.17, teremos

Figura 3.17: p > 0 e p < 0, respectivamente

e

»( -
0.p)
// //‘\9
/// p//O
A © 4

- @)

S //
/// e

(a) p<0

Fonte: Elaboracao propria

Sabemos do estudo anterior sobre area de uma superficie de revolugao que a area
de um setor circular de abertura Af e raio R é %2&9. Com isso, dada uma fungao p = p(6)

continua e positiva no intervalo [60;,6;_1] com 6 € [6;,6;,_1] e p € [0, p(8)].
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Sendo p = p(f) o valor maximo de p no intervalo [6;,6; 1] e p = p(f) o valor
minimo no mesmo intervalo, como na figura 3.2. Com isso, temos que a area delimitada

pela p = p(0) sera

Figura 3.18: Fungao p = p(0)

Fonte: Elaboragao propria

Agora, seja p = p(f) continua e positiva no intervalo [a, §] com § — a < 2, figura
3.19. Temos que, seja A o conjunto de todos os pontos do plano de coordenadas polares

(0,p), tal que a <O < Be0<p<p(f)

Figura 3.19: p = p(#) continua e positiva no intervalo |, (]

(6, p(0)) .

Fonte: Elaboragao prépria

Seja P:a =0y <6 <0y <..<80, =0 uma partigdo de [a, (], se tomarmos os

p = p(0) o valor maximo de p no intervalo [6;,6;_1] ¢ p = p(f) o valor minimo no mesmo

intervalo. Pelo que vimos anteriormente, teremos que a area sera

00\ p — hren < N P(0)?
Z 5 AeigAreagz 5 Ab;
i=1 i=1
Sabemos que quando A#@; for suficientemente pequeno, a éarea se tornard mais
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precisa e isto implica em

n ) 2 /3
lim PLO)" ng, — %/ pdf

MAaxX A6;—0 4= 2

Isto é, a area delimitada por p = p(0) sera

1 [P

= do

2 /a P
Exemplo 1. Desenhe o lugar geométrico em coordenadas polares da funcao dada por
p = 1 — cos(f) e depois calcule a area delimitada por essa regiao onde, 0 < 6 < 7.

Solugao: Para facilitar faremos primeiro o grafico da funcao em coordenadas cartesianas

com o plano cartesiano sendo o plano #Op, como na figura 3.20:

3T
7r227r

2|1 10

=Ny

Figura 3.20: Funcao em coordenadas cartesianas
p

Fonte: Elaboracao propria
Passando agora para coordenadas polares obteremos a figura 3.21

Figura 3.21: Area delimitada pela funcéo em coordenadas polares

2

Fonte: Elaboragao prépria
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A area delimitada por essa regiao sera

1

2

/0%(1 ~ cos(6)) 6

1
2
1

2

N — NI~ NI~ N~ N~ N
T T

/0 1 cos(0)] do

/QW[l —2cos(0) + cos (0)]

r r2m 2m 2
/ 1d6 — / 2 cos(#) dd + / cos (6) de]
LJo 0 0

r 2m 2m
27 — 2/ cos(6) db + / cos (6) d@]
0 0

r 27
o 4 / 1+ cc2)s(20) d@]
0

r 2m
27 + %/ 1 + cos(26) de}
i 0

r 2
27 + % <27T + / cos(26) deﬂ
i 0

37
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27 + 7] =
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Capitulo 4

Deducao das férmulas de calculo de

areas utilizando integral

Primeiramente iremos posicionar as nossas formas geométricas em lugares especi-
ficos do plano cartesiano xOy apenas para facilitar os calculos, mas garantindo que as
formulas ainda irao valer, ou seja iremos colocar as figuras em locais especificos, mas

mantendo as medidas genéricas.

4.1 Area do Retangulo

Seja f(x) = h e as retas * = aj, © = az e y = 0. Podemos observar que h seré a

altura do retangulo e ay — ay seréd a base(b), como na figura 4.1.

Figura 4.1: Retangulo

3

Slx)=h

Fonte: Elaboragao propria

Vamos utilizar a integral de Riemann para calcular area desta regiao, da seguinte
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forma:

/ hdx = h/ dx
al ai

4.2 Area do Triangulo

Podemos representar um tridangulo no plano cartesiano ao colocarmos 3 pontos
arbitrarios com dois deles estando sobre o eixo x e o terceiro no eixo y e ligarmos eles com

segmentos de reta como na figura 4.2:

Figura 4.2: Triangulo

A ¥

(0, A1)

Fonte: Elaboracao prépria

Dessa forma, podemos descrever um triangulo qualquer cuja medida dos seus la-
dos e consequentemente a area que ele delimita estao variando. Vamos calcular a area
dessa regiao, primeiramente dividindo esse tridangulo em duas areas menores (A;,4s) e
calcularemos separadamente e depois somaremos ambas.

Para calcular a area de A; iremos calcular a integral no intervalo [ay, 0] e a funcao

f seré a reta que passa pelos pontos (a;,0) e (0,h), reta esta que ao substituirmos os
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pontos em f(z) = ax + b, iremos obter f(x) = —— + h:

0 h 0 h 0
/——x+hdx - /——xder/ hdz
a1 a1 a1
h

aq a1
h [22]" 0
= ——|= h
al |:2 :|a1 |: i|a1
h [227° 0 h [0 a2
| - _ |z _ hlo —
ol R R R
h 0,12
2
_ ha1 B ha1
2&1
ha
= 5 ~ha
o ha1—2ha1
B 2
Area de A; = —%

De forma analoga, para calcular a area de A, iremos calcular a integral no intervalo

[0,as] e a funcao f serd a reta que passa pelos pontos (ag,0) e (0,h) reta esta que ao

hax
substituirmos os pontos em f(x) = ax + b, iremos obter f(z) = —— + h:
a2

as a2 az
/ —@—I—hdx = / —@dx—l—/ hdz
0 a2 0 a2 0

a2

h a2
= —— xdx—i—h/ dz
0

a9 0
h [z2]* a
= — | — h 2
as | 2 :|0 + [‘ﬂo
h -CLQZ 0
h -CL22
= —— 2| +n
a9 2 :| + [a2]
ha22
= - 2&2 +h(12
ha
= —72+h&2
_ —hay + 2hay
B 2
. h
Area de Ay, = %



Somando a drea de A; e Ay temos
ha1 i hCLg . —ha1 + hCLQ
2 2 2
h(CLQ — Cll)
2
Como ay — ay corresponde a base (b) do tridngulo, entao temos que para calcular

a area do triangulo basta multiplicarmos a base (b) pela sua altura (h) correspondente e

depois dividir por 2, da seguinte forma:

bh

Area do triangulo = 5

4.3 Area do circulo

Temos que um circulo é a area delimitada por uma circunferéncia, que é um con-
junto de pontos que distam (r) de um mesmo ponto O chamado de centro, figura 4.3.

Para calcularmos a area desta regiao utilizando a integral iremos tomar a parte
superior do circulo como uma fungao (f(x)) e a parte inferior como outra fungao (g(z))

e a variacao do x serda de —r até r. Logo, calcularemos a integral da seguinte forma:

Figura 4.3: Circulo
AY

Fonte: Elaboracao prépria

b
Utilizando a propriedade / [f(2z)—g(x)] dz para calcular a drea entre duas fungoes,

teremos:

/r [m_<_mﬂ dz = /T [\/r2—x2—|—\/r2—x2) dx

-r -r



= / ' 212 — 22 dx
= 2 / ' V2 — 22 dz
Fazendo uma mudanca de varidvel de z = r senf teremos que
dx = rcosf db

—r=x= —r=rsend = sen(9:—1:>¢9:—g
r=1x=1r=rsend = sen0:1:>9:g

Sendo assim,

2/2 V1? — (rsenf)?rcosfdf = 2/2 Vr?2 —r2sen?dr cos 6 df

us
2

vl

WP

2/2 Vr2 —r2sen?0rcosfdf = 2/ r2(1 — sen?d) cosf df

s
2

[NERNTE

= 2/ rv1 — sen2f cosfdf

(ME]

jus
2

= 2r2/ vV cos? 6 coshdb

%
= 27“2/2 cos @ cosfdo
= 27“2/2 cos? 6 db
-3
_ 2r2/2 1—cos20d9
= 2
2
2 [32
= % 1 — cos26d6

(VB

= g2 /21d0—/200820d0]

s us
L 2 2

= 2 (0)% —/2 cos?@d@]

us
2

Wl

- G () [l

2

= 7 7T—/2 COSQ@dQ]
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Fazendo novamente uma mudanca de variavel, agora teremos que u = 26, sendo

assim
du:2d0:>dQ—u:c19
L SR P
2~ 9 9 T
W—H:W—g: =
9 VT Ty uTT
Logo,
r? [71'—/2 cos20d9] = r? 7T—/ cozsudu}
o 1 ™
= 7r 7r—§(senu)7
= 7? W——(SGH?T—SQD(—?T))]
= ]

4.4 Area do trapézio

Iremos colocar o trapézio no plano cartesiano,tal que, a base menor (b = ay — a4)

esteja sobre o eixo y e a base maior (B) seja a medida z = h com y indo de 0 a B, figura

4.4

Figura 4.4: Trapézio
}:

/

Fonte: Elaboracao prépria
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Sendo assim para calcularmos a area dessa regiao iremos utilizar a integral da
seguinte forma,

h h
—ay + B)x a1 T —ay + B)x a x
/0 [%‘FGQ_(_%‘I’CH)] dr = /0 {%%—azjti—m dzx

Pois iremos calcular a area que estda compreendida entre as retas

arx
—i—azeg(:v):—%jLal

(—ag + B)x

fla) = =2

A reta f(z) passa pelos pontos (0, as) e (h, B) e areta g(x) passa pelos pontos (0, ay)e(h, 0).

Com isso, temos

h h
(—as + B)z ax B / (—as + B)z ax
/0 { N —l—a2—<—h +a1> de = i . + ay + N —ap|dx

ho h

= /—( a2+B)xdx+/ as dx
h 0
/@dx—/ a, dz

B h
= L)/ xdx+a2/ dz
h 0 0

a " h
+— rdxr — ag / dz
0 0

h
(—as + B) [22]" h
= |3, ekl
aq ZE2 h h
—i—% > ; — [1:]0
o (—CLQ —I— B) h2 0
- B ? 5 +CL2[h O]
a; [h2 0
+E1 |:? - §:| — al[h— 0]
_ (—az+ B) [h? ay [h?
= h B a2h—|— h 9 alh
— B 2 2
— ( a22—;l, )h a2h+ “ —alh
= (_a2+B)h +G2h+M —Cllh
2 2
h
= 5[-&2 + B + 2@2 + a, — 2@1]
h

= §[B+a2 —Cl,l]

Como ay — ay corresponde a base menor (b) do trapézio, entdo temos que para

calcular a sua area iremos somar as medidas da base maior B com a da base menor b,
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multiplicar pela altura h e dividir por dois, da seguinte forma:

(B+0b)h

Area do trapézio = 5

4.5 Area da Elipse

Para calcular a area da elipse iremos utilizar um método parecido com o que foi
utilizado para calcular a area do circulo. Tomando uma elipse qualquer iremos utilizar

um plano cartesiano, tal que a origem coincida com o centro da elipse como na figura 4.5.

Figura 4.5: Elipse
}:

ali
N

-b

d 5

Fonte: Elaboracao prépria

Sendo assim, temos que a equacao da elipse seré:

332 y2
e et

Isolando o y, teremos

b
y==x—va>—x?
a
. . b
Tomando agora a parte superior da elipse |y = —va? — 22 ) como sendo uma
a

b
fungao f(z), a parte inferior <y =——Va?— xQ) outra fung¢ao g(z) e o intervalo a ser
a

utilizado sera [—a, a|. Sendo assim, para calcular a area da elipse iremos calcular a seguinte

integral:

[ [ (=) - [ i

a

20 [“
= E/ Va2 —z2dx

—a
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Fazendo uma mudanca de variavel de x = a senf), teremos que
dx = acosfdf

—a=x= —a=asenl = sen9:—1:>0:—g
a=z=a=asend = sen0:1:>9:g

Sendo assim,

us
2

20 (2 2b
E/ Va? — (asenf)?acosfdfd = E/ Vva? — a?sen?f acosf do

_® Vv a*(1 — sen?f) acosfdl
a J_

2
= —b aVvcos?facosfdl

a

[NERNTE INERNT

Bl

INE] w

= 2ab/ cos?6do

- 2ab/ —1_(;0829d9

[SERCTR

NE}

NJE]

= ab/ 1 —cos260d6

[VE]

= ab /21d9—/2cos29d9]

s
2

— /2 CoS 20d0]

s
2

[ME]

(IRSIE]

Wl

= ab |(9)

jus

2
Vimos anteriormente que / cos 20 df ¢é igual a zero, portanto, temos que

| - #f3-(-3)

-l

= abm

VB

[ISIE]

INIE]

ab [(9)

Logo, para calcular a area da elipse utilizaremos a férmula ab .
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Capitulo 5

Consideracoes finais

O estudo da integral de Riemann e sua utilizagao como ferramenta para calcular
areas é importante para quem se interesssa por tal assunto, tendo em vista que com a
utilizagao da referida integral pode-se calcular as areas de regides complexas.

Além disso, no final do trabalho foi feita uma relacao com o que é aprendido desde
o ensino fundamental sobre o calculo de areas de figuras planas com o célculo de areas
utilizando a integral. Essa relacao mostra uma deducao de formulas de um ponto de vista

que nao envolve apenas geometrial, mas o calculo diferencial e integral.
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