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RESUMO

Este Trabalho de Concluséo de Curso tem como objetivo geral propor o uso do Geogebra para
o calculo de area de regides poligonais. Para isso, no primeiro momento, trazemos alguns
aspectos do desenvolvimento historico do célculo de area do antigo Egito até a era moderna.
Em seguida, mostramos as definicbes, Teoremas e Postulados da geometria plana que
fundamentam o célculo de area. Além disso, falamos sobre o contexto em que vivemos
demonstrando porqué usar o Geogebra e tecnologias digitais na educagdo. Apresentamos um
tutorial de como calcular area de regides poligonais no software Geogebra assim como aplicar
a Férmula de Pick no mesmo programa. Por fim, visando a aplicagdo no ensino bésico,
deixamos um exemplo de atividade usando o Geogebra para determinar a area aproximada de
uma regido contida em um mapa.

Palavras-chave: Calculo de area. Geogebra. Regides poligonais. Tecnologias digitais na

educacéo.



ABSTRACT

This Course Completion Work has the general objective of proposing the use of Geogebra to
calculate the area of polygonal regions. To do this, firstly, we bring some aspects of the
historical development of area calculation from ancient Egypt to the modern era. Next, we show
the definitions, theorems and postulates of plane geometry that underlie the area calculation.
Furthermore, we talk about the context in which we live, demonstrating why to use Geogebra
and digital technologies in education. We present a tutorial on how to calculate the area of
polygonal regions in the Geogebra software as well as apply the Pick Formula in the same
program. Finally, aiming for application in basic education, we leave an example of an activity

using Geogebra to determine the approximate area of a region contained on a map.

Keywords: Area calculation. Geogebra. Polygonal regions. Digital technologies in education.
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1 INTRODUCAO

Apresentamos e discutimos nesta pesquisa 0s aspectos relativos a insercao das
tecnologias digitais da educacao para o ensino do calculo de area de regides poligonais por meio
do software Geogebra.

Geogebra € um software educacional gratuito que permite aos seus usuarios desenvolver
diversas tarefas envolvendo matematica. Dentre suas funcionalidades, podemos citar a criagdo
de gréficos de funcdes, gerar sélidos geométricos, criar figuras geométricas planas, calcular o
conjunto solucdo de equacBes algébricas, desenvolver aplicativos através da linguagem
Javascript, entre outras atividades. Sendo assim, devido sua versatilidade, seu uso pode ser

aplicado desde a educacdo basica até em cursos de nivel superior.

Neste viés, Sagica (2022), deixa claro que quando o professor propde o uso das
tecnologias em sala, as aulas tendem a se tornar mais atrativas e didaticas, proporcionando um
consideravel desenvolvimento cognitivo dos alunos. Portanto, no decorrer deste texto,
apresentaremos a importancia do uso das tecnologias digitais no processo de ensino-

aprendizagem dos alunos do ensino fundamental.

O desenvolvimento desta pesquisa foi realizado de acordo com os objetivos estipulados.
Nesse contexto, 0 objetivo geral consiste em propor o uso do Geogebra para o calculo de area

de regides poligonais.

Para isso, faremos um breve resumo historico do calculo de areas de regides poligonais,
retratando desde o antigo Egito até a Era Moderna. Em seguida, mostraremos 0s aspectos
relacionados a tecnologias digitais na educacdo detalhando o software Geogebra e suas
funcionalidades. Por fim, com embasamento da BNCC, sugerimos uma atividade que pode ser

empregada no ensino fundamental com a utilizagao deste software.
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2 UMA HISTORIA DAS FIGURAS POLIGONAIS

Neste capitulo, fizemos um breve resumo sobre a historia do célculo de area. Assim,
comecamos a analisar desde os primérdios das civilizacGes, no Egito e Babil6nia, indo para o
desenvolvimento da geometria na Grécia, destacando o papel de Euclides na estruturacdo da
geometria com seu livro Elementos, chegando até a matemética moderna com o surgimento de

outros pensamentos em torno de mensurar area de uma regiao poligonal.

2.1 Egito e Babilonia

Eves (2011) destaca que o comeco da civilizacdo humana, por volta de cinco milhdes
de anos a.C., no periodo Paleolitico, foi marcado por povos situados em torno da Africa, sul
Europeu, sul Asiatico e América Central. Até entdo, eram cacadores e coletores vivendo em
intensa mudanca na busca por sobrevivéncia. Devido as caracteristicas desses povos, pouca
contribuicdo cientifica foi constatada. Apds varios anos, agora, no periodo Neolitico, 0 homem
iniciou a troca de seus costumes pela agricultura e domesticacdo de animais criando sociedades
que ficavam em torno de rios para ter proveito da presenca da agua e solo fértil. Isso posto,

iniciou-se a construcgdo do saber cientifico e desenvolvimento da matematica.

Assim, devido aos novos habitos, surgiram necessidades relacionadas a contagem (para
mensurar a quantidade de graos coletados), area (para o plantio de sementes), volume, entre
outras. Sobre o surgimento da geometria, temos alguns relatos que nos dao nocGes de como, e

onde ocorreu.

De acordo com Lintz (2007, p.189),

Segundo nos conta Herddoto [58], 11, 110, a geometria nasceu do problema da area
quando Seséstris, rei do Egito, dividiu todo o pais em quadrados de igual area que
foram distribuidos entre a populagdo e, de acordo com a producdo de cada um, eram
cobrados os impostos. Ora, quando o Nilo trasbordava, parte das terras ficava
inaproveitavel e, entdo, seus proprietarios poderiam deduzir dos impostos a quantia
proporcional a area inundada. Dai, o interesse em comparar as varias areas e a
invencdo dos métodos apropriados. (LINTZ, 2007, p.189)

E valido ressaltar que, apesar de Herodoto alegar que a geometria surgiu no Egito,
sabemos que existem provas de que possivelmente conhecimentos relacionados a este ramo da
matematica possuem raizes antepassadas. Segundo Boyer (1974), o homem neolitico ja
apresentava provas de que fazia uso de caracteristicas como simetria e congruéncia ao criar seus

utensilios.

Retomando, é evidente que problemas relacionados a area de regides poligonais fazia
parte da vivéncia do povo egipcio além da nocao de proporcionalidade ligada a este raciocinio,

ja que constantemente conviviam com as cheias do Rio Nilo. Entéo, saber distribuir area entre
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figuras equivalentes atribuia aos cidaddos o embasamento para tomar a melhor decisdo possivel.
Além do problema destacado, podemos citar outros que estdo descritos em papiros que nos

apontam o amplo dominio de geometria por parte dessa sociedade.

No problema 49 do Papiro de Ahmes, ocorre o calculo de area do retdngulo com 10 jet
de comprimento e 1 jet e largura (jet correspondia a uma unidade de comprimento, onde um jet
representava cem meh que, convertendo, equivale aproximadamente 0,457 metros). Para isso,
usavam procedimentos similares aos que temos hoje multiplicando a medida da base pela altura.
Note que, a partir desse momento, 0s egipcios ja detém um método para encontrar a area de
retdngulos. Esse passo foi fundamental para que pudessem determinar &rea de outras figuras
geométricas por meio de decomposicao.

Ainda nesse mesmo papiro, no problema 51, Boyer (1974, p.13) afirma que “a area de
um tridngulo isosceles era achada tomando a metade do que chamamos base e multiplicando
isso pela altura”. De fato, pelo o que foi exposto no paragrafo anterior, podemos entender como
tal processo funciona. Observe a Figura 1, note que podemos dividir um triangulo isésceles em
dois tridngulos retangulos e transforméa-lo num retdngulo com mesma area do triangulo inicial

e, enfim, determinar a area procurada multiplicando a medida da base pela altura.

Figura 1 - Area do Triangulo Is6sceles no Egito

Fonte: Autoria prépria.

Esse método se tornava viavel pois os egipcios acreditavam que figuras geométricas
poderiam ser decompostas de modo a formar retangulos e, assim, era possivel a obtengdo da
respectiva &rea. Logo, fica evidente o fato de que podemos estabelecer relagdes entre figuras de

modo que tenhamos caso de congruéncia entre elas.

O conhecimento geométrico desse periodo estava, sobretudo, ligado a questbes
territoriais, se tornando indispensavel para o desenvolvimento de tal sociedade. Em um certo

momento, eles ja detinham tanto conhecimento sobre célculo de area de poligonos, que
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deduziram, ainda naquela época, um método aproximado para obtencao da area do circulo. 1sso
é evidente no problema 48 presente no Papiro de Ahmes, onde,

Neste problema, o escriba formou um octoégono a partir de um quadrado de lado nove
unidades, dividindo os lados em trés e cortando os quatro triangulos isosceles dos
cantos, cada um tendo areas 4 1 / 2 unidades. A area do octdgono, que ndo difere
muito da de um circulo inscrito num quadrado, é sessenta e trés unidades, o que nao
esta longe da area do quadrado com lado de oito unidades. (BOYER, 1974, p. 13)

Assim como no Egito, a Babildnia também se destacou por avan¢os matematicos. Além
do que diz respeito ao desenvolvimento em algebra, os babilénios também criaram métodos de
comparacéo e calculo de area. Mesmo nao sendo totalmente o foco desse povo, nos deixaram,
como vestigios, textos matematicos cunhados em uma espécie de tabletes de argila que
continham problemas, dentre eles, associados a geometria. Podemos mencionar a obtencéo da
medida aproximada para 2 que estava interligado ao calculo da diagonal de um quadrado de

lado 30 (Figura 2). Também ¢é nitido o uso do Teorema de Pitdgoras para mensurar a diagonal.

Figura 2 - Problema da Diagonal do Quadrado

Fonte: Aaboe (2002).

Observe que considerando [ e d a medida do lado do quadrado e da sua diagonal,
respectivamente, temos, pelo Teorema de Pitdgoras, d? =1%2+ 1% e, ap6s algumas
manipulacdes, d = 1v/2. Vemos na figura acima (Figura 2) a escrita 1,24,51,10 que, na base
sexagesimal, é uma aproximagao de v2. Também note a escrita 42,25,35 que, por sua vez, é
aproximadamente 42,426388 se assemelhando da medida da diagonal do quadrado de lado 30

ja que, usando d = 11/2, temos d = 30v/2 ~ 42,426406.

Existe o registro do problema do calculo de area do trapézio isésceles (Figura 3), como
descrito por Aaboe (2002, p.28-29),

[em] Um trapézio 30 é o comprimento, 30 o segundo comprimento, 50 a largura
superior, 14 a largura inferior. 30 vezes 30 é 15,0. Subtraia 14 de 50 e o resultado é
36. Metade disso é 18. 18 vezes 18 é 5.24. Subtraia 5,24 de 15,0 e o resultado é 9,36.
O que deveriamos multiplicar por si proprio para que o resultado seja 9,36? 24 vezes
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24 € 9,36. 24 ¢é a reta divisora. Adicione 50 e 14, as larguras, € [o resto €] 1,4. Metade
disso € 32. Multiplique por 24, a reta divisora, por 32, e o [resultado] é 12,48...

Figura 3 - Problema da Area do Trapézio Isosceles

Fonte: Aaboe (2002).

Explicando melhor, sejam [, w;, w,, nessa ordem, as medidas dos lados, base maior e

menor. Segundo a citacdo anterior, [ = 30,w; = 50 e w, = 14. Perceba que w; = x + w, +

50-14

x = x= @ Substituindo w; e w,, obtemos x = = 18. Agora, precisamos encontrar

a medida h. Tomando um dos tridngulos retangulos laterais, pelo Teorema de Pitagoras, 1% =
x%2 + h? = h? = |2 — x2, consequentemente, h? = 302 — 182. Usando o sistema sexagesimal,

302 = 15,0 e 182 = 5,24 dai segue h? = 15,0 — 5,24 = h = /9,36 = 24. Sendo A a area do
trapézio isoOsceles, A = (W“ZL—WZ)h =32-24 =768, como 768 =12,48 (no sistema
sexagesimal), logo A = 12,48 unidades de area.

Com aquilo que foi apresentado até agora, podemos dizer que os egipcios e babilénios
conseguiram apenas determinar medidas para casos particulares vinculados a cada problema.
Portanto ndo temos uma generalizacdo ou formulacdo geral para solucéo de outros. No tocante
a isso, sabemos que devido a auséncia de regras pré-estabelecidas, eles ndo tinham a
preocupacdo com a formalidade em provar o raciocinio matematico por volta das questdes que
resolviam. Devido a esse fator, ndo sabiam distinguir quando estavam trabalhando com exatidao
ou aproximacao de um dado valor que poderia estar relacionado a area, comprimento, largura,

dentre outros.

2.2 Grécia Antiga

Certo tempo depois, o0 progresso de Egito e Babilonia sofreu declinio dando espago para
o fortalecimento de outras civilizages que se fundaram por intermédio do crescimento do
comércio. A Grecia, nesta época, era dividida em pequenas cidades-Estado e sediaram o
crescimento do racionalismo. Com isso, 0 homem comecou a se relacionar em sociedade

discutindo e questionando sobre cultura, religiosidade, organizacdo politica, dentre outros
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assuntos. Nao se diferenciando dos demais quesitos, varios resultados matematicos foram
colocados a prova, o que impulsionou o desenvolvimento desta ciéncia. Na ilha grega de Samos,
existia um homem chamado Pitagoras que foi o responsavel por demonstrar o teorema famoso
que leva seu nome, estabelecendo que, num triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é

igual & soma dos quadrados dos catetos.

Pitagoras atribuiu resultado geométrico para equacgdes quadréaticas (chamado de &lgebra
geométrica) utilizando, principalmente, proporcdes e o método de aplicacdo de areas que
consistia em determinar a area de um poligono dado por meio da transformacéo deste em outra
figura plana mais simples — como retangulo ou tridngulo - que, no qual, poderiam encontrar
trivialmente sua area. Eves (2007, p.113), apresenta o que seria uma das solugdes para este

problema

Considere um poligono qualquer ABCD... (Ver Figura 3). Trace BR paralela a AC,
sendo R a intersec¢cdo com DC. Entdo, como os tridngulos ABC e ARC tém base
comum AC e alturas iguais relativas a essa base comum, esses tridngulos tém éareas
iguais. Segue-se entdo que os poligonos ABCD... e ARD... tém areas iguais. Mas 0
poligono derivado tem um lado a menos que o poligono original. Repetindo-se esse
processo, chega-se ao fim a um tridngulo com mesma area do poligono dado.

Figura 4 - Método de Aplicacio de Areas

A

Fonte: Eves (2007).

Ainda na Grécia, a preocupacdo em estabelecer uma coeréncia na ordem dos
fundamentos que constituem a matematica tomava conta dos filésofos. Certo tempo depois,
“Aristoteles desenvolverd uma logica, na qual os critérios de verdade estardo mais ligados a
pura coeréncia, ao rigor da demonstragdo” (ROQUE e PITOMBEIRA, 2012, p.51). Platao
tambem foi um dos que se questionou sobre a informalidade da matematica e iniciou a busca
pelo rigor descrito acima, estabelecendo, na Academia Platdnica, um carater criterioso que
impulsionou esta tendéncia pela Grécia e, mais tarde, Euclides levaria em conta ao escrever seu

livro, Elementos.

Por volta de 430 e 410 a.E.C., a matematica pré-euclidia lidava com o problema da

incomensurabilidade. Segundo Roque e Pitombeira (2012, p.59), “o fato de dois segmentos nao
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serem comensuraveis significa que ndo é possivel encontrar uma parte que caiba um ndmero
inteiro de vezes em ambos”. Perceba que, quando medimos, na verdade, estamos fazendo uma
comparacdo com uma dada unidade de medida considerada padrdo. Lima (1992) expde que,
devido a existéncia de segmentos incomensuraveis, ndo podiam fazer, por exemplo, a medigéo
de comprimentos e, ocasionalmente, seria inviavel relacionar um nimero em que se possa
representar a grandeza area. Grande parte dos escritores sobre histdria da matematica afirmam
que o descobrimento de grandezas incomensuraveis surgiu a partir do problema geométrico de

se encontrar a medida da diagonal do quadrado.

Eves (2011) nos deixa claro que em 338 a.C., as cidades-Estado pertencentes ao
territdrio grego perderam forca e foram anexadas, por Filipe Il, ao império macedénico. Apds
falecer, seu filho, Alexandre, o Grande, assumiu o império. Visando o crescimento da influéncia
da Macedénia sobre outras regides, Alexandre conquistou o império Persa gque ja contava com
regides do Egito e Babilonia. No Egito, em 332 a.C., fundou a cidade de Alexandria que, devido
a localizacdo privilegiada em rotas comerciais, se tornaria, tempos depois, uma das cidades

mais promissoras da época.

Ainda segundo Eves (2011), depois da morte de Alexandre, o territorio babildnico foi
dividido e Ptolomeu assumiu o Egito. Sendo assim, 0 mesmo ndo mediu esforcos para dar
continuidade ao crescimento da cidade. Entdo, visando isso, promoveu a criacdo da
universidade de Alexandria e convidou diversos intelectuais para auxiliar no gerenciamento da
instituicdo. Dentre os convidados estava o Grego Euclides, escolhido para coordenar o

departamento de matematica.

Escrita por volta de 300 a.E.C., sendo composto por treze livros, os Elementos, contém,
além de grande parte de conceitos relacionados a geometria, informacdes sobre teoria dos
nameros e algebra. Muitos autores classificam esta obra da seguinte forma: Geometria Plana
(livros 1-VI1), Aritmética (livros VII-1X) e Geometria Espacial (livros XI-XI1I). Na época de
Euclides, grande parte dos problemas geométricos giravam em torno da quadratura de figuras
planas e construcdo de poligonos com o uso de régua e compasso. Assim, “no Livro IV de seus
Elementos, discute a construcdo com régua e compasso de poligonos regulares de 3, 4, 5, 6 e
15 lados” (EVES, 2011, p.178). Sua obra foi importante pois definiu um marco nos métodos de
ensino até entdo. Assim, a matematica ensinada passou a ser fundamentada em uma ordem
logica.

No texto, sera perceptivel que, em nenhum momento, Euclides afirma que a medida da

area de uma determinada figura pode ser obtida por uma féormula. O préprio nem mesmo define
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area em seu livro. Tudo que esta presente em sua obra, a respeito do assunto, até o livro I,
consiste em comparagdes entre figuras congruentes. No livro VI comega a ser explorado o
conceito de semelhanca entre poligonos e o que € relativo a razéo entre figuras semelhantes.
Isso posto, faremos uma breve exposicao sobre os principais pontos dos livros I e 11 efetuando

comentarios referente ao tema desta pesquisa.

No livro I, ocorre a apresentacao das definigdes, postulados e no¢des comuns. Sobre a
primeira, Euclides (2009, p.97) define

1. Ponto é aquilo de que nada é parte.

2. E linha é comprimento sem largura.

3. E extremidades de uma linha sdo pontos.

4. E linha reta € a que est4 posta por igual com os pontos sobre si mesma.
5. Superficie é aquilo que tem somente comprimento e largura.

6. E extremidades de uma superficie séo retas.

7. Superficie plana é a que esta posta por igual sobre si mesma.

()

13. E fronteira é aquilo que é extremidade de alguma coisa.

14. Figura é o que é contido por alguma ou algumas fronteiras.

Até a definicdo 14, ja sabemos o € superficie (0 que nos remete a area) e figuras planas.
Note também a presenca da nogdo de fronteira que, nesse caso, exercera o papel de delimitar a
parte interior e exterior uma figura plana. Assim, continua definindo circulo, triangulo e
quadrilateros. Apo6s isso, Euclides faz a descrigdo dos postulados e das chamadas “nogdes

comuns”. Segundo ele, sobre no¢des comuns,

1. As coisas iguais sdo também iguais entre si.

2. E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, 0s todos sao iguais.
3. E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, as restantes so iguais.

[4. E, caso iguais sejam adicionadas as desiguais, os todos sdo desiguais.

5. E os dobros da mesma coisa sdo iguais entre si.

6. E as metades da mesma coisa séo iguais entre si.]

7. E as coisas que se ajustam uma a outra sdo iguais entre si.

8. E o todo [é] maior do que a parte.

9. E duas retas ndo contém area. EUCLIDES (2009, p.99)

O autor, Euclides, faz uso da palavra “igual” para se referir a congruéncia ou para indicar
gue duas figuras possuem a mesma area. Sendo assim, ressaltamos que, a partir de agora,
usaremos também a palavra “igual” como o mesmo sentido adotado por ele. Note que na nogéo

comum 1 e 7 temos uma lacuna para que possamos compreender um método chamado
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equivaléncia de &reas. Se pudéssemos decompor uma figura qualquer em outras iguais entre si,
conseguimos realizar a adi¢do entre elas e a area da soma das figuras formadas é igual a area
da figura que foi decomposta. Sobre este método, sabemos, assim como foram expostos no

presente texto, que egipcios e babildnios ja praticavam esquemas similares.

Euclides se propds a sistematizar os célculos comparando uma figura com a outra
utilizando congruéncia de triangulos e equivaléncia de figuras planas tratadas entre as
proposicdes 33 a 48, do livro I, assim como praticamente todo o livro 11. Sobre isso, Roque e

Pitombeira (2012, p.73) afirmam que

Por exemplo, dadas duas regides planas Si e Sy, elas sdo transformadas em quadrados
equivalentes Qi e Qo, respectivamente. E entdo facil saber se as areas dessas regides
sdo iguais, ou qual é a que tem menor &rea, ou se areas de uma delas é maltipla uma
da outra.

Este processo de transformar uma regido poligonal em um quadrado equivalente
denomina-se “fazer quadratura” da regio.

Portanto, no decorrer do texto Os Elementos, ha uma preparacdo para o método descrito
acima por Rogue e Pitombeira. Faremos a apresentacdo das proposi¢cdes que ddo base a esta
ideia. Na proposi¢ao 34 do livro I afirma que “das areas paralelogramicas, tanto os lados quanto
0s angulos opostos séo iguais entre si, e a diagonal corta-as em duas” (EUCLIDES, 2009,
p.123).

Em outras palavras, significa que os lados opostos de um paralelogramo sdo iguais assim
como seus angulos opostos, além disso, sua diagonal o divide em duas partes. E trivial
demonstrar isso justificando que, ao tracar a diagonal do paralelogramo, teremos dois triangulos
congruentes pelo caso ALA. Logo, devido a isso, os lados opostos serdo iguais tal como os

angulos opostos (Figura 5).

Figura 5 - Proposicéo 34
A B

C D

Fonte: Euclides (2009).
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Entre as proposi¢des 35 a 40 Euclides continua retratando sobre areas paralelogramicas
até chegar nas propriedades referentes a equivaléncia de areas de tridngulos. Enunciando tais

proposicdes, na ordem descrita, temos
“Os paralelogramos que estdo sobre a mesma base e nas mesmas paralelas séo iguais
entre si”

“Os paralelogramos que estdo sobre bases iguais ¢ nas mesmas paralelas sdo iguais
entre si”

“Os triangulos que estdo sobre mesma base e nas mesmas paralelas sdo iguais entre

199

S1

“Os triangulos que estdo sobre bases iguais e nas mesmas paralelas sdo iguais entre

199

S1

“Os triangulos iguais, que estdo sobre mesma base, e no mesmo lado, também estdo
nas mesmas paralelas”

“Os triangulos iguais, que estdo sobre as bases iguais, € no mesmo lado, também estéo
nas mesmas paralelas” (EUCLIDES, 2009, p.124-127).

Chegando na proposi¢do 41, Euclides (2009, p.128) afirma que “caso um paralelogramo
tenha tanto mesma base que um triangulo quanto esteja nas mesmas paralelas, o paralelogramo
¢ o dobro do tridngulo”. Perceba que agora trabalhamos com multiplicidade entre &reas. Na
figura abaixo (Figura 6) temos um paralelogramo ABCD com éarea igual ao dobro do tridngulo
BEC. A demonstracdo é feita utilizando as proposicdes 34 e 37. Os triangulos BAC e BEC
possuem mesma base e estdo nas mesmas paralelas, logo sdo iguais. Em seguida, a diagonal
AC do paralelogramo ABCD divide o mesmo em BAC e DAC que séo, tambem, tridngulos

iguais. Dessa forma, o paralelogramo ABCD é o dobro do triangulo BEC.
Figura 6 - Proposicéo 41
A D E

B C
Fonte: Euclides (2009).

Continuando, temos as proposi¢cOes 42 a 46, respectivamente, que abordam

principalmente problemas relacionados a construgéo de paralelogramos

“Construir um paralelogramo igual ao tridangulo dado, no angulo retilineo dado”

“Os complementos dos paralelogramos, a volta da diagonal de todo paralelogramo
sdo iguais entre si”

“Aplicar a reta dada, no angulo retilineo dado, um paralelogramo igual ao triangulo
dado”
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“Construir, no angulo retilineo dado, um paralelogramo igual a retilinea dada”
“Descrever um quadrado sobre a reta dada” (EUCLIDES, 2009, p.128-132).

Ao chegar na proposicao 47, temos que “nos tridngulos retangulos, o quadrado sobre
o lado que se estende sob o angulo reto é igual aos quadrados sobre os lados que contém o
angulo reto” (EUCLIDES, 2009, p.132). Note que este é o Teorema de Pitagoras que é
demonstrado sem qualquer uso de propor¢ées. Aqui, Euclides usa somente equivaléncia de
areas para prova-lo. Agora sabemos adicionar a area de dois quadrados cujos lados estdo
contidos nos catetos do triangulo retangulo e a soma deles resulta no quadrado cujo o lado
esta compreendido na hipotenusa desse mesmo triangulo. Na figura abaixo (Figura 7), a
soma dos quadrados AGFB e AHKC resulta no quadrado BCED.

Figura 7 - Teorema de Pitagoras Segundo Euclides

H

DL E
Fonte: Euclides (2009).

No livro Il, ocorre a exposicdo de definicBes, construcbes geométricas (como o
guadrado da soma e da diferenca) e propriedades de triangulos. L&, Euclides propde um
problema que remete ao método de quadratura que Roque e Pitombeira descreveram. Na
proposi¢ao 14 temos: “construa um quadrado igual a retilinea dada.” (EUCLIDES, 2009,
p.149). Para resolver o problema, Euclides sugere que, dada a retilinea A, devemos transformar
A em um retdngulo igual BEDC. Se ap6s isso BEDC € quadrado, o problema esta resolvido.
Caso contrario, prolongamos BE tal que tenhamos EF igual a ED. Cortamos BF em um ponto
G gerando partes iguais. Em G, tracamos um semicirculo de raio GB e prolongamos ED até H
obtendo EH. Trace GH. O problema é solucionado aplicando as rela¢es de equivaléncias
descritas acima e o Teorema de Pitdgoras, onde, apos algumas manipulacdes envolvendo
figuras semelhantes, é concluido que o quadrado de lado HE corresponde ao lado do quadrado

igual ao retdngulo BEDC que € igual a retilinea dada A.
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Figura 8 - Quadratura de Uma Regido Poligonal

H

C D

Fonte: Euclides (2009).

Dando prosseguimento aos fatores historicos, posteriormente a Euclides, outro
matematico que teve destaque foi Heron de Alexandria, que viveu no século I d.C., sendo um
dos primeiros matematicos que se dedicou ao que chamamos de matematica aplicada. Em sua
obra Métrica expde estudos sobre “medida de segmentos, figuras geométricas, volumes, massa
etc. que aparecem em problemas de agronomia, construcéo civil, constru¢do de maquinas etc.
que caiam dentro de sua especialidade” (LINTZ, 2007, p.283). Heron deu uma caracteristica
puramente numérica para problemas que Euclides trava de forma geométrica. Assim, foi

possivel deduzir uma férmula para o calculo de area de triangulos quando conhecemos as

medidas de seus respectivos lados, cuja € dada por A = \/p(p —a)(p—b)(p—c),ondepéo

semiperimetro do triangulo obtido por p = %(a +b+c).

2.3 Era moderna

Segundo Roque e Pitombeira (2012), ainda no século XVII a matematica era
extremamente ligada aos resultados gregos e ao conhecimento geométrico estabelecido no livro
Os Elementos. Portanto, aos poucos houve a necessidade de criar métodos referentes a
aplicacdo do saber constituido até entdo. Agora, a sociedade cria consciéncia de que o
conhecimento técnico poderia agregar melhorias no aspecto social. O carater demonstrativo da
matematica grega foi concebido como uma das formas de se resolver problemas préaticos.
Inclusive, René Descartes, neste aspecto, apropriou-se disso para o estudo da chamada Gptica

geométrica.

Descartes defendia que deveria haver preocupacao com aquilo que pode ser quantificado
e relacionado a problemas préaticos. Assim, a matematica desenvolvida em tal periodo historico
era vista como uma ferramenta para compreender os fendmenos fisicos que cercavam o mundo.
Ressaltamos que grande parte dos avancos foi no estudo de curvas que estava relacionado a

fisica para entender, por exemplo, 0 movimento. Sobre isso,
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Podemos dizer que a época é marcada por uma concepcao geral das curvas que ndo
se limitava ao estudo de curvas particulares, ampliando o universo dos objetos
geométricos pela introdugdo de curvas que descrevem movimentos ou S80 expressas
por equaces algébricas. (ROQUE e PITOMBEIRA, 2012, p.192)

Inclusive, nesse momento, hd a preocupacdo em se determinar a area compreendida
entre curvas assim como a reta tangente a curva dada, o que ocasiona a mudanca de perspectiva

em relacdo a poligonos, como exposto abaixo.

Nos trabalhos do fim do século XVII, o conceito de curva recobre trés concepcdes: a
curva como expressdo algébrica, eventualmente infinita; a curva como trajetéria de
um ponto em movimento; e curva como poligono com ndmero infinito de lados.
(ROQUE e PITOMBEIRA, 2012, p.193)

Outro matemético que desempenhou um papel significativo na expansdo do
conhecimento sobre area foi Cavalieri, pois 0 mesmo criou uma ferramenta chamada Método
dos Indivisiveis que consistia em subdividir poligonos em tiras indivisiveis. Portanto, “a area
de uma figura seria dada pela soma de um numero indefinido de segmentos de retas paralelos”
(ROQUE, 2012, p.129). Posteriormente, esse método ganhou uma nova roupagem onde
passaria a considerar area como a soma de um numero indefinido de retangulos. Com isso,
diferentemente dos gregos antigos, o resultado do célculo de area passou a ter um carater
puramente analitico e ndo transformado em uma outra area como sugerido por Euclides. Esses
resultados foram importantes para a evolugdo do calculo. Pascal e Fermat nos ddo exemplos de
como isso poderia ser feito

Para calcular a area da pardbola y= x? entre dois pontos O e B, constroem-se
retangulos sobre as abscissas de pontos de distancia d, 2d, 3d,..., nd. Ha n retangulos
cujas bases medem sempre d, e suas alturas, de acordo com a equagédo da parabola,
serdo dadas, respectivamente, por d?, 4d?, 9d?,..., n?d?. (ROQUE, 2012, p.130)

A partir dos fatos citados acima, podemos concluir que a atribuicdo do carater analitico
a matematica permitiu que, na era moderna, fosse possivel garantir uma maior generalidade do
conceito de area. Além disso, percebemos que, diferentemente da matematica grega, com o

conceito dos métodos infinitesimais foi possivel expandir o calculo de area para curvas.

2.4 Poligono e o atual conceito de area

Nessa secdo, faremos a apresentacdo da definicdo dos poligonos que serdo construidos
com o auxilio do Geogebra. Para isso, havera a exibicéo de defini¢bes primarias que dao suporte
para as vindouras. Comegaremos por conjunto convexo até, enfim, definir os respectivos
poligonos. Em seguida, abordaremos o atual conceito de area e demonstraremos as formulas
para o célculo de area das principais figuras poligonais planas. Deixamos claro que usaremos
constantemente defini¢des, postulados e teoremas presentes no livro Geometria Euclidiana

Plana e Construcbes Geométricas dos autores Rezende e Queiroz (2008), mantendo,
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esporadicamente, as numeracdes atribuidas por eles. E valido ressaltar que as vezes algumas
consequéncias das defini¢cdes tratadas ndo serdo descritas. Portanto, novamente, recomendamos

a leitura do livro citado para que o leitor fique a par dos assuntos aqui abordados.

2.4.1 Conjunto convexo

Precisamos definir conjunto convexo para que possamos, posteriormente, falar sobre
poligono convexo. Entdo, Rezende e Queiroz (2008, p. 20), definem que “um conjunto é
convexo se, para todo par de pontos distintos P e Q desse conjunto, o segmento PQ esta

inteiramente contido nele”.

Na figura abaixo (Figura 9), temos 0s conjuntos A e B convexos, onde PQ é segmento
contido em cada um deles. Vemos o oposto disso nos conjuntos C e D, onde é possivel tracar

PQ com parte do segmento fora dos conjuntos correspondentes.

Figura 9 - Conjunto Convexo

Fonte: Autoria prépria.

2.4.2 Definicdo de Poligono

Definicdo. Seja A,, 45, ..., A,, n = 3, uma sequéncia de n pontos distintos tais que 0s
segmentos A;A4,, A, A5, ..., A,_1A, € A,A; tém as seguintes propriedades:

(a) nenhum par de segmentos se intersecciona a ndo ser nas suas extremidades.

(b) nenhum par de segmentos com extremidade comum esta na mesma reta.

A unido de segmentos 4,4, ..., A,_14, e A, A, é chamada poligono, o qual
denotamos por A1A;...An.

Os pontos 44, ..., A,,, sdo chamados vértices do poligono e os segmentos sao
seus lados.

A soma dos comprimentos dos lados de um poligono é chamada perimetro
do poligono. (REZENDE e QUEIROZ, 2008, p.26)
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Com a definicdo supracitada podemos classificar poligonos como convexo e ndo

convexo. Ainda segundo Rezende e Queiroz (2008, p.27), “um poligono é dito convexo se

nenhum par de seus pontos esta em semiplanos opostos relativamente a cada reta que contém

um de seus lados”. Obviamente, caso aconteca o contrario o poligono sera ndo convexo. Assim,

podemos imaginar a representacdo de um poligono convexo e ndo convexo a partir da figura

abaixo.

Figura 10 - Poligono Convexo e Ndo Convexo

Fonte: Rezende e Queiroz (2008, p.26).

Acima, temos o poligono ABCDEF convexo. Perceba que o poligono FGHIJ nédo é

convexo pois F e G estdo em semiplanos opostos em relagio a reta que contém o lado HI. Em

cada um dos Vvértices do poligono, teremos angulos. Logo, Rezende e Queiroz (2008, p.26-27)

afirmam que

Os angulos do poligono convexo sd0 A;_;A; ... A;j41,i = 2, .., n- 1, e 0s angulos
An_1ALA e A ALA,.

Sdo chamados angulos externos do poligono convexo A;A, ...A, cada um dos
angulos B;A;A;_4,i =2,..,n—1,B,A,A, e BjA;A, em que B;, distinto de 4;, ¢ um
ponto qualquer da semirreta oposta a 4,4,_1; B,, distinto de A4,,, estd na semi-reta

oposta & A,,A,,_1; € By, distinto de A, estd na semi-reta oposta 4, 4,,, ou também os
seus correspondentes angulos opostos pelo vértice. (REZENDE e QUEIROZ, 2008,
p.26-27)

Sobre a nomenclatura dos poligonos, temos que 0s mesmos sdo denominados com a

guantidade de seus lados.

Dessa forma, um poligono de 3 lados é chamado tridngulo; um de 4 lados,
quadrilatero; um de 5 lados pentdgono, um de seis lados, hexagono e, assim, um de
n lados é chamado n-agono.

Um poligono regular € um poligono convexo que possui seus lados dois a
dois congruentes e seus angulos dois a dois congruentes. (REZENDE e QUEIROZ,
2008, p. 27)

Com isso, Rezende e Queiroz (2008) supdem que se um ponto P esta na interse¢do dos

interiores dos angulos do poligono convexo, entdo, este ponto € chamado ponto interior do

poligono. Além disso, chamamos de regido poligonal convexa a unido do poligono com o

conjunto dos pontos interiores a ele.
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2.4.3 Sobre Congruéncias

Como ja mencionado, Euclides utilizava o termo “igual” para se referir a figuras
congruentes. Hodiernamente, usamos o termo “congruéncia” para reportar sobre quando, por
exemplo, dois segmentos possuem mesmo comprimento, duas figuras tém mesma area, dentre
outras comparacdes. Nesse sentido, Rezende e Queiroz (2008, p.31) afirmam que

a) Dois segmentos sdo congruentes se possuem a mesma medida.

b) Dois &ngulos sdo congruentes quando possuem mesma medida.

De maneira geral, de modo intuitivo, duas figuras planas sdo congruentes se uma delas
puder ser deslocada, sem que sejam modificadas sua forma nem suas medidas até que
passe a coincidir com a outra.

Ainda, podemos incluir o fato de que figuras planas congruentes detém propriedades

reflexiva, simétrica e transitiva.

2.4.4 O Triangulo e Suas Classificagdes

Rezende e Queiroz (2008) definem triangulo como o poligono que contém trés lados.
Além disso, dado um triangulo ABC (Figura 11), o0 mesmo é composto por alguns elementos
como vertices, lados, e angulos internos. Portanto, neste caso, 0s vertices sdos 0s pontos: A, B
e C. Os lados sdo os segmentos de reta que o constituem: AB, BC e CA. Ja os angulos internos,
sdo ABC, BCA, CAB.

Figura 11 - Triangulo e Seus Elementos

Fonte: Autoria propria.

Dito isso, um triangulo pode ser classificado quanto ao seu lado ou quanto a medida de

seus angulos. Portanto,

Quanto a medida de seus lados um triangulo pode ser chamado:

(1) triangulo equilatero, quando possui os trés lados dois a dois congruentes.
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(2) triangulo isdsceles, quando possui dois de seus lados congruentes entre si. O
terceiro lado é chamado base do triangulo isdsceles.

(3) tridngulo escaleno, aquele que em qualquer dois lados tém medidas diferentes.
Quanto a medida de seus angulos um tridngulo pode ser:

(1) triangulo reténgulo, quando possui um angulo reto. Neste caso, o lado oposto ao
angulo reto é chamado hipotenusa e os outros dois sdo chamados catetos.

(2) tridngulo acutangulo, quando possui trés angulos agudos.
(3) tridngulo obtusangulo, quando possui um angulo obtuso.

(4) triangulo equiangulo, quando possui os trés angulos dois a dois congruentes.
(REZENDE e QUEIROZ, 2008, p.32)

2.4.5 Quadrilateros

Agora, temos um grupo de poligonos chamado quadrilateros. Conforme Rezende e
Queiroz (2008, p. 59), temos
Defini¢do. Um quadrilatero é um poligono de quatro lados.
Lados opostos de um quadrilatero sdo dois de seus lados que ndo se interseccionam.
Dois lados séo consecutivos se tém um vértice comum.
Uma diagonal é um segmento que une dois vértices ndo consecutivos.
Neste contexto, existem os chamados quadrilateros notaveis que comumente sdo
classificados como: paralelogramo, losango, retangulo e quadrado. Enunciamos a respectiva

definicdo de cada um deles.

2.4.5.1 Trapézio

Definicdo. “Um trapézio é um quadrilatero em que dois lados sdo paralelos. Os lados
paralelos sdo chamados bases do trapézio e os outros dois sdo chamados laterais” (REZENDE
e QUEIROZ, 2008, p.71).

2.4.5.2 Paralelogramo

Definicdo. “Um paralelogramo é um quadrilatero em que os lados opostos séo
paralelos, isto €, as retas que contém esses lados sdo paralelas” (REZENDE e QUEIROZ, 2008,
p.60).

Na figura abaixo (Figura 12), temos o paralelogramo ABCD composto por lados AB,

BC, CD e DA. Nele, os lados AD e BC s&o paralelos, assim como AB e DC.
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Figura 12 - Paralelogramo ABCD

B

H c

D

Fonte: Autoria prépria.

2.4.5.3 Losango, Retangulo e Quadrado

Definic¢des. a) Um losango é um paralelogramo cujos lados sdo congruentes.
b) Um retangulo é um paralelogramo cujos angulos séo retos.

c) um quadrado é um retangulo cujos lados sdo congruentes. (REZENDE e
QUEIROZ, 2008, p.61)

Observe que o0s quadrilateros citados acima sdo derivados da definicdo de
paralelogramo.

2.4.6 Area

Primeiramente, sobre a definicdo de setor circular, temos

Definicéo. Seja AB um arco de circunferéncia de centro O e raio r. Chamamos setor
circular, ou simplesmente setor, a reunido de todos os pontos OP, onde P € um ponto
qualquer de AB. O arco AB é chamado arco de setor ou arco fronteira e r é 0 seu
raio. (REZENDE e QUEIROZ, 2008, p. 107)

Para definir area, Rezende e Queiroz (2008) consideram a existéncia de uma classe
regibes M tal que M contenha pelo menos todas as regiGes poligonais e todos os setores

circulares e circulos.

Assim, o temos alguns postulados e definigdes
Postulado 14: A cada regido de M corresponde um Gnico nimero real positivo.

Definicdo. A area de uma regido € o numero real que lhe corresponde pelo Postulado
14.

Postulado 15. Se R e S sdo duas regifes de M, com R C S, entdo area R < area S.

Postulado 16. Se uma regido R, de M, é a unido R1 U Ry, com R; e R; regifes de M
que se interseccionam em um ndmero finito de pontos ou segmentos, entdo a area de
R é igual a soma das areas de R1 e Ra.

Com a definicdo e postulados acima, podemos pensar em area como uma grandeza que

estd associada a uma regido poligonal do plano. A partir dos postulados 15 e 16, concluimos
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que, dada uma regido A, podemos subdividi-la em outras cuja a area da regido A é igual a soma
das areas das regides decompostas. Geralmente, trabalhamos com érea de regido triangular pois
dada a area de uma figura poligonal, podemos entender como sendo a unido de finitas regides

triangulares.

Figura 13 - Area de Regides Triangulares

R

Fonte: Autoria prépria.

Observe a figura acima (Figura 13). Considere que a area da regido poligonal ABCDE
é A. Assim, tracando as diagonais BE e CE formamos regides triangulares chamadas 4,, 4,
A5. Logo, A é dada pela soma de A,, A, e A5. Esse raciocinio garantira que possamos mensurar

a area de qualquer poligono utilizando regides previamente conhecidas.

Postulado 17. Se dois tridngulos sdo congruentes, entdo suas regides tridngulares tem
a mesma area.

Postulado 18. Se uma regido quadrada tem lado de comprimento a, entdo sua area é
a2 (REZENDE e QUEIROZ, 2008, p.108)

2.4.6.1 Area do Retangulo

7.3 Teorema. A area de um retangulo é o produto das medidas de dois de seus lados
ndo paralelos” (REZENDE e QUEIROZ, 2008, p.109).

Para demonstrar o teorema utilizaremos algo parecido com o que Euclides fez na

proposigéo 4 do livro Il.

Demonstragdo. Ja sabemos, pelo Postulado 18, que a area de uma regido quadrada é
dada por a?. Utilizaremos esta informacao. Entdo, seja um retangulo de area A, com lados ndo

paralelos b e h (Figura 14).
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Figura 14 - Area do Retangulo

b h

Fonte: Autoria propria.

A partir desse retdngulo construa um quadrado de lado b + h. Note que, além de possuir
dois retangulos de area A, o quadrado construido é composto por quadrados de lados b e h.
Denotamos por A, e A, , respectivamente, a area do quadrado de lado b e h. Pelo postulado 18,

A; = b* e A, = h*. Pelo Postulado 16, temos que a area A, do quadrado construido é dada por
Ag=A; +2A+ A, =b* + 24 + h?

pelo Postulado 18, A, = (b + h)?* . Entdo,

Aq = (b + h)* = b* + 2bh + h?
dai, igualando as relacGes anteriores, resulta

b? + 2bh + h* = b% + 2A + h?
dessa forma,

A = bh.

Assim, concluimos a demonstracao.

2.4.6.2 Area do Triangulo

“7.4 Teorema. A area de um tridngulo retidngulo ¢ a metade do produto de seus catetos”

(REZENDE e QUEIROZ, 2008, p.109).
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Demonstragdo. Seja ABC tridngulo retdngulo em B, com area A e catetos a e b (Figura
15). Considere um ponto D pertencente a interseccdo da reta paralela a BC passando por 4, e

da paralela a AB passando pelo ponto C.

Figura 15 - Area do Triangulo

wa]

b C

Fonte: Autoria prépria.

Assim, por consequéncia do ultimo passo da demonstracdo, o quadrilatero ABCD
formado ¢é retangulo. Observe que a diagonal AC divide o retangulo em dois tridngulos ABC e
CDA que sdo congruentes pelo caso L.L.L.. Como supomos que o triangulo inicial ABC era
retdngulo de area A4, entdo o tridngulo CD A possui mesma area (consequéncia do Postulado 17).
Nesse aspecto, temos que a &rea ABCD = 2A. Pelo Teorema 7.3, temos &reaABCD = ab. Dai,
igualando ambos resultados, concluimos que

ab=2A=>A=“2—”.

“7.5 Lema. Num tridngulo, o produto de cada um de seus lados pela altura relativa a

esse lado é constante.”

“7.6 Teorema. A area de um triangulo ¢ a metade do produto de qualquer de seus lados

pela altura correspondente” (REZENDE e QUEIROZ, 2008, p.110).

Demonstragdo. Considere o tridngulo ABC, com érea A, e BH sendo altura relativa ao
lado AC tal que BH = h. (Figura 16).
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Figura 16 - Demonstragdo do Teorema 7.6

R

b, Hp b,

Fonte: Autoria propria.

Note que o ponto H,, divide o lado AC em dois segmentos, AH, e H,C. Supondo AC =
b, AH, = b;e H,C = b,, temos b = b, + b, . Como, por hipétese, BH,, é altura relativa ao
lado AC, entdo ocorre a formac&o dos tridngulos ABH, e CBH, ambos retangulos no vértice
H,,. Seja A1 area do triangulo ABH,, e A area do triangulo CBH,,. Pelo postulado 16, temos
A=A, +A4,

também, como consequéncia do Teorema 7.4, resulta

1 1

1
como b = by + b, ,
A =>bh.
2
Demonstramos acima o caso em que H, esta entre A e C. Entretanto, temos outros casos:
H,, coincide com A ou C, C esta entre A e Hy,, e quando B esta entre Hy, e C.

No caso em que H,, coincide com A ou C, é trivial pois basta aplicar o Teorema 7.4.
Caso C esteja entre A e H, (Figura 17), considere H, sendo ponto de intersecdo entre o

prolongamento da reta que contém AC com a altura do tridngulo ABC baixada pelo vértice B.
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Figura 17 - Outro Caso: Teorema 7.6

Fonte: Autoria prépria.

Supondo AH, = b, AC = b, e CH, = b,, temos AH, = AC + CH, =b =
b, + b,. Note que foram formados os tridngulos ABHg e CBHpg, retdngulos em Hg, e
possuem mesma altura h do tridngulo inicial ABC. Considere que A; e A, sejam,

respectivamente, as areas dos triangulos ABHyz e CBHp. Pelo Postulado 16,
Al :A +A2 :>A :Al _A2

pelo Teorema 7.4, A; = %bh ed, = %bzh. Portanto,

A —1bh 1bh

) 272
1

A =§h(b—b2)

como b = b; + by, resulta
1
A =§h(b1 + bz_bz)
e concluimos que
1

No caso em que B esta entre H,, e C, a demonstracdo € analoga.

2.4.6.3 Equivaléncia de areas

“7.7 Corolério. Dado um tridngulo ABC, qualquer outro triangulo tendo lado BC e o
terceiro vértice pertencente a reta r, paralela a BC passando por A, tera area igual a area de
ABC” (REZENDE e QUEIROZ, 2008, p.111).
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Definicdo. “Duas figuras planas que possuem a mesma &rea sdo chamadas figuras
equivalentes. Dizemos que dois poligonos sdo equivalentes quando suas regides poligonais
correspondentes possuirem mesma area” (REZENDE e QUEIROZ, 2008, p.111).

2.4.6.4 Area do Paralelogramo

“7.9 Teorema. A area de um paralelogramo ¢ o produto de qualquer uma de suas bases

pela altura correspondente” (REZENDE e QUEIROZ, 2008, p.110).

Demonstracio. Seja ABCD paralelogramo com base b e altura h = BE. Trace a diagonal
BD do paralelogramo. Note que BD divide ABCD em dois triangulos congruentes ABD e CDB,
onde cada um deles possuli, respectivamente, area A, € A,.

Figura 18 - Area do Paralelogramo

@

Fonte: Autoria propria.
Pelo Postulado 16, a area A do paralelogramo ABCD é dada por
A=A, +4,
mas, os triangulos ADB e CDB sdo congruentes. Portanto,

A=A, +4A, > A=24,

e pelo Teorema 7.6, A; = %bh. Logo,
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2.4.6.5 Area do Trapézio

Nesta secdo vamos utilizar alguns teoremas, descritos em Rezende e Queiroz (2008),
para determinar a area de um trapézio. No que segue, em alguns casos, mantemos a numeracao

original.

“7.10 Teorema. A area de um trapézio é a metade do produto de sua altura pela soma de
suas bases” (REZENDE e QUEIROZ, 2008, p.112).

Demonstragdo. Seja ABCD trapézio com bases b, = AD e b, = BC, altura h = BE, e
area A (Figura 19).
Figura 19 - Area do Trapézio

B by c

b, D
Fonte: Autoria propria.

Trace a diagonal BD obtendo os tridngulos ABD e BCD com areas A; e A,,

respectivamente. Pelo Postulado 16,
A=A, +A4A,

pelo Teorema 7.4, A, = %blh e A, = %bzh. Entéo,
1 1

A =Zh(by +by).

2.4.6.6 Area do Losango

“7.10 Teorema. A é4rea de um losango ¢ a metade do produto de suas diagonais”

(REZENDE e QUEIROZ, 2008, p.112).

Seja ABCD losango de area A. Trace as diagonais d, = BD e d, = AC se interceptando

num ponto E (Figura 20).
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Figura 20 - Area do Losango

Fonte: Autoria prépria.

Sabemos que E divide d; e d, em seus respectivos pontos médios. Além disso, d, e
d, sdo perpendiculares entre si. Ocasionalmente, o tridngulo ABC é congruente ao triangulo

ADC pelo caso L.L.L. Observe o triangulo ABC, sua &rea A, é dada por

i (34)

A, =
1 2

como ABC é congruente ao triangulo ADC, entdo a area A do losango é dada por

A =24,
logo,
1
dy (5 dy
2
dai, concluimos que
1
A =2dd,
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3 CONSTRUINDO UM TUTORIAL PARA O CALCULO DE AREAS COM O USO
DE TECNOLOGIAS

“A geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedimentos
necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes areas do conhecimento”
(BRASIL, 2018, p.271). Com base no que foi exposto no segundo capitulo desta pesquisa,
percebemos que a geometria desempenhou relevante papel desde os primeiros estagios de nossa
sociedade. Assim, nota-se que o estudo desse ramo da matemética nos proporciona o
conhecimento necessario para ter uma interpretacdo do espago em que vivemos, podendo

interferir, neste, para o calculo de area, distancias, dentre outras necessidades.

A partir do processo de globalizacdo, ocorreram grandes avangos tecnoldgicos e
informacionais em nosso mundo, onde a implementacédo da tecnologia afetou a forma de como
nos relacionamos. Dito isso, com tais progressos na area da comunicagao, surgiram diversos
aparelhos eletrénicos que, em pouco tempo, se tornaram comuns em nossa sociedade e
posteriormente adentraram a sala de aula. Por conseguinte, isso afetou a maneira de que o
docente apresenta a matéria aos seus alunos. Seguindo o raciocinio, torna-se fundamental o uso
de equipamentos tecnoldgicos como estratégia de ensino, para que o discente tenha outra forma

de experiéncia e relacdo com a matéria.

De acordo com Nascimento (2012, p.122),

A proposta do uso de softwares de geometria dindmica, no processo de ensino-
aprendizagem em geometria pode contribuir em muitos fatores, especificamente no
que tange a visualizagdo geométrica. A habilidade de visualizar pode ser
desenvolvida, a medida que se fornega ao aluno materiais de apoio didatico baseados
em elementos concretos representativos do objeto geométrico em estudo.

Outrossim, observa-se que, nem sempre, tais instrumentos foram inseridos como
ferramenta pedagdgica nas instituicGes de ensino o que propicia um certo distanciamento do
contetdo estudado pois o aluno ndo vé utilidade ou importancia daquilo que tem contato na

escola com o ambiente em que vive.

Para Kenski (2007, p.45), sobre a aplicacdo de tecnologias na educagdo, sdo “encaradas
como recursos didaticos, elas ainda estdo muito longe de serem usadas em todas as suas
possibilidades para uma melhor educagdo”. Entdo, através desta afirmagdo, concluimos que
ainda existe muito a ser explorado sobre o0 uso pedagogico de tecnologias em sala de aula e sua

utilizacdo detém uma grande potencialidade no ramo educacional.

Complementando, posso citar minha experiéncia como discente do ensino basico pois,
durante esse periodo, percebi a quase inexisténcia da exploracdo das tecnologias no processo

de ensino-aprendizagem. No que tange ao assunto de geometria, quando o professor entrava em
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sala para falar sobre area de figuras planas, as aulas se limitavam a decoracéo de formulas para
resolver os problemas propostos. Quando ingressei na Universidade Federal do Para (UFPA),
tive o contato com o Geogebra na disciplina de Geometria Plana. Logo, através da aplicacédo
desse software, consegui aprimorar meu desempenho na matéria e, consequentemente,
compreender melhor o célculo de &rea. Essa perspectiva em relacdo ao uso da tecnologia na
educacéo entra em concordancia com o pensamento de Kenski (2007, p.45), no qual, afirma
que “quando bem utilizadas, provocam a alteracdo dos comportamentos de professores e alunos,

levando-os ao melhor conhecimento e maior aprofundamento do contetudo estudado”.

De acordo com Sagica (2022, p. 10),

[...]. é possivel notar que a importancia do aplicativo Geogebra como instrumento
pedagdgico de ensino pode impactar direta ou indiretamente instituicbes de ensino
juntos aos professores da area da matematica em propor essa metodologia de ensino
aos discentes, e dessa forma aprimorarem sua compreensdo sobre o contetdo.
Ademais, pontuar a facilidade de obter o aplicativo Geogebra, por ser gratis e ter
suporte para computadores, tabletes, celulares e outros, o que facilita o seu acesso por

meio dos alunos.

Sendo assim, podemos concluir que a utilizacdo deste software como ferramenta de
ensino tende a facilitar o desenvolvimento do pensamento critico do aluno em relacdo a
matematica, proporcionando uma melhor formacdo educacional ao discente da educacéo
basica. Destarte, é perceptivel que a aplicacdo das tecnologias digitais na educacao exerce um
importante papel na formacgdo do discente, podendo oferecer a este individuo uma nova
percepcao matematica aplicada em seu contexto de vida onde, constantemente, estd em contato

com objetos eletrdnicos tais como: o celular, tablet e computador.

Além disso, foi visto que o uso da tecnologia na educacdo ainda é pouco presente em
sala de aula e, também, insuficientemente explorada. O que caracteriza um problema, ja que
conhecemos, agora, suas respectivas potencialidades. Assim, propomos o0 uso das tecnologias
na educacdo como ferramenta didatica para o calculo de regides poligonais e, dessa maneira,
promover uma educacdo de qualidade para os discentes pertencentes a educacdo basica,

formando seres repletos de saberes e concisos de sua realidade.

3.1 O Software Geogebra

Geogebra ¢ um software de geometria dindmico que nos permite a construcao,
visualizagdo e movimentacdo de figuras poligonais. Além disso, conta com outras funcGes
relacionadas a algebra, aritmética, geometria espacial, estatistica e até mesmo a programacéo
por meio da linguagem Javascript. A escolha deste software se deu devido a facilidade de seu

manuseio e grande acessibilidade, possibilitando o uso online e offline por meio da instalacéo
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em diversos dispositivos. Ainda, podemos destacar sua plataforma que possui uma gama de

recursos compartilhados pela comunidade de usuarios.

3.1.1 A Interface do Geogebra

Ao abrirmos o Geogebra, temos contato com sua interface. De inicio, podemos perceber
que temos a composigédo de duas janelas de visualizagéo, a primeira, tomando maior parte da
interface, também, sendo formada por malha e eixos cartesianos, é chamada Janela de
Visualizacdo 2D e a segunda (ao lado esquerdo) é a chamada Janela de Algebra. Ao ter as duas
abertas, podemos plotar equacdes algébricas e, assim, visualizar sua respectiva representacao

geométrica no plano cartesiano.

Figura 21 - Interface do Geogebra

GeoGebra Classic X
R]& o~ 004N =4 Q=

Fonte: Geogebra (Geogebra Classico 6, 2023).

Além disso, na parte superior da tela, podemos ver alguns icones que correspondem as

ferramentas que nos auxiliam no uso do software. Essa, € a chamada Barra de Ferramentas.

Figura 22 - Barra de Ferramentas
AL OO LN S

Fonte: Geogebra (Geogebra Classico 6, 2023).

3.1.2 Ferramentas do Geogebra que serédo utilizadas nessa pesquisa
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Dentre inimeras ferramentas contidas no software, podemos citar as principais que, no

qual, séo:

e Angulo

o Area

e Compasso

e Intersecdo de Dois Objetos

e Poligono

e Reta Paralela

e Reta Perpendicular

e Segmento

Para utilizar cada uma dessas ferramentas, basta que o usuario deslize 0 mouse em

direcdo a Barra de Ferramentas e clique na funcdo desejada. Assim, conseguira usufruir da
ferramenta pretendida.

Como intuito desta pesquisa é propor o uso do Geogebra para o calculo de area, a
principal ferramenta que faremos uso chama-se Poligono. Ela, como o proprio nhome ja nos

sugere, nos permite criar poligonos na Janela de Visualizagédo 2D.

3.2 Materiais
Utilizaremos o software Geogebra Classico 6 disponivel para download em seu site

oficial www.geogebra.org.

3.3 Usando o Geogebra

3.3.1 Construindo Poligono Arbitrario

Aqui, usaremos o termo poligono arbitrario para nos referirmos a um poligono

qualquer, sem nos prendermos as defini¢cdes de poligonos citadas anteriormente.

Posto isso, € trivial a construcdo de um poligono no Geogebra pois podemos fazer uso
da ferramenta Poligono e, desta maneira, tracar o poligono desejado. Neste sentido, selecione
a funcdo anteriormente citada e clique em quantas regifes desejar da Janela de Visualizacao
2D para determinar os vértices que constituem o poligono. E valido ressaltar que para efetivar
a construgdo em questdo, devemos clicar com o ponteiro do mouse sobre primeiro ponto que
foi gerado. Por exemplo, suponhamos que se deseja criar um poligono de seis lados, ou seja,

um hexagono. Para tal feito, selecionamos a ferramenta Poligono e clicamos sobre a Janela de
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Visualizagdo 2D seis vezes, formando os pontos A, B, C, D, E, F que s& nomeados

automaticamente pelo Software. Por fim, conforme exposto, apds criar F, clicamos sobre A.

Dessa forma, criamos 0 hexagono indicado na figura abaixo (Figura 23).

(-6.66, 2)
(-4.28, 6.02)
(1.94, 6.8)
(3.66, 3.5)
(1.14, -1.58)

nmo N @ > »E

(-4.34, -1.7)

 poll = Poligono(A, B, C,D,E¥)
64.49

a = Segmento(A, B, poll)
= 4.67

b = Segmento(B, C, poll)
=627

¢ = Segmento(C, D, pol1)
372

d = Segmento(D, E, poll)
=567

e = Segmento(E, F, poll)
= 548

f = Segmento(F, A, poll)

Figura 23 — Poligono Arbitrario
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Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.

Com o poligono criado, podemos calcular sua area com o emprego da funcio Area.

Basta selecionar tal ferramenta e clicar sobre o poligono construido. No caso do hexagono

construido acima, temos que sua area € 64,49 unidades de area.

egho poigon e - GesGabea

Figura 24 - Area de Um Poligono Arbitrario
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Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.
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3.3.2 Construindo Trapézio

Faremos a construcdo de um trapézio ABCD com bases AB e CD, sendo AB > CD.
Conforme a definigdo de trapezio, devemos construir um quadrilatero com dois lados paralelos.
Sendo assim, para crid-lo, precisamos inicialmente construir uma estrutura com as
caracteristicas de tal quadrilatero e depois aplicar a ferramenta Poligono. Portanto, com a
funcdo Segmento, clique em dois lugares distintos da Janela de Visualizacéo 2D, criando, dessa

forma, um segmento AB que sera a base maior de nosso trapézio.

Em seguida, faca o emprego da funcdo Reta Paralela clicando em AB, arraste 0 mouse
de tal modo que seu ponteiro ndo esteja sobre AB e clique em qualquer regido da Janela de
Visualizagdo 2D, assim criamos uma reta g paralela a AB passando por C. Selecione a
ferramenta Ponto e clique sobre a reta g formando, assim, um ponto D tal que este ponto seja
distinto de C. Caso ap6s o ultimo passo CD seja maior que AB, movimente um dos pontos (C

ou D) para que tenhamos AB > CD. Pronto, estamos com a estrutura do trapézio criada.

Para facilitar a visualizagdo da construgdo, vamos esconder o traco do segmento AB
deixando visivel apenas os pontos A e B. Ent4o, clique com o botdo direito do mouse sobre AB.
Se o0 ultimo passo estiver correto, abrird uma caixa de opc6es. Selecione a opg¢édo Exibir Objeto.
Consequentemente o trago do segmento AB sera oculto. Repita 0 mesmo processo ocultando a
reta g que passa pelos pontos C e D. Finalmente, com a funcdo Poligono clique sobre os pontos
A, B, C, D, ndo esquecendo de finalizar selecionando o primeiro ponto criado. Deste modo,

temos um trapézio ABCD.

Para complementar a construgdo, podemos tracar sua respectiva altura. Usando a
ferramenta Reta Perpendicular, clique sobre AB (base maior) e sobre C, assim, temos uma reta
h perpendicular a AB, passando por C. Com a funcéo Intersecéo de Dois Objetos, clique sobre
AB e h. Um ponto E sera criado. Agora, oculte a reta h. Com a ferramenta Segmento, crie o
segmento CE. Agora, selecione a ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro e clique

sobre CE. Sendo assim, temos a medida de CE que corresponde a altura do trapézio ABCD.
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Figura 25 - Construcdo do Trapézio

7 Construgdo do Trapézio - GeoGebra
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Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.

Com a finalidade de calcular a &rea de nosso poligono recém construido, podemos
utilizar a Janela de Algebra ou a ferramenta Area. Ensinaremos os dois modos. Sobre o

primeiro, direcione o ponteiro do mouse sobre a Janela de Algebra e no campo Entrada escreva

%* CE = (AB + CD) (ou podemos escrever %* i * (b + ¢), pois note que o software tomou
automaticamente AB = b, CD = c e CE = i) e tecle Enter. Observe que% * CE x (AB + CD) =

%h(b1 + b,), que corresponde a férmula do calculo de area do trapézio. Ao término do ultimo

passo, temos como resultado a area de nossa construcdo na Janela de Visualizacdo 2D que,
neste caso, € 15 unidades de area.

Figura 26 — Calculando Area Por Meio da Janela de Algebra

€7 Construgdo do Trapézio - GeoGebra
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E = Intersecdo(b, h)
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i = Segmento(C, E)

(©] b
=3 A E B

Distancia(i, EixoY)

Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.
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Sobre o segundo método, é bem trivial obter a area da figura desejada. Basta selecionar
a ferramenta Area na Barra de Ferramentas e clicar sobre o poligono que se deseja obter sua
area. Ressaltamos que é preciso ter usado primeiramente a funcdo Poligono e assim aplicar a

ferramenta Area sobre a regifo poligonal desejada.

Figura 27 — Usando a Ferramenta Area

€3 Construgic do Trapézio - GeaGebra = a x
AL OO0 M N e Q =
[ =316 *
o h : Perpendicular(C, b) E ]
= 2 C
x ; - @
E = Intersecao(b, h) hYj
=(2,1)
@ = Scemento(G.E) ‘ a Areade ACDB=15
=3 A I
e = Distancia(i, EixoY') .
=2 ATy E v
. 1
i =5 CE(AB+CD)
- 15 ] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 g
Textoql="Area de " +(Nome(A)} "
@  (Nome(C))+(Name(D)) -+
(Nome(B))+" =" +ql a
+ 5
-2

Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.

Como ja esperado, ndo houve distincdo das areas calculadas pelos dois modos. Todos
eles foram eficientes e deram, obviamente, 0 mesmo resultado que, nesse caso, corresponde a
15 u.a.. O interessante aqui é o fato de que podemos movimentar os vértices do trapézio e
observar gue sua area muda ao final de cada movimento dado. Logo, temos praticamente uma

calculadora de area de trapézio ao nosso dispor.

3.3.3 Construindo Paralelogramo

O processo de criacdo de um paralelogramo se semelha em partes com nossa Gltima
construcdo. Usando a definicdo de paralelogramo, temos que construir um quadrilatero que
possui seus lados opostos paralelos. Entdo, com a ferramenta Segmento, crie AB. Va até a Barra
de Ferramentas, selecione Reta Paralela, clique sobre AB, movimente o cursor do mouse de
tal forma que n&o coincida com AB e clique em qualquer regido da Janela de Visualizag&o 2D.
Com isso, temos uma reta g paralela a AB passando por C. Com a ferramenta Segmento clique
sobre A e posteriormente sobre C e teremos criado AC. Repita o processo fazendo novamente

uso da funcéo Reta Paralela e trace a reta i, paralela ao segmento AC, passando por B. Observe
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que i e g se interceptam, sendo assim, com a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos,

marcaremos um ponto D nesta intersecao.

Figura 28 - Construcéo do Paralelogramo

€3 Construgdo do Trapézio - GeoGebra - a X
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D = Intersecio(g, i) H 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
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Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.

Vamos ocultar a reta g. Para isso, clique com o botéo direito do mouse sobre g e, ap6s
abrir a caixa de opcdes, escolha a opcdo Exibir Objeto. Apds esse passo, a reta g ficara oculta.
Repita o processo ocultando a reta i e os segmentos AC e AB, ficando somente com a exibicdo
dos pontos A, B, C e D. Agora, selecione a ferramenta Poligono e clique sobre os pontos
anteriormente citados (ndo esquecendo de realizar os passos conforme fizemos no item 3.3.2,
onde finalizamos o poligono selecionando o primeiro ponto adotado), formando o

paralelogramo ABCD.

Podemos melhorar tal constru¢do criando um segmento correspondente a sua altura,
além de poder expor as medidas de cada lado. Para tracar a altura do paralelogramo criado, use
a ferramenta Reta Perpendicular, clique sobre AB, e posteriormente em C, entdo, sera criada
uma reta j perpendicular a AB, passando por C. Agora, com a funcdo Intersecdo de Dois
Objetos, clique sobre AB e a reta perpendicular criada recentemente para marcar um ponto E.
Iremos ocultar a reta j realizando os passos ja informados no paragrafo anterior. V4 até a Barra
de Ferramentas, selecione a fungio Segmento e trace o segmento CE correspondendo a altura
do paralelogramo. Para que a medida de CE seja visivel, selecione a opgdo Distancia,
Comprimento ou Perimetro e clique sobre CE. Repita o processo exibindo as medidas dos lados

da figura em questéo.
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Perceba que ndo precisamos exibir a medida de todos os lados, basta aplicar a fungéo
Distancia, Comprimento ou Perimetro sobre dois de seus lados ndo paralelos, pois o
paralelogramo possui uma propriedade particular que, no qual, garante que a medida de seus
lados opostos sdo congruentes. Da mesma maneira que na secdo 3.3.2, temos dois modos de
realizar o calculo de area. Nesse caso, usaremos a ferramenta Area. Para isso, selecione a mesma
na Barra de Ferramentas e clique com o botéo esquerdo do mouse sobre a regido poligonal

criada. Enfim, concluimos nossa construcéo, tendo a medida da area procurada.

Figura 29 - Area do Paralelogramo Construido
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Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.
A partir desta construcdo, se torna simples a criacdo dos demais quadrilateros notaveis
ja gque 0s mesmos sdo praticamente uma reproducdo dos passos ja tomados. Por exemplo, para

construir um losango (que ensinaremos a seguir) basta que seus lados possuam mesma medida.

3.3.4 Construindo Losango

Precisamos construir um paralelogramo com a medida de seus lados iguais, assim como

definimos losango.

Ent&o, crie 0 segmento AB e uma reta g paralela a tal segmento passando por C conforme
fizemos nas construgdes anteriores. Dirija 0 mouse até a Barra de Ferramentas, escolha a
funcdo Compasso, clique em A e posteriormente em B para que o0 raio do compasso tomado
tenha medida AB, por fim, clique sobre A para tornar esse ponto como centro da circunferéncia.
Observe que, apos isso temos que a circunferéncia tragada intercepta a reta g. Marcaremos um

ponto nesta intersecdo. Com a funcédo Intersecdo de Dois Objetos, selecione g e, logo apos, a
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circunferéncia de raio AB, originando D. Repita o processo tracando uma outra circunferéncia
de raio AB com o centro em B, e marque um ponto E na intersecdo desta circunferéncia com a

reta g.

Figura 30 - Construcéo do Losango
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“ (- 142+ (y- 2= 1

E = Intersecdo(d, g, 2
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Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.

E importante deixar claro que se deve escolher uma medida razoavel para a distancia
de g até AB para que no momento de tragar as circunferéncias de raio AB, tenhamos as
intersecOes destas circunferéncias com a reta g. Voltando a construgdo, oculte 4B, g, C, e as
circunferéncias que interceptam g, deixando visivel somente os pontos A, B, C e D. Com a
funcéo Poligono, crie o losango ABCD. Finalizamos a construgdo. Para complementar, vamos
exibir as medidas de seus lados. Use a ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro e
clique sobre um dos lados do losango (caso queria verificar que seus lados possuem mesma
medida, basta aplicar este processo em todos seus respectivos lados). Para calcular sua area,
utilize a fungéo Area e clique sobre tal poligono.
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Figura 31 - Losango Finalizado
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Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.

3.3.5 Construindo Retangulo

Conforme a defini¢do dada na secéo 2.4.8, devemos construir um paralelogramo cujos

seus angulos séo retos.

Sendo assim, crie um segmento AB com 0 recurso Segmento. Criaremos duas retas
perpendiculares a AB, com uma delas passando por A e a outra passando por B. Para isso, use
a ferramenta Reta Perpendicular crie duas retas perpendiculares, com uma delas passando por
A e aoutra passando por B. Prosseguindo, use a funcdo Reta Paralela, clique sobre AB e depois
em A. Repita o procedimento tragando outra reta passando por B. Agora, com a funcdo Reta
Paralela, clique sobre AB, arraste o ponteiro do mouse de tal forma que n&o fique sobre AB e
clique sobre a reta perpendicular que passa por B (ressaltamos que escolhendo qualquer umas
das retas perpendiculares criadas, o procedimento estara correto, mas, para fins didaticos,
escolhemos a que intercepta B). Agora, com a ferramenta Intersecéo de Dois Objetos, clique

sobre a intersecdo da reta paralela a AB para que tenhamos um ponto D.
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Figura 32 - Construgdo Apos as Instrugdes Acima
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Fonte: A Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.

Vamos ocultar o as retas e o segmento AB de tal forma que tenhamos visivel somente
os pontos A4, B, C e D. Entdo, clique com o botéo direito do mouse sobre cada item que se deseja
ocultar e, ap6s abrir a caixa de opces, clique sobre Exibir Objeto. Use a ferramenta Poligono
e crie o retangulo ABCD conforme fizemos nas construgdes anteriores. Dessa maneira, temos
o retangulo criado. Com a ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro, clique sobre os
segmentos AB e CB deixando visivel a medida desses lados. Por fim, com a funcdo Area,

selecione o poligono criado para gque seja exibido a medida de sua respectiva area.

Figura 33 - Retangulo Finalizado
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Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.
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3.3.6 Construindo Quadrado

Chegamos em nossa Ultima construcdo. Com o a ferramenta Segmento, crie um
segmento AB. Usando Reta perpendicular, clique sobre AB e posteriormente A. Com a fungéo
Compasso, clique sobre os pontos A e B para demarcar a abertura do compasso e selecione o
ponto A. Portanto, temos uma cirferéncia de raio AB com centro em A. Fazendo uso da
ferramenta Ponto clique na intersecdo da reta perpendicular a AB e a circunferéncia recém
criada. Agora, repita o processo tracando duas outras circunferéncias de raio AB, sendo que

uma delas deve ter centro em B e outra com centro em C. Observe a Figura 34.

Figura 34- Construgdo do Quadrado
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T
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Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.

Com a ferramenta Intersecédo de Dois Objetos, marque um ponto D na intersecdo das
circunferéncias de centro B e C. Assim como nas construcfes anteriores, oculte a todas as
circunferéncias criadas e o tragco do segmento AB, deixando somente os pontos 4, B, C e D.
Usando Poligono, clique sobre os pontos A, B, C e D. Para calcular a area do quadrado criado,

selecione a ferramenta Area e clique sobre o poligono.
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Figura 35- Quadrado Finalizado
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Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.

3.4 Outra Maneira de Calcular Area

Além da maneira ensinada na se¢do 3.3, podemos utilizar a chamada Férmula de Pick
para calcular &rea de poligonos no Geogebra. A Férmula de Pick foi desenvolvida por Georg
Alexander Pick e estabele uma relacdo entre o conceito de area, da geometria plana, com a
teoria dos nameros. Diversos autores afirmam que apesar de Georg Alexander Pick ter
elaborado esta formula antes do inicio do século passado, sua popularizagdo ocorreu a partir de
1950 quando o matemaético H. Steinhaus fez uso em um de seus trabalhos publicados.

O uso da Formula de Pick sera atil somente quando estamos diante do chamado
Poligono Simples, ou seja, quando o poligono em questao possui borda (fronteira) caracterizada
por uma poligonal fechada que nédo intercepta duas vezes 0 mesmo vértice. Caso o poligono
ndo seja um Poligono Simples, temos um Poligono Nao Simples. Na Figura 36 temos uma
representacdo dos tipos de poligonos citados nesse paragrafo. Assim, podemos calcular a area
desse tipo de poligono apenas contando a quantidade de pontos internos juntamente com 0s

pontos de sua borda (fronteira).
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Figura 36 - Poligono Simples e Ndo Simples

E

POLIGONO SIMPLES POLIGONO NAO SIMPLES

Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.

3.4.1 Formula de Pick

Definicdo. “Uma rede do plano é um conjunto de pontos dispostos regularmente ao
longo de retas horizontais e verticais, de modo que a distancia de cada um deles aos pontos

mais proximos na horizontal ou na vertical ¢ igual a 1.” (LIMA, 1991, p.102)

No Geogebra, temos a chamada malha quadriculada e podemos adapté-la para uma rede
de pontos do plano. Para isso, com o Geogebra aberto, direcione o cursor do mouse para
qualquer regido da Janela de Visualizacdo 2D e clique com o botédo direito do mouse para que
uma aba de op¢des seja aberta. Logo depois, selecione Janela de Visualizagdo, clique na opcao
Malha na parte superior da tela. Em Tipos de Malha, provavelmente estara selecionado Malhas
Principais e Secundarias entdo, clique sobre essa opcao e selecione Malha Principal. Por fim,
marque a caixa Distancia escolhendo a distancia 1 nos eixos x e y. Dessa maneira, teremos

preparado uma rede do plano.
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Figura 37 - Rede de Pontos no Geogebra

Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.
Ressaltamos que caso nao tivéssemos realizado essas instru¢es ndo teriamos uma rede
pontos pois note que a definicdo toma como principio que a distancia de cada ponto disposto
no plano é igual a um. Nesse sentido, € muito provavel que no momento de calcular area com

a Formula de Pick o resultado obtido sera equivocado.
Formula de Pick. “A area de um poligono cujos vértices sdo pontos de uma rede ¢ dada
pela expressao §+ [ —1, onde B € o numero de pontos da rede situados sobre o bordo do

poligono e I ¢ o numero de pontos da rede existentes no interior do poligono.” (LIMA, 1991,
p.102)

Seja um triangulo ABC dado assim como na figura abaixo (Figura 38) onde deseja-se

calcular sua area.
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Figura 38 - Calculando Area com a Férmula de Pick

Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.
Observe que o triangulo acima possui seus vértices A, B, C na rede do plano. Também
é nitido que os pontos A, B, J, K, C, I, H, D fazem parte da borda e F, E, G, s&0 pontos internos

do tridngulo. Assim, podemos calcular sua area com o uso da Formula de Pick. Ent&o,
B
Area(ABC) = 7 +1—-1
=243-1
2
=4+2
=6u.a.

logo, o triangulo possui 6 u. a.

Note que esse método facilita ainda mais a obtencdo de area de poligonos e, apesar de
simples, a utilizacdo da Formula de Pick pode se tornar uma 6tima aliada no ensino. Essa ideia
pode ser adaptada para outras ocasides e, assim, o docente tera diversas formas de explorar o

calculo de area.
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4 SOBRE A BNCC E AS TECNOLOGIAS DIGITAIS NA EDUCACAO

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento criado pelo Governo
com o intuito de estipular normas que definem aquilo considerado essencial para a formagéo
do aluno pertencente ao ensino basico de instituicdes de ensino publico e privado. Contendo
pardmetros para todas as areas do conhecimento, a BNCC se baseia na Lei n° 9.394/1996
conhecida como Lei de Diretrizes e Base da Educacdo Nacional (LBD) e no principio de
igualdade de acesso e permanéncia determinado nas Diretrizes Curriculares Nacionais da
Educacdo Basica (DNC). Neste viés, a BNCC apresenta habilidades e competéncias que

sustentam o desenvolvimento pedagdgico do ensino basico.

Na BNCC,

[...], competéncia é definida como a mobilizacdo de conhecimentos (Conceitos e
procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes e
valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da
cidadania e do mundo de trabalho. (BRASIL, 2018, p.8)

Entdo, de acordo com o que foi supracitado, entendemos competéncia como tudo aquilo
que se relaciona com a capacidade de associar os conteidos que sao apresentados em sala com
os problemas do cotidiano. Sobre habilidades, interpretamos como o0s conhecimentos
aprendidos ao desenvolver cada competéncia. Para melhor compreensdo, podemos entender as
competéncias como 0 objetivo geral de uma pesquisa académica e as habilidades sendo os
objetivos especificos da mesma. Acerca do uso de tecnologias na educacao, nas competéncias

gerais da educacdo basica 2, 4 e 5 temos que

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prdpria das ciéncias,
incluindo a investigacéo, a reflexo, a analise critica, a imaginacdo e a criatividade
para investigar causas, elaborar e testar hipéteses, formular e resolver problemas e
criar solugdes (inclusive tecnoldgicas) com base nos conhecimentos das diferentes
areas. (BRASIL, 2018, p.9)

4. Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e
escrita), corporal, visual, sonora e digital — bem como conhecimentos linguagens
artistica, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar informacGes,
experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e produzir sentidos que
levem ao entendimento matuo. (BRASIL, 2018, p.9)

5. Compreender, utilizar, e criar tecnologias digitais de informagdo e comunicagdo de
forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (incluindo
escolares) pra se comunicar, acessar e disseminar informagdes, produzir
conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal
e coletiva. (BRASIL, 2018, p.9)

Note que as competéncias gerais acima deixam subentendido que as tecnologias no
ambito educacional podem ser empregadas de diversas formas: como ferramenta de
investigacdo, como meio de facilitar a acessibilidade (com o uso de projetores de imagem para

alunos com baixa visdo, aplicativos que funcionam como tradutores de Libras, dentre outros
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meios de garantir acesso), até mesmo como forma de fomento do discernimento do aluno para

com o0 mundo que esta inserido.

No ensino fundamental, a BNCC enfatiza 0 uso da matematica ndo so para resolver
atividades de fins puramente abstratos e sim como ferramenta para a resolucdo de problemas
reais do ambiente em que o discente estd inserido (Brasil, 2018). Aqui também o professor pode
utilizar o carater da experimentacdo dos conceitos que estdo sendo estudados para que o aluno
tire suas proprias conclusdes. Portanto, 0 emprego da matematica se faz necessario para compor

parte da construcdo do pensamento critico do cidadao que esta sendo formado.

A BNCC divide o conteddo matematico em cinco unidades tematicas: Numeros,
Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica. Sobre a primeira
unidade, trata-se da formacdo do conhecimento aritmético do aluno como a apresentacdo do
conceito de numero, conjuntos numéricos e as operacdes basicas (adi¢do, subtragdo,
multiplicacdo e divisdo). Em algebra, é desenvolvido o pensamento algébrico, dando ao
discente a oportunidade de analisar e compreender, por exemplo, o resultado de uma expresséo.
Assim, “As ideias matematicas fundamentais vinculadas a essa unidade sdo: equivaléncia,

variagdo, interdependéncia e proporcionalidade” (BRASIL, 2018, p.270).

Em Geometria, é ensinado os conceitos referentes a geometria plana e espacial. Temos
a exposigéo dos aspectos referentes a movimentagdo de figuras no plano, conceito de simetria,
congruéncia, semelhanca, equivaléncia, planificacdo de soélidos, dentre outros. Outrossim, é
valido destacar o vinculo da geometria com a algebra, principalmente quando nos referimos ao
calculo de area que, no qual, pode ser obtido por equac6es. Ja na unidade Grandezas e Medidas,
temos a reunido de grande parte dos assuntos evidenciados nas unidades anteriores, como a
ideia de numero, expressdes algébricas e geometria. Inclusive, é destacado o carater da
interdisciplinaridade envolvendo os conceitos de matematica com outras areas do
conhecimento como, por exemplo, o célculo de velocidade que se relaciona com o assunto de

cinematica (na disciplina de fisica).

Chegando na altima unidade, ha o fomento da abordagem do contetdo matematico
através de situaces-problema, com a capacidade do aluno compreender um dado estatistico, e

a lidar com incertezas por meio do uso da probabilidade.

Merece destaque o uso de tecnologias — como calculadoras, para avaliar e comparar
resultados, e planilhas eletronicas, que ajudam na construcdo de graficos e nos
calculos das medidas de tendéncia central. A consulta a paginas de institutos de
pesquisa — como a do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) — pode
oferecer contextos potencialmente ricos ndo apenas para aprender conceitos e



59

procedimentos estatisticos, mas também para utiliza-los com o intuito de compreender
a realidade. (BRASIL, 2018, p.274)

De acordo com o a citacdo acima, utilizar artificios elaborados pelo IBGE em sala de
aula contribui para que aluno sinta que o contetido estudado em sala tem aplicagéo concreta em
sua realidade. N&o podemos esquecer de mencionar o uso de tecnologias nesta unidade, entdo
0 uso de softwares como o Geogebra e Excell podem ajudar o entendimento do assunto quando

for trabalhado o estudo/criacdo de graficos.

Portanto, a BNCC orienta-se pelo pressuposto de que a aprendizagem em Matematica
esta intrinsecamente relacionada a compreenséo, ou seja, a apreensao de significados
dos objetos matematicos, sem deixar de lado suas aplicagGes. Os significados desses
objetos resultam das conexfes que os alunos estabelecem entre eles e os demais
componentes, entre eles e seu cotidiano e entre os diferentes temas matematicos.
Desse modo, recursos didaticos como malhas quadriculadas, abacos, jogos, livros,
videos, calculadoras, planilhas eletrdnicas e softwares de geometria dindmica tém um
papel essencial para a compreensao e utilizacdo das nogdes matematicas. Entretanto,
esses materiais precisam estar integrados a situacfes que levem a reflexdo e a
sistematizacdo, para que se inicie um processo de formalizacdo. (BRASIL, 2018,
p.276)

Logo, constatamos que a BNCC trata da matematica de maneira bem particular,
priorizando, acima de tudo, a formacao de um individuo conciso de sua realidade. Tudo que Ihe
é ensinado deve ser apresentado como um meio que lhe possa oferecer a capacidade de
conclusdo propria, ou seja, ele mesmo ird analisar o conteddo e, de forma critica, ter suas

préprias deducdes. Assim, o0 mesmo faz parte da construgdo do seu conhecimento.

4.1 Exemplo de Aplicacdo no Ensino Basico

Salientamos que o exemplo de aplicacdo exposto neste trabalho € uma adaptacdo da
atividade desenvolvida por Junior e Micena (2014) e Oliveira e Assis (2018). Dito isso, a partir
da leitura dos trabalhos académicos desses autores, aperfeicoei as técnicas usadas por eles

detalhando ao maximo os passos tomados para chegar no objetivo geral descrito abaixo.
Objetivo Geral: Calcular a area aproximada da regido de um mapa com o uso do Geogebra.
Habilidades e Competéncias

Competéncia especifica 5: “Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias
digitais disponiveis para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras areas do

conhecimento, validando estratégias e resultados.” (BRASIL, 2018, p.267)

Habilidade EFOSMA19: “Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de areas de
figuras geométricas, utilizando expressdes de calculo de area (quadrilateros, triangulos e

circulos), em situagdes como determinar medida de terrenos.” (BRASIL, 2018, p.315)
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Suponha que se deseja calcular a &rea do Estado do Par& ou de qualquer outra regido.
Para isso, vamos precisar de um mapa que pode ser obtido por meio do site do IBGE, Google
Maps, Google Earth, dentre outros fornecedores de mapas. Aqui usaremos um mapa do site

https://baixarmapas.com.br/ que sao elaborados a partir da base cartografica do IGBE.

Sendo assim, entre no site e realize o download do mapa do Para. Agora, faremos a
importacdo do arquivo baixado para o software. Entdo, com o Geogebra aberto, direcione o
ponteiro do mouse sobre a opg¢éo indicada na Figura 39, selecione Inserir Imagem, va até
diretorio da imagem baixada e clique sobre a mesma. Se preferir, ajuste o tamanho da imagem

conforme achar apropriado.

Figura 39 - Opcéo Inserir Imagem

222 Controle Deslizante

ABC Texto

m Inserir Imagem

Botéo
/|® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=/1| Campo de Entrada

Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.
Com a funcéo Poligono, marque a regido do Estado do Para. Usando Area, clique sobre
o0 poligono criado. Observe (Figura 40) que a area obtida ndo corresponde a area real. Para que

possamos obter a medida real, precisamos fazer alguns calculos usando a escala do mapa.

Figura 40 - Area do Estado do Para
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Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.


https://baixarmapas.com.br/
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Com a ferramenta Ponto, direcione o cursor do mouse para a escala do mapa presente

no canto inferior direito, criando um ponto sobre 0 e outro sobre 100. Com Distancia,

Comprimento ou Perimetro clique sobre um dos pontos e posteriormente sobre o outro. Logo,

temos a medida do Geogebra que € equivalente a 100 km do mapa.

Figura 41 - Escala do Mapa do Estado do Para
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Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do Geogebra.

Como estamos trabalhando com &rea, precisamos elevar ao quadrado 100 km e a medida

obtida equivalente a 100 km no Geogebra que, no caso, ¢ 0,79. Dessa forma, (0,79)? = 0,6241

e (100)? = 10.000 km?2. Assim, sendo x a area real do mapa, podemos fazer a seguinte

proporcgéo

desenvolvendo, temos

0,6241  10.000
75,7  x

0,6241x = 10.000 - 75,7

~10.000 - 75,7
X = T0.6241

x ~ 1.212.946 km?.

Dessa maneira, a area real do Estado do Para corresponde a aproximadamente

1.212.946 km?2. Ao acessar o site oficial do IBGE (https://www.ibge.gov.br/cidades-e-

estados/pa.html) verificamos que a area do Estado do Para ¢ igual a 1.245.870,704 km? um

valor bem préximo do que foi encontrado usando o Geogebra. Sendo mais especifico, o valor


https://www.ibge.gov.br/cidades-e-estados/pa.html
https://www.ibge.gov.br/cidades-e-estados/pa.html
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encontrado por meio dessa atividade apresentou um percentual de erro préximo de 2,64%. Isso

nos mostra que o procedimento adotado, ainda que relativamente simples, é bastante eficaz.

E nitido que essa atividade exige um certo conhecimento prévio do conceito de area e
do Geogebra. Sendo assim, sua aplicacdo necessita, de anteméao, da exposicdo dos principais
conceitos da geometria plana. Assim, o software se torna apenas uma das ferramentas no auxilio
do ensino do célculo de &rea e ndo substitui, por exemplo, 0 método do ensino classico da
matematica. Nesse contexto, 0 Geogebra possibilita uma outra visualizagdo geométrica do
problema, potencializando o pensamento critico do aluno inclusive fazendo com que 0 mesmo
crie outras conjecturas de como se chegar no resultado por meio de diferentes métodos.
Também podemos destacar a relacdo do problema proposto com outros temas da propria
matematica como Grandezas e Medidas tendo até contato com o assunto de cartografia que, no
qual, tem conexdo com a disciplina de Geografia.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

De acordo com o que foi exposto nessa pesquisa, concluimos que a geometria foi uma
construcdo humana e se estruturou com o passar do tempo de acordo com cada sociedade até
chegarmos nos conhecimentos atuais desse ramo da matematica. Com isso, também é nitido
que o célculo de area foi resultado de tal evolucdo onde, primeiramente, foi usado pelos
cobradores de impostos do Egito, depois pelos babilénios que usaram métodos para calcular
area do trapézio isosceles, passando pela estruturacdo grega realizada, sobretudo, por Euclides,

chegando até a era moderna com a implementacéao do célculo de area sobre o gréfico de funcdes.

Evidenciamos que, em um mundo cada vez mais atrelado ao desenvolvimento
tecnoldgico, é primordial que a educacdo acompanhe essa evolucgdo, entdo a incorporacdo das
tecnologias digitais na educacdo abre a possibilidade de enriquecer a experiéncia do discente
do ensino basico. Nesse contexto, elas sdo poderosas ferramentas no processo de ensino e
aprendizagem. O estudo que conduzimos sobre o uso do Geogebra no calculo de area de regiées
poligonais € uma clara evidéncia desse potencial, podendo contribuir para um aprendizado
dindmico, interativo e eficaz. Também, vimos que a aplicacdo desse software necessita de um
estudo prévio sobre os principais conceitos da geometria plana sendo tratado como um

incremento nas aulas de matematica, ndao substituindo os principais métodos de ensino.

Dessa forma, objetivo geral dessa pesquisa foi atingido pois conseguimos propor o uso
do Geogebra para o célculo de area de regides poligonais, uma vez que apresentamos o porqué
do uso dessa ferramenta, como construir os principais poligonos e calcular sua area, debatemos
sobre as recomendagdes da BNCC na implementacdo das tecnologias digitais na educacéo, e,
por fim, deixamos um exemplo de aplicagdo do uso do Geogebra no ensino basico. Acreditamos
gue o contetido desta pesquisa pode contribuir para a popularizacdo desse software nas escolas
e melhoria no ensino da matematica, essencialmente em geometria plana. Assim, poder-se-a

formar cidad&os repletos de saber, criticos e a par de sua realidade.

Também, esperamos que o tema possa inspirar educadores a testar a aplicagdo dos
procedimentos aqui descritos e, quem sabe, posteriormente, expor os resultados obtidos em
algum trabalho académico como: artigo, dissertagdo, dentre outros. Isso certamente contribuira

para 0 avanco da ciéncia em nosso pais e, consequentemente, melhoria na educacao.
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