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Epigrafe

“Sé, na verdade, quem pensa certo, mesmo que, as vezes pense errado, ¢ quem
pode ensinar a pensar certo. E uma das condi¢Oes necessarias a pensar certo é nao
estarmos demasiado certos de nossas certezas.”

Paulo Freire



Resumo

A fala presente no interdiscurso da sociedade toma a matematica como dificil por si mesma e esté
destacada nela trés dos fatores que corroboram para a tal dificuldade: a abstragdo, a linearidade
na ordem de apresentacdo dos conteuidos, e uma atecdo superficial dada a certos assuntos. Nesse
sentido a Geometria Analitica se mostra uma das vertentes bastante propensas a portar tais condi-
¢oes que acentuam a custosidade no ensino/aprendizagem da disciplina na formagao superior, que
se estende ao ensino bésico. Inspirados nas pesquisas de Giardinetto (1997) e Kaminski, Sloutsky &
Heckler (2008), optamos neste trabalho, mesmo que com algumas poucas aplicagoes, pela intradis-
ciplinaridade como mecanismo para defrontar a dificuldade evidente no interdiscurso, utilizando a
Geometria Analitica para demonstrar a Geometria Plana, denotando os colorarios da primeira para
chegar as proposicoes da segunda, conforme alguns conceitos e demonstracées de Delgado, Frensel
& Crissaff (2013) e Lima (2014) dentre outros. Apds algumas nogoes preliminares bésicas de Geome-
tria Analitica, demonstramos aplicacoes, como: certas propriedades do paralelogramo, desigualdade
triangular, Lei dos cossenos, Aplicagoes no tridngulo, alguns dos seus pontos notaveis, e dreas; apon-
tando como desnecessario o conhecimento da Geometria Euclidiana pra o entendimento da primeira
e vice-versa; isto é, independentemente uma da outra elas podem se justificar e contribuir com a
aprendizagem de ambas e incentivar a comunidade académica a explorar de maneira mais acentuada
a Geometria Analitica apoiando-se na Geometria Plana e até fazer uso desta reciprocidade.

Palavras-chaves: Geometria Plana; Geometria Analitica; Intradisciplinaridade.
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Introducao

Este trabalho tem como principal objetivo discutir uma proposta de aplicacdo da intradisciplina-
ridade, apresentando a Geometria Analitica (GA) como ferramenta para chegar as proposigoes de
Geometria Plana (GP). Utilizando os conceitos mais basicos da primeira de forma que ela possa
ser mais do que estudada, que ela possa ser apreciada pelos alunos e professores dos ultimos anos
do ensino fundamental até o nivel superior, e incentivando a comunidade académica a ampliar a
abordagem da disciplina ainda no ensino basico brasileiro.

Antes de dar inicio a este trabalho, adentrando nos contetidos da Mateméatica como um todo,
com o proposito de compreender a visdo dos estudiosos sobre o assunto, fazemos aqui uma discussao
a respeito das dificuldades no ensino/aprendizagem da disciplina norteados pelo que Silveira (2011)
(e Silveira (2002)) chamou de interdiscurso, pois ele “manifesta o conjunto de sentidos expressos na
voz do professor de Matemdtica, na voz da comunidade escolar e na voz da midia”. Acabamos en-
xergando que o estudo da GA se apresenta como um campo fértil para se propalar os problemas que
parecem ser os principais responsaveis pela referida dificuldade de desenvolvimento da matemaética
no ensino superior e que, ciclicamente, retorna ao ensino bésico e resiginifica o interdiscurso.

As investigagoes de Prediger, Berwanger & Mors (2013), Ribeiro & Gomes (2017), e Patricio
et al. (2010) apontam o uso de assuntos abordados em GA como sendo por muitas vezes o motivo
da nao compreensao de certos assuntos da disciplina nos cursos de graduagao.

Neste sentido, Prediger, Berwanger & Mors (2013) ao analisarem as dificuldades dos alunos,
desde as séries iniciais até o tltimo ano do ensino médio, observaram que além de haver uma sensivel
diminuicdo no interesse dos alunos pela disciplina “a passagem dos conteudos trabalhados de forma
mais concreta para conceitos, tidos como mais abstratos e lineares/...]” parece ser o fator que
contribui para esse decréscimo. Isto da sentido a conclusdo de Ribeiro & Gomes (2017) ao analisar o
nivel de conhecimento sobre Vetores e Geometria Analitica que os alunos ingressantes dos Cursos de
Engenharia trazem, pois os indices de aproveitamento -segundo ela- estao diretamente relacionados
ao conhecimento prévio da disciplina bem como & dificuldade que se aumenta na transicdo dos
contetdos para os anos mais elevados; fato este que também ¢ identificado por Patricio et al. (2010)
e por ele atribuido, dentre outros motivos, a uma atengao superficial ao conteiido pois, para ele,
“a aborddagem de vetor € pequena e limita-se a definicio de algumas propriedades”.

Machado (1987), por sua vez, refletindo sobre a tal abstracdo presente no interdiscurso dos



alunos mencionado por Prediger, Berwanger & Mors (2013), se preocupa em devolver a concretude

para o ensino da matemaética.Diz ele:

“Alguns matematicos procuram intencionalmente manter-se a distdncia de figuras
geométricas ou de objetos empiricos. [...] Isto tem sido comum, por exemplo, a partir do
final do século XVIII, quando um bom livro de Geometria Analitica ndo devia conter
figuras para evidenciar que nao dependia delas” (MACHADO, 1987).

A movimentacao de devolver a concretude para o ensino da matemaética é quase que consensual,
apesar de que alguns autores se mostram resistentes a excessos.

Para Giardinetto (1997) a utilizacao do “concreto” muitas vezes tem efeito contrario a intensao
inicial [de compreensdo do contetdo e capacidade de aplicagdo em circunstancias variadas| bloque-
ando o avanco do entendimento dos conceitos matemadticos como um todo pelo aprendiz, assim
como concluem Kaminski, Sloutsky & Heckler (2008) da Ohio University Chillicothe! que mostra-
ram, na pratica, que a aplicacdo do concreto pode ser atrativa para os alunos, mas a transferéncia
de conhecimento para multiplos problemas é muito mais atingida com a apresentacdo do modelo
tedrico, proporcionando assim, que o aprendiz desenvolva uma maior capacidade de aplicar por si
mesmo o tedrico-abstrato no cotidiano/concreto.

O que os cientistas sugerem concorda em partes com Machado (1987), que defende a contex-
tualizagdo, e vai além desta; a aplicagdo do abstrato deve estar no centro das extremidades do
ensino/aprendizagem com o movimento concreto-abstrato-concreto para todo o processo; enquanto
que os estudiosos de Ohio consentem que se aplique uma metodologia tedrico-abstrata com contex-
tualizagao.

Sem se afastar de Giardinetto (1997), em sua tese de doutorado, Spinelli (2011) soma-se a
ideia de Machado (1987) fazendo uma ponderagiao entre a contextualizacio e seus excessos -uma
vez que esta ultima pode servir como um desprestigio da capacidade de se abstrair o concreto
impedindo de se conjecturar o que ainda nao existe. O autor apresenta uma série de possibilidades
de se contextualizar a matematica consigo mesma abusando da intradisciplinaridade. Pois, segundo
Faria (2016), intradisciplinaridade “pode ser entendida como a relagdo da Matematica com a prépria
Matematica, por meio do ensino integrado de aritmética, geometria e dlgebra”.

Além disso, como o citado por Prediger, Berwanger & Mors (2013), o outro fator evidenciado
no interdiscurso que concorre com a abstracdo é a linearidade da ementa das disciplinas. Machado
(1993) faz uma importante observacao acerca da associagdo dos conteidos curriculares, a ordem
com que sao introduzidos, isto é, a linearidade com que sdo apresentados.

Segundo o autor, por vezes, os conteidos sdo independentes entre si, mas sdo propostos numa
determinada ordem pela comunidade académica, coletivamente, como se houvesse consenso a res-
peito de tal necessidade criando-se o bloqueio na aprendizagem de um conteiido “B” se antes nao
foi aprendido um assunto “A” (quando organizados da forma A — B) mesmo que as ideias nao

estejam interligadas e que a assimilacdo de “B” wvalide o entendimento de “A”. Linearidade essa

!Universidade de Ohio.



que Blumenthal (2013) também desaprova ao analisar a evolugao dos PNC’s 2 brasileiros e enxerga
como ponto positivo a colocacdo dos contetiddos como tépicos no corpo do texto passando a ideia,
ao seu ver, de que os conteudos estao sendo desprendidos da referida ordem de apresentacao.

Diante de tal discussao, baseados nas pesquisas de Giardinetto (1997) e Kaminski, Sloutsky &
Heckler (2008) principalmente, conduzimo-nos a mensurar uma metodologia em que haja o cuidado
em se devolver a concretude ao ensino da matemaética com uma contextualizacdo que nao venha a
tolher o aprendiz de desenvolver a capacidade de conjecturacao do abstrato, e uma forma de aplicar
a intradisciplinaridade para uma possivel ruptura da linearidade.

Conhecendo a. GA e sabendo que ela nos traz conceitos aplicaveis & GP capazes de substituir
as exemplificagoes extremamente palpaveis, é possivel com ela criar meios propicios para que o
aluno compreenda estas vertentes, podendo transferir o conhecimento adquirido das Geometrias
para o seu cotidiano - o que Giardinetto (1997) pontua como “concreto-pensado”. Ou seja, é vidvel
a exemplificacdo da Matematica pela prépria Matematica, desfrutando da GA para justificar a
Euclidiana® e vice-versa, pois o contetido da GA pode enriquecer, complementar, e até validar o
ensino-aprendizagem dos contetdos da Geometria Euclidiana reciprocamente, além de promover
uma maior transmissdo desses conhecimentos pelos docentes em formacao e seus futuros alunos.

Propusemo-nos entao, embasados em conceitos e algumas demonstracdes de Delgado, Frensel
& Crissaff (2013) e Lima (2014) dentre outros autores, a demonstrar proposi¢oes dos contetidos de
GP através da GA para que a comunidade académica tenha boas ferramentas na nova dindmica no
ensino das Geometrias apoiando-se na intradisciplinaridade.

Dividimos este trabalho em quatro capitulos e faremos, no proximo, uma breve estruturacio
dos contetidos de GA para que o leitor possa ter compreensao das propriedades que serdo aplicadas
em cada demonstracdo. Nao entraremos porém no conteiiddo de GP admitindo que o leitor possui
as nogoes basicas dessa disciplina e que serdo demonstradas sem necessariamente o leitor ja té-las
demonstrado ou as memorizado através da prépria GP. Em seguida tomaremos num tnico capitulo
todas as aplicagoes propostas. No quarto capitulo evidenciaremos os resultados de cada problema

proposto e, por fim, nossas consideragoes finais.

2Parametros Nacionais Curriculares.
3Geometria Plana é também conhecida como Geometria Euclidiana.



Nocoes Preliminares

Neste capitulo serdo denotadas algumas nogoes preliminares de GA essenciais para o entendimento
das demonstragoes elucidadas no decorrer deste trabalho, admitindo primeiramente que o leitor
tenha um conhecimento dos axiomas e principais resultados da GP, como por exemplo: as nogoes
de ponto, reta e plano; paralelismo; angulos; coordenadas do ponto no plano; poligonos, areas e seus
casos de congruéncia, mais especificamente de tridngulos.

A partir disto serdao apresentados alguns aspectos acerca das ferramentas de GA utilizadas a
aplicagdo na GP. Esta fundamentagéao estd alicergada em Delgado, Frensel & Crissaff (2013), Lima
(2014) e Lima (2002).

Para iniciarmos vale lembrar que pelos axiomas de ordem da Geometria Euclidiana podem ser

definidos os conceitos de segmento e semireta.

s reta s paralela ao eixo y

r: reta 1 paralela qo eivox A ‘B )
o Ot 0

Segmento AB deextremidades A ¢ B

Figura 2.1: Reta, semirreta, segmento e distancia
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Dizemos que o segmento AB é formado pelos pontos A e B e por quaisquer pontos C' entre
esses. A semireta AB contudo ¢ formada pelo segmento AB e por todos os pontos D tais que o
ponto B esteja entre A e D. Assim, o comprimento de um segmento denotado AB é delimitado por
um par de pontos A e B, e é correspondente a um nimero real denominado distancia que, por sua

vez, é representada pelas notacoes d(A, B) ou |AB| e satisfaz as propriedades seguintes:

(4, B)
(A,B) = 0= A = B;
d(A,B) =d(B, A);
(A,B) =d(A,C)+d(C,B)<= A, B e C sao colineares e C esté entre A e B;
(A, B)<d(A,C)+d(C,B) (Desigualdade Triangular)

Dito isto, lembramos finalmente que dada uma semireta AB e um ntmero real \>0, existe apenas
um unico ponto P € AB;|AP| = A\

2.1 Coordenadas e distancia na reta

Numa reta r cuja semireta OA estd contida, denomina-se eixo € o sentido de percurso dado pela
origem em O no sentido do ponto A. A origem O corresponde ao nimero real 0, e cada ponto
X # 0, entre O e A, corresponde a um numero real positivo. De maneira andloga, dado um ponto
B, em que B nao pertenga a semireta OA, cada ponto X # 0, entre O e B, corresponde a um real
negativo. Disto, conclui-se que hd uma correspondéncia biunivoca entre o eixo € e o conjunto dos
nimeros reais (representado por € <— R) em que o nimero real x é a coordenada do ponto X.

O eixo € é posto em correspondéncia com o conjundo dos niimeros reais dessa forma:
e+— R

onde O é a origem, e cada ponto X é correspondente a um nimero real positivo se estiver a direita

da origem O, z =d(0,X), e a um negativo se estiver a esquerda, = = —d(0O, X). Dito isto:

Proposicao 1. Se x e y sdo as coordenadas dos pontos X e Y sobre o eixo €, respectivamente,
entdo a distancia entre X eY é igual ao mddulo da diferenca entre os valores reais das coordenadas

x ey:

(d(A,B) = |z —y| = |y — |

2.2 Coordenadas do ponto no plano

Um sistema de eixos ortogonais OXY num plano 7w é o par de eixos OX e OY perpendiculares

entre si e tém a mesma origem no ponto O, em que OX é o eixo horizontal e OY é o eixo vertical.
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Nesse sistema designamos por R? o conjunto dos pares ordenados (z,%) onde x e y sdo ntimeros
reais denominados primeira e segunda coordenadas, ou ainda, coordenadas cartesianas abscissa e
ordenada de um ponto P pertencente ao plano, nessa ordem. Sendo que P é um ponto pertence as

retas r e s que, por sua vez, sdo paralelas aos eixos OX e OY, respectivamente. Isto é, as abscissas

N

y

P(x,y)

w

O(0,0) X(X,O)

Figura 2.2: Retas r e s paralelas aos eixos OX e OY

fazem correspondéncia ao eixo OX e as ordenadas ao eixo OY'.

O plano munido deste sistema em correspondéncia biunivoca com R? é denotado por:

7w +— R2

E importante observar:
I - O ponto pertencente ao eixo OX tem coordenadas (z,0)
IT - O ponto pertencente ao eixo OY tem corrdenadas (0,y).

III - Os eixos ortogonais decompdem o plano em quatro quadrantes de modo que:

1°Quadrante = {(z,y)|z > 0 e y > 0}
2°Quadrante = {(z,y)|z <0 ey > 0}
3°Quadrante = {(z,y)|lr <0 ey < 0}
4°Quadrante = {(z,y)|x >0 ey <0}

Portanto, cada ponto do plano pertence a um eixo ou a um dos quadrantes.



2.3 Distancia entre dois pontos no plano 13

2.3 Distancia entre dois pontos no plano

Distancia entre dois pontos

Num plano 7 munido de eixos ortogonais OXY', tomemos os pontos: P; = (z1,41), P2 = (x2,y2) e

Q = (x1,y2). Como d(P1,Q) = |y2—y1| e d = (P2, Q) = |xo —x1]. Aplicando o Teorema de Pitagoras

o L ]
. . l
2 P, Q1
o X2 Xl

Figura 2.3: Distancia entre dois pontos no plano

temos:

d(Pr, P2)* = d(P1,Q)* + d(Ps, Q)< d(Py, P»)* = |22 — 21> + y2 — y1[* =

d(P1, Py) = /(2 — 21)2 + (y2 — 11)?

Condicao de alinhamento de trés pontos

Trés pontos sdo alinhados se os segmentos definidos por dois pontos, com um ponto sendo comum

aos dois segmentos, tém angulo de 180°.

Ponto médio

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais num plano 7, e os pontos P = (z1,y1) e P» = (x2,y2),
o ponto médio de P, e Py é o ponto M = (2, ym) que é equidistante de P; e P,. Tomemos entdo

0s pontos Q1 = (Tm, Y1) € Q2 = (Tm, y2).
Note que @1 e Q2 estao alinhados horizontalmente aos pontos P; e P», nessa ordem, e vertical-
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1V
QQ = (xn’u y2)
YV] 4 ° .P2 — (LEQ, y2)
Kn, = (07 ym)
S e
: M = (xm) ym)
|
3 p +
Y5
’ P = (J)j'layl) :Ql - (xTVH yl)
|
|
|
| |
|
| |
| |
I XI’IIL - (17,,,, 0)
Iy 4 1 é
X1 X2

Figura 2.4: Ponto médio de um segmento

mente ao ponto M. Além disso, como M estd equidistante de P, e Py, entéo:

d(P1,Q1) = d(Py, Q2)=> |1y, — w1 = |22 — T

yi+y
d(Q1, M) = d(Q2, M) |ym — 41| = [y2 — Y| = ym = =5

Logo

Tr1+2x2 Y1+ Y2
M =
(55

Ou seja, as coordenadas do ponto médio M do segmento Py P, sdo os valores médios das
respectivas coordenadas dos pontos P; e P> quaisquer que sejam estes.
Circunferéncia

Se tomarmos num plano 7 um ponto qualquer que diste igualmente de todos os pontos de uma linha

fechada obteremos um circulo C. Para tanto tomemos a seguinte definigao.

Definicao 1. De um plano ™ tomado o ponto O e o nimero r > 0, denomina-se Circulo C de
centro O e raio r > 0 o conjunto de todos os pontos do plano 7 situados a uwma distancia r do

centro O.

Isto é:

(C ={P €nld(P,0) =r}|
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
la

X

Figura 2.5: Circunferéncia no plano

Assim sendo, seja o sistema de eixos OXY do plano m em que a e b sdo as coordenadas do

centro O, temos:

P = (z,y) € C <= d(P,0) =71 < d(P,0)?> =12

2.4 Segmentos orientados

Segmento orientado AB é o segmento com origem no ponto A extremidade em B e sentido de
percurso (orientacdo) de A para B. O segmento oposto BA tem orientacdo inversa, ie, mesmas

extremidades, porém o sentido de percurso é contrario, segue de B para A.

Definicao 2. Sdo equipolentes os segmentos orientados OP e QR, (denotamos OP = QR) quando

OP e QR satisfazem as sequintes propriedades:
a - Tém o mesmo comprimento: |OP| = |QR|;
b - Sado paralelos ou colineares;
c - Tém mesmo sentido.
Dessa forma, segue:
Proposic¢do 2. OP = QR <= ponto médio de OP coincide com o ponto médio de QR.

Pela propriedade b descrita podemos denotar duas situacgoes possiveis dados os pontos O, P e

@, conforme a figura 2.6 abaixo:
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Figura 2.6: Segmentos equipolentes - DELGADO et al(2013)

I O, P e Q sao colineares:
Tomando uma circunferéncia de centro Q e raio |OP|, observamos que, por serem colineares,
ambos fazem parte da reta r que contém o didmetro - independentemente do segmento OP
estar totalmente contido nele ou ndo. A circunferéncia intersectard r em dois pontos, mas

apenas um desses, que designamos por R, é tal que OP e QR tém o mesmo sentido.

IT O, P e QQ nao sao colineares:
Tomada uma reta r que contém o centro @) da circunferéncia G de raio |OP|, observamos que
G intersecta r em dois pontos, mas que por nao serem colineares, podemos localizar a reta que
contém O e P paralelamente & r tomando apenas um tnico ponto R € r(G (R pertencente

a r e G simultdneamente) de modo que OPR(Q seja um paralelogramo e entdo OP = QR.

Assim temos

Proposicao 3. Dados A, B e C pontos quaisquer no plano, existe um unico ponto D no plano tal

que AB=CD.

2.5 Vetores

Vetores podem ser entendidos como uma forma de deslocar pontos sobre segmentos. Ao se deslocar

todos os pontos de uma figura, por exemplo, estaremos fazendo uma translacdo desta figura.

Definicao 3. Quando os segmentos de reta orientados sao equipolentes dizemos que eles represen-

tam o mesmo vetor. Em outras palavras o vetor U € o representante universal de todos os segmentos
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orientados equipolentes a um segmento AB. Reciprocamente, os segmentos sGo os representantes de

U. Fscrevemos U = A
Disto destacamos:

a) Pela prépria definicio temos AB = CD<= ¥ = E = C"ﬁ Ou seja, se AB representante de ¥/
e é equipolente a C'D entao ¥ é igual tanto a ﬁ quanto a @;

L —
b) O vetor nulo é o vetor 0 = AA, qualquer que seja o ponto A no plano visto que o representante
de 0 ¢é o segmento AA, ie, é 0 segmento que tem origem em A e finda nele mesmo denotando

assim que a distancia entre seus extremos é nula;

c) Dado um ponto A qualquer e um vetor ¥, existe apenas um tnico ponto B tal que ¥ = /ﬁ . Ou
seja, de qualquer ponto do plano origina-se apenas um unico segmento orientado represen-

tante do vetor .

Pelo item ¢ da definicdo 3 observa-se a necessidade do uso das expressées de vetores que
destacam suas coordenadas num dado sistema de eixos ortogonais no plano. Assim, considerando o

sistema OXY no plano e os pontos aleatérios

A :(al,ag) C :(C1,02>
B = (bi,b2) D =(di,da)

em termos de coordenadas, caracteriza equipoléncia a seguinte proposigao:
Proposicido 4. AB =CD<=b; —a; =d —c1e by —as = dy — c.

Definicao 4. As coordenadas do vetor U, de representante /@ em que A = (aj,a2) e B =

(b1,b2), sao os nimeros by — ay e by — ag. Escrevemos U = (b1 — a1, by — aa).

Observando a proposiciao 4 em que AB = C'D, notamos:

E:(bl_ahb?—%):(d1—01,d2—02):@

Como A, B,C, D sao pontos quaisquer no espaco, se AB = CD, ABCD é um paralelogramo,
logo:

Com base em 2 e 4:

a - AB=CD<+= AC = BD
b-AB=CDe(CD=FEF — AB=EF.

A partir de 2.5 chegamos a seguinte proposigao:

Proposicao 5. Dado o vetor v = A§ num sistema de eizos ortogonais OXY , existe um dnico

—

ponto P cujas coordenadas coincidem com as do vetor v de modo que O—}>’ =AB ="1.
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2.6 Operagoes com vetores

Adicao de vetores

O vetor chamado soma de um par de vetores pode ser obtido a partir de:
Dados os vetores i = E, U= @ e 0 ponto Z no plano. Sejam X e Y tais que & = Z—)(2 eV = )ﬁ',
definimos o vetor soma de # com # o Unico vetor que tem o segmento Z.i)/ como representante
conforme a figura 2.7.

Além disso se @ e b sdo concorrentes, tomamos ambos os vetores a partir de uma mesma origem.
E disto, o vetor soma também pode ser obtido deslizando cépias dos vetores até a extremidade de
seus concorrentes, formando com isto um paralelogramo que, por sua vez, terd uma de suas diagonais

formada pela soma i + U, conforme figura 2.8:

D
v 7
C
L2 - .B
/I i
Figura 2.7: Vetor soma Figura 2.8: Regra do paralelogramo
Propriedades

Sejam 1w, ¥ e W vetores no plano, valem as seguintes propriedades:
Comutatividade: ©+ v = v+ 4.
Associatividade: @+ (V+ W) = (4 + ) + .

Elemento neutro aditivo: o vetor ¢ + 0 = 4 é a soma do vetor ¥ com o vetor nulo 0.

Inverso aditivo: para todo vetor  existe apenas um tnico inverso cuja soma resulta no vetor

nulo. Pela propriedade anterior 7 + (—) = 0

Adicao de vetores por coordenadas no plano

Seja OXY o sistema de eixos ortogonais de origem O em que se encontram os pontos A = («, 3), B =
—
(o, ") e os vetores it = OA e ¥ = O? formados por esses, tomemos C um ponto tal que ©+7 = O

Conforme a figura 2.10, a soma desses vetores é dada por:
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(a) Comutatividade (b) Associatividade

-
u .
— —
v+ U
277 —
v U
-
U
(¢) Elemento neutro (d) Inverso aditivo
17:ﬂ:(A—A) 5 B =(d,V) _ﬂ:

i=(B—-A)=(d—ab—b)

IS

A= (ab)
T+4=[(a—a)+0,(b—b)+0]
= (d' —a,b'—b)=1 ’1_1:7‘-(—1_1:)

Figura 2.9: Propriedades da Adicéo

ﬁ+6=(a+a’,ﬁ+,@’)=(ﬁ

Definicdo 5. O vetor resultante da soma entre @ e (—0) é dado da forma @ — ¥ e chama-se

diferenca entre U e ¥ (ver 2.11).

Multiplicacao de ntimeros reais por vetores

Além da adicdo podemos também operar os vetores multiplicando-os por nimeros reais obtendo

assim um vetor multiplo do vetor inicial.

Definicao 6. O produto de um vetor de representante E por um numero real, dado um wvetor
L = — .
v = AB' em que AB' = /\Jﬁ, é da forma:

NAL = AB'
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Cla+d,8+0)

<L

'B(a,5)

° o
——0 7
o o+«

Sl

Figura 2.10: Soma de vetores pelas coordena- Figura 2.11: Vetor diferenca
das

Tao logo, temos:
N ~ . ? - .
a) Os trés pontos ndo coincidentes dos extremos dos representantes AB e AB’ sdo colineares;

b) A distancia de A até B’ é a igual ao produto de |A| pelo representante do vetor inicial ﬁ . Isto

7

c:

I

(A, B') = |\|d(A, B)

—
c) Se A > 0, os sentidos dos representantes dos vetores inicial (ﬁ) e multiplo (AB') sao iguais,

mas se A < 0 entdo os sentidos sdo opostos;

—
d) Se o ponto extremo B’ do vetor produto AB’ é igual ao ponto inicial A do vetor inicial B,

entao A = 0.

Definicao 7. O maltiplo de ﬁ ¢, por definicdo, )\B, entdao o vetor produto de um real A com

um vetor U cujo representante é zﬁ, ¢ dado por
AT = AAB

Disto, pela definicao 6 item b, segue que:

7= (a,8) = AT = (A, \B) |

Proposicao 6. O ponto C pertence a uma reta r que contém A e D se, e somente se, o vetor 1@

for o vetor resultante do produto de algum niumero real pelo vetor E Denota-se:

/ﬁ = )\E, para qualquer que seja A € R
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Propriedades

Sejam A, e u € R e & e ¥ vetores no plano, denotamos as seguintes propriedades:

Elemento neutro multiplicativo: = € R;z@ = @ entdo z = 1 é o elemento neutro multiplicativo;

Propriedades distributivas: A(0+ @) = AU + A@ assim como (A + p)U = A0+ pd.

Ambas as propriedades podem ser tomadas a partir das propriedades dos nimeros reais.

2.7 Combinacao linear de vetores

Definicao 8. Seja A € R e A\ = v:
a) Dizemos que ¥ é maltiplo de i;

b) O vetor v é denominado combinagdo linear de v, Vs, Us, ..., U, quando a soma da multiplicagcao
dos numeros reais A1, Az, A3, ..., An pelos vetores forem iguais a U, isto €, \1U1 + AaUs + A3U3 +

e+ AU, = 1.
A partir das defini¢ées apontadas até aqui é facil notar que:

I - O vetor nulo é multiplo de qualquer vetor pois quaisquer vetores multiplicados por A = 0 é igual

ao proprio vetor nulo. Porém, ndo existe um vetor ndo nulo que seja multiplo de 0 pois:

0 = 07 porém, A0 # ;

IT - Um vetor ¥ é multiplo de @ assim como @ ¢ multiplo de ¥, s6 se ¥ # 0 e portanto @ # 0.

Uma maneira diferente de se determinar quando dois vetores sdo multiplos entre si é explicitada
em Lima (2014), é dada pela seguinte proposic¢ao:

-

Proposigao 7. Os vetores v = (a,b) e v/ = (a’, V") sdo miltiplos um do outro se, e somente se,

@ =ab —bd =0.

a b

Contudo, nos casos em que dois vetores ndo sao multiplos ocorre:

Proposicao 8. Se U # A\ (U ndo é maltiplo de @) entdo haverd uma inica combinagao linear de v
e U para descrever um outro vetor W qualquer. Ou seja, existirdo dois reais A, u que determinardo

de maneira dnica um outro vetor qualquer na forma W = A + uv.
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2.8 Produto interno entre dois vetores

Na secao anterior observamos que, tanto a adi¢do de vetores quanto a multiplicacdo de um ntmero
real por um vetor, tém como resultado um novo vetor que pode ter diferentes comprimentos, direcao
e sentido dependendo da operacao aplicada.

Nesta secdo vamos definir uma nova operacdo que também é uma multiplicagdo, porém o
resultado obtido é diferente das operagoes ja vistas até aqui, pois seus fatores sdo vetores no plano
e o produto nao é um novo vetor, e sim um niimero real que, neste caso, serd chamado escalar.

Iniciaremos definindo alguns termos que serdo utilizados a partir de entao.

Definicao 9. Serd denominado norma ou comprimento do vetor v = («a,f3) de representantes
z@ = B? = (_7—13 = .-+, 0o numero real nao negativo (A\=0) que determine a distancia entre os

extremos de quaisquer um de seus representantes. Denota-se:

[7]] = d(A, B) = Va* + 52

Definig¢ao 10. O vetor unitdrio é o vetor cuja distancia entre os extremos de seus representantes

¢ igual a 1, assim ||| = d(A,B) =1 . E se 0 # 0 (¥ é um vetor nio nulo), entio ﬁ é o vetor
U

unitario que tem mesma direcio e sentido de U.

Definicao 11. Num plano em que iU e U sdo vetores, denomina-se produto interno entre eles um

numero real resultante desta operagdo com as sequintes propriedades:

a) Se U ou U sdo vetores nulos, entdo

b) Sed#0,7#0ed

Il
N
—
S
S
Q
S
ey
=}
S

(i@, 9) = ||| #] cos 0.

Tomando agora as coordenadas de dois vetores dados podemos obter o produto entre eles

através da seguinte proposicao:

Proposicao 9. Num plano qualquer em que @ e ¥ sejam vetores de coordenadas @ = («,[3) e

v = (,0), o produto (i, v) pode ser obtido por:

(0, 7) = aa’ + B3
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Definig¢ao 12. Dados um nimero real qualquer e trés vetores no plano, sejam eles i, 7 e W, valem

as propriedades:

(v, 7) = ||v|* (desigualdade triangular)
(U,0) =0<=7=0 (elemento neutro)
(u,7) = (U,1) (comutatividade)

(U + U, W) = (4, w) + (U, W) (associacao soma e produto interno)
(U, + W) = (4, V) + (4, W) (associacao produto interno e soma)
(uv, Wy = (U, pw) = (v, ) (associacao multiplicacao de real e produto interno)

Definicao 13. Num plano, dizemos que os vetores i e U sdo perpendiculares quando o dngulo
0 = Z(i,7) = 90° ou ainda se i ou U forem iguais a 0. O perpendicularismo @ L ¥ (@ perpendicular

a U) existe se, e somente se, U L @ (U perpendicular a ).

Tomando a definicdo 11 é imediatamente evidente que:

—\

a) Se 4 ou ¥ sdo nulos e (@, ¥) = 0, em comparativo com a defini¢do acima 13 entao
(U, V) = 0= 1 L 7;

# 0 entdo 3 0 = Z(@,7) = ||@]||7]| cosf. E como ainda pela definicao (13)

4 L 0= (a,0) = |ul]||v]| cos
= (4, 7) = [|a]|[|[v]| - 0
= (4, 0) =0

Portanto vale a seguinte proposigao:

Proposicao 10. Dados dois vetores U e i, estes serdao perpendiculares entre si se, e somente se, o

produto interno entre eles € nulo. Ou seja:
U 1 U< (4,7) = 0.
Em questao de coordenadas temos ainda:

Proposi¢ao 11. Se @ = (a,b) # 0, o vetor ¥ serd perpendicular quele se, e somente se, suas

coordenadas forem U = u(—b,a) ou v = pu(b, —a), para qualquer u € R.
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2.9 Projecao ortogonal de um vetor sobre uma reta

Somando os conhecimentos até aqui apresentados pudemos observar que segmentos equipolentes de-
terminam vetores iguais no plano independentemente de sua localizacao, sendo a figura 2.8 da regra
do paralelogramo o que pode ilustrar bem esta afirmacao. Isto pode proporcionar varias aplicacoes
geométricas que nos permitam determinar congruéncia entre segmentos de retas e inclusive os po-
ligonos formados por eles. A projecao ortogonal de um vetor sobre uma reta também nos dé armas
preciosas para a resolucdo de questoes da GP com a determinacio explicita de perpendicularismo

entre retas e vetores.

Definig¢ao 14. Dada uma reta r e sua perpendicular r* em que o vetor U ndo nulo € posicionado de
forma que sua origem esteja na interseccio delas, denominamos projecao ortogonal de ¥ o vetor
v = Proj,(V), paralelo a r; ou ainda, podemos chamar v' de componente vetorial paralela a r,

de modo que a diferenca U —v' seja paralela a v*, ou seja, v —v' € a componente perpendicular a r.

!

<L
|

<

v = Proj.(7)

Figura 2.12: Projecdo ortogonal de ¢’ sobre a reta r

Tomada a defini¢io 14 consideremos um vetor @ # 0 de modo que w//r. Assim, v além de

paralelo é multiplo de 4, isto é, v = A\ sendo A € R. Como (U — 17) L r, entao (¥ — 1;;) L 0, logo:

para tanto, ou um dos vetores é nulo @ = 0, ¥—v' = 0, que ndo é o caso, ou (¥, W) = (v', W), pois pelo
W

5° item da defini¢io 12 (i 4 7, @) = (@, @) + (7, @), chegamos que (7 — v, @) = (7,@) — (v/, @) = 0,
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entao:

L
(@)
(@, )

A==
e

Mas como v/ = A\, temos portanto:

25



Aplicacoes

Neste capitulo aplicaremos os conceitos revistos no capitulo anterior. Cada problema proposto
remete a uma proposicdo da GP e que serdo demonstradas tomando apenas os conhecimentos de
GA revistos até aqui. Apoiaremo-nos nas obras de diversos autores referenciados de acordo com cada
problema demonstrado indicando o colorario ou conclusao de cada proposta. Algebricamente, numa
primeira visao, alguns problemas aparentarao ter algun nivel de complexidade mais elevado por conta
da sua extensao, entretanto, logo o leitor percebera que se trata apenas de um desenvolvimento mais
detalhado, com o intuito de facilitar a sua compreensiao em que evitamos a tomada de “atalhos”

que deixam implicitos alguns processos.

3.1 Paralelogramo, desigualdade triangular e lei dos cossenos

3.1.1 Problema 1

Problema 1. Dado o quadrilitero ABCD, mostre que os pontos médios dos lados AB, BC, CD

e DA determinam um paralelogramo.

Extraimos esta demonstragao de Delgado, Frensel & Crissaff (2017, pag. 48). Nela utilizaremos
os conceitos de equipoléncia de segmentos orientados. O objetivo é mostrar que sdo equipolentes os
segmentos opostos determinados pelos pontos médios dos lados de um quadrilatero qualquer, pois
a propria definicdo 2 de segmentos equipolentes estd condicionada a colinearidade ou paralelismo
entre dois segmentos, e como, nesse caso, eles partem de pontos de retas diferentes, somente poderao

originar segmentos paralelos.

Demonstragéo. Seja ABC'D um quadrilitero qualquer e X,Y, Z, W os pontos médios, respectiva-
mente, dos lados AB, BC,CD e DA deveremos mostrar que XY ZW é um paralelogramo. Tomemos
entao )W que formado pelos pontos médios X e Y de AB e BC, nessa ordem. Como B é extremi-
dade comum a AB e BC fica evidente que os segmentos sdo consecutivos. Disto )ﬁ} = ﬁ + ﬁz
ondeﬁ:?eB—)}:@eentéoﬁz@—k?jﬁzé(@—i—@)eassimﬁ:%@.

De maneira andloga, tomamos o segmento formado pelos outros dois pontos médios W e Z de

AD e DC, respectivamente. E como D é comum entre os segmentos AD e DC, estes sdo consecutivos.

Verificamos também queﬁz Wﬁ+ﬁ ondem = @ eﬁ: @ elogoﬂﬁ: E+@ =

2
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Figura 3.1: O quadrilatero e seus pontos médios

ﬁ = % . (E + lﬁ = 1@ Portanto XY ﬁ 7, ou seja, )ﬁ = W comprovando que

XY ZW é um paralelogramo como queriamos demonstrar. ]

Em GP tal resultado nos mostra que:

Corolario 1. Os segmentos determinados pelos pontos médios dos lados de qualquer quadrildtero

determinam um paralelogramo.

3.1.2 Problema 2

Problema 2. Dado um paralelogramo ABCD de diagonais AC e BD prove que as diagonais
intersectam-se no ponto M tal que M é ponto médio tanto de AC quanto de BD.

Em Veloso (2015) se tem a demonstragao desse problema. Nela basta conhecermos a soma entre
vetores e o conceito de ponto médio. Com isto poderemos mostrar que existe um ponto comum as

duas retas diagonais do paralelogramo e que divide ambas em partes iguais individualmente.

Demonstracio. Seja o paralelogramo ABCD de diagonais AC e BD em que M é o ponto médio
de AC, observamos a formacdo do tridngulo AM B pela soma Ezl + m = E’?\? . Como o ponto
médio de AC é M, entdo m = W e assim se verifica o outro tridngulo CM D dado pela soma
m + @ = ]\ﬁ Mas como ABC'D é paralelogramo, entdao B.1>4//C@<:> Ezl = @ . Isto é:

AM = MC (3.1)
BA=0CD (3.2)

MC +CD =MD (3.3)
BA + AM = BM (3.4)
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Figura 3.2: Paralelogramo ABCD

Substituindo 3.1 e 3.2 em 3.3, temos:

AM + BA = MD
BA+ AM = MD

comparando com 3.4

BA + AM = MD = MB— BM = MD
Logo M é, portanto, ponto médio de ﬁ ]

Este problema 2 nos leva a:

Corolario 2. As diagonais de um paralelogramo intersectam-se num tunico ponto que, por sua vez,

também € ponto médio de ambas as diagonais deste poligono.

3.1.3 Problema 3

Problema 3. Mostre que se 8 ¢ o angulo entre os lados de um triangulo qualquer, entdao é valida

a lei:
1812 = [|@]|? + |6]1* = 2||a@|]|]| - cos @ (Lei dos cossenos)

Demonstraremos este problema apoiados em Delgado, Frensel & Crissaff (2017) e Lima (2002).

Aplicaremos aqui o método do paralelogramo primeiramente. Projetando, em seguida, os vetores da
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maneira mais conveniente possibilitando desfrutar das propriedades matematicas dos dngulos que

conhecemos e das propriedades do produto interno de vetores.

Figura 3.3: Paralelogramo OACB Figura 3.4: Tridngulo OAC

-,

—_— =

Demonstragao. Sejam @ = OA,b = O?, e § = Z(d,b),nasoma @+ b = ¢ sendo ¢ = OC. Pelo
método do paralelogramo as projegoes B? =d=deA ? =V = b desse modo @+b=d +b e 0 =
180° — v, pois v = Z(d’, V). Como:

lef? =¢- &

le)® = (@ +b)*

lel® = (@ +b) - (@+b)
ley® = llal|* +2-a- b+ bl

e = [la)?+ b)* +2-a-b

Pela propriedade 10 < @ - b >= ||@||||b|| cos vy, assim: ||&|2 = ||@||2 + ||b]|2 + 2 - ||a@]|]|b]| cos v
e se = 180° — « (0 é suplementar de ), entdo: cosy = —cos@ . E disto:

1€1% = [lal|* + [1b]1* + 2|l [|b]| (— cos 6)
161% = [lal* + [[b]1* — 2|l 8] cos &

Esta é uma das leis mais significativas da GP, a Lei dos Cossenos. Segue a lei:

Corolario 3. Num triangulo qualquer, o quadrado de um dos lados € igual a soma dos quadrados
dos outros dois lados, subtraida de duas vezes o produto destes dois lados pelo cosseno do angulo

entre 0s mesmos.
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3.1.4 Problema 4

Problema 4. Mostre que um paralelogramo é um losango se, e somente se, suas diagonais $Go

perpendiculares.

>

=1
—+
<y

D

Figura 3.5: Losango ABCD

Demonstragio. Tal demonstragao segue a ideia colocada em Veloso (2015). Consideremos A, B,C' e
D vértices de um paralelogramo, e de modo que, se & = E el = E com as operagoes de adicao
e diferenca entre eles temos o + v = zﬁ el — U= lﬁ Desse modo, com a operagdao de produto

interno desses vetores teremos

Dai segue que se o paralelogramo é losango, entao seus lados tem mesmo comprimento e consequen-
temente o resultado do membro direito acima é nulo, mostrando que as diagonais formadas por i+ v
e U — U sdo perpendiculares. Reciprocamente, se as diagonais do paralelogramo sdo perpendiculares

o lado esquerdo da equacio é zero, implicando que ||i|| = ||¥/]|, i.e, o paralelogramo é losango.  [J

Como consequéncia temos:

Corolario 4. Um paralelogramo é um losango se, e somente se, suas diagonais sao perpendiculares.

3.1.5 Problema 5

Problema 5. Mostre que dados os vetores U e d, vale a desigualdade triangular

17+ af|<[|v]] + (1]
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em que a igualdade acontece se, e somente se U ou U € nulo ou se um € multiplo positivo do outro.

Apesar da afirmacdo da desigualdade ndo parecer direta com a desigualdade triangular, um
olhar mais atento interpretando o comprimento de vetores faz todo sentido! A soma de dois compri-

mentos de dois vetores (dois lados) é sempre maior que o comprimento do outro vetor (do terceiro
lado).

Demonstragio. Suponhamos primeiramente sem perda de generalidade, que ¢ = 0, entdo ||d+ U] =
[[dl[<= [la]| + [|0f] = [[a]] + [|7]]-

Agora se ¥ = Ad, com A > 0, entao

[a+ 3| = [|u + Adl] = [(1+ Aal = (1 + Nl (3.5)
[l + 1121 = llal] + [|xall = flall + X - flal] = (1 + Ml (3.6)
Com 3.5 e 3.6, mostramos que ||@+ || = ||@|| + ||7]|, se ¥ = A\i; mas reparemos que a igualdade

nao acontece caso A < 0, e sim que ||d|| + ||7]| > ||@ + 7]

Temos agora que

@+ 0)|? =< @+ 0,4 + T >
=<u,u>+<uUi>+<v,u>+<0,7>
= |l@1* +2 < @,7 > +|7)°<|la|® + 2| < 7,7 > | + |7
= [|@1* + 2||@|| - [|7]] - | cos 6] + [|TI*< | @l|* + 2l|]| - ||| + 17|
= (Il + 19
Logo,

[a + <l + |7l

O]

Vimos a importancia de mostrar esta proposta uma vez que trata-se da condigdo de existéncia
de um tridngulo qualquer, pois a soma de dois vetores ndo nulos e nao multiplos entre si (refletida

na interpretacao da expressao do problema) coincidem com dois lados de tal poligono. Portanto:

Corolario 5. A soma do comprimento de dois dos lados de wm triangulo qualquer é sempre maior

que a medida do terceiro lado.

3.2 Aplicagoes no Tridngulo e pontos notaveis

3.2.1 Problema 6

Problema 6. Seja ABC um tridngulo retingulo de hipotenusa BC. Calculando a distincia em
coordenadas, mostre que o comprimento da mediana relativa ao lado BC' € a metade do comprimento

desse lado.
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Na demonstracdo tomamos a base proposta por Craizer (2015). Os conhecimentos necessérios
a resolucao deste problema sdo os de distancia entre dois pontos em coordenadas e ponto médio.
Para tanto é necessario posicionar de maneira conveniente ambos os lados e vértices do tridngulo
de maneira tal que as coordenadas sejam em alguns momentos a propria distancia entre alguns dos

pontos, facilitando a relacio entre as incégnitas postas como abscissa e ordenada de cada ponto.

Demonstragio. Seja o tridngulo ABC de hipotenusa BC sobre o plano OXY retangulo em A.
Tomemos entdao A(0,0) a prépria origem, e assim B(z,0) e C(0,y) os demais vértices que recairao

sobre os eixos OX e OY, respectivamente. A distancia |[BC| é obtida por:

d(B,C) = \Jd(A, B)? + d(A,C)?
d(B,C) = \/(x — 0) + (0 — y)?

d(B,C) = /22 + 32

B(0,Y)

] C(x.0)
A(0,0)

Figura 3.6: Mediana Relativa a Hipotenusa no tridngulo ABC

Tomemos o ponto médio de BC, o ponto D, cuja mediana AD intersecta a hipotenusa do

_ 00
tridngulo. Como D ¢é ponto médio de BC entdo D = (ZC; ,_;y> <~ D = <;, 22/) e assim
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obtemos o comprimento [AD|:
d(A, D) = \/@ _ 0)2 + (g _ 0)2
S ORE}
22 y?
o ()]

d(A, D) =

d(A, D) = 5/ (2* +y?)
Portanto, o comprimento da mediana AD relativa ao lado BC é a metade do comprimento

deste lado como queriamos demonstrar. O

Corolario 6. Num triangulo retangulo qualquer o comprimento da mediana relativa a hipotenusa
¢ a metade do comprimento desta ultima.

Nos trés problemas a seguir, Veloso (2015) traz as demonstragos, mas se apoiando em figuras. O
que nos preocupamos foi de demonstra-las sem necessariamente ter que visualizd-las, descrevendo,
de uma forma mais minuciosa, cada demonstracao de maneira que o leitor possua meios de produzir

sua propria ilustragdo, mesmo que tenhamos aqui também ilustrado cada uma delas.

3.2.2 Problema 7

Problema 7. Seja ABC um tridngulo qualquer, se M e N sdo pontos médios de AB e AC,
respectivamente. Prove que M N = %, ou seja, que MN é base média paralela ao lado BC.

Aqui a demonstracdo é simples, basta que tenhamos conhecimento sobre soma de vetores e

ponto médio de um segmento.

—

Demonstragao. Seja o tridngulo ABC' tal que BA—l—zﬁ = B? Com M e N sendo os pontos médios
dos lados BA e Ff , respectivamente, teremos que M A+ AN = M N. E por serem pontos médios,
— i

MA = @ e AN = @ Isso nos leva a:

MN = MA+ AN
.)

H
m:BA;@, como@:ﬂ—h@

— BC

MN ==
2
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Figura 3.7: Base média do tridngulo ABC

Obtemos com este, o seguinte colordrio:

Corolario 7. O segmento formado pelos pontos médios de dois lados de um triangulo qualquer é

base média desse e € paralelo ao seu terceiro lado.

3.2.3 Problema 8

Problema 8. Secja ABC um triangulo qualquer, G seu baricentro, e sendo AX,BY ,CZ suas

medianas. O segmento de cada vértice ao baricentro divide cada mediana na razio 2:3, i.e, AG =
2 AX,BG=2.BY,0G=12.CZ

Vale lembrar antes desta demonstragdo os conceitos de baricentro e mediana: Baricentro é o
ponto de encontro das trés medianas; Mediana é o segmento que liga o vértice ao ponto médio do
lado oposto;

Inicicialmente tomaremos os problemas 8 e 2 para entdo mostrar que existe a proporcionalidade

de 2 : 1 que o baricentro divide as medianas que o compoem.

Demonstracio. Seja ABC um tridngulo de baricentro G e medianas AX, BY,CZ observamos as

formagdes na figura 3.8:

AB
Tomemos os triangulos ABC e Y X, pelo problema 7, temos que W / /@ e )W =5

Assim como no tridngulo ABG (fig 3.9) em que M e N sdo, respectivamente, pontos médios

dos lados AC e B?, m//ﬁ,em: AB

— N
- Ou seja, XY e MN sao bases médias dos
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Figura 3.9: Quadrilatero XYMN inscrito no trian-
Figura 3.8: Tridngulo ABC gulo

Eﬁ TR ’é R
tridngulos ABC' e ABG, nessa ordem. Como 17)_() , entao temos }7)_(Z e
}7)_(2 /] M N ,isto é, M NXY éum paralelogramo de dlagonals MX e N Y. Agora pelo problema 2, o

ponto em que se intersectam as diagonais de M N XY é o ponto médio de ambas e, no caso, é também
o ponto G. Dal segue que fl—é:erm e B?:B‘qut]\f .Ecomo M e N sao os pontos
médios de ﬁ e Bﬁ,entéo m:ae W:Cj},logo m:m:(ﬁze ﬁ}’:m:ﬁ.
Isto significa que se B:m—kM +C?X> e B—}}:EJ{;—FN +G—Y>'entéo H:?)'A—]\_f e
ﬁz?pﬁ, mas como ﬁ:AM—i—MG:ZAM e W:BW—F]W:ZB*]\}T. Utilizando-se
de procedimento analogo a C?, conclui-se que: zﬁ = %R, B? = %B—i}, e C@ = %C? 0

Como consequéncia se tem:

Corolario 8. O baricentro de qualquer triangulo divide as medianas na propor¢do de dois para um.

3.2.4 Problema 9

Problema 9. Mostre que as trés alturas de um triangulo qualquer cortam-se em um unico ponto,

o ortocentro.

Demonstragao. Esta é uma adaptagdo da demonstracao de Veloso (2015, pag. 60). No sistema de
coordenadas OXY fixamos o tridngulo CBA de modo que o lado AB esteja sobre OX e uma
de suas alturas sobre o eixo OY. Respaldados pela desigualdade triangular, podemos afirmar que
A = (a,0),B = (b,0) e C = (0,c¢) em que a # b e ¢ # 0. Disto segue que AC = (0—a,c—0)=
(—a,¢), BC = (0 — b, ¢ — 0) = (—b, ¢).
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Figura 3.10: Ortocentro do tridngulo ABC

—
Tomemos dois pontos H e H' pertencentes ao eixo OY', de modo que BH' L fﬁ e xﬁ[ 1 B? ,
portanto:

H = (0,h) e H = (0,1), daf

BH = (0— b —0) = (—b, 1) ¢ AH = (0 — a,h — 0) = (—a, h)
Como

ﬁ 1 /ﬁ e ﬁ 1 B?, pela propriedade 10:

< BH',AC' >= 0 =< AH,BC >

(=b) - (—a) + ch' = (—a) - (=b) + ch

ab+ch' = ab+ ch

h:H¢:h:M:;?

Como h = h' pertencem a prépria altura sobre o eixo QY , estd provado que as trés alturas se
encontram num mesmo ponto. ]

Consequentemente podemos ter:

Corolario 9. As trés alturas de um triangulo qualquer intersectam-se em um Unico ponto, o orto-
centro.
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3.2.5 Problema 10

Problema 10. Seja AB um didmetro da circunferéncia G e C um ponto de G diferente de AB.

Mostrar que o triangulo ABC' é retingulo em C.

Nesta demonstracdo tomaremos do triangulo ABC os lados CA e CB que, através das propri-
edades do produto interno entre vetores, mostraremos que sdo ortogonais e relacionaremos o ponto

C ao raio da circunferéncia G.

Figura 3.11: Triangulo ABC, inscrito na circunferéncia G e retangulo em C

Demonstragio. Sejam A = (—r,0), B = (r,0) e C = (x.,y.) vértices do tridngulo ABC no plano
e que também pertencam a circunferéncia G. Este tridngulo é retangulo em C' se os vetores CTZl e
C@ forem ortogonais. Assim, queremos mostrar que <CT>4, C@> =0.

Temos que CA = (=1 — 2,0 —y.) e OB = (r — 2,0 — yc), e disto segue:

CA-CB = (=1 —2)- (r —2) + (—5e) - (~e)
CA.CB = — () + (—z¢)* 4 (—ye)?

Mas como C(z,y.) pertence & circunferéncia, vem da definicio que 22 + y2 = r2, implica que

—
CA- C@ = 0, demonstrando a proposicio. O

Corolario 10. Todo triangulo inscrito numa circunferéncia tal que um lado seja o diametro, tem

como sendo retangulo este triangulo.
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3.3 Areas

3.3.1 Problema 11

Problema 11. Seja o paralelogramo ABCD, tal que jﬁ = (o, ) e /ﬁ = (o/, ). Entdo o médulo

do determinante
a
a/ ﬂ/

€ a area do paralelogramo.

A partir de Delgado, Frensel & Crissaff (2017), Delgado, Frensel & Crissaff (2015) e Lima
(2002) alcangamos o resultado obtido nesta construcao. Partiremos do conhecimento geométrico de
projecao ortogonal de vetores, e de algumas particularidades de adicao de vetores para que entao
possamos relacionar as relagoes geométricas da figura formada pelos vetores ao que foi enunciado

no problema.

Figura 3.12: Area do paralelogramo

Demonstragao. Seja o paralelogramo ABCD de area P = |det(u, V)| onde B =4 = (o,0) e
!

AD =5 = (o/, 8"). Temos que: P = |det| | Bﬁ’ | = aB’ — Ba’, assim P?

(0%

aa’)? + (') + (Ba')? + B)* = [(aa')? + 208'Ba’ + BF')’]
= (@)’ + (8 + B (')’ + B*(8)7] ~ [(ac + BB)?]

(
(
=(af')’ + (Bc/)? = 2a8'Ba’ (e agora somando 0 = (aa’)® — (ad/)* + (88')* — B')?)
(
[a(a
=(a® 4 %) - [(/)? + (8)?] = [’ + BB
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como (&, ) = ||]|* e (7, %) = [|7]?, logo:

P’ :||17||2||17H2— < 6,17>2 , e como < i,T >= ||il|||¥]| cos @, teremos
P =||a@|)?||o)* — (||| 5]|* cos® 0
=||a@|*||7]* - (1 — cos® 0)

=|||*13]|* - sin® ¢

Mas 6 é o angulo entre 4 e ¥, a projecdo v’ sobre i é paralela a i, enquanto que a componente
perpendicular |7 — /|| é a prépria altura do paralelogramo. Observemos entao que pelo tridngulo

formado por ||, [|v/]| e ||7 — v7]|, temos:

17— ]|

sinf = ———
151l

— ||7]| - sin 6 = |7 — o]

substituindo, segue que: P2 = ||@||2 - |7 — v||2, onde ||@]|? ¢ a base. Isto é: P2 = b2 - h?

(07

Portanto, P = |det | é a prépria drea A = b - h do paralelogramo ABCD. O

e
B/

Of/

Corolario 11. O wvalor da drea A =b-h de um paralelogramo de base b e altura h € igual ao valor
do determinante estabelecido a partir das coordenadas de dois vetores concorrentes que coincidem

com dois de seus lados também concorrentes.

Tomado o resultado acima nos basta conhecer as formas geométricas obtidas através da soma

de vetores para chegarmos a seguinte constatacao.

Corolario 12. O valor da drea de um triangulo € igual ao valor da metade da drea do paralelogramo.



Consideracoes finais

No presente trabalho mostramos como é possivel chegarmos as proposicoes e conceitos basicos
de GP pela GA utilizando distdncia entre dois pontos, coordenadas cartesianas e vetores.

Estes contetdos, por sua vez, sdo simples, de facil assimilacdo e introducao didatica podendo
ser inseridos em qualquer momento do ensino basico assim que o aluno ja tenha conhecimento
das operacoes de potenciacio e radiciacdo inicialmente; e de maneira bastante superficial, que ele
saiba operar o determinante, o que ocorreria a partir do 7° ano em diante, de acordo com os
PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS (1998).

Consideramos de antemao, neste trabalho, que o leitor tivesse alguns conhecimentos bésicos de
GP como os axiomas para acompanhar as noc¢odes preliminares introduzidas e também para que ao
final deste o trouxéssemos para a reflexdo comparativa de que nenhuma das proposicoes da GP -
previamente sabidas pelo mesmo - fossem necessérias a resolucdo dos problemas propostos; o que
indica que a preocupacao com uma sequéncia didatica de certos assuntos nao necessariamente é
sempre a melhor escolha.

Nesse sentido mostramos que se pode introduzir a GA antes do momento em que ela é abordada
atualmente dentro da educagdo brasileira. E mais, ela pode ser uma grande ferramenta aliada do
ensino da GP. Nessa dire¢ao, nada impede que a GA seja ministrada anteriormente & muitos assuntos
de GP e, talvez, seja até mais sensivel de compreensao observados os pontos positivos da algebra
que a GA traz consigo. Principalmente, quando se trata de conjecturar figuras geométricas como
medidas, angulos, e até pontos préximos (ao que se quer indicar, ou ao que é conhecido), mas que
nao sao de fato iguais. Isto é, inclinagées proximas ao angulo reto, por exemplo, comprimentos de
lados semelhantes de uma figura (ou mais), pontos aproximados, etc, muitas vezes podem fazer
com que o aluno tenha a impressdo de que sdo iguais sem, de fato, o ser ou ndo possuirem mesma
localizacgao.

A exemplo disso, podemos observar nas figuras dos problemas 2 e 9 que os pontos e angulos
exibidos nao condizem com os resultados obtidos, pois eles nos mostram que M e N assim como H
e H' sdo pontos coincidentes, diferentemente do mostrado nas figuras.

Em outras palavras, uma figura geométrica pode facilmente enganar os olhos do observador. Entre-
tanto, os valores numéricos alcancados por meio de calculos algébricos sao absolutos, o que tornam

factiveis as investigacOes sem necessariamente estarmos presos as figuras como comumente os alu-
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nos do ensino bésico ficam ao observa-las. A GA em sua teoria possibilita que o aluno conjecture a
contrucdo geométrica atingindo o que chamou-se de concreto-pensado.

O ensino preso a concretude de uma figura desenhada sujeita o aprendiz a uma maior possibilidade
de errar na solucdo de tal problema e/ou até na compreensdo de conceitos bésicos da propria GP
se ele nao estiver preparado para enxergar a diferenca infinita e significativa que ha nas aproxima-
¢Oes, sejam elas grandes ou pequenas, e aqui estd a GA para demonstrar essa diferenga de maneira
bastante entendivel.

Destacamos, com isto que, esta propensa falha na abstracdo [causada por uma apresentagao
precoce de figuras para explicar conceitos| pode também ser um dos fatores nao diagnosticados
pelos investigadores, mas que contribui para a dificuldade de abstragdo presente no interdiscurso da
comunidade e pode ser tomada como uma proposta de investigacdo para um proximo estudo.

No mais, ndo buscamos aqui esgotar as maneiras de se encontrar ou investigar o uso de intra-
disciplinaridade nas Geometrias em questdo. Buscamos instigar o leitor a respeito desta proposta
que aqui trouxemos.

Incentivar novas investigacbes como o uso das equacgoes da reta para demonstrar novas proposicoes
da GP como as propriedades de outros pontos notaveis do tridngulo, além do uso do produto vetorial
na demonstracao de areas e volumes, distancias entre planos e figuras espaciais, etc.

Enfim, sdo iniimeras as propriedades, proposicoes e conceitos de GP que podem ser alcancados

utilizando a vastidao da GA como ferramenta.
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