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RESUMO

Neste trabalho estudamos algumas propriedades quantitativas e qualitativas da equacao de
Allen-Cahn. A equagédo de Allen-Cahn tem sido amplamente estudada em diversas areas da
ciéncia e principalmente na evolucao de microestruturas durante o processo de solidificacao
de um metal puro ou liga metalica. Os principais resultados obtidos neste trabalho sado: a
solucdo exata, a energia de Ginzburg-Landau G (t) e a propriedade de decaimento exponencial
do sistema. A resolugao analitica do problema foi obtida pelo método da separacao de variaveis
gracas a uma escolha adequada do coeficiente de reacdo. Com isto, passamos a considerar
um problema um de valor inicial e outro de valor de contorno, os quais sao resolvidos. No que
diz respeito a estabilizacdo exponencial da energia total, usamos técnicas multiplicativas para
encontrarmos a lei de dissipacao e a partir dai, aplicamos as desigualdades de Poincaré e de
Jensen para construirmos a estimativa de decaimento exponencial.

Palavras Chaves: Equacgao de Allen-Cahn, solugao exata, decaimento exponencial, simulagéo
computacional.



ABSTRACT

In this paper we study some quantitative and qualitative properties of the Allen-Cahn equation.
The Allen-Cahn equation has been widely studied in several areas of science and especially in
the evolution of microstructures during the solidification process of a pure metal or alloy. The
main results obtained in this work are: the exact solution, the Ginzburg-Landau energy G(t)
and the exponential decay property of the system.The analytical resolution of the problem was
obtained by the variable separation method thanks to an appropriate choice of the reaction co-
efficient. With this, we start to consider a problem of initial value and another of contour value,
which are solved. Regarding the exponential stabilization of total energy, we use multiplicative
techniques to find the dissipation law and from there we apply the Poincaré and Jensen inequa-
lities to construct the exponential decay estimate

Key Words:Allen-Cahn equation, exact solution, exponential decay, computer simulation.
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Capitulo 1

Introducao

A evolucao de microestruturas durante o processo de solidificagdo de um metal puro ou liga
metalica, pode ser estudada com o auxilio de modelos matematicos de campo de fase “phase-
field”, que considera a transicdo entre uma fase e outra através de uma interface e ocorre
de forma continua e gradual em uma regiao reduzida chamada interface difusa [KOBAYASHI,
1993]. Dentre os modelos que utilizam o método campo de fase, destacamos o modelo de
Allen-Cahn [ALLEN and CAHN, 1979]. A equacgéo abaixo, postulada por Allen e Cahn

20 oG

P —M%, (1.1)
em que 0 = ¢(x,7) é a variavel de fase, 8G/d¢ é a derivada funcional da energia livre em
relacao a variavel de fase e M denominada mobilidade da interface ou a facilidade com que ¢
varia com o tempo, garante a evolugao do sistema (1.1). Em certas ocasides, a mobilidade é
considerada anisotrépica, como adotado por [KARMA and RAPPEL, 1998], mas também pode
ser considerada como uma constante (isotrépica), como adotado por [KOBAYASHI, 1993].

Usando o modelo de Allen-Cahn, Xinfu Chen em [CHEN, 2004] considerou o seguinte
problema de valor inicial

{ ut =e2ut — f(uf), xR, t >0, 1.2)

ut(x,0) = up(x), x € IR,

relacionado com o estudo de movimentos no limite de fase de materiais cristalinos, genética
de populacao e também com a propagacao de pulsos nervosos, onde € > 0 é um pequeno
parametro e f(-) é uma fungao suave tendo exatamente trés zeros em {—1,0, 1} e satisfazendo
f(£1)>0,f(0)<0e /1 f(s)ds = 0. Um exemplo tipico de f é a fungdo f(s) = s> —s.
Na dinamica do problema, _e>1<istem quatro estagios observados. No primeiro temos, a fase de
), no segundo, a geragéo de padrées metaestaveis de O(e~!), no terceiro,

separagdode O(|Ine
a propagagao em movimento super-cdmera lenta de interfaces de O(el/ &) e por ultimo, a fase de
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aniquilagao de interfaces de O(1). O autor faz um estudo analitico desses estagios com maior
rigor para o segundo e o quarto estagio, fornecendo uma analise full-time para o comportamento
da dinamica.

Em [UZUNCA and KARASOZEN, 2017], os autores consideraram a equacéo de Allen-Cahn
dada por

up =EAu— f(u), (x,0)€Qx(0,T], (1.3)

onde QUIR? (d = 1,2) é um dominio limitado. A norma em L? é induzida por

SE(u)
ou ’

Ur = —

que é caracterizada pela minimizagao da energia funcional de Ginzburg-Landau

E(u) = /Q <§|Au|2+F(u)>dx, (1.5)

com potencial F(u). Segundo os autores a principal caracteristica da equagdo de Allen-Cahn
(1.3) é a rapida formagdo das camadas transientes e a formagao exponencialmente lenta das
camadas terminais para valores muito pequenos de . Isto € interessante porque nos faz pensar
na possibilidade de existir um limite inferior para &. Portanto, baseado nesta afirmagéo fazemos
a seguinte pergunta:

“Existe uma constante ¢ > 0 tal que a taxa do decaimento exponencial da energia da equacao
de Allen-Cahn (1.3) enfraquece quando § — ¢?”

Acerca deste questionamento, ressaltamos que nao temos conhecimento de nenhum tra-
balho na literatura que faca uma investigacao nesta direcdo e muito menos acerca do valor
limite de & que afeta o decaimento exponencial da energia total associada a equagéo de Allen-
Cahn. QOutro fato que também merece ser investigado € como explicitar a solugao exata de tais
problemas.

E bem conhecido que em problemas lineares a solugdo exata pode ser faciimente obtida
pelo método da separagao de variaveis [Figueiredo, 2018], no entanto em problemas nao linea-
res sdo raros 0s casos em que conseguimos explicitar a solugéo exata do problema.

Para o caso solucdes exatas de problemas nao lineares destacamos [Zemskov and Losku-
tov, 2010]. Neste artigo os autores estudaram a equacéo de Fisher-Kolmogorov dada por

u

ut—Duxx—(a— )uzO, com a>0. (1.6)

COos x

Usando o método da separagdo de variaveis supondo u(x,#) = X (x)T () os autores encontra-



CAPITULO 1. INTRODUGAO

ram as equagoes diferenciais ordinarias dadas por
T,—qT+T*>=0 e DXu—(q—a)X =0, (1.7)

onde g € IR é o parametro de separagao desconhecido, e em seguida, mostraram as solugoes

gerais que sao da forma

q

Trecoa’ se q#0,

1

, se gq=0,
co—1
e ainda,
Attt 4+ Are" com Ma=+1/(g—a)/D se gq>a,
X(x) = q Bjcos(Ax) +Bysen (Ax) com A=./(a—q)/D se q<a, (1.9)

\C1x+C2, se ¢g=a,

onde a constante cq € definida pelas condi¢des iniciais. Eles mostraram que a solugao exata do

problema é dada por

(a—D)cos x

1 + elco—(a=D)]t’

u(x,1) = (1.10)
(a+D)cosh x

1+ elco— (D)’

se g=a—D com g¢g<a,

se g=a+D com g>a,

Na Figura 1.1 estao as solugdes exatas referentes a (1.10).

Figura 1.1: Solucdo exata comco=0e a—D =1 (lado esquerdo) ecomcy=0ea+D =1
(lado direito). Fonte: [Zemskov and Loskutov, 2010]

10
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Notamos na Figura 1.1 que a solucao exata se estabiliza no zero quando ¢t — —oo. Mas por
outro lado, quando r — o« notamos a presencga de oscilagdes espaciais. Para entendermos o
comportamento assintético da equacao (1.6) fizemos uma analise baseada em argumentos de
energia.

Para isto consideramos o dominio compacto [0, L] e definimos a energia total de (1.6) por

L
E() :/ luf2dx, (1.41)
0
e notamos que a mesma satisfaz a taxa de variacao
d L L L 3
—E(t) = —D/ \uxyzdera/ \u\2dx—/ dx. (1.12)
dt 0 0 0 COSX

Com isto, percebemos que a taxa de variacdo da energia ndo possui sinal definido, ou seja,
temos uma “competicao” entre as constantes a > 0 e D > 0 que altera qualitativamente o com-
portamento do modelo quando t — =oco.

Baseado nos trabalhos supracitados, consideramos a equacao de Allen-Cahn unidimensi-
onal dada por

u —E,zuxx—u<1 - ﬁLtZ) =0 em (0,1)x(0,00),
uc(0,6) =0, uy(1,6) =0, Vt>0, (1.13)

u(x,0) =up(x), 0<x<1,
onde k(x) > 0 é o coeficiente de reagdo. A equagdo (1.13) introduzida por Allen e Cahn [AL-
LEN and CAHN, 1979], descreve a fase de uma mistura binaria. A variavel de fase u = u(x,1)

denota a concentragdo da mistura e o parametro & > 0 esta relacionado a largura da interface
capturando o efeito dominante da cinética de reagao.

1.1 Objetivos do trabalho

O objetivo principal deste trabalho consiste em estudar a equacdo de Allen-Cahn com a
finalidade de provarmos o decaimento exponencial da energia total e encontrarmos a solugao
exata do problema seguindo os passos dos autores em [Zemskov and Loskutov, 2010].

O trabalho esta organizado da seguinte forma:

1. No Capitulo 2, temos as preliminares onde mostramos as principais proposicoes e definicoes
usadas no trabalho.

2. No Capitulo 3, consideramos o problema (1.13) onde 0 < k(x) < 1 é o coeficiente de
reacao determinado posteriormente.

11
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3. No Capitulo 4, fazemos uma analise do problema baseada em argumentos de energia e

provamos o decaimento exponencial da energia total.

4. Finalmente no Capitulo 5, fazemos algumas simulagées computacionais para exemplificar

nossos resultados.

12



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo descrevemos alguns resultados importantes que foram usados no decorrer
deste trabalho.
2.1 Alguns resultados
Proposicao 2.1.1 (Principio da superposicao de solugcao) Seja
y'+ay +by=0 (2.1)

uma equagdo diferencial de segunda ordem com coeficientes a, b constantes. Se yi(x) e y»(x)
s&8o solucdes de (2.1) entao para quaisquer constantes ci,c> € IR temos que

Ve(x) = c1y1(x) +c2y2(x), (2.2)

também é solugéo de (2.1).

Prova: De fato, se y;(x) e y2(x) sdo solugdes de (2.1) segue que
Y +ay) +byr =Yy +ay, +by2 =0 (2.3)
Dai temos que,

Vitbyprere = (el +ea(0)”) +a(emi(x) +eh(®) +b (e () + e ()

= ¢ <y1(x)”+ay1(x)'+by1(x)) +c <y2(x)”~|—ay2(x)’+by2(x)> =0.

13



2.1. ALGUNS RESULTADOS CAPITULO 2. PRELIMINARES

Proposicao 2.1.2 (Equagao de Bernoulli) Seja

Y =ft)y+g@)y* ackR,, (2.4)

uma equagdo diferencial de 12 ordem com f(t) e g(t) definidas e continuas no mesmo intervalo
aberto 1. A solugdo da equacao (2.4) € dada por

y = el1=)  f)a (k+(1 o [ g<t>e—<1—a>ff<t>dfdt). 2.5)

Prova: Para y # 0 a equacao (2.4) é equivalente a

YO =y T+ g(0). (2.6)
Fazendo a mudanca de variavel u = y' ~* implica em
du
(1= 2.7
5 = (L=ay ™0y, (2.7)

e consequentemente obtemos a equacao linear

du

== (I—o)f(t)u+(1—o)g(t), (2.8)

com solugéo dada por
J = -0 fley <k+ (1-a) / g(t>e(10<)ff(t)dtdt) , (2.9)

onde as integrais indicam primitivas particulares dos integrandos.

Proposicao 2.1.3 (Desigualdade de Poincaré) Seja f : [a,b] — IR uma fung&o tal que f(a) =
0, f' exista e seja continua por partes. Entéo,

b —_7\2 b
[ lpar< O [0 pa 210

Prova: Como f(a) = 0 temos do Teorema fundamental do célculo que

s = TP )y, (2.11)

14
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com a < x < b. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

FOP = ( /:f’(y)dy)2§<( / 2dy)l/2( / £ 2dy)l/z)2 (2.12)
= (/ la’y)(/ I (y 2a?y) (x— a/ I (v)[2dy (2.13)

Integrando ambos os lados em [a, b] obtemos

/|f )2 < (x——ax+c) /|f 2y = &

'(x)|*dx. (2.14)

Proposicao 2.1.4 (Desigualdade de Jensen) Seja g uma fungdo convexa suave. Entdo vale

g(/olv(x)dx> < /Olg(v(x))dx. (2.15)

Prova: Desde que g seja uma fungao convexa e suave, segue da Série de Taylor que (11.77)
g(t —h) = g(r) — hg'(t) + O(K?), (2.16)
onde O(h?) := lzl—z!g”(t) > 0. Tomando ¢ — i = s e desprezando O(h?) temos
glt)+(s—1)g'(t) <gls), tseR. (2.17)
Fazendo,
1
s=v(x), t= / v(x)dx, (2.18)
0
e integrando em [0, 1] com relagéo a x concluimos que

g(/olv(x)dx> < /Olg(v(x))dx. (2.19)

Proposicéo 2.1.5 Suponha que as fungées u,, sejam continuas e que a série Y.’ | uy, (x) con-
virja uniformemente. Entao a soma

= i Uy (x) (2.20)

n+1

15
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€ também uma fungao continua.

Prova: Ver [Figueiredo, 2018].

Proposicao 2.1.6 Suponha que as fungées u,, sejam integraveis em um intervalo I e que a
série Y., 1 un(x) convirja uniformemente. Entéo

/I<r;un(x))dx=’;/lun(x)dx. (2.21)

Prova: Ver [Figueiredo, 2018].

[
Proposicao 2.1.7 Sgja f : IR — IR uma fungao integravel em qualquer intervalo limitado.

(i) Se f é uma fungéo par entao
L L
/ f(x)dx = 2/ f(x)dx. (2.22)
—L 0
(ii) Se f é uma fungao impar entao
L
/ Fx)dx=0. (2.23)

Prova: Ver [Figueiredo, 2018].

Proposicéao 2.1.8 (Relacées de Ortogonalidade) Sejam m,n € 7, entdo

L X X
/ cos T sen T gy = 0, Vm,n € Z’ (2.24)
0 L L
L
L mmx  nmx —, se m=n>1
/ C0S —— C0S —dx = 2 (2.25)
0 L L 0, se m#n>1
L
L mnx — nmx —, se m=n>1
/ sen ——sen—dx =< 2 (2.26)
0 L L 0, se m#n>1

Prova: Ver [Figueiredo, 2018].

Definicao 2.1.1 (Funcao periodica) Seja f : R — R uma fungdo. Dizemos que f é periddica
de periodo p se

fx)=f(x+p), Vxe R (2.27)

16
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2.2 Seéries de Fourier

Dada uma fungao f : IR — IR periddica de periodo 2L, integravel e absolutamente in-
tegravel, podemos escrever

- o
fx) ~ % +,,Zl (an cos %x + b, sen u) (2.28)

L
Isto significa que a expressao do lado direito é a série de Fourier de f. De acordo com [Figuei-
redo, 2018], uma questao que surge naturalmente é: Que relagdo ha entre f e sua série de
Fourier? Seria bom que fosse de igualdade mas nem sempre isso ocorre!

O teorema abaixo nos da uma condicao suficiente para que isto ocorra.

Teorema 2.2.1 Seja f : IR — IR uma fungdo seccionalmente diferenciavel e de periodo 2L.
Ent&o a série de Fourier da fungdo f converge em cada ponto x, para % < fx+0)+ f(x— 0)),
ie.,

(o]

nmx

(f(x—i—O)—i—f(x—())) :02—0—1—2 <ancosn—zx+bnsen7). (2.29)
n=1

| =

Prova: Ver [Figueiredo, 2018].

|
Para integrarmos uma série de Fourier devemos ter em mente as hipoteses do teorema abaixo.

Teorema 2.2.2 (Integracao de Séries de Fourier) Seja f : R — R uma fungao periodica de
periodo 2L e seccionalmente continua e seja

a = nmx nmx
Eo—i—’; (ancosT+bn senT>, (2.30)

sua série de Fourier. Entao
(i) a série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada € a integral de f; mais
precisamente,

b b ag i b nmx b nmx
=/ 2 il ax); 2.31
/a f(x)dx /a 2dx+,§1 (an/a cos — dx—l—bn/a sen — dx>, (2.31)

(i) a fungcao

Flx) = /0 ’ ( Fl) - “2—0) dr, (2.32)

é periddica de periodo 2L, continua, tem derivada F' seccionalmente continua e é representada

17
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por sua série de Fourier

Prova: Ver [Figueiredo, 2018].

18

(2.33)

(2.34)



Capitulo 3

Equacao de Allen-Cahn

Neste capitulo apresentamos o primeiro resultado deste trabalho que é a solucao exata do
problema (3.1)—(3.4) para um coeficiente de reacao escolhido convenientemente. Esta escolha
foi feita de modo a tornar possivel transformar o problema de resolver uma equagéao diferencial
parcial nao linear, no problema de resolver duas equagoes diferenciais ordinarias, sendo uma
delas um problema de contorno e a outra um problema de valor inicial. A ideia por tras deste
método é fazer com que o problema de valor de contorno seja uma equagao linear e o problema
de valor inicial seja uma equacao nao linear do tipo Bernoulli.

3.1 Solucao exata do problema

Consideramos o problema de difusao nao linear dado por

uz—ﬁzuxx—u(l—ﬁuz):O em (0,1) x (0,00), (3.1)

onde 0 < k(x) <1 é o coeficiente de reagdo determinado posteriormente. O termo de reagéo
nao linear dado por

flx,s) = s(l - ﬁsz), (3.2)

€ o potencial de energia que conduz a solugao ao estado u = 0. As condigdes de contorno de
Neumann homogéneas sao dadas por

uy(0,1) = uy(1,7) =0, V>0, (3.3)
e a condicao inicial por

u(x,0) =up(x), 0<x<I. (3.4)

19
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Na proposicao seguinte apresentamos a solugao exata do problema em séries de Fourier.

Proposigdo 3.1.1 A solugdo exata do problema (3.1)-(3.4) com k(x) = cos*(nmx) (n € IN) é
dada em série de Fourier por

—(&n?n?—1)1
(& )

u(x,t) = E Cn
n—1 2

onde c,, é o coeficiente de Fourier dado por

cos (nmx), com &>1/m,  (3.5)

1
Cn = 2/ up(x) cos (nmx)dx. (3.6)
0
Prova: Considerando o ansatz da forma
u(x,1) = F(x)G(r), (37)

segue que

8F%@+F@)_G@+I@F%@G%Q‘

Fa) G() 58
Escolhendo k(x) = F?(x) ficamos com
EF"(x)+F(x) _ G(t)+G(1) . 39)

F(x) G(1)

Observamos que o lado esquerdo da equagao acima depende apenas de x, enquanto que o lado
direito depende apenas de ¢. Logo podemos concluir que ambos os lados, sao independentes
de x e t. Isto quer dizer que,

EF'(x)+Fx) G N+G()
F(x) G

=0, paraalgum o €IR. (3.10)

Por outro lado, substituindo u(x,#) = F (x)G(¢) nas condi¢des de contorno u,(0,) = u,(1,£) =0

temos,
(0,6)=0 = F(0)G(t)=0 = F'(0)=0, et
n(1,)=0 = F()G(t)=0 = F(1)=0,
e substituindo nas condicéo inicial u(x,0) = uo(x) temos
w(x,0) =up(x) = Fx)G(0)=uo(x), (3.12)
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3.1. SOLUGCAO EXATA CAPITULO 3. EQUAGCAOQ DE ALLEN-CAHN

de onde adotamos G(0) = Gy € R..

Com isto, passamos a considerar o problema de contorno

E2F"(x)+(1-6)F(x)=0 em (0,1),

(3.13)
F'(0) = F'(1) =0,
e o problema de valor inicial
G'(t)—oG(t)+ G (1) =0, Vt>0,
()= 0G(1) +G() 514

G(0) = Go.

Primeiramente resolvemos o problema de valor inicial. Para isto, linearizamos a equagado em
(3.14) multiplicando por G(¢)~>. Com isto, obtemos

G(1t) 3G (1) =6G(1) 2 1. (3.15)
Usando a mudanga de variavel y(t) := G(t) 2 temos
y(t) = =2G(t) 3G (1). (3.16)
Logo a equagao (3.15) pode ser reescrita na forma linear
Y (t) = —20y(t) +2. (3.17)
Resolvendo a equagao acima temos

261
y = e la <k+2/620fdtdt> _ o201 <k+2/6201dt) _ 20t (k—i—%),

1 koe 241
c c

— ke—ZGl +

Retornando a variavel G(¢) temos

koe 2" 4+ 1 c
G(t 2 = Git)=4/———. 3.19
(*) c ®) \/ koe—20 41 (3.19)

Para t = 0 temos G(0) = Gy. Logo,

c c—G?
0) =4/ ko = 0 2
G(0) ot = ko Gg (3.20)
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3.1. SOLUGCAO EXATA CAPITULO 3. EQUAGCAOQ DE ALLEN-CAHN

Substituindo (3.20) em (3.19) temos

6G3 G

G(t) = 0 = 0 , (3.21)
<G—G%)e‘2GI+G% \/(1 _%%)efZGt_i_%%
G
— 0 , (3.22)
\/e—ZGt — 20t (1 _ eZGl) Gy
Finalmente obtemos que
G (673

G(t) = 0¢ com ¢>0. (3.23)

Por outro lado, para resolvermos o problema de contorno (3.13) precisamos analisar trés casos.

Caso 1: Supondo 1 — 6 > 0 e considerando F'(x) = ¢** temos a equagao caracteristica

P +(1—06)=0 = u==i 1&—0 (3.24)
Segue dai que
F)= €% & Fy=e €, (3.25)
Pelo Principio da superposicdo de solugdo temos que
F(x) = cre T tere ! lﬁ_cx, (3.26)

0

também é solucdo do problema. Usando a relagdo de Euler e™® = cos 6 + isen 8 podemos

escrever

F(x) =C)cos ( \/1{—%) +Cysen (\/1&_—(’)0 . (3.27)

Segue das condigdes de contorno F'(0) = F/(1) = 0 que

F'(0) = —C; —V‘g" sen (0) +Cy Y ‘g“ cos(0)=0 = (=0,

(3.28)

F'(1)=-C 1§_Gsen( 1{“):0 = C;=0.

Como nao estamos interessados na solugao trivial, devemos considerar C; % 0. Com isto obte-
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3.1. SOLUGCAO EXATA CAPITULO 3. EQUAGCAOQ DE ALLEN-CAHN

mos a equacao

1—
sen( 3 G) =0 = cnzl—iznznz, Vn € IN. (3.29)

Logo temos a solugéo
Fy(x) = Cicos (nmx), VneIN. (3.30)
Consequentemente, obtemos o coeficiente de reagao
kn(x) = cos®*(nmx) com xe(0,1), VneIN, (3.31)

que é uma condicao suficiente para usarmos o método da separagao de variaveis.

Combinando as equacdes (3.23) e (3.30) e usando o Principio da superposicao de solugdo
temos que

(@),

2
N )

onde Gy # 0 é constante e os coeficiente de Fourier ¢, (n = 1,2,...) sdo escolhidos de modo

cos (nmx), com &>1/m, (3.32)

u(x,t) = Z Cn
n=1

que tomando ¢t = 0 em (3.32) temos

! cos (mtx) = i €, COS (mtx). (3.33)

G} -
\/HW%O”) n=1

Como u(x,0) = up(x) segue que

u(x,0) = i Cn
n=1

o>}

up(x) = Z cpcos (nmx), Vxe[0,1]. (3.34)
n=1
Portanto os ¢, (n = 1,2,...) devem ser coeficientes de Fourier da fungdo up(x), dada em
[0, 1]. Note que up(x) deve se escolhida de modo a ser uma fung&o par e periédica de periodo
27, a fim de termos uma série de cossenos de argumento nT.

Para encontrarmos os valores de ¢;,, multiplicamos a equacao (3.34) por cos (knx) (k€ IN)
e integramos em [0, 1]. Com isto, obtemos

1 o !
/ uo(x) cos (kmx)dx =Y ¢y / cos (nmx) cos (kmx)dx, (3.35)
0 = " Jo

n
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3.1. SOLUGCAO EXATA CAPITULO 3. EQUAGCAOQ DE ALLEN-CAHN

e assim,

1 1 1
/0 uo(x) cos (kmx)dx = ¢ / cos (mx) cos (kmx)dx + ¢ / cos (21x) cos (kmx)dx
0 0

1 1
+ c3 / cos (37tx) cos (kﬂ:x) dx+cy / cos (471;x) cos (knx) dx
0 0

1 1
+ Cpo1 /0 cos ((n—1)mx) cos (kmx)dx + cn/ cos (nmx) cos (kmx) dx
0
+ e _|_

Usando as relagdes de ortogonalidade entre as fungdes cos (nmx) e cos (kmx) (ver Proposicao
2.1.8) segue que

1

1
/o up(x) cos (mtx) dx = 5 Cn (3.36)

ou ainda,
I
Cn = 2/ up(x) cos (nmx)dx,  Vne€IN. (3.37)
0

Caso 2: Supondo 1 — ¢ = 0 o problema de contorno é dado por

F'"(x)=0 em (0,1),
F'(0)=F'(1)=0.

(3.38)

Segue dai que F(x) = Cjx+ C, e devido as condigdes de contorno F'(0) = F’(1) = 0 temos
Fx)=C, = F((0)=C=0 = C=0. (3.39)
Logo temos que F' é uma solugao constante dada por
F(x)=Cy, Vxe(0,1). (3.40)

Como nao estamos interessados na solugao constante, o parametro 1 —c = 0 nao serve.

Caso 3: Supondo 1 — o < 0 temos a equacgao caracteristica

c—1

e+ (1—-0)=0 = u=+= : (3.41)
Segue do Principio da superposicao de solugao que
c—lx _ c—lx
F(x)=cie & "+ce & 7, (8.42)
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3.1. SOLUGCAO EXATA CAPITULO 3. EQUAGCAOQ DE ALLEN-CAHN

é uma solucdo do problema. Considerando a relagao trigonométrica e™® = cosh 6 & senh 6

temos que
F(x) = Cjcosh (\/?x) +Cy senh (Tx) : (3.43)
Por outro lado, usando as condigdes de contorno F’(0) = F'(1) = 0 temos que
F'(0) = C1¥%" senh (0) + C ¥ cosh(0) =0 = =0,
(3.44)

F'(1) =C V‘g—l senh (V‘fg—l) =0.

Como estamos interessados na solugao nao trivial, devemos considerar C # 0. Com isto temos
a equacao

senh( G{l):o ~ o=1. (3.45)

Com ¢ = 1 temos a solugao constante
F(x)=Ci, Vxe(0,1). (3.46)

Como nao estamos interessados na solugao constante para F, o parametro 1 — ¢ < 0 nao
serve. Portanto a solugédo u(x,t) do problema (3.1)—(3.4) é dada em (3.32).
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Capitulo 4

Abordagem energética

4.1 Energias do problema

Iniciamos este capitulo tratando das questdes referentes a estabilizagdo assintética da
equacao de Allen-Cahn (3.1)—(3.4) usando o método multiplicativo. Isto nos permitiu cons-
truirmos dois funcionais energia. O primeiro denominado energia de Ginzburg-Landau é res-
ponsavel pela dindmica de transi¢ao entre as fases e o segundo denominado energia total € res-
ponsavel pela dinamica global do sistema. Estes resultados sdo tratados nas duas proposigoes
abaixo.

Proposicao 4.1.1 A energia de Ginzburg-Landau do problema (3.1)—(3.4) é dada por
1 2 )
G(1) ::/O (7|ux\ —|—f(u,x))dx (4.1)

2
onde f(u,x) := klx) 1—u?/k x) | , satisfaz a lei de dissipagao
4

1
- / || *dx. (4.2)
0
Prova: Multiplicando a equagao (3.1) por i, e integrando por partes em [0, L] temos

1 1
/0|u,|2dx—|—§2/0 Ul dx — /u,udx—f—/ —u,u3dx—0 (4.3)

e consequentemente,

1 d 1
2 24 24 4
dxt 2 £ i dx = 4.4
/O\u,| x+ /!x| dt/()'u’ +4dt/k u|*dx = (4.4)
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Desde que

2 4y d| k() u? \?

—55/ juf*d 4d;/ ko e a[/() T(“@) dx| (4.5

temos que

d H(& Lo

E/o (?|ux| —I—f(u,x))dx-l—/o lug|“dx =0, (4.6)
onde

k() w2 \?

Assim fica provado que a energia de Ginzburg-Landau associada ao problema (3.1)—(3.4) é

dada por

6= [ (Sl + ) )

e satisfaz a lei de dissipacao

1
= —/ |u; | dx.
0

4.2 Estabilidade exponencial

(4.9)

Aqui estudamos a estabilizacdo da solucao do problema (3.1)—(3.4) através da energia

total. Em seguida provarmos o decaimento exponencial quando ¢ — oo.

Proposicéo 4.2.1 A energia total do problema (3.1)—(3.4) com 0 < k(x) < 1 é dada por

Lo,
:5/0 |lu|"dx

e satisfaz lei de dissipacao

d 2 1 1
—E(t) < —(g——l)/ |u|2dx—/ |u|*dx,
dt Cp 0 0

(4.10)

(4.11)

desde que § > | /c,, onde c, > 0 é a constante de Poincaré.
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Prova: Multiplicando a equagao (3.1) por u e integrando por partes em [0, 1] temos

1 1 1
2 2 2 2 4
dx+ d dx+ —|ul"dx = 0. 412
2dt/ ju"dx &/]ux| T /\u| * /ok(x)w ! ( )

Definindo a energia total por

1 1
:—/ |u|*dx, (4.13)
2Jo

segue que

——§2/ |ux|2dx+/ |u|2dx / u|4dx (4.14)

Usando a desigualdade de Poincaré e levando em conta que 0 < k(x) < 1, temos que

d g S Lo
SE() < —(5—1)/0 lul dx—/o lul*dx, (4.15)

onde ¢, > 0 é a constante de Poincaré. Desde que & > , /c,,, garantimos a lei de dissipagao.

Teorema 4.2.1 A energia total do problema (3.1)—(3.4) com 0 < k(x) < 1, decai exponencial-
mente para zero comt — o, i.e., existe uma constante 3 > 1 tal que

E(t)= (&2 —c,)E(0) e_q%ﬁ(‘:z—cp)t’ o
&2 —¢p 1—2E(o)<1_e—c,,23(a2—c,,);>]

onde & > ¢, e ¢, > 0 é a constante de Poincarg.

Prova: Inicialmente consideramos a lei de dissipagao dada na Proposigao (4.2.1)

d
SE(0 < —(——1)/ u2dx — /|u|4dx (4.17)

Por outro lado, considerando a desigualdade de Jensen

g(/OLv(x)dx> < /()Lg(v(x)dx), (4.18)

paraL = 1, g(x) = x* com g’ > 0 e v(x) = |u|? & facil ver que,

1 2 1
(/O ]u\zdx> g/o lul*dx. (4.19)
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e consequentemente podemos escrever

iE(r) < —2(é—2 — 1>E(t) —4E(r). (4.20)

dt Cp

Agora note que existe uma constante 3 > 1 tal que
d 2
B—E(t)= —2(3—1) E(t) —4E(1). (4.21)
dt Cp
A equacao acima é conhecida como equacao de Bernoulli.

Para resolvermos a equacao acima multiplicamos ambos os lados por E~2. Com isto,
obtemos

BiE(t)E_zz— <E’—2—1)E() I_g. (4.22)

dt Cp

Fazendo a mudanca de variavel

—E! ~u=-——E 4.2
u = dtu 7 , (4.23)
e substituindo em (4.22) temos
d
Eu:f(t)u—kg(t), (4.24)

onde f(t) =2m* /B =2(&?/c, — 1)/B e g(t) = 4/P. Segue dai que a solugéo & dada por

M(l) = eff(l‘)dt {k‘l‘/g(t)e_ff(t)dtdz} é/([’ fdt|: +g/e E_'/Lp fdt :|

28 /ep=1), 2 _2&/ep-1), 282 /ep-1), 2
= e — 2—6 = ke — 2—
(& /cp—1) (&/cp—1)
2(8%/cp—1)
k(&2 /cp—1)e B -2
2 (4.25)
(&/cp—1)
Como u = E~ !, voltamos para a variavel E, i.e., ficamos com
2
—1
E(t) = (&/cp g2/) TR com B>1. (4.26)
“\&7/cp—1)

k(€ /cp—1)e B -2
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Fazendo ¢ = 0 obtemos a energia inicial E(0) dada por

(8 fep—1) 2 _ (&/cp—1)+2E(0)
E(0) = K& Jc,—1)—2 = k(& /c,—1)= E(0) . (4.27)
Substituindo (4.27) em (4.26) temos
E(r) — (& /cp—1) _ (€%/cp—1)E(0)
- 2(82/cp—1) a 2(82/cp—1) '
(S0 )™ 2 (@ +2mO)e T =260
(€%/cp — E(0)
- 2E2/ep=1), 2(82/ep=1), ’ (4.28)
(&2/cp—1)e B "+2E(0)e P —2E(0)
ou ainda,
E(l) _ (&2/6‘17 _ I)E(O)
N 2E2/ep-1) 2(E2/ep—1)
(€2/cpy—1)e B '+2E(0) (e P 1)
(€%/cp—1)E(0)
B T2y N 2D, (4.29)
[(gz/cp— 1)+2E(O)<1 e B ﬂe p
Portanto, temos que
2_
E(r) = (& —cp)E©) o an(Ea)r (4.30)
2
&, |1-2E(0) (1 _e—c,,ﬁ@z—cp)r)]
onde &2 > ¢, e ¢, > 0 é a constante de Poincaré. Assim fica provado que a energia total
p p

do problema (3.1)—(3.4) decai exponencialmente para zero com ¢ — oo,
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Capitulo 5

Simulacao computacional

Para realizamos as simulagcées computacionais da solugdo exata e da energia total do
problema (3.1)—(3.4), usamos o MatLab.
5.1 Solucao exata e energia total - Caso: n =2

Consideramos os dados 7 = 0.1, Go = 1, n =2 e assumimos os valores de { =1 e & =
0.15.

ARSNRNS
\\\‘:‘33::‘»\«:‘ ’
L

SISO
eSS = 2
RS SSSSSISSSSISST /75
OSSR 22 02

0.5 10°
0.45
0.4
107
0.35
0.3 =
o o
& g,
c
EDZS qu
w =
0.2 ]
0.15
102
0.1
0.05
0 10
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 04 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 041
tempo tempo

Figura 5.2: Energia total: escala decimal (lado esquerdo) e escala semi-log (lado direito)
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= N
RIS
ISR,
SRS SSST S TS SSSSSTTSS
e‘\:“{{{{“\\\\\\x‘\\\\‘\\\\“\
NRRRRNNY

V% 777
ll’;ll’%;l”llll 77

L7 7772 g 02
7774 77 Z

espago 0" o

Figura 5.3: Solugéo exata u(x,7) com & = 0.15.

0.5 10°

0.45

0.4

0.35

Energia
log(Energia)

0.05 107"
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 005 01 045 02 025 03 035 04 045 05

tempo tempo

Figura 5.4: Energia total: escala decimal (lado esquerdo) e escala semi-log (lado direito)

5.2 Solucao exata e energia total - Caso: n =4

Consideramos os dados 7 = 0.1, Gy = 1, n = 4 e assumimos os valoresde { =1 e § = 0.15.

espago Y

Figura 5.5: Solugéo exata u(x,t) com § = 1.
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0 10718
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Figura 5.6: Energia total: escala decimal (lado esquerdo) e escala semi-log (lado direito)
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Figura 5.7: Solug&o exata u(x,t) com § = 0.15.
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B

0.15
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0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
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Figura 5.8: Energia total: escala decimal (lado esquerdo) e escala semi-log (lado direito)

Comentario: Nas simulacoes realizadas acima percebemos que a solucao exata possui com-
portamentos bem distintos dependendo do valor que se escolha para o coeficiente . Nas Figu-
ras 5.1 e 5.5 percebemos que a solugao decai muito rapido para zero sem oscilagao enquanto
que nas Figuras 5.3 e 5.7 notamos a presencga oscilacdes espacias, ou seja, o sistema néo pos-
sui homogeneidade espacial. No entanto, em ambos os casos (§ = 1, { = 0.15), percebemos
pelas Figuras 5.2, 5.4, 5.6 e 5.8 que o problema continua exponencialmente estavel.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Neste trabalho estudamos alguns aspectos quantitativos e qualitativos da equacgao de Allen-
Cahn. Os principais resultados obtidos sdo: a solu¢ao exata do problema nao linear e a proprie-
dade de decaimento exponencial da energia total. Esperamos que este trabalho possa motivar
a resolugao de outros problemas nao lineares e futuramente pretendemos fazer um estudo
numérico desse problema usando o método de diferencgas finitas e comparar com a solugao
exata obtida neste trabalho.
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