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Resumo

O presente trabalho sugere uma investigacao quanto ao Teorema Fundamental do Calculo,
que por vez nos possibilita a atrelacao do Calculo Diferencial e do Célculo Integral. Seu
principal objetivo é estuda-lo como aplicacao na reta, no plano com o Teorema de Fubini
e na curva, com o Teorema de Green., compreendendo conceitos das disciplinas de Analise
Real e Célculo Diferencial e Integral. Em especifico, pretendemos demonstra-los aliando
com aplicacoes em situagoes reais, e modo especial, com o desejo de agregar conceitos
importantes do Calculo e da disciplina Anélise Real. A metodologia se deu através de
pesquisa bibliogréafica, analisando trabalhos e livros. Ao final, pudemos comprovar a
importancia em estudar os Teoremas propostos neste, para calculo de volume, centro de

massa e area.

Palavras-chave: Teorema Fundamental do Célculo; Teorema de Fubini; Teorema de

Green; Aplicagoes.
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1 Introducao

O século XVIII, foi um periodo muito produtivo para a matematica, entretanto
a descoberta que mais se destacou foi a invencao do Calculo Diferencial e Integral, feito
de forma independente, por Isaac Newton (1643-1727) e Gotfried Wilhelm Leibniz (1646
- 1716). Os problemas iniciais do Calculo se referem ao célculo de dreas, volumes e
comprimentos de arcos. Apesar das formas determinadas por linhas retas ja serem estu-
das a milénios, houve entao a necessidade de abranger o estudo para regioes ainda nao
consideradas, formadas por linhas curvas.

O Teorema Fundamental do Célculo é um resultado que nos possibilita calcular
integrais definidas em um determinado intervalo, estabelecendo uma conexao entre o
Caélculo diferencial e o Calculo integral. Desse modo, este trabalho tem como objetivo
estudé-lo em regioes unidimensionais e bidimensionais com o Teorema de Fubini e o
Teorema de Green.

Na pratica, o Teorema Fundamental do Célculo nos possibilita abranger os resulta-
dos ja encontrados para figuras regulares. Agora para regioes curvas. Trazemos aplicacoes
no célculo de areas, volumes e centro de massa de regioes nao regulares.

Este trabalho é uma pesquisa de cardcter qualitativo, que propoem o estudo bibli-
ografico de demonstragoes do Teorema Fundamental do Célculo na reta, no plano sendo o
Teorema de Fubini e na curva com o Teorema de Green, com o objetivo de compreender
conceitos das disciplinas de Célculo Integral e Diferencial e de Anélise Real através de
aplicacoes.

Quanto a estrutura do trabalho, ele esta organizado da seguinte forma:

No capitulo 2, veremos uma breve revisao tedrica quantos aos assuntos necessarios
para o desenvolvimento do trabalho, como limites, derivadas e integrais.

O capitulo 3, sera onde abordaremos a demonstracao do Teorema Fundamental do
Calculo na reta, estudando dois modos diferentes de prova.

Ainda, abordando dois métodos distintos de demonstracao, no capitulo 4, estuda-
remos o Teorema de Fubini.

Traremos no capitulo 5, a prova do Teorema de Green, que corresponde ao Teorema
Fundamental do Célculo na curva.

O capitulo 6 abordara as aplicagoes do Teorema na reta, com solidos de revolucao,

no Plano com o centro de massa e na curva com o calculo de area.
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E por fim, no capitulo 7 temos as consideracoes finais, ao qual concluimos os

resultados.
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2 Uma breve teoria do Calculo Diferencial e Integral

2.1 Limites

Intuitivamente, dizer que o limite de uma fungao f(x), quando = tende a p (re-

presentacdo: x — p), é igual a L, que simbologicamente representamos por

lim f(z) =L,

T—p

significa dizer que quando x se aproxima de p, f(x) se aproxima de L. Vejamos os graficos

a seguir
Y
a) Yy b)
f(x) f(x)
f(p) L
f(@) f(x)

—

&‘
&‘

No grafico (a), observe que f esta definida no ponto p. Logo, quando x tende a p,
f(z) tende a f(p), e portanto QIEILI; f(z) = f(p).

Ja no grafico (b), f nao estd definida no ponto, portanto quando x tende a p, f(x)
tende a L. Assim, glglin f(x)=L.

Por sua vez nopgréﬁco (¢), f esté definida no ponto p, porém observe que L # f(p).
Portanto, igg f(z) = L.

Nas ultimas duas situagoes descritas acima, o valor de L é o valor que f deveria ter
no ponto p, para ser continua em p. Estudaremos a seguir os conceitos de continuidade.

Vamos agora pensar na seguinte fungao

a2t -1

fz) =

x—1"

Considere o gréfico da f(x) a seguir,
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Observe que f nao esta definida no ponto x = 1, pois teriamos uma indeterminagao,
entretanto, esta bem definida em todos os outros pontos da reta.

O limite desta funcao quando x — 1, representa o valor que essa funcao admite
quando x esta préoximo de 1, tanto pela direita quanto pela esquerda, mas sem chegar a
ser o préprio 1.

Desse modo, diremos que L é o limite de f quando x se aproxima de p, se atri-

buindo valores para x préximos de p, os valores de f(z) estao préximos de L.

Definicao 2.1.1. Diremos que L é o limite de uma funcao f, quando z — p se,

para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

O0<|z—p| <o = |f(z) — L| <e.

2.1.1 Limites laterais

O limite lateral é o valor para qual uma funcao converge quando x se aproxima de

p por valores maiores que p (pela direita), ou para valores menores que p (pela esquerda).

Definicao. Diremos que L é o limite pela esquerda da funcao f quando x se
aproxima a p por valores menores que p. Isto é, se para todo § > 0, existe € > 0

satisfazendo

O<p—x<$§ = |f(x) = f(p)| <e.

Este limite é denotado como
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lim f(z) = L.

T—p—
De modo anélogo, diremos que L é o limite pela direita da funcao f quando x
se aproxima a p por valores maiores que p. Isto é, se para todo § > 0, existe € > 0

satisfazendo

O<z—p<sd = [f(z) = f(p)] <e

e denotamos como

2.1.2 Continuidade

Na imagem a seguir, temos uma bola deslisando suavemente até que no pontox = 1
ocorre um salto e ainda, podemos observar que o limite dessa fungao nao existe quando
x tende a 1. Esse é um exemplo claro de uma funcao descontinua em um determinado

ponto.

Definigao. Diremos que uma funcao f(z) é continua no ponto x = a quando sao

satisfeitas as seguintes propriedades.

e O valor de f(a) esté definido, ou seja, o ponto x = a pertence ao dominio da fungao.

e O lim f(x) existir.

r—a

o lim f(2) = f(a)

r—ra
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Basicamente lim f(x) = f(a), nos quer dizer que dado quaisquer intervalo que
Tr—a
contenha f(a) por exemplo, |f(a) — €, f(a) + €] deve existir um intervalo que contenha a,
por exemplo |a — §,a + J[ tal que

Vo € (a—d0,a+9) = f(x) € (f(a) —e€, f(a) +€).

Ou ainda, podemos dizer que uma funcao f é continua no ponto x = a se para

todo € > 0, existe § > 0 satisfazendo
lr —al <§ = |f(x) — fa)] <e.

Definigao. Diremos que uma funcao f : [a,b] — R é limitada, se existe uma

constante positiva M satisfazendo
|f(z)| < M, Vz € la, b].

Teorema. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua definida sobre um intervalo
fechado e limitado [a, b], entao f é uma fungao limitada.
2.1.3 Teorema do Confronto

Definicao. Sejam f, g e h fungoes definidas sobre os niimeros reais satisfazendo

a desigualdade

f(z) < g(z) < h(x), Vo € (xg — €,20 + €).
Se
lim f(x) = lim h(z) =L,
T—rT0 T—T0
entao
lim g(x) = L.
T—T0
Prova. Dado € > 0, por definicao, existe
0 >0,0< |x—xo| < = |f(x) = L| <e¢
e

9y > 0;0 < |x —xo| < 9y = |h(x) — L| <e.
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Tomemos 0 = min{dy,ds}. Para todo x com 0 < |z — xo| < 0 temos

L—e< f(x)<L+e (1)
e
L—e<h(z)<L+e. (2)
Como f(z) < g(x) < h(z), segue de (1) e (2) que
L—e< f(z)<g(z)<hzx)<L+e
L—e<g(x)<L+e
E portanto,
l9(z) = L| <¢,
ou seja,
A s =1L

2.2 Derivadas

Definigao 2.2.2. Diremos que f é diferenciavel no ponto x se existe o limite

lim
h—0

flx+h) - fx)
- :

Caso exista, diremos que o seu valor é a derivada de f no ponto x, sendo denotado

da seguinte forma

Teorema. Seja f : [a,b] — R uma fungao diferencidvel no ponto x = ¢, entdo f
¢ uma funcao continua no ponto xg.

Prova. Sabendo que f é diferenciavel, entao existe o limite

lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h - f (930) € R
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Como o denominador da fracao tende a zero, o numerador também deverd ir para

zero, ou entao nao existiria o limite. Temos entao

lim f(zo +h) = f(z0) = 0

Este limite implica que f é continua no ponto x = xy. Se considerarmos y = xo+h,

notamos que

y—x9= h—0.

E portanto,

lim f(y) = f(xo),

Y—xo
demonstrando o resultado. Porém, a reciproca nao é verdadeira. Vejamos a seguir um
exemplo da contraprova.
Exemplo: A fungao f(z) = |z| é uma fun¢do continua, mas ndo é uma funcao
diferencidvel.
Solugao: Observe que f é uma fungao continua, por se tratar de uma funcao
modular. Para mostrarmos que f nao ¢é diferenciavel, utilizaremos a definicao 2.2.2.

Sendo assim, consideremos o seguinte limite

lim fO+h) = J(0) = lim —f(h) = lim m
h—0 h h—0 h h—0 h
Por defini¢ao de moédulo,
h, se h>0
|h] =
—h, se h<0.

Assim,

.l o
im — = - =
h—ot+ h h—0+ h
e

lim M: lim _—h——l
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Ou seja, os limites laterais sao divergentes, o que nos quer dizer que o limite

lim f0+1) — £(0) = lim m

h—0 h h—0 h

nao existe.
Portanto, f nao é diferencidvel.
2.2.1 Maximos e minimos de uma fungao

Definig¢ao. Seja f : [a,b] — R diremos que zg é um ponto de méximo local para

f se existe uma vizinhanga V' C (a,b) de zy, tal que

f(xo) = f(z), Vz € V.

De forma analoga, diremos que zy é minimo local para f, se existe uma vizinhanca
V C (a,b) de zg, tal que
f(zo) < f(x), Vr e V.

Definigao. Seja f : [a,b] — R diremos que xy é um ponto de méximo global para
f se
f(zo) > f(x), Vx € (a,b).

E diremos que xg é ponto de minimo global para f, se

f(wo) < f(x), Vz € (a,b).
Também sao denominados de maximos e minimos absolutos. E seus valores sao
chamados de valores extremos de f.
2.2.2 Teorema do Valor Extremo.
Se f for continua em um intervalo fechado [a, b], entdo f assume um valor minimo
absoluto f(u) e um valor maximo absoluto f(v) nos pontos u e v em |a, b].
2.2.3 Teorema do Valor Médio para Derivadas

O Teorema do Valor Médio tem como resultado que dada qualquer reta secante

que corte uma curva em dois pontos, sempre haverd uma reta tangente a curva que ¢é
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paralela a secante. Vejamos a seguir a representacao grafica do teorema.
Y, Y,

Teorema. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua em [a,b] e diferencidvel em

la, b[, entao existe um ponto ¢ €la, b] tal que

1)~ f(a)

Jle) =1

2.3 Integrais

A definicao de integral esta relacionada com o calculo de dreas sob uma deter-
minada curva. Utiliza-se a ideia de aproximar a &drea abaixo da curva com a area de

retangulos. Estas sao chamadas somas de Riemann.
Y Y,

.

' ' T — T

@ .

Analisando os graficos, podemos perceber que a medida que a variancia no eixo das
abscissas (Ax;) fica cada vez menor, a soma das dreas dos retangulos se aproximam ainda
mais da drea sob a curva f(x) = y no intervalo [a, b]. Ou seja, a base de cada retangulo é
a propria variancia Ax; = x;11 — x;. A medida que aumentamos a quantidade de pontos
x; pertencentes ao intervalo [a,b], a soma dos retangulos obtidos é o valor aproximado
para a area abaixo do grafico de f.

A soma das dreas dos n retangulos alusivos no intervalo [a, b] é denotada por S,, e

representada da seguinte forma
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O limite quando n — oo serd a area da curva definida pela funcao f no intervalo

[a, b] que denotamos por A, sendo

n—1
E representamos da seguinte forma
b n—1
L/ fla)de =" f(x;) Az;.
a i=0
2.3.1 Propriedades de Integral

b
1. / cdzr = ¢(b— a), onde ¢ é uma constante qualquer.
a

[\]

|/ (@) + (e de = / ) do / gy

w

v - = [ @i [

W

b b
: / cf(x)de = c/ f(z)dz, onde ¢ é uma constante qualquer.

.l%@m+l?@m:l%@m.

b
. Se f(xz) >0, para a < z < b, entao / f(z)dx > 0.

ot

D

~J

b b
. Se f(z) > g(x), para a < x < b, entdo / f(z)dx > / g(x)de.

oo

. Sem < f(z) < M para a < x < b, entao

b
m(b—a)g/ flx)de < M(b—a)

2.3.2 Teorema do Valor Médio para integrais

Definigao. Sea < be f: [a,b] — R é continua em [a, b], entao existe ¢ € [a, b]

tal que
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O Teorema do Valor Médio nos traz como resultado que a area sob o grafico de
uma determinada func¢do f(z) > 0 em um intervalo [a, b] é igual a area do retangulo de

altura f(c) e base (b — a).

2.3.3 Corpos e corpos ordenados

Um corpo é um conjunto K, munido de duas operacoes, chamadas adicao e multi-
plicacao, que satisfazem o que chamamos de axiomas de corpo. A adigao faz corresponder
a cada par de elementos x,y € K sua soma x + y € K, enquanto a multiplicacao associa
a esses elementos o seu produto z.y € K.

Axiomas da adicao: Associatividade, Comutatividade, Elemento neutro e Ele-
mento inverso.

Axiomas da multiplicacdo: Associatividade, Comutatividade, Elemento neutro e
Elemento inverso.

As operagoes de adigao e multiplicagao num corpo K acham-se relacionadas por
um axioma, que completa a definicao de corpo, o axioma da distributividade.

Um corpo ordenado é um corpo K, no qual destacou um subconjunto P C K,

chamado o conjunto dos elementos positivos de K, que satisfaga as seguintes condicoes:
P1. A soma e o produto de elementos positivos sao positivos.

P2. Dado = € K, exatamente uma das trés alternativas seguintes ocorre:

ouzr=0,ouzxr € Pou—z¢€cP.

2.3.4 Infimo e Supremo

Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limitado superiormente
quando existe b € K tal que b > x para todo = € X, ou seja, cada b € K que satisfaca

X C [—00,b] é chama-se de maiorante ou cota superior de X.
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Analogamente, X C K diz-se limitado inferiormente quando existe a € K tal que
a < z para todo x € X, em outras palavras, temos X C [a,+0o0]. Cada elemento a € K
com esta propriedade, chama-se de minorante ou cota inferior de X.

Definiremos como supremo do subconjunto X a menor das cotas superiores. E
representamos por

sup K.

De forma semelhante, o infimo do subconjunto K é a maior das cotas inferiores, e
representamos como

mnf K.

Axioma do Supremo. Todo conjunto limitado superiormente possui um ele-

mento Maximo ou supremo.

Teorema. Todo conjunto limitado inferiormente possui um infimo.

Prova. Seja A o conjunto limitado inferiormente, entao existe m tal que

m <z, Vr € A.
Considerando
—S={-z;z € A}
temos que
r < —m, Vo € —A.

De fato, podemos concluir que m é infimo de A, pois —m é o supremo do conjunto

—A.

2.3.5 Somas Inferiores e Superiores

Dizemos que as somas superiores sao os excessos de retangulos sobre a curva e
somas inferiores quando os retangulos estao sob ou dentro da curva.

A Integral Superior é definida pelo infimo das somas superiores, assim como a
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Integral Inferior é o supremo das somas inferiores. Com isso, dizemos que uma funcao é
integravel quando as somas superiores e as somas inferiores coincidem.

Denotamos a soma inferior de f, sendo

n—1

s(f, P) = Zmz‘(fiﬂ — ;) (3)
i=0
e a soma superior de f como,
n—1
S(f,P)= ) M(tiy1 —ti). (4)
i=0

Definigao Seja f : [a,b] — R limitada, entdo chamaremos de integral superior de

f ao valor que denotaremos por

b
/ f(s)ds = sup{s(f, P); P C |a,b]}.

De modo analogo, temos a integral inferior de f denotada por

/ f(s)ds =inf{S(f, P); P C |a,b]}.

2.4 Campo vetorial
2.4.1 Funcoes vetoriais e Curvas parametrizadas

Definicao. Chamamos de funcao vetorial, uma fun¢ao f cujo dominio é um
conjunto de nimeros reais e a imagem ¢é um conjunto de vetores.

Denotamos uma funcao vetorial definida em um intervalo I C R, com valores em

R? sendo

onde x(t),y(t) sdo fungoes reais definidas em 1.
O vetor o(t) é representado geometricamente pelo vetor OP, onde P = (z(t), y(t)).

Quando o(t) é continua em I, o ponto P descreve uma curva C' em R? ou seja, para cada
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t € I, temos um ponto P = (z,y) € C tal que

z = a(t) e y=y(t) (6)

Dizemos que (5) é uma parametrizacao da curva C' e (6) s@o equagoes paramétricas
da curva C' onde a variavel t é o parametro.

Uma fungao vetorial o(t) é de classe C! em I se o(t) é diferencidvel em I e o”(t) é
continua em I. Uma regiao é dita fechada se seu ponto final coincide com seu ponto final.

Definicao. Uma regiao fechada e limitada D do plano zy é simples se nao se
autointercepta em nenhum ponto entre as extremidades, ou seja DD pode ser descrita

como uma regiao do tipo I,

D={(z,y) €R*|a<z<b wur)<y<u(r)}
e do tipo 11 simultaneamente,

D ={(z,y) eR*| vi(y) Sz <wm(y), c<y<d}

2.4.2 Rotacional
Consideremos um campo vetorial

— -

f=P(x,y,2)i+Q(x,y,2) ] + R(z,y,2) k,

definido em um certo dominio D. Se P, @), e R admitem derivadas parciais de 1* ordem,
continuas em D, entao o rotacional de f, denotado por rot f, é o campo vetorial definido

em D como

- (OR 0Q\ - (0P OR\ - (0Q 0P\ »
mtf_(ay 8z>z+(8z 81:)J+(8x 8y) &

Demonstracao. Obtemos a expressao acima através do produto vetorial do ope-

rador gradiente V pelo campo vetorial f Sabendo que
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temos assim,

i 7 ki
> o o9 o0 o0 0
VI = e ey o aa ay
P Q@ R P Q
~ (OR- 0P~ 0Q - OP -~ 0Q - OR-
B <6y2+ z‘7+ xk) <6yk+8zl+8x‘]>
_ (OR  0Q\- oP  OR\ - 2Q OP\ -
B (8y 8,2) +(8z 89&)]+(8x 8y)k
= 'r’otf

2.4.3 Integral de linha de campo vetorial

Sejam

F:R? 5 R?
(z,y) = F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y))

um campo vetorial e C' uma curva no R?, definida por o(t) = (z(t),y(t)),t € [a, b].
Suponhamos que F' representa um campo de forcas e queremos calcular o trabalho
realizado pela forca F' ao deslocar uma particula ao longo de uma curva C.
Se C' é um segmento de reta AB e F' é uma forga constante, temos que o trabalho

realizado por F' ao deslocar uma particula ao longo de C' é dado por

T = F.AB = (forga na diregao do deslocamento ) x (deslocamento)

Se C' nao é um segmento de reta, podemos aproxima-la por uma linha poligonal
com vértices em C, dividindo o intervalo I = [a,b] em partigdo regular de ordem n,
tal que a = tg < t; < ... < t, = b. Assim, obtém-se uma linha poligonal de vértices
o(t;) = (x(t;),y(t;), i =0,...,n— 1.

Observe que se n é excessivo, At; = t;,1 — t; é pequeno, entao o deslocamento da
particula de o(t;) até o(t;41) é aproximado pelo vetor As; = o(t;41) — o(t;), e F' pode ser
considerada constante e igual a F'(o(t;)) no intervalo [t;, t;11].

Supondo que o’(t) existe para todo I € [a, b] entdo, pela definigao de derivada vem
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que
As; =~ o' (t) A(t;).

Portanto o trabalho realizado para deslocar uma particula de o(t;) até o(t;+1) é
aproximadamente

Desse modo, o trabalho T realizado é dado por

n—1
pr— 1 . / . .
T = lim_ (;(F(a(m o (tl))Atl)

Se ¢’ é continua em [a, b] e F(z,y, z) é continua em C, limite acima existe e é igual

a

T / (Flo(t;) .o’ (t,)) dt.

Definigao. Consideremos uma curva C' em R? parametrizada por o (t) = (z(t),y(t)), t €
[a,b] onde o é de classe Cy, e F(z,y) = (P(z,y), Q(x,y)) um campo vetorial continuo em

C'. A integral de linha de F' ao longo de C' é definido por

b
/CF Jdr = /a (F(o(t;).o'(t;))dt (7)

Se a curva C for fechada, ou seja, o(b) = o(a), denota-se a integral de linha por

j{F.dr.
c

Utilizando as componentes de F' e de ¢’(t), podemos reescrever (7) de modo a

seguir

[ Fedr= [P + Qo)) d
C a

Assim, podemos denotar a integral de linha também por

b
/F.dr:/ Pdx+ Qdy.
C a
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Teorema. Seja F' um campo vetorial continuo definido em um subconjunto aberto
U C R? para qual existe uma funcao real f tal que Vf = F em U. Se C' é uma curva
em U com ponto inicial A e final B, parametrizada por uma fungao o(t), C*' por partes,

entao

/CF.dr:/CVf.dr:f(B)—f(A).

O campo vetorial I’ é chamado campo gradiente ou campo conservativo, enquanto

a funcao f é uma funcao potencial.
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3 O Teorema Fundamental do Calculo na Reta

O Teorema estudado neste capitulo nos dara como resultado que a integral e a
derivada sao funcgoes inversas, possibilitando o estudo da area sob uma funcao.
Na primeira parte do Teorema Fundamental, iremos trabalhar com funcgoes defini-

das por equagoes da seguinte forma

g(z) = / " p)dt ®)

onde f é uma fungdo continua de [a, b], fixando a como limite inferior, e x como limite
superior, variando entre a e b.
Caso, o limite superior seja um numero fixo, entao podemos dizer que a integral
x €T
/ f(t) dt é um nimero definido. Como estamos variando x, o nimero / f(t) dt também
V;ria e define uma funcdo de x que denotamos de g(x). ’
Se f for uma fungao positiva, entdo podemos interpretar g(z) como a drea sob o

grafico de f compreendido de a até x. E ainda, denotamos g como primitiva de f.
Teorema (Fundamental do Ciélculo - TFC). Se f for continua em [a, ], entao a

funcao g definida por
g(x):/ f(t)dt, a<z<b

é continua em [a, b] e derivavel em (a,b) e ainda ¢'(x) = f(z).

Prova. Se z e x + h estdo em (a, b), entao

oo+ h) = gla) = | ey - [ sy )

Observe que pela propriedade 5 das integrais,

/:Mf(t) it — / F(#) dt+ /:+hf(t) dt.
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Substituindo em (9), obtemos

o(z+h) — gz /f dt+/ f(t)dt)—/;f(t)dt

g(z + 1) — g() = / 7(t) dt

Para h # 0, temos

(x—f—h ) —g(x / £#) (10)

Considerando o Teorema dos Valores Extremos, e assumindo h > 0, uma vez que
f é continua em [z, z + h|, podemos afirmar que existem nimeros u e v em [z, + h]

tais que f(u) =m e f(v) = M, onde m e M sao valores de minimo e maximo absolutos

respectivamente, de f em [z, + h].

Pela propriedade 8 das integrais, temos

m[(z + h) — x] S/H ft)dt < M[(x + h) — x]

mh g/ f(t)dt < Mh,

ou seja,

ﬂwhﬁ/mﬂwﬁsfwm

Como assumido anteriormente h > 0, dividindo a desigualdade por h, tem-se

1 1 x+h 1
Eﬂ”hgﬁlz f(t)de < 3 ()b

z+h
W<y [ f®d< fw). (11)

Substituindo (10) em (11),

flu) < Bm =B < (). (12)
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Como u e v estao no intervalo fechado [z, z 4+ h], se tomarmos h — 0, entdo u — x
ev— T.

Desse modo, temos

lim f(u) = lim f(u) = f(z)

uU—x

lim f(v) = lim f(v) = f(z).

V=T

Uma vez que f é continua em z. Aplicando o limite com A — 0 em (12), obtemos

iy 100 < iy S < 1)

Portanto, pelo Teorema do Confronto concluimos que

Corolario. Se f for continua em [a, b], entao
b
| #a)iz=Fo) - Fla)
onde F' é qualquer primitiva de f, isto é, uma funcao tal que I’ = f.
b
Prova. Vimos que, se g(z) = / f(z)dx, entao ¢'(z) = f(x), ou seja, g ¢ uma primitiva
de f.

Se F' por sua vez, for qualquer outra primitiva de f em [a, b], temos que F' e g se

diferenciam por uma constante C', de modo que

F(z) = g(z) + C, (13)

onde z € [a,b]. Logo,
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desde que g é primitiva da f, segue de (8) que

g(a)z/am)dt:o

g(b) = / £(t) dt.

Subtraindo F'(a) de F'(b), temos

F(b)—F(a) = [g(b) +C]—[g(a) +C]
F(b) = F(a) = g(b)+C—g(a) = C]
F(b) — F(a) = 9(2) —g(a)

F(b) - Fla) = / F(#)dt— 0

b
F(b) — F(a) = / F() dt.

Portanto,

/ F(#)dt = F(b) — F(a).

Agora enunciaremos novamente o Teorema Fundamental do Caélculo e traremos

uma segunda possibilidade de demonstracao, por meio de infimos e supremos.

Teorema. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua em |[a, b], e denotamos por F

uma primitiva de f, isto é F'(z) = f(x), entao teremos que

b
/ f(s)ds = F(b) — F(a).

Prova. Seja P uma partigao de [a, b], temos

P:{t0<t1 < ... <tn},

onde to=aet, =0
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Como f é uma funcao continua em [a, b], logo f é limitada, entao

=inf{f(z); z € [t;,t;x1]}

M = sup{f(z); x € [ti, ti]}-

Aplicando o Teorema do Valor Médio, existe ¢; € (a,b), tal que

FO) - F@) = Y Pt ) (1

Seja s(f, P) as somas inferiores e S(f, P) as somas superiores de f, definida em

2.3.5,

s(f, P) = imi(tu-l —t;) (15)
S(f,P) = S Mi(tisa —t;). (16)

Observe que

m; < F'(&) = f(&) < M,
m;(tign — i) < F'(&) (tigr — ti) < Mi(tivr — ).

Aplicando o somatério na desigualdade

2mi(ti+1 —t;) S F'(&) (i — ) < Z M;(tigr —t;).



De (14), (15) e (16) temos,

Sabendo que )
[ $)ds = sup (s(1.P): P < [a.1])

/ f(s)ds =inf {S(f, P); P C |a,b]}.

Como

De (17), (18) e (19), temos

/f@%édﬁméF@—ﬂwﬁﬂﬂHS/f®%

/f )ds < F(b /f

Como f ¢é uma fungao integravel, temos que

/ f(s)ds = F(b) — F(a).

33
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4 O Teorema Fundamental do Calculo no R?: Teo-
rema de Fubini

Neste capitulo abordaremos o Teorema Fundamental do Célculo no plano, ou seja,

o Teorema de Fubini, que ¢ intitulado dessa forma em homenagem a Guido Fubini.!

Teorema. Se a fungao z = f(z,y) é continua no retangulo R = [a,b] x [c,d], entdo a

integral dupla de f sobre R pode ser obtida através de integrais iteradas,

//Rﬂw’y)dwdy:/: [/cdf(%wdy] dxz/cd {/abf(a:,y)dx} dy.

Prova. Iremos mostrar que

/ab [/cdf(m,y)dy] dx://Rf(x,y)dxdy.

Para cada z € [a, b], definamos

d
Fz) = / f(z) dy.

Particionando o intervalo [c, d] regularmente em ordem n, temos

Pl = Yo, s Yks -5 Yn,

onde yo =ce y, =d.

Assim,

Fa) =3 [ sy 20

k=0 Y Yk

Para cada x fixado, aplicamos o teorema do valor médio para integrais no intervalo

[Yk, Yr+1], onde k =0,1,...,n — 1.

LGuido Fubini (1879-1943): matemético italiano que trabalhou em diversas dreas, incluindo anélise,
calculo de variagoes e teoria de grupos, e teve importante influéncia de seu pai, Lazzaro Fubini, professor
de matemaética.
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/ " ey dy = e Yel@) (e — ),

Yk
onde Yi(x) € Yk, Yrr1]-

Substituindo em (20), temos que

Fz) =) [, Ye(2)) e — yr)- (21)
Seja P, uma parti¢ao do intervalo [a, b] de forma regular de ordem n

P2 =0y -y Ljy ey T,

onde g =a e x, = b.
Pela definigao de integral de fungoes de uma variavel (limite de somas de Riemann),

temos

[ Fed =t Y F)0 -5

n—+oo 4

onde p; é um ponto qualquer de [z;, z;11].

Tomando ¢;; = (p;, Ye(p;)) € Rjr = [xj,%j11] X [Yk, Yk+1], obtemos de (21)

i
L

F(p;) =) (0 Ye(pj)Wrs1 — yr)

i

Portanto,

/ab/cdf(x,y)dydx - /abF(a:)d:U

n—1

= lm > F(pj) (w1 — x5)
‘]:

n—1

= lim E
n—-+0o0o

Jj=0

n—1

Z f(eij)(Yrar — yk)] (41 — x5)

k=0

n—1
= nl_lgloo kz fleii) (@ — 25) (Y1 — Yr)
,J=0

/ab/cdf(x,y)dydx = //Rf(x,y)dxdy.



Analogamente, temos

/Cd /abf(x,y) dedy = /Rf(:v,y) dxdy.

E, portanto

([ searisis= ['[[ sna] ar= ['[ [ senae]

Agora iremos provar o Teorema de Fubini usando supremos e infimos.

Teorema: Se f(z,y) for integravel no retangulo
R={(z,y) eRja<z<b c<y<d}

e se, para todo y € [c, d] / f(z,y) dx existir, entao

/ Fz,y) da:dy—/cd{/abf(x,y)dxl d

Prova. Seja P, uma partigao de [a, b],

P12{1'0<J)1<...<ZL‘”},

onde g = a e x,, = b.

E seja P, uma partigao de [c, d], temos

Py={yo<y1 < ... <Um}

onde yop =c e Y, = d.

Como f(z,y) é limitada, vem que

m;; = inf{f(z,y);r € [v;, 1], y € [yj>yj+1]}

M;j = sup{f(x,y); v € [, xi11], ¥ € [y, yj41]}

36
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Seja s(f, P) as somas inferiores e S(f, P) as somas superiores de f, definidos a

seguir
m—1n—1
s(f,P) = M (Tiv1 — ) (Y1 — )
j=0 i=0
e
m—1n—1
sz Tit1 — i)(yj+1 - y])
7=0 =0
Observe que para todo (5, s;) € R;j,
mg; < f(ri,s5) < Mj; (22)
Aplicando os somatérios, a variancia em relacao a x e a variancia em relacao a y
m (22),
m—1n—1 m—1n—1 m—1n—1
M (Tip1 =) (Yj+1—Y5) < f(riy si) (@i —2i) (yj01—y5) < Mij (i1 =) (Yj41—Y;
§=0 i=0 j=0 i=0 j=0 i=0

n—1

Zf Twsj $Z+1 i)<yj+1 - yj) < S(fa P)

=

Mi

s(f, P) <

J

Il
o

Como M;; é o supremo do conjunto dos nimeros f(z,y) com (z,y) € R;;, temos

que para todo €; > 0 dado, existe (77,5;) € R;; tal que

M;j — e < (7%,5;5)

My — (73, 55) < & (23)
Multiplicando a variancia de x e a variancia de y em (23), temos

[Mij — (75, 57)[(iv1 — ) (i1 — ¥5) < e1(@ig1 — 26) (Yj41 — ¥5)

Mij(vivr — i) (Wi — ¥5) — (7, 55) (@i — 26) (Y1 — v5) < €(@Tigr — i) (Y41 — Yj)-
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Observe que

i
L
i
L

(i = ) (Y1 — y;) = (b —a)(d = ¢),

Il
o
~.
I
o

J

onde (b —a)(d — ¢) é a do retangulo R.

Queremos mostrar que se f(x,y) é integravel em R,

dA= Mig(@is1 — 20) (Y541 —
J[ rewaa= gim > 3 Moo = )upns =)
m—1n—1
x,y)dA = lim M, Ax; Ay,
/Rf( v) (Aw;.Ay;)— <oo>;”.:0 ’ &

De fato, se f é integravel, dado € > 0, existe 6 > 0, tal que

m—1n—1
> Y msanay - [[ fey)deay) < 5 (24)
— £ R 2
7=0 =0
Por outro lado, para toda particao P em R, tem se
m—1n—1
0<S(f,P)— 77, 5;)Ax; A <— 25
(f, jz() ; J Yj 9 (25)

Para uma escolha conveniente (75,35;) em R, segue de (24) e (25) que para toda

particao P em R com A < 4,

m—1n—1
= ZZ M;;Ax;Ay; — //fx y) dx dy
j=0

=0

m—1n—1 m—1n—1

=|S(f,P) — Z (T3, 5;) Ax; Ay; +ZZ 7, 5;) Az Ay; — / f(z,y)dxdy
j=0 =0 j=0 1i=
m—1n—1 m—1n-—1

< |S(f,P)— Z (T3, 55)Az; Ay;| + ZZ T3, 5;)Ax; Ay; — // f(z,y)dx dy
j=0 i=0 j=0 i=

e,
272 ¢

Assim,
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m—1n—1
lim
A—0

R

j=0 i=0

De modo andlogo, temos para m;;, isto &,

m—1 n—
lim
A—0

—1n-1
mi; Az; Ay; = // f(x,y)dx dy.
=0 =0 R

Portanto,

//Rf<x>dxdy=/cd [/abﬂx,y)dx] dy
//Rf(:c)dxdyz/ab [/jf(sc,y)dy] dz.

ou
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5 O Teorema Fundamental do Calculo na Curva:Teorema
de Green

Veremos que o teorema a ser estudado nesse capitulo se trata de uma aplicacao do
Teorema Fundamental do Célculo, em uma curva. Entretanto, antes de o enunciarmos, é
necessario uma breve definicao acerca da orientacao positiva de uma curva, na fronteira
oD.

Dizemos que a fronteira D de uma regiao limitada D do plano zy esta orientada
positivamente, se ao percorremos a fronteira 0D definida pela func¢ao vetorial 7(¢),t €

[a,b], a regiao D fica a esquerda.

Teorema: Seja D uma regiao fechada e limitada do plano zy, cuja fronteira 0D é
formada por um numero finito de curvas fechadas, simples, regulares por partes, disjunta,
orientada positivamente e é parametrizada por uma funcao C' por partes, de modo que
0D seja percorrida apenas uma vez. Se F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) é um campo vetorial

de classe C'! num subconjunto aberto que contém D, entao

ngPdm—l—Qdy://D (%—%) dxdy

Prova. Desde que consideramos a regiao D simples, D pode ser descrita simulta-

neamente como uma regiao do tipo I e I1. Queremos provar

oP
Pde‘:// ———dydx 26
%;D D 0y Y ( )

_[[ 2
8DQdy = //D e dz dy. (27)

Para provarmos (26) vamos considerar uma regiao do tipo I, logo
D={(z,y) eR*;a <z <b,us(z) <y < us(z)}

Se dividirmos a fronteira 0D em duas curvas C; e Cy, parametrizando-as quanto
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ao parametro r temos
Ci(x) = (z,u1(x)), a<zx<b

Cy(z) = (x,uz(x)), a<xz<hbh.

% de:/ Pdm+/ Pdx
oD (&} Ca

Figura 1: Regiao integrada e troca de orientagao da curva.

y y

Dali,

Cz - C2

a b a b

Fonte: Prépria da autora (2022)

Como (5 estd orientada no sentido ”errado”, pois seu intervalo se d4 do maior para

o menor. Consideremos a curva —C5, o que muda a orientacao para o modo ”correto”.

?{de = /de—i—/ Pdx
oD Ch —Cs

Assim,
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OP
Por outro lado, como — ¢ continua, vem que

dy

// O dydr = // -5 dyds

= /[ P(z,us(x)) — (—P(x,ui(z)))] dx

a

b b
= / P(z,uy(z))dx —/ P(x,us(z)) dx. (29)
De (28) e (29), concluimos

iDde—// 9 4y dx. (30)

De modo andlogo, provaremos (27). Agora consideremos D uma regiao do tipo I1.
D= {(z,y) € R*;ui(y) <z <wn(y),c <y < d}.

Dividindo 0D em duas curvas C; e (5, segue a parametrizagao

Cl:(vl(y)7y)7 CSySd
CQZ(UQ(y)7y)a nggd
Assim,
Qdy= | Qdy+ [ Qdy.
oD (@51 Co

Figura 2: Regiao integrada e troca de orientagao da curva.

Fonte: Prépria da autora (2022)
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Como a curva (' esta orientada de forma ”errada”, consideraremos a curva —C4.

Desse modo, temos

Qdy = Qdy+ | Qdy
oD —-C1 Ca
= — [ Qdy+ Qdy
Cy

- —/CdQ(vl(y dy+/ Q(va(y (31)
0Q

Desde que 5= ¢ continua, desenvolvendo o segundo membro de (27), temos

// dudy = // y)anxdy

_ / Qua(y), y) — Qvr(y), 9)] dy
— /QU1 dy—l—/ Q(va2(y dy (32)

Assim de (31) e (32), vem que

oQ B
//D e drdy = - Q dy. (33)

Somando (30) e (33), concluimos

Pdr + Qdy = @—8—]3 da dy.

Se 0D é uma fronteira formada por um nimero infinito de curvas simples, por tratar
de um ’resultado’ significativamente abstrato, nao faremos a prova e traremos apenas o
resultado de forma sucinta. Decompomos a regiao como uniao infinita de regices simples,
ouseja D = D;U...UD,U...UD,, onde cada regiao simples D}, tem fronteira 0D, C"*
por partes, onde k =1,...,n

Aplicando o teorema de Green em cada regiao, temos

// <@—@> dxdy:% Pdx +Qdy.
Dy, Ox dy 8Dy,

E, portanto
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(222wt = [ (222 awages [ (22222

:7{ de+Qdy+...—|—j{ Pdr+Qdy.
0Dq 0D,
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6 Aplicagoes usando o Teorema Fundamental do Calculo

6.1 Solidos de Revolucao

Definicao: Os sélidos de revolucao sao figuras no R? obtidas através da rotacao
de uma figura plana, ou seja no R?, em torno de uma reta fixa que pertence ao mesmo
plano da curva, que chamamos eixo de giro.

Chamaremos a regiao plana de curva geratriz que é compreendida entre o grafico
de uma fungao f(z) e as retas perpendiculares ao eixo das abscissas t = a ez = b. O
eixo de giro (ou rotagao) poderd ser o eixo x das abscissas ou o eixo y das ordenadas.

A imagem a seguir nos mostra um sélido de revolugao gerado através da rotacao

de uma funcao f em torno do eixo das abscissas.

Figura 3: Sélido gerado pela rotacao em torno do eixo de giro x.

Y ¥y f

Fonte: Prépria da autora (2022)

Observe que o eixo de rotacao passa pelo centro do sélido, resultando que as seccoes
transversais formam circulos de raio r = f(x). Portanto, os sé lidos de revolugao sao
objetos simétricos em que seu eixo de simetria é o proprio eixo de giro, por este motivo é

conhecido também por corpos cilindricos.

6.1.1 Volume do Sélido de Revolugao obtido através da rotagcao em torno do

eixo x (Método dos discos)

Seja f uma fungio continua em [a, ], positiva e S~ f(¢;).Ax; a soma de Rie-
mann.

Sabendo que uma soma de Riemann é a soma da area de varios retangulos. Ao
rotacionarmos esses retangulos em torno do eixo x, obtemos cilindros (discos) retangulares

retos com o raio da base sendo r = f(¢;) e altura h = Ax;.
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Figura 4: Disco de altura Az; e raio f(c¢;).

f

Fonte: Prépria da autora (2022)

Sabendo que o volume do cilindro é

V=nr’h

Temos entao que o volume de cada um desses discos é dado por

V =7mlf(c)]? Az,

Sendo assim, a soma dos volumes de todos esses discos é o valor aproximado para

o volume do sélido. Definimos entao o volume do sélido sendo

n—1
‘/;E = hAIl’l_>0 T [f(CZ>]2 A.’L’Z
b —
V.= [ wli@pds (34)

Quando Az; — 0 temos que n — o0o. Isso nos quer dizer que quando menor a
base, a quantidade de discos tende ao infinito, e o somatoério de seus volumes se aproxima

cada vez mais do volume do sélido de revolucao.

6.1.2 Volume do Sélido de Revolucgao obtido através da rotagcao em torno do

eixo y (Método dos cilindros)

Seja f uma fungao continua definida em [a, b], positiva e A a regiao compreendida
pelo gréfico de f(x) e pelas retas perpendiculares ao eixo das abscissas * = a e x = b. Se

girarmos a regiao A ao redor do eixo y das ordenadas obtemos o seguinte sélido.
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Figura 5: Sélido gerado pela rotagao em torno do eixo de giro y.

y

Fonte: Prépria da autora (2022)

. —1 . . ~
Seja Y iy f(c;).Az; asoma de Riemann. Ao rotacionarmos os retangulos em torno
do eixo y geramos cilindros retos, sendo a altura h = f(¢;), o raio menor r = z;_1, o raio

maior R = x;, e o raio médio dos cilindros dado por

Tl + xz;

C; B

Figura 6: Cilindro reto gerado pela rotagao em torno do eixo y.

R

|n=re

f

i

r=x-1 5R =X

Fonte: Prépria da autora (2022)

O volume do cilindro genérico V; serd a diferenga entre o cilindro de raio maior e

o cilindro de raio menor. Desse modo temos a seguir
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V, =n.R>.h — w2k
=7.(z:)% f(ci) — m.(2i_1)?. fcs)
=m.[(2:)* = (2i1)°]-f (i)

:W.(Jii + xi_1)-($i - $i—1)-f(ci)

(2 4+ 2-1)
T(xz —z21).f(c)

Vi =2m.c;.Ax;. f(¢;)

=27.

Ao somarmos os volumes de todos os cilindros contidos no sélido de revolucao,

temos uma boa aproximacao para o volume do sélido.

n—1
V, = mathlei—)O ; 21 ¢; Ax; f(c;)
b
Vy :/ 2nx f(x) dx (35)

Temos que Azx; — 0 = n — oco. Logo, quanto menor a variancia em x, a quanti-
dade de cilindros tende ao infinito, e o somatério de seus volumes se aproxima cada vez
mais do volume do sélido estudado.

Aplicacao 1 (Volume do Toro). Toro ou tordide é definido como a regiao
geométrica formada através da rotagao de uma superficie circular de raio r em torno de
um eixo. Se assemelha com a imagem de uma ”rosquinha”ou camara de ar.

A figura refere-se a uma torre localizada na cidade de Ciechan6w, na Polonia. Um

tanque de expansao construido em 1972, chamado caixa d’agua.
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Figura 7: Caixa d’dgua no formato toroidal (Polonia)

=

Fonte: Google Imagens

Desse modo, temos que r é o raio do tubo do toro e R é o raio do centro do tubo
até o centro do toro.

Por se tratar de uma superficie circular, temos

y = £Vr?2—a2

Entretanto, a superficie nao estd localizada na origem. Deste modo, devemos
calcular o volume do toro gerado pela rotagao, em torno do eixo das abscissas, da regiao

circular definida por

flz) =£Vr? =22 + R,

no intervalo [—r,r].
Como o eixo de rotagao do toro neste caso, é o eixo x, utilizaremos a igualdade

(34).

Vz:/TW[(\/TQ—xQ—I—R)Q—(—\/r2—x2—|—R)2]dx. (36)

—-Tr

Desenvolvendo A = (v/r2 — 22 + R)? — (—v/r? — 22 + R)?, temos



a0

Azrz—m2+2R\/7"2—x2+R2—(r2—x2—2Rm+R2)
A =4R\r? — 22.

Assim, temos

(V2 =22+ R)? — (=Vr2 =22 + R)? = 4RV12 — 12 (37)
Substituindo (37) em (36),

V. :/ T4RV 1?2 — 22 dx

Ve = 7T4R/ V2 —a?du. (38)

Por coordenadas polares, fazendo x = r cos e derivando ambos os lados da igual-

dade, temos dx = —rsinfdf. Observe que se x — —r, entao § — 7 e se x — r, entao

6 — 0. De (38),

V, = TR | Vr?—a2da
0
= 7T4R/ V12— (rcos0)?. (—rsin 6 db)
70
= 7r4R/ V12 —12c0s?0). (—rsinf db)
0
= 7T4R/ V12 (1 —cos?0). (—rsinfdb).

Da relacao fundamental da trigonometria, temos
sin? @ + cos? 0 =1

sin?f®=1—cos® 6



o1

Assim,

0
Ve = 7T4R/ V1?2 (1 —cos?0).(—rsinf db)
0
= 7T4R/ Vr2 sin? 6. (—rsin 6 df)
70
= ’/T4R/ rsin 6. (—rsin6 df)

0
= —r’m4R / sin? 0 df (39)

1 — cos 260

5 , de (39), temos

Sabendo que sin? § =

01—(30829

0
1 — cos 20d6O

_ —7’7T2R(6 sm29>
| {

I
|
ﬁl\'.)
3
)
ny
— \

Ve = (7T7“2)(27TR).

Portanto, podemos concluir que o volume do toro formado pela rotagao em torno

do eixo z, (V) é o produto da secgao transversal (77?) pelo comprimento da circunferéncia

média (27R).
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6.2 Centro de Massa

O principal objetivo dessa aplicacao é encontrar um ponto em que uma determi-
nada placa em um formato qualquer se equilibra horizontalmente. Este ponto chamamos
de centro de massa.

Tomemos uma regiao D C R? finita, com distribuicao de densidade de massa
constante (massa por unidade de area) sendo d(x,y), para todo (x,y) € D.
A massa da regiao D, é definida como a integral dupla da funcao densidade de

massa 0(x,y) sobre D, denotada por

m(D) = / /D 5(x,y) dA. (40)

Os momentos M,—,, e M,—,, da massa da regiao D nos eixos zy e yy sao dados

respectivamente por

M,_, — / /D 5z, y)(x — o) dA (41)

My=y, = / /D d(z,y)(y — yo) dA. (42)

Quando M,—_,, é zero, podemos concluir que a regiao plana D se encontra em
equilibrio em relacao ao eixo x, ou seja, nao ha rotagao no eixo x. De modo analogo para

My:yo :
Se My—y, € M,—,, sdo iguais a zero, temos que o centro de centro de massa G(z,, y,)
serd a intersecao das retas r = g e y = ¥p.

Consideremos entao
My—z, = 0. (43)

Substituindo (41) em (43) temos,
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/D5(x,y)(x —24)dA=0

/ /D 5z, y)z dA — / /D 5z, y)ry dA = 0
//D(S(x,y):ch—a:g//Dé(x,y)dA:0
2 / /D 5z, y) dA — / [ s, paan,

Portanto,

// z,y)rdA szo

/ 5(x,y) d ~ m(D)

De modo semelhante, obtemos

// (@.glydd
y:

/ d(z,y)d m(D)'

Aplicagao 2. Calcular o centro de massa de uma placa de ferro galvanizado cujo

seu formato é dado por um semicirculo de raio a = 0,20 m.

Figura 8: Regiao semicircular

Fonte: Prépria da autora (2022)



o4

Consideremos a densidade de massa superficial 6(z,y) = 5,09 kg/m?. Devido a
regiao ser circular, afim de facilitar o processo de integracao, faremos uso do método das

coordenadas polares. Temos entao

z =1 cosb
y=rsinf
dA = rdrdf

A massa da placa é dada a seguir, pelo calculo da integral dupla da constante

m(D) = // d(z,y)dA
D
T 0,2 0 02
= / / 5,09rdrd6’—|—/ / 5,097 drdf
0o Jo -zJo

bl 72102 0 r210,2
- / 5,00. 7 d6+/ 5,00. | " de
0 _

0 s 2o
2

= /0 (5,09.%) d0+/0 (5,09.%) do

s
2

densidade.

T 0
_ /20,1018d9+/ 0, 1018 df
0

wlx

0

jus
2

~ 0,10180)" +0,10186] _
-2
i v
— 0,1018 (§ _ 0) +0,1018 (0 _ (—§>)
— 010187

m(D) = 0,3196.
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Encontremos agora, o momento em relagao a x. Pela propriedade (5) das integrais

M,—y = // d(z,y)xdA
02 0,2
= / / 5,09 cos @ r? drd9+/ / 5,09 cos 6 r* drdf

= / 509(3089—‘ d9+/ 5090059—‘
0 72

z 3 0
_ /25,09 (0,2 cosede+/ 5,09 22" o5 gas
0 3 _% 3
z 0
= / 0,0135 cos 9d9—|—/ 0,0135cos 6 db
0 —3

= 0,0135 si

f +0,0135 sin&‘o ]

2
= 0,0135 [sin (g) — sin(0)] +0,0135 [sin(0) — sin (-%)}
— 10,0135 (1 — 0)+0,0135 (0 — (1))

M,—y = 0,027.

Desse modo,

Mx:O
T =
! m(D)
, 027
r, = ——— =0,087.



96

Facamos o momento quando y =0

My—o = // o(z,y)ydA
0,2 0,2
= / / 5,09 sin 4 > drd@—i—/ / 5,09 sin @ dr df

= / 50981H9—‘ d0+/ 50981119—’
0 *2

z 3
— / 5,09 (0’32) sin9d9+/ 5,09 (0’32) sin 6 do
0 ™

2

g 0
= / 0,0135sin0d9+/ 0,0135sin 6 do
0 _

us
2

z 0
— 10,0135 cos 9‘
0 =

—0,0135 [cos (g) — cos(O)} —0,0135 [COS(O) — cos (—g)}
= —0,0135(0—1)—0,0135(1 —0)

M,—y = 0,0135-0,0135=0.

M,
Y7 (D)
0
S —
Ys 0,31

E portanto, obtemos que o centro de massa da placa metélica sendo a interseccao
das retas x = 0,087 e y = 0,
G(z4,y,4) = (0,087, 0).
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6.3 Planimetro

Com a dificuldade de calcular areas de figuras planas e irregulares, no ano de
1854, apds cinco anos de pesquisa, o matematico, fisico, engenheiro e fabricante Suico,
Jacob Amsler, inventou um instrumento mecanico capaz de medir drea de regides planas
limitadas, o entao denominado planimetro polar.

Mecanicamente, o planimetro é estruturado de forma simples. Composto por dois
bragos metalicos que podem ou nao possuir mesmo tamanho, e que podem variar o angulo
entre eles de 0° a 180°. Em uma de suas extremidades temos uma ponta que serve para
fixar fora da figura plana, e na extremidade do outro braco ha uma espécie de rodinha, que
gira de forma perpendicular ao eixo em que esta fixada, contando a quantidade de voltas
que ela da ao percorrer a figura. Quando percorre toda a regiao desejada, o contador

indica a area da regiao limitada.

Figura 9: Planimetro mecanico

Fonte: Prépria da autora (2022)
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7 Consideracoes Finais

A matemaética proporciona, ao decorrer dos anos, significativos resultados para
o meio cientifico. Leibniz e Newton, ao desenvolverem o Célculo Diferencial e Integral,
desencadearam a possibilidade de estudo quanto a fenomenos fisicos e naturais de regices
ainda nao estudadas.

Neste trabalho, trouxemos como abordagem principal um dos maravilhosos resul-
tados encontrados no desenvolvimento do Calculo, o Teorema Fundamental do Célculo.
Juntamente com a sua aplicacao no plano e na curva, sendo o Teorema de Fubini e Teo-
rema de Green, respectivamente. E por fim, aplicamos esses teoremas em situagoes usuais
de diversas areas como fisica, engenharia e topografia.

De modo geral, a principal dificuldade encontrada foi unificar em um sé trabalho, os
trés Teoremas, sendo dois estudados de perspectivas diferentes, diante do extenso contetdo
necessario para suas respectivas abordagens, e atrela-los a situacoes reais, mostrando os
importantes resultados desse estudo na pratica.

Por este motivo, acreditamos na relevancia desse trabalho, pois além de demonstrar
o Teorema Fundamental do Célculo, se estimulou o estudo de outros dois Teoremas, em
que € aplicado o TFC e para fim de motivagao, aplicagoes de conceitos importantes através
do Calculo.

Em suma, desejamos que este trabalho seja esclarecedor quanto a importancia de
seus resultados e motivador para a perpetuacao do estudo dessa area e de suas aplicagoes.
Sugerimos como continuidade, um estudo atrelando o Teorema Fundamental do Célculo
e Teorema de Funibi na fisica, estudando conceitos como deslocamento, velocidade e

aceleracao.
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