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Resumo

Este trabalho aborda o Problema de Dirichlet no retangulo, um dos problemas fundamentais
da teoria das Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs). O objetivo principal é estudar a equagao
de Laplace em um dominio retangular e analisar o comportamento das solugoes sob condi¢oes
de contorno bem definidas. Para isso, utilizamos a técnica de separacao de variaveis e a teoria
das séries de Fourier, que desempenham um papel essencial na solucao analitica do problema.
Além do embasamento tedrico, destacamos as aplica¢oes do Problema de Dirichlet em areas
como fisica, engenharia e matematica aplicada, evidenciando sua relevancia tanto no contexto
académico quanto em problemas do mundo real.

Palavras-chaves: Problema de Dirichlet; Equacao de Laplace; Séries de Fourier; Equacoes
Diferenciais Parciais.



Abstract

This work addresses the Dirichlet Problem in the rectangle, one of the fundamental problems
in the theory of Partial Differential Equations (PDEs). The main objective is to study the
Laplace equation in a rectangular domain and analyze the behavior of solutions under well-
defined boundary conditions. To achieve this, we employ the method of separation of variables
and Fourier series theory, which play a crucial role in the analytical solution of the problem. In
addition to the theoretical foundation, we highlight the applications of the Dirichlet Problem
in fields such as physics, engineering, and applied mathematics, emphasizing its relevance in
both academic contexts and real-world problems.

Keywords: Dirichlet Problem; Laplace Equation; Fourier Series; Partial Differential Equa-
tions.



4.1
4.2
4.3
4.4

4.5

Lista de Figuras

O retangulo R = (a,0) x (0,b) . . . . . . . . 45
O problema de Dirichlet para o caso em que f se anulaem y =0,y =bex =0. 45
Problema em que wy(z,0) = wi(a,y) = wi(0,y) = 0,wy(z,b) = hy(z) para

R=1(0,a) x (0,b).. . . .« 56
Problema em que ws(a,y) = wa(z,0) = wy(z,b) = 0,w2(0,y) = ha(y) para
R=1(0,a) x (0,b).. . . . . 57

Problema em que ws(0,y) = ws(a,y) = ws(z,b) = 0,ws(x,0) = hz(z) para
R=1(0,a) x (0,b).. . . . . . 58



Lista de

EDO Equagao Diferencial Ordindaria
EDP Equacao Diferencial Parcial
TCC Trabalho de Conclusao de Curso
UFPA Universidade Federal do Para

Abreviacoes



1 Introdugao

2 Conceitos e Resultados Preliminares
2.1 Funcgdes harménicas . . . . . . . .. ... ... ...
2.2 Séries de Fourier . . . . . .. ... ... ... ...
2.2.1 Funcgoes periddicas . . . . .. .. ... ...
2.2.2  Convergéncia uniforme . . . . . . .. .. ..
2.2.3 Coeficientes de Fourier . . . . . ... .. ..
2.2.4 Série de Fourier . . . . . . . ... ... ...

Sumario

2.2.5  Funcgoes pares e impares para séries de Fourier . . . . . . . . ... ..

2.3 Equagoes Diferenciais Parciais . . . . . .. ... ..
2.3.1 Linearidade e Superposicao . . . . . .. ..
2.3.2 Condigoes de Contorno e Iniciais . . . . . .

3 O Problema de Dirichlet para a Equacao de Laplace em um Retangulo

3.1 Equacgao de Laplace . . . . . ... ... ... ....
3.2 O Problema de Dirichlet para a Equacao de Laplace

4 O Problema de Dirichlet em um Retangulo
5 Consideracgoes Finais

Referéncias

10

14
14
17
17
19
23
25
26
29
33
36

40
41

44

60

61



Introducao

Nosso objetivo neste trabalho é o de estudar o chamado Problema de Dirichlet
em um retangulo e entender o comportamento das solu¢oes da Equacgdo de Laplace nesse
contexto geométrico especifico. vejamos a seguir como essa equacao é aplicavel em alguns
casos segundo (BOYCE; DIPRIMA, 2017).

Uma das equacgoes diferenciais parciais mais importantes que ocorrem em
matematica aplicada estd associada ao nome de Laplace. Em duas dimen-
soes, a equacio é dada por

Ugg + Uyy = 0. (1)
E em trés dimensoes, a equagdo assume a forma
Ugg + Uyy + Uzz = 0. (2)

Por exemplo, em um problema de calor a duas dimensées espaciais, a tem-
peratura u(x,y,t) deve satisfazer a equacao diferencial

OKQ(Ux;p + Uyy) = U, (3)

onde « ¢é a difusividade térmica. Se existir um estado estacionario, u s6
depende de x e y e a derivada em relacao a t desaparece; nesse caso, a Eq.
(3) se reduz a Eq. (1). Analogamente, para a solugio estado estacionario do
problema de conducao de calor tridimensional a temperatura deve satisfazer
a equacao de Laplace tridimensional. As Eq. (1) e (2) também ocorrem em
outros ramos da fisica matematica. Na consideracdo de campos eletrostati-
cos a func¢ado potencial elétrico em um meio dielétrico sem cargas elétricas
deve satisfazer a Eq. (1) ou a Eq. (2), dependendo do niimero de dimensdes
espaciais envolvidas. Analogamente, a funcdo potencial de uma particula li-
vre no espago, sob a acio apenas de forgas gravitacionais, satisfaz a mesma
equacao. Por essa razao, a equacao de Laplace também é conhecida como a
equacao do potencial. Outro exemplo aparece no estudo do movimento
irrotacional em estado estaciondrio (independente do tempo) de um fluido
bidimensional incompressivel e ndo viscoso. Esse estudo esta centrado em
duas fungoes, conhecidas como fun¢ao potencial de velocidade e funcao de
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fluxo, ambas das quais satisfazem a Eq. (1). Em elasticidade, os desloca-
mentos que ocorrem quando uma barra perfeitamente eldstica é torcida sao
descritos em termos da funcao de deformagao, que também satisfaz a Eq,

(1).

Desta forma, o Problema de Dirichlet emerge como uma questao central na teoria
das equacoes diferenciais parciais. Este problema, que foi nomeado em homenagem ao mate-
matico alemao Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, tem desafiado mentes brilhantes por
geragoes, proporcionando um terreno fértil para a exploragao das propriedades das fungoes

harmoénicas em dominios complexos.

O foco deste TCC ¢ a investigacdo do Problema de Dirichlet especificamente
em um retangulo, um cendario que, apesar de sua aparente simplicidade, revela uma riqueza
surpreendente de fendmenos matematicos. Ao delimitar nosso estudo a este dominio, somos
capazes de aprofundar nossa compreensao das solugoes harmonicas e suas implica¢oes para

uma variedade de disciplinas, incluindo fisica, engenharia e ciéncias computacionais.

Nesta introducao, exploraremos as origens historicas do Problema de Dirichlet, deli-
neando suas aplicagoes praticas e relevancia contemporanea. Posteriormente, iremos delinear
a estrutura deste trabalho, apresentando os principais tépicos a serem abordados e os méto-
dos analiticos a serem empregados. Ao final, sera evidente que a resolucao do Problema de
Dirichlet no retangulo nao apenas ressoa com a beleza intrinseca da matematica pura, mas
também tem implicagoes profundas e tangiveis na compreensao e solucao de problemas do

mundo real.

Neste trabalho de conclusao de curso, discutiremos o Problema de Dirichlet em

um caso bem simples:
Au = 0 in €,
u = f on 0,

onde € é um dominio do R?, um retangulo, e f : 9Q — R é uma funcdo continua conhecida.

Quando olhamos o enunciado tedrico acima, sentimos, a principio, que caminharemos
para calculos simples até solucionar o problema, entretanto, precisa-se de conhecimentos
apurados nos estudos de matematica superior pura. Diante disso, fundamentamos nossa ideia
de que os métodos e processos abordados nos topicos desse contetido mesclam a matematica
pura a aplicada. Mostram que o desenvolvimento de ferramentas resultante desse estudo sao

importnatissimos para a prépria matematica e também para a fisica.

Ao escolhermos tal problema como tema central deste Trabalho de Conclusao de

Curso, tivemos em mente dois motivos bésicos que deve ser o fio condutor do estudo de
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qualquer tépico relevante em Matematica:

(i) Primeiramente, tal problema ¢é oriundo de vérias questoes fisicas, tais como Teoria do
Potencial, Escoamento Estacionario de Fluidos, Elasticidade Nao-Linear, etc., além
de surgir em varias fenomenos geométricos entre os quais destacamos as Superficies

Minimas.

(ii) Em segundo lugar, a busca de solugoes levou a criagao e ao desenvolvimento de varias
areas centrais da Matematica, ou seja, o Problema de Dirichlet desempenha papel

proeminente tanto na Matematica Pura como em suas aplicacoes.

Neste ponto, é bastante instrutivo as palavras do Prof. Djairo:

Por volta do meio do século passado, ele [o Problema de Dirichlet] co-
megca a surgir ligado com outras questoes de Matematica, como, por exem-
plo, nos trabalhos de Riemann sobre integrais elipticas. Sua importancia foi
crescendo a medida que as aplicagbes aumentavam, O interesse dos mate-
maticos por resolvé-los foi aumentando a proporcao que os métodos criados
s6 se mostravam satisfatérios em casos particulares, ou, o que é mais sério,
revlavam-se incorretos a luz do rigor que comegava a dominar a Analise, na
segunda metade do século XIX. Essencialmente cada método desenvolvido
para resolver o problema, mesmo em casos particulares, originou um campo
da Matematica, assim é que nasceram a Teoria das Séries de Fourier, o Cal-
culo das Variacoes com integrais multiplas, a Teoria das Equacoes Integrais
do tipo de Fredholm, e partes da Analise Funcional.

A histéria do Problema de Dirichlet é um exemplo de como um problema
pode desempenhar um papel importante na evolucdo da Matematica, e, se
um bom problema, como pode impulsionar esse desenvolvimento num cami-
nho proficuo. essa proficuidade esta demonstrada pela enorme aplicabilidade
da Matematica criada aos vérios ramos do conhecimento humano. E impor-
tante compreender que cada um dos ramos criados passou a ter uma vida
independente e, ao gerar novos problemas, teve mais desenvolvimento, e
ao produzir novos resultados, passou a ter novas aplicagoes na Matemaética
e fora dela. Eis que o Problema de Dirichlet nos ensina que nao exis-
tem Matemaética Aplicada e Matematica Pura como coisas isoladas. Elas se
inerpenetram,ou seja, uma precisa da outra. (FIGUEIREDO, 2014)

As palavras do autor ressoam a relevancia histérica do Problema de Dirichlet,
que, no século XIX, impulsionou o desenvolvimento de varios ramos da Matematica. E essa
evolugao com base em problemas como esse demonstra a interdependéncia entre Matematica
Pura e Aplicada. Esse processo exemplifica como questoes fundamentais podem enriquecer
o conhecimento matematico e outras areas do saber humano. Para dar seguimento a este
trabalho, iniciaremos com os Conceitos Preliminares que caracterizardao as fung¢ées harmo-
nicas, Séries de Fourier com destaque para o Teste de M Weierstras e o Teorema de

Fourier que concluem a convergéncia das fungoes, Equagoes Diferenciais Parciais e o Prin-
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cipio do Maximo que concluird a unicidade da solugao encontrada no decorrer da pesquisa.
Apés essas mostragoes tedricas sera discutido a parte central deste trabalho, o Problema de
Dirichlet no Retangulo, que através da Equagao de Laplace e com o método de Separacao

de Variaveis, serd solucionado.



Conceitos e Resultados Preliminares

Neste capitulo, desenvolveremos a base tedrica necessaria para a formulagao e solucao
do Problema discutido. Para isso, comegaremos com o estudo das fun¢oes harmoénicas no R™,
com destaque as suas propriedades e caracterizacao da equacao de Laplace nesse dominio.
Em seguida, introduziremos as Séries de Fourier, exploraremos as propriedades fundamen-
tais dessas séries, enfatizaremos sua utilidade na representacao de fungoes periddicas e na

decomposicao de solugoes de equagoes diferenciais parciais.

Por fim, abordaremos a teoria das equacoes diferenciais parciais, com foco na equagao
de Laplace e sua relagao com o Problema de Dirichlet. Bem como uma ferramenta poderosa
auxiliar para solucionar este problema, a superposicao. E também as condig¢oes de contorno e
iniciais, e alguns exemplos de problemas de contorno semelhantes ao que serd discutido neste
trabalho.

2.1 Funcoes harmoénicas

As funcoes harmonicas desempenham um papel central na teoria das equagoes
diferenciais parciais, especialmente na resolu¢do do problema de Dirichlet. Definidas como
fungoes que satisfazem a equacao de Laplace, Au = 0, essas fungoes aparecem naturalmente
em diversas areas da matematica e da fisica, modelando fen6menos como condugao de calor,

eletrostatica e escoamento de fluidos.

No contexto do problema de Dirichlet em um retangulo, as fung¢oes harmonicas re-
presentam as solugbes que atendem a condigdes de contorno previamente estabelecidas. A
formulagao e analise dessas solugbes fazem uso intensivo de conceitos como séries de Fourier e
o principio do maximo, garantindo unicidade e existéncia das solugdes. Nos préximos topicos,
exploraremos detalhadamente suas propriedades e aplicagoes. Para iniciarmos os conceitos

norteadores deste trabalho, vamos caracteriza-las no espaco do R¥.
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Entao, comecemos com um pouco de notacdo. Um subconjunto 2 do RN, N > 1, é

dito um dominio ou regiao se ele for aberto e conexo.

Para k > 0, inteiro, C*(Q) designa o conjunto das funcdes reais u : Q2 — R com

derivadas parciais continuas e limitadas até ordem k em (2.

O conjunto das fungoes reais e continuas u : 2 — R sera designado por C°(Q2), onde

Q) é o fecho ou aderéncia de ).

Para k > 1, inteiro, C*(Q2) é o conjunto das funcoes reais u : Q — R que admitem
extensoes diferencidveis até ordem k para um aberto U contendo €. De maneira mais precisa
u € C*(Q), se existir um aberto U D Q e uma funcio v € C(Q) tal que v(z) = u(z), para
todo = € Q.

O operador

N@Z
2= 5

=197

RN )

é chamado Laplaciano ou operador de Laplace em RY.

Para u € C'(Q),

ou ou
Vu= (8:1;17,81;1\[)

designa o gradiente de u (algumas vezes representado por grad w), que é uma funcao de €2

em RY, ou seja um campo vetorial em

Vu:Q — RY
ou ou
— V ==—,..., —
oo Vule) = G
onde x = (z1,...,zN).
Para um campo vetorial F' : Q — RY, que a cada = = (x1,...,xy) € Q associa

F(z) = (Fi(z),...,Fn(z)) € RN, F; € CY(Q), para j = 1,..., N, define-se o divergente de
F, designado por div F', por
N
F
div F(z) =Y gzj(x)

J=1
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que é uma funcao de 2 em R. Verifica-se facilmente que

Au = div(grad ).

Nesta secao inicial, a menos que se diga algo contrario, 2 representara um dominio
limitado do R¥.

Uma funcao continua v : 2 — R é dita harmonica se ela satisfizer a equacao de

Laplace

9%u

€T=

S5
N

<

v
Au f Z
j=1

Exemplos de fungdes harmonicas:

1. u(z) = Z;V:l ajz; +b, onde a;,1 < j < N, e bsdo constantes e x = (z1,...,2y) é uma
funcao harménica em RY.

2. u(wy, 1) = 2 — 23 é uma fungao harmonica em R?.

3. Se f:Q — C for uma fungao analitica complexa f(z2) = u(z,y) + w(x,y), z = = + iy,
entao suas partes real e imaginaria , respectivamente, u e v sao fung¢ées harmonicas em

Q. Isto decorre das equagoes de Cauchy-Riemann

8u_av . ou ov

oy O

or Jy
De fato, das equagoes (1.2) decorre que

0%u 0% 0%u 0%

o2 0xy ¢ oy Oyox

em vista do Teorema de Schwarz

Ou = v e assim
oxdy  Oydx
Pu  Pu

@—Fa—yz—o.
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De maneira analoga mostra-se que

0’v 0%

922 "o =

4. Seja I C R um intervalo aberto de R. se u : I — R for harmonica em I, isto é,

d*u

ﬁ = 0 em I,
entao

u(z) = ax + b,

onde a e b sdo constantes reais.

2.2 Séries de Fourier

O desenvolvimento das Séries de Fourier e sua aplicagdao na resolucao de problemas
de contorno, é um dos tépicos mais importantes para solucao do problema abordado neste
trabalho. Inicialmente, nesta secao, serao apresentados os conceitos fundamentais das séries
trigonométricas e sua convergéncia, para estabelecer a base tedrica necessaria e compreender
a decomposicao de fungoes em termos de senos e cossenos. Em seguida, discutiremos a for-
mulagdo do Problema de Dirichlet e as condig¢oes de contorno envolvidas, com a importancia
das autofuncgodes do operador de Laplace na solucdo do problema. A exposicdo culminara
com a aplicacao das Séries de Fourier para determinar solucoes explicitas, evidenciando a
relevancia desse método na andlise de equacgOes diferenciais parciais. Ressaltamos que esta
secao baseia-se em (FIGUEIREDO, 2014).

2.2.1 Funcoes periodicas

Definigao 2.2.1. Uma fung¢do f : R — R é dita periddica de periodo T" se f(z+T) =
f(z) para todo = € R.

Exemplos
1. A funcao sen(z) é periédica de periodo 2.

2. A funcdo f(z) = v — |z], onde |x| representa o maior inteiro menor ou igual a z, é

periodica de periodo 1.
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Se T' é um periodo da funcao f, entao 27" também é um periodo, pois

fla+2T) = f((e+T)+T) = f(x+T) = f(x).

3. O periodo fundamental 7" da func¢ao sen (%) pode ser determinado do seguinte modo.

Devemos ter

T
sen (mr(:c—i—)) = sen <n7rx> , VrelR.

L L
ou seja,
(mr:v n mrT) B (mm:)
sen 7 7 = sen 7 )

Utilizando a férmula de soma de angulos para o seno, temos

(mrx) <n7TT> n (mr:v) (mrT) B (mrx) (2 2.1)
sen 7 cos 7 CoS 7 sen 7 = sen 7 ) 2.

— L
para r = ;- obtemos,

sen< + mrT) = sen (mrT)
s i = i .

isso implica que
nmT

cos (L) =1 (2.2.2)

e, dai, utilizando a identidade trigonométrica sen?6 4 cos? § = 1, obtemos

nrl
sen <L) =0.

Como estamos interessados no menor valor positivo de T que satisfaga as equacoes

(2.2.1) e (2.2.2) simultaneamente, obtemos:

T
n%:QW.
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nmxr

Isto é, o periodo fundamental de sen ( 7

) é dado por

O periodo fundamental de cos (”—zx) também é % Por qué? Isso ocorre porque o cos-

seno também possui a mesma frequéncia angular que o seno, e a periodicidade ¢ determinada
nm

pelo fator “*.

2.2.2 Convergéncia uniforme

Definicao 2.2.2. Uma série numérica ) >, a, converge se a sucessao das somas
parciais, também chamadas de reduzidas, converge. Lembremos que a sucessao das reduzidas

¢ aquela cujo termo geral é dado por,

A, => a; (reduzida de ordem n).
j=1

lembremos que as séries

o0 1 o)
1. ;ﬁ,coma > 1; 2. Z:l)\",com\)\] <1

convergem. A segunda série é chamada de série geométrica, e sua soma, que é definida

como o limite da sucessao das reduzidas, é

1—X\
Por outro lado, a série > 77, n%, com « < 1, ndo converge, e, entao, diz-se que ela

diverge. Para o = 1, essa série é conhecida como a série harmonica.

Defini¢ao 2.2.3. Uma série de fungdes >0° | u,(x), onde u, : I — R sdo fungdes
reais definidas em um subconjunto I, convergira pontualmente se, para cada zy € I fixado,
a série numérica > o, u,(xg) convergir. Isso equivale a dizer que, dados £ > 0, existe um

inteiro N, dependendo de ¢ e de z, tal que,

m

Z uj(xo)| <€

j=n
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para todos m < n, tais que n > N.

Definicao 2.2.4. Uma série de fungoes > 02, u,(z) convergird uniformemente se,

dado € > 0, existir um inteiro N, dependendo apenas de € (e ndo de x), tal que

m

> uy(x)

j=n

< e, paratodosm >n > N.

Exemplos

L. A série 302 uy(2), onde u,(x) = -5 e x € [0,1], converge uniformemente. De fato,

temos
m m 1
Youi(x)] <Y
j=n j=n J

Como a série 3 72, J% converge (é uma série p-admissivel com p = 2 > 1), a convergéncia

uniforme segue da desigualdade acima e da independéncia de x no intervalo [0, 1].

Portanto, dado € > 0, podemos determinar um inteiro N, independente de x e depen-

dente apenas de ¢, tal que

1
— <&, param >n > N.
j=n

2. A série Yo% | u,(x), onde

¢ uma fungdo definida para 0 < z < 1 e converge pontualmente para cada x € [0, 1].
De fato, a reduzida de ordem n, U, (z) = 2™, converge para 0 se 0 < x < 1, e para 1 se

z=1.

Tal série nao converge uniformemente, pois, dados 0 < ¢ < % e N inteiro, tomamos

x = (26) 7.
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. m _
Nesse caso, para a soma parcial 3272y u;(r), temos:

m
> uj(z) =a™ —N!
j=N
Dai, |z™ — mN_l‘ = ‘(25)% — 26‘. Logo, se m for suficientemente grande, (2e)¥1 < ¢,

e obtemos que

m
uj(x)| > €
j=N

para T = (QS)ﬁ.

Na verificacao de que a série do Exemplo 1 acima converge uniformemente, utilizamos
o artificio de majorar a série de fungoes por uma série numérica convergente. Essa ideia

esta por tras do chamado teste M de Weierstrass, que veremos a seguir.

Esse critério nao s6 assegura a convergéncia uniforme, mas também a convergéncia
absoluta. Uma série Y u,(x) convergird absolutamente se a série Y- |u, ()| dos valores

absolutos convergir.

Teorema 2.2.1. (Teste M de Weierstras) Seja Y07 | u,(x) uma série de fungoes
u, : I — R definida em um subconjunto I C R. Suponha que existam constantes M, > 0 tais

que:
lup(z)| < M,, Vxel,

e que a série numérica > oo M, convirja. Entdo, a série de fungoes 300 | u,(x) converge

uniforme e absolutamente em I.

Demonstragao:

Vamos mostrar, em primeiro lugar, que a série converge pontualmente em /: de fato,

como a série numérica >, M, converge, dado € > 0, existe N € N tal que:

lznzN:>ZMk<5, Vn > N.

k=n
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Logo, para qualquer x € I, temos:

l

k=n

<3 fuelo)] £ 30 M < (2.2.3)

k=n
0 que prova que a série Y u,(x) converge pontualmente pelo critério de Cauchy.

Vamos entao denotar por u(z) a soma da série, ou seja
+o0o
u(x) = uy(z), ze€l
n=1

Para cada z € I fixo, tomando o limite (ja sabemos que existe!) em (2.2.3) quando

[ — +00, obtemos

+o0
<> My<e, Vn>N (2.2.4)
k=n

> (o)

mas entao, quaisquer que sejam = € I com n > N, usando (2.2.4), temos

n +o00 400
u(@) =Y wp(z)| = > w(2)| < Y My <e,
k=1 k=n-+1 k=n+1

isso conclui que u(x) é bem definida como a soma uniforme e absoluta da série Yo% | u,(z).

Proposicao 2.2.1. Suponhamos que as funcoes u, sejam continuas e que a Série

o L un(x) convirja uniformemente. Entao, a fungio u(x) = Y0, u,(x) também é continua.

Proposigao 2.2.2. Suponhamos que as fungoes u,, sejam integrdveis em um intervalo

I e que a série >0 | uy,(x) convirja uniformemente. Entao

/1 (2 un(x)> de = g/lun(x)dx.

Proposicao 2.2.3. Suponhamos que as fungoes u,(x) definidas em um intervalo I
sejam continuamente derivdveis e que a série das derivadas Y oo, ul (x) convirja uniforme-

mente. Suponhamos ainda que, para um dado xoy € I, a série Y02, u,(xy) convirja. Entdo
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2.2.3 Coeficientes de Fourier

Se uma fungdo f(z) puder ser expressa como:

flz) = ;ao + ni_o; (an cos (nzx) + by, sin (n;x)) : (2.2.5)

é de se esperar que os coeficientes a,, e b, estejam intimamente ligados a funcao f.

Que expressoes possuem esses coeficientes em termos da funcdo f? Para determina-
las, vamos supor que a igualdade em (2.2.5) seja vélida e, além disso, que a série em (2.2.5)

convirja uniformemente.

Observe que, como consequéncia da Proposicao 2.2.1, a fun¢do f deve ser continua

(e, portanto, integravel).

Além disso, a fungao f(z) deve ser peridédica de periodo 2L, pois o periodo funda-

X
L

aparecem na série. Assim, usando a Proposicao 2.2.2, podemos integrar ambos os lados de
(2.2.5) para obter

mental de cos ( ) é 2L, e 2L é também periodo para as demais fungoes seno e cosseno que

/LL fao/ d:v—l—Zan/ cos< >dx+b/ Sen(m[im)dx.

e, dai, temos

ap = 2/_LL f(z)dx, (2.2.6)

pois

L nwT L nmwT
/_LCOS<L)dx—/_Lsen<L>dx—0 (2.2.7)

Para obter os demais coeficientes, exploramos a mesma ideia e usamos as relagoes

de ortogonalidade:

L
/ oS (nzx) sen (mLﬁx) dr =0, sen,m>1, (2.2.8)
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L L, sen=m2>1,
/ cos (mm) cos (mwx) dx = (2.2.9)
L L 0, sen#m, n,m>1,

L L, sen=m2>1,
/ sen <n7rx> sen (mmz:) dx = (2.2.10)
0, sen#m, n,m>1.

Para demonstrar as igualdades (2.2.8), (2.2.9) e (2.2.10), podemos utilizar as iden-
tidades trigonométricas que expressam produtos de senos, ou de cossenos, ou de seno por

cosseno, como soma de senos ou de cossenos.

mmnx

Agora, multiplicando (2.2.5) por cos ( 7 ), param > 1 fixado, e integrando, obtemos

L
/ f(z) cos <m7r$> dx = ap,L. (2.2.11)
~L L
De modo semelhante, multiplicando (2.2.5) por sin (m?) e integrando, obtemos
L mmnx
/ f(:v)sen( 7 ) dx = b, L. (2.2.12)
-L

Finalmente, a partir de (2.2.6), (2.2.11) e (2.2.12), obtemos

1 L nmwT
= — — > 2.
apn L/Lf(x)cos< 7 > dr, n >0, (2.2.13)
1 /L nmx
= — — > 1. 2.
by, L/_Lf(:c)sen< 7 ) de, n>1 (2.2.14)

1
2
dessa forma, temos uma tnica férmula valida para todos os a,,.

Com isso, podemos apreciar a introducao do fator 5 antes de ag em (2.2.5), pois,

Agora estamos em condigoes de dar uma boa definicao.

Definigao 2.2.5. Seja f : R — R uma fungao periédica de periodo 2L, integravel e

absolutamente integravel em cada intervalo limitado; em particular,

/LL|f(:v)|d:)3<oo.
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Os ntimeros a,, para n > 0, e b,, para n > 1, dados em (2.2.13) e (2.2.14), sao definidos
como os coeficientes de Fourier da fungao f. A exigéncia de integrabilidade e integrabilidade

absoluta de f é necessaria para que as expressoes (2.2.13) e (2.2.14) facam sentido.

Observe que
L nmx
e

2.2.4 Série de Fourier

< [ 17wl de

Dada uma funcao f : R — R, peridédica de periodo 2L, integravel e absolutamente
integravel, podemos calcular seus coeficientes de Fourier pelas expressoes (2.2.24) e (2.2.25)

da Secao 2.2.3. Assim, podemos escrever:

f(z) = % + i (an cos (T) + b,sen (T)) : (2.2.15)

e isso significa que a expressao do lado direito é a série de Fourier de f.

Uma questao natural surge imediatamente: que relacao ha entre f e sua série de
Fourier? Seria bom se fosse uma igualdade! Infelizmente, isso ndo ocorre sempre. Algo mais

grave pode acontecer: a série de Fourier pode até divergir.

A seguir, estudaremos condicoes suficientes para que a funcao f seja igual a sua série

de Fourier.

Definig¢ao 2.2.6. Uma fungao f : R — R serd chamada de seccionalmente continua

se ela tiver apenas um numero finito de descontinuidades (todas de primeira espécie) em

qualquer intervalo limitado. Em outras palavras, dados a < b, existem a < a; < as < -+ <
a, < b, tais que f é continua em cada intervalo aberto (a;,a;41), j =1,...,n — 1, e existem
os limites

fla; +0) = lim, f(x) e f(a; —0)= lim f(x).

1

x’

E claro que toda funcdo continua é seccionalmente continua. A funcio f (x) =

x # 0, ndo é seccionalmente continua, pois sua descontinuidade em z = 0 é de segunda
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espécie. A funcao f: R — R, definida por

1, sexr > 1,
_J1
flz) =41 sen—ﬂ<x<fn—12
0, sexz <0,

nao é seccionalmente continua, apesar de todas as descontinuidades serem de primeira espécie;

acontece, porém, que, no intervalo (0, 1), hd4 um ntmero infinito de tais descontinuidades.

Teorema 2.2.2. (Teorema de Fourier) Seja f : R — R uma fungdo seccionalmente

diferenciavel e de periodo 2L. Entdo a série de Fourier da fungao f, dada por

—|— Z (an cos( Z ) + bysen (m;/x)) : (2.2.16)

converge, em cada ponto x, para

f@+0)+ flz - 0)
5 :

isto €,

fl@e+0)+ flz—0)

5 50 i(ancos( 7 )—l—b sen (nzm))

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em FIGUEIREDO (2018).
2.2.5 Funcoes pares e impares para séries de Fourier
Definicao 2.2.7. Uma funcao f : R — R é dita par se
flz) = f(—x), VzeR.

Isso significa que o grafico da funcao f é simétrico com relagdo ao eixo .

Definicao 2.2.8. Uma funcao f : R — R é dita impar se
f(x)=—=f(-x), VzeR.

Isso significa que o grafico da funcao f é simétrico com relagdo a origem.

Exemplos
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1. As fungoes f(x) = cos (%) e f(xr) = 2°n, paran = 1,2,..., sdo fungdes pares.

2. As funcoes f(z) = sen ("—Z“) e f(z) = 2?1 paran =1,2,..., sdo funcoes impares.

Proposicao 2.2.4.
t. A soma de duas fung¢bes pares é uma funcgao par.
17. A soma de duas fungoes impares é uma fungao impar.
717. O produto de duas funcoes pares é uma funcao par.
1. O produto de duas fung¢oes impares é uma funcio par.

v. O produto de uma funcao par por uma fun¢ao impar é uma funcao impar.

Demonstracao de (iv): Sejam f : R — R uma fungao par e g : R — R uma fungao

impar. Entao,
(f9)(x) = f(x)g(x).
Sabemos que f(—xz) = f(z) (pois f é par) e g(—z) = —g(x) (pois g é impar). Logo:

(f9)(=z) = f(=x)g(—x) = f(x)(=g(x)) = —f(x)g(x) = =(f9)(x).

Portanto, fg é uma funcao impar.
Outro fato importante que sera utilizado sera exposto a seguir.
Proposigao 2.2.5.

(i) Seja f: R — R uma fungao par que é integravel em qualquer intervalo limitado. Entao,
L L
/ f(x)dr = 2/ f(x)dx.
-L 0

(ii) Seja f : R — R uma fungao impar que é integravel em qualquer intervalo limitado.
Entao,

/L f(x)dz =0.

L
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Demonstracao de (i). Basta observar que

/LLf = /OLf+/()Lfd” (2.2.17)
/_OLf(:c)dx:—/Lof(—y) dy:/OLf(y)dy (2.2.18)

onde fizemos a mudanga de varidvel y = z, para obter a segunda integral em (2.2.18), e
usamos o fato de que f é par para obter a terceira integral. De modo analogo se demonstra
(ii).

Agora aplicamos as duas proposi¢oes anteriores ao calculo da série de Fourier de

fungoes pares e impares.

(a) Se f for uma fungao par, periddica de periodo 2L, integravel e absolutamente

integravel, entao

an L./ cos< x)dx, b, =0,

pois, em virtude da Proposicao 2.2.4, a fungao f(x) cos ("”) é par e a funcao f(x)sen (””)

L L
¢ impar, e os valores dos coeficientes a,, e b, acima sdo obtidos usando-se a Proposicao 2.2.5

Portanto, a série de Fourier de uma funcio par é uma série de cossenos.

(b) Se f for uma fungao impar, peridédica de periodo 2L, integrével e absolutamente

integravel, entao

a, =0 b, L/ )sen (mm) dx,

usando as Proposigoes 2.2.4 e 2.2.5 como fizemos no caso de f par, em (a) acima. Assim, a

série de Fourier de uma fun¢ao impar é uma série de senos.
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2.3 Equacgoes Diferenciais Parciais

As equagoes diferenciais parciais (EDPs) sao fundamentais para o estudo de modela-
gem matematica de fendmenos naturais, engenharia e ciéncias aplicadas. Diferentemente das
equagoes diferenciais ordinarias (EDOs), que envolvem derivadas de fungdes de uma tnica
variavel, as EDPs englobam derivadas parciais de fungoes de miltiplas varidveis, permitindo

descrever fendomenos como a difusao do calor, propagacao de ondas e dinamica dos fluidos.

Historicamente, as EDPs comecaram a ser formalmente estudadas no século XVIII,
impulsionadas pelo desenvolvimento da fisica matemética. Um marco importante foi a equa-
¢ao da onda, derivada por Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) no contexto da teoria das
cordas vibrantes. Pouco depois, Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) aprofundou os estudos
sobre vibragbes mecénicas, enquanto Pierre-Simon Laplace (1749-1827) formulou sua famosa
equagao, essencial para a teoria do potencial. No século XIX, Joseph Fourier (1768-1830) re-
volucionou a anélise das EDPs com sua teoria da decomposi¢ao de fungoes em séries trigono-
métricas, fornecendo uma ferramenta poderosa para resolver a equacgao do calor. Os conceitos

tedricos a seguir baseiam-se no livro (I6RIO, 2018).
Dessa forma, definamos o conceito desse tipo de equagoes.

Definicao 2.3.1. Uma equacao a derivadas parciais ou equacao diferencial parcial
(EDP) é uma equagao envolvendo duas ou mais varidveis independentes z, y, z, t, ..., e
derivadas parciais de uma funcdo (varidvel dependente) u = wu(z,y,z2,t,...). De maneira

mais precisa, uma EDP em n variaveis independentes x1, xs, ..., z, é uma equacao da forma

2 2 k
F(ml,xg,...,xn,u, ou ou O0*u 0%u 8u>:0’

oz’ 9z, 022 910wy’ Ok

onde x = (z1,...,2,) € Q, Q é um subconjunto aberto de R", F' é uma funcao dada e
u = u(z) é a fungdo que queremos determinar. E claro que, com uma definicdo tao geral,

existem EDPs absurdas, como por exemplo exp(u, + u,) = 0.

A classificagao de EDPs segundo ordem e linearidade é semelhante a classificacao das
equagoes diferenciais ordinarias (EDOs). A ordem de uma EDP é dada pela derivada parcial
de maior ordem que ocorre na equagao; por exemplo, a ordem da equagao (1.1) é k se F,
como funcao de alguma das derivadas de ordem k, é nao constante. Uma EDP é dita linear
se ¢ de primeiro grau em u e em todas as suas derivadas parciais que ocorrem na equacao;

caso contrario, a EDP ¢é dita nao linear. A forma mais geral de uma EDP linear de primeira
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> aj(z)Dju+ b(z)u+ c(z) =0, (2.3.1)
j=1
onde algum dos coeficientes a; nao ¢ identicamente nulo. Para equacoes de segunda ordem,

a forma mais geral de uma EDP linear é

> aij(x)DiDju+ Y bj(z)Dju+ c(z)u + d(z) = 0, (2.3.2)
ij=1 j=1
onde algum dos coeficientes a,; nao ¢ identicamente nulo. No caso de duas varidveis indepen-

dentes, as equagoes (1.3.1) e (1.3.2) podem ser reescritas, respectivamente, como
Az, y)u, + Bz, y)u, + C(z,y)u+ D(r,y) =0 (2.3.3)

Definicao 2.3.2 Dizemos que uma EDP linear ¢ homogénea se o termo que nao con-
tém a variavel dependente é identicamente nulo. Por exemplo, a equacao (2.3.3) é homogénea
se e somente se a fungdo D(x,y) é identicamente nula e (2.3.4) é homogénea se e somente
se G(x,y) = 0. Observe que a fungdo identicamente nula é sempre solu¢ao de qualquer EDP

linear homogénea.

A parte da equacao que contém as derivadas de maior ordem determina, em muitos
casos, propriedades das solugoes; essa é a chamada parte principal da EDP. Por exemplo, as

partes principais das equagoes (2.3.2) e (2.3.3) sdo, respectivamente,

Az, y)u, + B(z, y)u, (2.3.5)

Az, y)ugy + 2B(x, y) gy + C(x, y)uy, (2.3.6)

Dentre as equacoes nao lineares, as que tém parte principal linear sdo chamadas
semilineare. Por exemplo, uma EDP de primeira ordem semilinear com trés variaveis inde-

pendentes z, y, z é da forma

ou ou ou
A(Q},y,Z)% + B(.CL’,y, 2)@ + C(.T,y,Z)i = F(‘rawa?u)' (237>



2.3 Equacoes Diferenciais Parciais 31

A forma mais geral de uma EDP semilinear de segunda ordem é

>~ ay(@)DiDyu = f(x,u, Dyu,..., Dyu). (2.3.8)

,5=1

Vejamos alguns exemplos.

1. A equacgao
TUy — YU, = sin(zy) (3.3.9)

¢ uma EDP linear nao homogénea de primeira ordem.
2. A equacao
é semilinear de terceira ordem. Essa equagao é conhecida como KdV (uma abreviagao

de Korteweg e deVries).

3. Uma equagao mais simples é a equacao de Burger com viscosidade
Opu + udyu = vor’u, (2.3.11)

onde v é constante, que ¢ também semilinear, mas de segunda ordem.

4. Outro exemplo de EDP semilinear de segunda ordem é a equacgao de Sine-Gordon,

Uy — Uy + senu = 0. (2.3.12)

5. A equacao de Poisson,

Pu  O%u

¢ uma equacao linear de segunda ordem nao homogénea se a fung¢ao h nao for identi-
camente nula. No caso em que h = 0, a equagao ¢ homogénea e chamada de equagdo
de Laplace. A equagdo de Poisson estd associada a fendmenos fisicos estacionarios, ou

seja, independentes do tempo, como, por exemplo, potenciais eletrostaticos gerados por
distribuigoes fixas de carga (veja PURCELL (1965)).
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6. Outra equacao importante é a equacao de calor

ou  ,0%

onde u = u(z,t),x € R, t >0, e a? ¢ uma constante. Em dimensoes maiores, a equacio

de calor fica

ou 9

— = a“Au, 2.3.15

5 ( )
onde u = u(xz,t), r = (x1,...,2,) € R" ¢t >0, e A é o laplaciano em R" (nas variaveis
espaciais z1, ..., x,). A equagao (2.3.15) é de segunda ordem, linear e homogénea.

7. A equagao de onda

0*u 0%u

é também linear, homogénea e de segunda ordem. A varidvel ¢ > 0 representa o tempo,
x € R é a varidvel espacial e ¢ > 0 é uma constante (velocidade de propagacido da

onda). A equacdo de onda em dimensdes maiores fica
uy = C*Au,
onde
u=u(z,t), zeR" >0 (2.3.17)

e A é o laplaciano em R".
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2.3.1 Linearidade e Superposicao

No estudo das equagoes diferenciais parciais (EDPs), a linearidade é uma proprie-
dade fundamental que simplifica a analise e resolucdo dessas equacoes. As consideragoes que
faremos a seguir sao validas para EDPs lineares de qualquer ordem, mas, para fixar as ideias,

vamos considerar uma EDP de primeira ou segunda ordem com n varidveis independentes

x1,...,T,. Estamos considerando entao uma equagao do tipo:
3" aij(z)DiDju+ 3" bj(x) Dyu + c(z)u + d(z) = 0. (2.3.18)
ij=1 j=1

Denotaremos por k£ a ordem da equacao, k = 1 ou k = 2. Note que, se k = 1, entao

a;; # 0 quaisquer que sejam i,j € {1,...,n} e existe j, 1 < j < n, tal que b; # 0.

Podemos reescrever a equagao (2.3.18) na forma:
Lu=f, (2.3.19)

onde f(z) = —d(z) e

n n

(Lu)(z) = Y ai(x)DiDju(z) + > bj(z) Dju(z) + c(z)u(z). (2.3.20)

ij=1 =1

A cada funcao u (suficientemente diferencidvel) corresponde uma tnica fungao Lu;
dessa maneira, definimos um operador ou transformagao L. De forma mais precisa, seja {2
um subconjunto aberto de R" e suponha que as fungoes a;;,b; e ¢, 1 < 4,7 < n, sao continuas

em ) e tomam valores reais. Podemos entao definir:

L:C*Q) = C(Q)
u+— Lu (2.3.21)

onde Lu ¢ dado pela férmula (2.3.20), e C*¥(2) (respectivamente, C(2)) é o conjunto das

fungoes u : Q@ — R k-vezes continuamente diferencidveis (respectivamente, continuas).

Denotaremos por C*(§2) (respectivamente, C(€)) o conjunto das fungdes f :  — C

que sdo k-vezes continuamente diferencidveis (respectivamente, continuas).

A terminologia operador (ou transformacao) é usada para enfatizar que a fungao
L esta definida entre espagos de fungoes, ou seja, L leva uma fungdo u (com determinadas

propriedades) em outra fungao Lu. O operador L é um exemplo de um operador diferencial
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parcial. O fato de que a Equacao (2.3.18) é linear implica que o operador definido por (2.3.20)

¢ um operador linear, ou seja:
L(u+ av) = Lu + alLwv, (2.3.22)

quaisquer que sejam u, v no dominio de L e qualquer que seja o escalar o € R. A propriedade
(2.3.22) pode ser deduzida facilmente da expressao (2.3.20).

Como no caso de EDOs, podemos associar & EDP nao homogénea (2.3.19) a EDP

linear homogénea:
Lu =0, (2.3.23)

que é chamada a equacdo homogénea associada a equagao (2.3.19). Usando a linearidade do
operador L e o principio de inducao, é facil ver que qualquer combinacao linear de solugoes da
equacao (2.3.23) é também solugao. Ou seja, se uq, . . ., u,, satisfazem (2.3.23) e se g, ..., am

sao escalares, entao:
n
u=y oju
=1

é também solugdo de (2.3.23). Em linguagem de algebra linear, L é um operador linear
definido em um espago vetorial V' de fungoes (V' = C*(2)), e as solugdes u e V' da equa-
¢ao (2.3.23) formam um subespago de V. Esse resultado é conhecido como o principio da

superposigao (na sua forma finita).

Ao contrario do que acontece com EDOs lineares homogéneos, o espaco de solucoes
da equagao (2.3.23) pode ter dimensao infinita. Além disso, existem EDPs lineares de primeira
ordem que nao tém solugao! (O primeiro exemplo de tal equa¢ao com coeficientes complexos

foi dado por H. Lewy em 1957: ele provou que existe uma funcao f tal que a equagao
Uy + iuy — 2i(x +iy)uy = f

nao admite solugao.)
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Proposigao 2.3.1 (Principio da Superposicao.) Seja L um operador diferencial par-
cial linear de ordem k cujos coeficientes estao definidos em um aberto € C R™. Suponha
que {u, } > seja um conjunto de fungées da classe C* em Q satisfazendo a EDP linear

homogénea (2.3.23), e que {a,,}7>° seja uma sequéncia de escalares tal que a série
+oo
u(x) = antm(z) (2.3.24)
m=1

¢ convergente e k-vezes diferencidvel termo a termo em Q. Entao u satisfaz (2.3.23).

Demonstracgao: Enunciamos a proposicao no caso geral, mas demonstraremos no
caso em que k = 1 ou k = 2, ou seja, quando L é definido por (2.3.20). Nesse caso, por

hipotese, quaisquer que sejam x € 2, 1 < 4,7 < n, temos,

u(z) = Jrzzamum(x),

+00
Diu(z) = Y amDiuy(x),

m=1

“+oo
D1DJU(LE> = Z amDiDjum(x)u

m=1

e essas séries convergem. Portanto, para todo = € €,

(Lu)(x) = ‘zn_:l a;;(2)D;Dju(x) + i:lbj (x)Dju(x) + c(z)u(z),

o que implica

n n

(L)(a) = 3 y(e) 3 0 DuDjtin()+ 31y (0) 3 i Dyt(a) +elz) 3 ot ().

i,j=1 m=1 7=1 m=1
e ainda
—+00 n n
(Lu)(@) = 3 o | S iy (@) DiDju(w) + 3 by (@) Dyt () + ()t ()
m=1 i,j=1 j=1

Como u,,(x) satisfaz (2.3.23), temos portanto que,

zi:ol s (Lt () = 0,
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o que demonstra a (Proposigao 2.3.1) no caso em que k =1 ou k = 2.

2.3.2 Condigoes de Contorno e Iniciais

Existem algumas diferencas importantes para a unicidade de solugao entre EDOs e
EDPS. No caso de EDPs, o espaco das varidveis independentes é multidimensional: procura-
mos solucdes definidas em um aberto Q C R™. E natural substituir os extremos do intervalo

(caso n = 1) pelo bordo (ou fronteira) OS2 da regiao 2.

Definig¢ao 2.3.3. (Condigdes de contorno) Sao condigoes impostas sobre o valor da
solugdo e de suas derivadas no bordo da regiao (condigdes de contorno), temos um problema

de valores de contorno ou, simplesmente, problema de contorno.

Condigbes de contorno aparecem de maneira natural na descricdo de fenémenos fisi-

cos estacionarios (ou seja, independentes do tempo). Encontraremos muitas vezes condigoes

do tipo
ou
au(z) + ﬁa—(x) = f(x), x €0, (2.3.25)
n
onde « e [ sdo constantes dadas, f é uma funcao dada em 092 e % ¢ a derivada de u na

dire¢ao normal a 0f2.

No caso em que 3 = 0, a condigao (1.3.28) é conhecida como condigao de Dirichlet;

no caso em que o = 0, temos uma condi¢ao de Neumann.

Como generalizar o conceito de condigoes iniciais (no caso de EDOs) para EDPs?
Como no caso de EDPs temos mais de uma variavel independente (por exemplo, z e t), é
natural fixar uma das variaveis (por exemplo, t = 0) e impor o valor da solucao e de suas
derivadas parciais em relacao a variavel fixa como funcao das outras variaveis. Por exemplo,

para t = 0 podemos ter:

u(z,0) = f(z) e w(z,0)=g(z),

onde f e g sao fungoes dadas.

Observe que, no caso n = 2 com variaveis x e t, isso significa impor o valor da
solucao e de suas derivadas normais ao longo da curva ¢t = 0. Analogamente, no caso n = 3
com varidveis x, y e t, fixar t = 0 significa olhar a solugao (e suas derivadas normais, se for

o0 caso) ao longo da superficie t = 0.

Podemos entao generalizar o conceito de condigoes iniciais, assim, consideremos a
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definicao a seguir.

Definicao 2.3.4. (Condigbes iniciais) Sao condi¢oes impostas sobre o valor da so-
lugdo e de suas derivadas normais ao longo de uma curva (se n = 2) ou superficie (se n = 3)

inicial. O problema correspondente é chamado de problema de Cauchy ou de valor inicial.

Em problemas fisicos dependentes do tempo, como é o caso de fenémenos de difusao
e de fendmenos oscilatorios, é muitas vezes conveniente separar a variavel temporal ¢ das
variaveis espaciais z, y, z. Com frequéncia, os valores da solugdo e de suas derivadas em
relagdo ao tempo até a ordem k — 1 (supondo que a EDP é de ordem k em t) sdo descritos
no instante ¢ = 0 em funcao de z, y, z (condigao inicial). Simultaneamente, sdo impostas
condigoes de contorno, para todo t > 0 em relacao as variaveis espaciais. Tais problemas sao

chamados de problemas mistos.
Os conceitos acima ficarao talvez mais claros com a descri¢ao dos problemas a seguir.

e O problema
_ 2
u, =0 em R7
w(z,p(z)) = f(x), zeR,

Onde p, f € C(R) sao fungoes dadas, é um problema de Cauchy. Como a EDP é de

primeira ordem, basta impor o valor da solugdo na curva inicial y = p(x) no plano.

e O problema para a equacao de onda em um intervalo finito
Uy = gy, em  (0,1) x (0,00),
com as condi¢oes de contorno
uw(0,t) =0=wu(l,t), t>0,
e as condicoes iniciais
uw(z,0) = f(x), z€]0,1],

ut(a:,O) = g(l’), S [07 1]7

também pode ser considerado como misto ou como um problema de contorno na regiao
ilimitada [0, 1] x [0, c0).
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Observe que, como a equagao de onda ¢é de segunda ordem em relagdo a variavel tem-
poral t, precisamos de duas condi¢oes iniciais. Para que exista solugao, é preciso que f

satisfaca a condicao de compatibilidade
f0)=0=f(I).

e Outro problema envolvendo a equagao de onda é
uy = *Au, r €R", t>0,
com as condicoes iniciais
uw(z,0) = f(x), ze€R"

ut(m,()):g(l’), r € R"

onde n =1,2ou 3 e A é o laplaciano em R". Este Problema é um problema de Cauchy

e tem uma unica solucao.

e Seja Q C R? um aberto. Entao,

Au=0 em €, u‘ £, (2.3.26)

a0

é um problema de contorno e, de fato, um problema de Dirichlet. Estudaremos este
problema no proximo capitulo, no caso em que a regiao €2 é delimitada por um retangulo.

E mostraremos que este problema tem uma tnica solucao.

e Outro problema de contorno para a equacgao de Laplace é
Au=f em R? (2.3.27)

onde Au = 0 em €, que é um problema de Neumann. Observe que nesse caso nao
tem solucao tunica: se u for uma solugao, entdo u + ¢ também serda uma solucao para

qualquer constante c.

Assim, estudaremos o problema em que 2 é uma regiao retangular, condi¢ao de Diri-

chlet, considerando trés fatos:
(a) Existéncia de solugdo;

(b) Unicidade de solugao;
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(c) Dependéncia continua com rela¢ao ao dado de fronteira(isto serd esclarecido mais

adiante).

Um problema de Equagoes Diferenciais Parciais que satisfaga as trés exigéncias (a),(b)
e (c), acima, é chamado bem posto no sentido de Hadamard. Na maioria dos casos o
Problema de Dirichlet é bem posto, sendo que a dificuldade mais séria, como veremos

futuramente, esta relacionada com o item (a).

Para discutir a existéncia, é preciso especificar nao somente a classe de fungoes onde
procuramos solugdao, mas também em que sentido as condigdes de contorno e/ou iniciais
sao satisfeitas. Uma vez obtida a existéncia, o significado da unicidade é claro: deseja-

se saber se a solugao é tnica dentro da classe especificada.

A discussdao da dependéncia da solugdo nos dados iniciais e/ou de contorno é muito
importante. Devemos lembrar que os dados de um problema fisico sao dados experi-
mentais que necessariamente contém erros de medida; é, portanto, natural perguntar
se pequenas variagoes nos dados acarretam pequenas variagoes na solugao: se este for o
caso, diremos que a solugao depende continuamente dos dados iniciais e/ou de contorno.

E claro que o significado de "pequenas variacoes'depende do problema em questdo.

9Obs: alguns entendimentos dessa segio foram baseados em (NUNES, 2019).



O Problema de Dirichlet para a Equacao

de Laplace em um Retangulo

O Problema de Dirichlet consiste em determinar uma funcdo harmoénica em uma
regiao delimitada do espago, a partir de valores prescritos na fronteira dessa regiao. Este
problema é fundamental na teoria das equacgoes diferenciais parciais e tem aplicagbes em
diversas areas da fisica e engenharia, como eletrostatica, mecanica dos fluidos e transmissao

de calor.

Neste capitulo, estudaremos o Problema de Dirichlet no contexto da equacao de
Laplace aplicada a um dominio retangular. Inicialmente, revisaremos a equacao de Laplace e
suas propriedades fundamentais. Em seguida, apresentaremos o Principio do Maximo e alguns
teoremas essenciais que garantem a existéncia e unicidade das solugdes. Por fim, aplicaremos
o método de separacao de variaveis para resolver analiticamente o problema em um retangulo,

considerando condigoes de contorno homogéneas e nao homogéneas.

A abordagem adotada neste capitulo baseia-se nas discussoes apresentadas em (16-
RIO, 2018) e (FIGUEIREDO, 2014), bem como na compreensao de outros textos cldssicos
da literatura sobre equacoes diferenciais parciais. Nosso objetivo é fornecer uma compreensao
detalhada dos conceitos matematicos subjacentes ao Problema de Dirichlet e demonstrar a

resolucao do problema em um retangulo de forma sistematica e rigorosa.

3.1 Equacao de Laplace

Do exemplo (6) da secdo 2.3 (Cap. 2) tiramos as caracteristicas que recorrem a uma

das mais importantes EDPs na 4rea de matemética aplicada que associa Laplace!. Que foi

Laplace - este pequeno trecho estd baseado em (BOYCE; DIPRIMA, 2017)
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descrita no R™ no Capitulo 1. Agora, definamos as funcoes harmonicas para o R?, assim,

temos

Definicao 3.1.1.2. Seja u : R? — R uma funcdo continua, u serd harmoénica se a
mesma satisfazer a equacdo de Laplace, no caso em que:
Pu 0%u

Au=—+—-——=0
=92 Oy?
Exemplo. wvejamos que a fungio f: R* — R tal que f(x,y) = 2* — y* € harmonica.

De fato, notemos que a funcao f é continua e, seguindo imediatamente a definicao,
temos que:
Af(x,y)=2—-2=0.

3.2 O Problema de Dirichlet para a Equacao de Laplace

Consideremos uma regiao €2 do plano; daqui em diante, regiao e dominio serdo ex-
pressoes usadas para designar conjuntos abertos e conexos. Assim, designaremos por €2 a
aderéncia de 2 e 0N a fronteira de 2. Vejamos agora uma definicdo para o Problema de
Dirichlet.

Definicao 3.2.1. Seja uma funcao continua f : 92 — R. Desejamos determinar

uma funcao u : 2 — R que satisfaca as seguintes condigoes:
(i) u é continua em Q;
(ii) u é harménica em €, ou seja, Au =0 em ;
(iii) u = f em 0N (condicao de fronteira).

Para mostrar que, caso o Problema de Dirichlet seja solivel, a solugao sera tunica,
utilizaremos um lema essencial denominado Principio do Maximo, que a seguir enunciamos

e provamos de acordo com a demonstragiao apresentada por Privalov (PRIVALOV, 1940).

2(Definicdo 3.1.1.) Esta definicio estd fundamentada em (JUuNIOR, 2021)
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Lema 3.2.1. (Principio do Méximo) Sejam Q uma regido limitada do plano e u :
Q — R uma fungdo continua em 2 e harmoénica em €. Entdo o mdzimo de u é atingido na

fronteira.

Demonstracao. Sendo ) limitada, segue-se que 0 e 9Q sido conjuntos compactos
(isto é, fechados e limitados) do plano. Utilizaremos um teorema de Andlise que estabelece:
"toda fungdo real continua g : K — R, em um compacto K, tem um valor maximo u, i.e.,

existe (Z,7) € K tal que f(z,y) < f(Z,7) = u, para todo (z,y") € K."Sejam

M = max u(x,y) e m = max u(x,y),
9) o9
e suponhamos, por contradi¢ao, que m < M. Entdo u assume seu maximo em um ponto

(x0,%0) que deve estar em €2, e ndo em 0f2. Definamos a fungao

M—-—m

5 L@ @)+ — )] (3.1)

v(z,y) = u(z,y) +

onde d é o didmetro da regiao €2, i.e., d é o supremo das distancias entre pares de pontos de

Q2. Agora, observando que

v(2o, Yo) = u(zo,yo) = M (3.2)
e, sendo
M — M
u(z,y) <m+ Mp_ ALEm < Mpara(z,y) € 052,

2d? 2

concluimos que a fungdo v assume seu maximo em um ponto (z1,y;) de €, ndo de 0.

Portanto, neste ponto v,z (z1,y1) < 0 e v,y(z1,y1) < 0 temos que
Av(zy,y1) <0.

Por outro lado, temos, a partir de (5), que

M_
Av = de-2d>O.

Para todos os pontos de 2. As desigualdades (6) e (7) sdo contraditérias. Q.E.D.
Corolario 2.2.1. Seja u como no Teorema 7.1. Entao u assume seu minimo em 0S2.

Demonstracao. Aplica-se o Teorema 7.1 a func¢ao —u.
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Teorema 2.2.2. Sejam uy e us duas solugoes do problema de Dirichlet, para um

mesmo f. Entdo u; = uo.

Demonstracao. A funcdo u; = us é continua em O, harmonica em € e igual a 0
em 0. Logo, pelo Principio do Maximo, u(x,y) < 0, para todo (z,y) € Q, e, pelo Corolario
7.1, u(z,y) > 0. Dai w = 0. Q.E.D.

O resultado seguinte, cuja demonstragdo omitimos, é o analogo do teorema da singu-
laridade removivel na Teoria das Fungoes de Variaveis Complexas que diz o seguinte: "Sejam
Q2 um aberto do plano complexo C,zy € Q e se f : Q\zp — C é uma fungao analitica, que
é limitada nas vizinhancgas de zp, entdo lim f(z) existe quando z — 2 representando por §)
esse limite, a funcdo f : Q — C definida por f(z) = f(2) se z # zp e f(20) = w, entdo ela é
analitica". Isso quer dizer que uma singularidade isoladazy, que nao seja polo ou singularidade

essencial, é removivel; isto é, a funcao pode ser estendida analiticamente a zj.

Teorema 2.2.3. Sejam Q uma regiago do plano, (xo,yo) um ponto de e u :
N\{zo,v0} — R uma fungao harmonica, que é limitada nas vizinhangas de (zo,yo). (Em
particular, se u for continua em ). Entao, existe ug tal que u(x,y) — ug, quando (z,y) —
(z0,%), € a fungao u :— R definida por u(xo,yo) = uo € u(x,y) = u(x,y), para (x,y) #
(zo,Y0) € harmonica.



O Problema de Dirichlet em um

Retangulo

A resolucao analitica por separacao de varidveis é uma abordagem fundamental na
solugao do Problema de Dirichlet em um retadngulo. Este problema, que descreve a distri-
buicao estaciondria de temperatura, potencial elétrico ou outros fendmenos fisicos em uma
regido, neste caso, delimitada por um retangulo, é frequentemente resolvido utilizando téc-
nicas matematicas avancadas. A estratégia de separacao de varidveis permite expressar a
solugdo como o produto de fungoes unidimensionais, simplificando assim as equacoes dife-
renciais parciais associadas. Nesta prova analitica, exploraremos detalhadamente o processo
de separacao de variaveis para encontrar solugoes precisas para este Problema de Dirichlet, e

proporcionar uma compreensao profunda das propriedades fisicas e matematicas subjacentes.

Discutiremos a seguir o problema de Dirichlet em um caso bem simples:

Au=0 em €,
u=f  em 0f,

onde f € C(99Q) ¢ uma funciao dada em R? e ¢ o interior de um retangulo.

O problema geral consiste em analisar os quatro lados de um retangulo representado
pela regido €2, onde ® = (a,0) x (0, b). Assim, consideremos as seguintes condigoes de fronteira

abaixo.

Upy + Uy =0 em Q=(0,a) x (0,b),
U(ZE,O) = fl(x)a u(x,b) - fz([E), S [0,&]
w(0,y) = g1(y), ula,y) =g2(y), ye<l0,b], (3.1)
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Agora vejamos cada condigao acima destacada no retdngulo abaixo (Figura 4.1).
Figura 4.1: O retangulo ® = (a,0) x (0,b)
Y

(a,b)

u= fi(z) @

Fonte: Compilagdo do autor (2025).1

Desta forma, vamos comecar resolvendo, pelo método de separacao de varidveis, o
problema (3.1) no caso em que Q2 = (0,a) x (0,b) e que f se anula paray = 0 e y = b, ou

seja,

Au+Vu=0 em (0,a) x (0,b),
u(z,0) =0 =wu(z,b), z€]0,al,
u(0,9) = 0,u(a,y) = f(y), v <[0,8], (3.2)
onde f € C(]0,b]) satisfaz f(0) =0 = f(b) (Figura 4.2).

Figura 4.2: O problema de Dirichlet para o caso em que f se anula em y =0,y =be xz = 0.

Yy
b u=20
u=0 Au=0 u= f(y)
u=~0 a v

Fonte: Compilagdo do autor (2025).

1(2025) Montagem do gréfico a partir da imagem coletada em (I6RIO, 2018).
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Procuramos solugoes da equacao de Laplace em duas dimensoes, onde

0’u  O%*u

o2 T (3.3)

suponhamos entdo que u(x,y) = X ()Y (y), substituindo na equagao (3.3) e derivando duas

vezes em relagao a cada uma das duas variaveis correspondentes, obtemos
X"(@)Y (y) + X(2)Y"(y) = 0.

Agora, fazemos o processo de separacao de variaveis, ou seja, em cada lado da igualdade

teremos expressdes com a mesma variavel, veja

X'(a) _ Y'(y)
X))~ YW

=0,

dai, para que a igualdade seja satisfeita, precisamos iguala-la a uma constante que aqui

representaremos por A, onde

X'(z) _ Y'(y)

X))~ Y

impondo as condigoes de contorno homogéneas, chegamos aos problemas

Y'(y) = =AY (y)  em (0,b),
Y(0)=0, Y(b) =0, (3.4)

X"(z) = AX(z) em (0,a),
X(0) = 0. (3.5)

As solugoes para os problemas (3.4) e (3.5), serdo determinadas a partir de A que
conduzird a autovalores nao triviais (u # 0), e consequentemente estas serao as autofungoes
correspondentes a esses autovalores. Nessas condigoes, devemos evitar os casos em que (A =
0), j& que estes resultam em solugbes constantes u(x,y) = 0, que ndo sdo Uteis para a

formulagao geral da solucao.

Assim, teremos:
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Solugao para Y (y): consideremos o problema 3.4 onde

Y'(y) = —AY(y)  em (0,0),

Assumimos uma solucao da forma Y (y) = €™ e substituimos na equagao
Y'(y) = =AY (y) = r?e™V + X" = 0,

fatorando €"¥ (que nunca é zero), obtemos a equagao caracteristica:
r>+\=0.

As solugoes dependem do sinal de A, assim vamos analisar os casos a seguir para determinar

a solugao nao trivial.

(Caso 1). A\=10:
Y'(y) =0 = Y(y) = A+ By.
Impondo Y (0) =0e Y(b) = 0:
Y(0)=A=0, Y(b)=Bb=0 = B=0

Portanto, Y (y) = 0, que é uma solugao trivial.

(Caso 2). A > 0. Para valores positivos de A teremos r = V/Ni que nos dard a solucao
Y (y) = B sen(v/\y) + C cos(v/M\y).

Impondo Y (0) = 0:Y/(0) = C =0 = Y(y) = B sen(v/\y).

Impondo Y (b) = 0, Y(b) = B sen(v/Ab) = 0 = sen(v/Ab) = 0 = Vb = kr =
\/X = kTTrj
kmy

portanto, Ay = % e as solugbes sao Yi(y) = By sen (T) , keN.

(Caso 3). A < 0 (suponhamos que A = —p?). Assim teremos uma solugao do tipo

Y(y) = Cret¥ + Coe™ .
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Aplicando as condigoes de contorno Y (0) = 0 C1e® + Coe = C1 + Cy =0 = O =
—C.

Assim, a solucao pode ser escrita como Y (y) = QCl(W) = 2C) senh(py).

Agora, Y (b) = 0 = 2C) senh(ub) = 0.

Para obter uma solugao nao trivial, precisamos que C # 0, entao deve valer senh(ub) =
0. Como senh(x) = 0 apenas para x = 0, isso implica ub = 0, ou seja, p = 0, o que contradiz
a suposicao de que A < 0.

Portanto, nao existem autovalores negativos, ou seja, A < 0 nao gera solugdes nao
triviais.

Solugdo para X (z): do pressuposto de solugoes nao triviais, dado que X" (x) =
AX (x) temos logo que

k272 .
b2 -

para A = A\ =

k272

b2

X" (z) X(z) = X(z) = A 5 1 0y o159,

tomando X (0) = 0, teremos X (0) = Ay + C, = A, = —C} , ou seja,

(8 o)
X(x):2Ck<e : c — X(z) = By senh(lml:m)
assim, encontramos uma solugao geral para u(x,y),
u(x,y) = > By senh (k:mc) sen <W>
= b b

onde os coeficientes By sao determinados pelas condigoes iniciais do problema. E assim,

impondo a condicao de contorno nao homogénea,

> k k
f(y) = By senh (?) sen (?) .y €10,0b], (3.5)
k=1
e portanto
b
B, = h___ keN,
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onde
2 b kmy
mbéf@sm<b>dtkeN (3.6)
Logo
©  senh (ke k
U([L’,y) = Z bk’(b> n <7Ty> ) VIS [O,CL], ) € [Oa b] (37)
—1 senh (kiba) b

é um candidato a solugao do problema (3.2). Observe que, se pudermos derivar a série termo
a termo, u dada por (3.7) é de fato solucao da equagao de Laplace. Como a fungao seno
hiperbdlico é estritamente crescente,

senh(k%” )

S (B <1,Vx €10,a], Vk € N,

e a série em (3.7) convergird se a série de Fourier de f convergir. A convergéncia da série
das derivadas é mais complicada e, aparentemente, precisariamos de muita diferenciabilidade
de f. Mas, para evitar isso, podemos reescrever a série (3.7) de forma um pouco diferente,

usando (3.6):

b knt\  senh (’”—"”) kry b
[ ) n( : )dtmh (kj;m) sen (b) = [ 0K .ty

onde

9 > senh [ ZE
K(z,y,t) = 3 > (kﬂba) sen (lm) sen (lmry) (3.8)

Teorema 3.1. Seja f € C([0,b]) diferencidvel em (0,b) a menos de um nimero finito
de pontos com f' € SC([0,b]) e suponha que f(0) =0 = f(b). Entao a série em (1.7) converge
uniformemente em [0,a] x [0,b], u € C([0,a] x [0,b]) N C>([0,a) x [0,b]) e u é solugdo de
(3.3).

Antes de provar o teorema, vamos analisar a funcao K:

Lema 3.2. A fun¢do K definida por (1.8) estd em C*°([0,a) x R x R) e satisfaz
Koo+ K,y = 0.
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Demonstragao: Para simplificar a notacao, seja

h (Erz
K(z,y,t) = im sen (/{:7;3/) sen (T) .

keN, z e (0,a), y,t €R, de modo que

+o0
K(z,y,t) =Y Ki(z,y,1).
k=1

Vamos primeiro mostrar que a série em (

1.
R x R qualquer que seja € € (0,a): de fato, se 0 <7 =T <@

senh(kt) ™ —e™ Lo ol—e oo

0< = — — = —<e
~— senh(ka) ek® —e—ha 1 — e—2ka

e, portanto, se z € [0,a — €],

b _
(1) < exp (—ﬂ(b)) <exp(-47).

50

8) converge uniformemente em [0, a — ] X
T

Como a série Y exp (—k%) converge, pelo teste M de Weierstrass, a série em (1.8) converge

uniformemente. Isso prova que K é continua em [0,a — ¢] x R x R para qualquer ¢ € (0, a)

e, portanto, K € C([0,a) x R x R).

Vamos analisar agora a série das derivadas. E claro que K € C*°(R?); derivando em

relacao a =z,
2k cosh (7295) kmy krt
DK t) = fiahe
1 Ki(2,y,1) B sonh (kga> sen 5 sen 5

e, portanto, se x € [0,a — ¢,

2 _ 1 —2kx
|D1Kg(z,y,t)| < ike’k(“’z) te

b2 1 — €—2ka
< 2 ko ke 2

Trexp | —
= PP b ) 1—exp(—2ma/b)
= Cke

onde C' e a sdo constantes positivas. Como a série 3 ke™*

(4.1)
(4.2)

(4.3)

converge, novamente pelo teste M



CAPITULO 4. O PROBLEMA DE DIRICHLET EM UM RETANGULO 51

de Weierstrass, a série das derivadas Y Dy K} converge uniformemente. Derivando em relagao

a y ou t obtemos resultados analogos. Por indugao, é facil ver que, seja j = 1,2 ou3den € N,
| D} K| < Ckre "

onde C' e a sdo constantes positivas (a = we/b, C depende de j e de n) e, portanto, a série das
derivadas de qualquer ordem converge uniformemente em [0,a —¢) x R x R. Usando indugao,
o Teorema 1.5 do Capitulo 7 (para cada varidvel) e o fato de que ¢ € (0,a) é arbitrario,
concluimos que K € C*°([0,a) x R x R) e que suas derivadas sao obtidas derivando a série

termo a termo.

Falta apenas mostrar que K., + K,, = 0, mas isso ¢ consequéncia do fato de que,

qualquer que seja k € N, 02K + 02K, = 0.

Lema 3.3. Seja f € C([0,b]) como no enunciado do Teorema 1.1. Entéo a série em

(1.7) converge uniformemente em [0, a) x [0, b]; além disso,
b
u@,y) = [ FOK @yt d, ¥a,y) € [0,0) x [0,0]. (3.9
0

Demonstracgao: Seja F’ a extensdo impar e periédica de periodo 2b de f. Entao
F € Cher(20) € F € SCpe;(20), logo (veja a demonstragao do Teorema 3.2 do Capitulo 7) a
série Y F (k) dos coeficientes de Fourier complexos de F' converge absolutamente. Por outro
lado, como F' é uma funcao impar, sua série de Fourier real é uma série em senos e, portanto,

os coeficientes complexos satisfazem
F(0)=0, F(k)=—ib,/2, F(—k)=ib/2, keN,
onde

1 b k 2 b k
bk:E[bF(t) sen (?) dtzz/o f(t) sen< Zt> dt.

Concluimos entao que a série > by converge absolutamente. Mas, se (z,y) € [0,a] x [0, b],

‘b senh(kmz/b) won <k:7ry>

—= 1 < |b
" senh(kma/b) < [l

b

logo a série em (3.7) converge uniformemente em [0, a] x [0, b].

Para provar a férmula (3.9), vamos fixar x € [0,a). Tomando 0 < § < a — z, a
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série (3.8) que define K converge uniformemente em (0,a — J§) X R x R (como vimos na

demonstragao do Lema 1.2) e x € [0,a — d].

Logo, podemos trocar a ordem da série com a integral:

= h(kmx/b kmt
u(z,y) Z sen 7ra:/ f(t) sen( ;)T )dt

senh(kma/b Jo
b+<><>

> fO)K(z,y,1)dt
0 k=1

—/ K(x,y,t)dt.

Precisamos agora derivar a expressao integral que define u. Vamos entao provar um

teorema geral sobre derivagao de integrais em intervalos finitos.

Teorema 3.4. Seja I C R um intervalo (finito ou infinito) e suponha que F' €

18F

C(la,b] x I) ¢ tal que a derivada parcial 5 existe e ¢ continua em [a, b] X I. Seja

f(y):/abF(a:,y)da:, yel. (3.10)

Entao f é continuamente diferenciavel em [ e

P =[G @ads, yel. (3.11)

Demonstragao: Vamos mostrar em primeiro lugar que f definida por (1.10) é con-
tinua em I. Fixe yy € I. Se yy estd no interior do intervalo, entdao existe n > 0 tal que
J = [yo—n,y0+n] C I; se yp é um dos extremos do intervalo I, tomaremos J = [y, yo+n] C I
ou J = [yo — n,y) C I, dependendo se yp é o menor ou o maior valor possivel de y € I,
respectivamente. Em qualquer caso, F' é uniformemente continua em [a,b] X J, portanto,

dado € > 0, existe 0 > 0, que podemos escolher menor que 7, tal que
€
yeJly—yol <d=|F(r,y) — F(z,y0)| < b—a’ Va € [a,b].
Logo, como § < 7,

b
yeily—yl <d=yejly=Yl<d=|f(y)— ()l S/O |F(2,y) — F(x,y)|dz <,

o que prova a continuidade de f em q.
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Antes de mostrar a diferenciabilidade de f em I, gostariamos de lembrar que, se

I = [c,d], a diferenciabilidade de f em c significa a existéncia do limite

flet+h) = fle).

I

lim
h—0t h

e, analogamente, a diferenciabilidade de f em d significa a existéncia de

i J@ D) = 1(d)
h—0— h

Vamos agora provar a diferenciabilidade de f em I. Dado yo € I, seja J como acima.

Como %F é uniformemente continua em [a, b] x J, existe 6 > 0,6 < 7, tal que
OF OF €
Jlz—y|<d= |+ - < :
selamyl <8 |5 - oo <

Por outro lado, se z € J é tal que 0 < |z — y| < 9, pelo teorema do valor médio, existe um

ponto intermediario Z,(que depende de x em geral) entre z e y tal que

F(z,z) — F(x,y) OF

z—y Oy Ty %)
E, portanto,
or or €
@(muzx) - ({Ty(m,y) R

Mas entao

zel|lz—yl<d=zeJ|z—yl<d

f&) - fly) _ PF@2)—Flxy) , _ POF
zZ—Y _/a zZ—Y da /a ay(:c zx)dx

bIOF , oOF b OF
- /a [(rﬂy(xazm) - a:y(xay>] dr _'_/a Fy(xay)dx

bIOF oF
/a 87y<x’2‘”> - 87y<x’y)

=

dx < ¢,

= (z,y)dx

‘f(z)—f( y) /baF
z— a Oy

Logo f ¢ diferencidvel em I e vale (3.11).

OF
Oy

tragao, vemos que a integral em (3.11) define, de fato, uma fungao continua. Agora ficou facil

Finalmente, como <~ é continua em [a, b] X I, procedendo como no inicio da demons-
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mostrar o Teorema 3.1:

Demonstracao do Teorema 3.1. Pelo Lema 3.3, a série em (3.7) converge unifor-
memente em [0, a] x [0, b] e portanto u € C([0, a]x[0,b]). Pelo Lema 3.2, K € C*([0,a)xRxR)
e K, + Ky, = 0. Usando entdo o Teorema 3.4, a expressao (3.9) e inducdo, obtemos que

u € C*([0,a) x [0,0]) e

e (@,) + (2, 9) = [ FOUKeal,9,8) + Ky, 1)] dt =0
sempre que (z,y) € [0,a) x [0,b]. Além disso, como

Ki(x,0,t) =0, Ki(z,b,t)=0 e Ki(0,y,t)=0

quaisquer que sejam k € N, x,y,t € R.Como a série de Fourier de f converge uniformemente

em [b],éclaro que u(a,y) = f(y) para todo y € [0,b]. Portanto u é solugao de (3.3).

O problema (3.2) é um caso particular do Problema de Dirichlet com Q = (0, a) x
(0,b) e f € C(00) particularmente simples. Para uma f € C([0,a]) arbitraria, o problema

fica:

Upy + Uy =0 em Q=(0,a) x (0,b),
u(z,0) = fi(z), wu(z,b) = fa(x), z€]0,q]
w(0,y) = g1(y), ula,y) =g2(y), v €[0,0], (3.12)

onde fi, f2 € C([0,a]) e g1, 92 € C([0,b]) sao dadas e satisfazem

9:1(0),  fi(a)
f2(0) = g:(b),  fala)

(0),

(0) (3.13)

g2
g2

Obs: estamos nos referindo aqui, as condigoes de contorno no caso geral em que sao

satisfeitos todos os lados do retangulo (veja o problema 3.2).

Para resolver (3.12), vamos primeiro transforma-lo em um problema do mesmo tipo,

mas com valor zero nos pontos (a,0) e (a,b): para isso basta definir

u(a,y) = ule,y) = =" 9a(0) ~ Jga(0). (3.14)

Um célculo imediato mostra que u € C([0,a] x [0,5]) N C?((0,a) x (0,b)) é solugao
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de (3.12) se e somente se v € C([0,a] x [0,b]) N C?((0,a) x (0,b)) é solugio de
Vpg + Vyy = 0 em €,

v(x,0) = Fi(z), v(z,b) = Fy(z), z€]0,ad, (3.15)

v(0,y) = Gi(y), wv(a,y) = Galy), ye€l0,0],

onde

Fi(z) = fi(z) = fi(a),

Fy(z) = falz) — fala),

Gi(y) = g1(y) — ' ; Y 92(0) - %92(5), (3.16)
Co(y) = 2l) — "5 L02(0) — L),

Observe que, de (3.13),

F(0) = G1(0),  Fi(a) = G2(0) =0, F3(0) =Gi(b), F(a)=G2(b) =0. (3.17)

O problema (3.15), por sua vez, pode ser dividido em dois, ou seja, se U,V € C([0, a] x
[0,8]) N C?%((0,a) x (0,b)) sao solucdes, respectivamente, dos problemas

AU =0 em Q,

U(z,0) = Fi(z), U(z,b) = Fy(x), «e0,d,

Y(0,y) =Gily), Ula,y) =0, ye]l0,b], (3.18)
AV =0 em €,

V(2,0)=0=V(z,b), z€l0,a,

V(0,y) =0, Vl(ay)=Gay), ye[0,b], (3.19)

entdo v =U+V € C([0,a] x [0,b]) N C?((0,a) x (0,b)) é solucdo de (3.15).

O problema (3.19) ja sabemos resolver (ji que este é o mesmo problema de 3.2);
quanto a (3.18), podemos novamente transforma-lo em um problema do mesmo tipo mas
com valores nulos em (0,0) e (0,b); a solugao desse tltimo problema, por sua vez é a soma

das solugoes de trés problemas do tipo que veremos a seguir. Assim, solucionando 3.19 e 3.18
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solucionaremos 3.15 e, consequentemente, teremos a solucao para o caso geral em 3.1.

Analisemos cada um dos trés subproblemas de 3.15, a saber 3.18, denotados por wy,

wy e ws, cada um deles é determinado de forma semelhante ao que foi feito em 3.2.

Figura 4.3: Problema em que wi(z,0) = wi(a,y) = wi(0,y) = 0,wi(x,b) = hi(z) para R =

(0,a) x (0,b).
Yy
) wi(z,b) = hi(x)
wl(ovy) = AU)l — 0 wl(a7y) = 0
x
wy(z,0)=0 ¢

Fonte: compilacdo do autor (2025).

Consideremos as seguintes condigoes de fronteira para Aws,

Aw; =0 em (),
w1(07y) :wl(a7y> :Oa Yy e [Oab]y
wi(z,0) =0, wy(x,b) = hy(z), =z €][0,a], (3.20)

com hy(z) : [0,a] - R uma funcad dada.

Semelhante aos calculos no problema 3.2, consequentemente, encontraremos a se-

guinte solucao,
> km kmx
wi(z,y) = > Ay senh (y) sen () ,
= a a
com os coeficientes Aj determinados por

A
senh (@)

a

Ay =

onde

ap = z/oaf(x) sen (T)



CAPITULO 4. O PROBLEMA DE DIRICHLET EM UM RETANGULO o7

logo

w(z,y) =S aksenm sen (lm>

=1 senh (%) a

Figura 4.4: Problema em que ws(a,y) = wa(x,0) = wa(xz,b) = 0,w2(0,y) = ho(y) para R =

(0, a) x (0,b).
Yy
) wy(x,0) =0
w(0,y) = ha(y) Awy =0 wy(a,y) =
wy(z,0)=0 @ )

Fonte: Compilagdo do autor (2025).

Agora consideremos as seguintes condi¢oes de fronteira para Aws:

Aws =0 em (,

wQ(Ovy) = h2(y)? w2(a7y) = Oa Yy e [07b]7
wy(z,0) =0 = wy(x,b), z€]0,qa],

com hy(y) : [0,b] — R uma funcao dada.

Novamente, com calculos semelhantes aos problemas 3.2 e 3.20, obteremos a seguinte

solucao,
s k k
wy(z,y) = > Cy senh <M> sen <7Ty> :
= b b
com os coeficientes C), determinados por
Ck

senh (%)

Cr =

onde

cp = i/oaf(y) sen (lm;y)
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logo

0o h kn(x—a)
szZCksen ( b ) sen (lmy)

1 senh (%) b

Figura 4.5: Problema em que w3(0,y) = ws(a,y) = ws(z,b) = 0,w3(x,0) = hs(z) para R =

(0,a) x (0,b).
Yy
) ws(z,b) =0
w(0,9) =0 Awy =0 wo(a,y) =
ws(z,0) = ha(z) @

Fonte: Compilacéo do autor (2025).

Com as seguintes condi¢oes de fronteira:

Awsz =0 em (Q,
w3(07y):():w3(a>y)u S [070’]7
ws(x,0) = hg(z), ws(x,b) =0, =z€]0,a,

com hsz(x) : [0,a] — R uma fungao dada.
Da mesma forma, a solu¢ao do Problema de Dirichlet pode ser expressa como
> km(y —b k
wy(z,y) = >_ Dy, senh <7r(y)> sen (m) :
= a a
com os coeficientes Dy determinados por,

dp
senh <ﬂ)

a

Dy =

onde

dy = z/oa f(z) sen (Im;x) dx
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logo

o h kn(y—b)
ws(aﬁ,y):desen ( . ) sen (/mx)

Para os trés casos anteriores, a solucao para U é dada pela soma das solugoes
U(QZ', y) = w1($a y) + wg(ﬂf, y) + ws(% y)

Vale ressaltar, que nesses trés casos as solugoes sao conjunto de fungoes harmonicas.

Assim, o problema fica v = U + V, dado que a solugdo de V' equivala a u(z,y)

h kra . - , ~
> kW sen (kgy) ou seja, a solugao referente ao problema 3.2 ou 3.15 ¢é a funcao,

i—1 senh (k’rb> a b

Sy senh(’”gb’)s (k; > LS senh (1) Sen<;my>

1 senh (%) 1 senh (k’m) b

00 kmy 00 krx
1= St E) () z<( ,;3) n (150)

agora, consideremos by, = % fé’ f(y)sin ( ) dy com k € N, assim, podemos simplificar a soma
acima, logo

9 o0 k a L senh M senh
v="=->3 sen( 7rx> f(z) sen <M> d:c( ( ) +
0 a

senh (ﬂ) senh

(
(
+ ii sen <Ic7;y> /Oa f(y) sen <k7ry> dy (Senh (MITG)) + Senhg

senh (%) senh

¢ a solugdo para o Problema de Dirichlet para o retangulo ® = (a,0) x (0, b).

LA solugdo simplificada em (3.21) pode ser encontrada em (JUNIOR, 2021).



Consideracoes Finais

Durante o processo de discussao e resolu¢ao do problema em questao, destacamos
que a abordagem detalhada no presente Trabalho de Conclusao de Curso sobre o Problema
de Dirichlet em um Retangulo, revela a profundidade e a complexidade intrinseca dessa
problematica matematica. Ao seguir a demonstracao de Privalov, empregando técnicas como
a separacao de variaveis e as Séries de Fourier, pudemos estabelecer além da existéncia de

uma solucao para o problema, sua unicidade por meio do poderoso Principio do Maximo.

A jornada através da resolucao deste problema demonstrou a aplicacdo magistral
de métodos analiticos, a elegdncia e a robustez tedrica dessas ferramentas matematicas. O
desenvolvimento do raciocinio 16gico ao longo das etapas da demonstracao e a manipulacao
habilidosa das equagoes diferenciais e integrais enriquecem nossa compreensao do contetudo,

reforcando a importancia da analise matematica.

Ao estabelecer a unicidade da solugao, reconhecemos a singularidade desse Problema
de Dirichlet, que se destaca como uma contribuicao significativa para a teoria dos problemas
de contorno em matematica aplicada. A aplicagao do Principio do Maximo solidifica a solidez

da analise, e ressalta a relevancia dessas técnicas em diversos contextos matematicos.

Em ultima analise, este estudo oferece uma perspectiva aprofundada sobre a resolu-
¢ao do problema abordado, destacando as conclusoes obtidas, e a importancia de métodos
especificos, como os propostos por Privalov, na resolu¢ao de problemas matematicos desafi-
adores. Este trabalho contribui, assim, para o avango continuo do conhecimento em analise

matematica e fortalece a base tedrica para futuras investigagdes neste campo fascinante.
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