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RESUMO

Neste trabalho realizamos uma abordagem numérica para a energia do sistema de Bresse com
termo dissipativo na equagao que representa o angulo de rotagcdo. Abordamos a teoria de
semi-grupos, utilizando o Teorema de Hille-Yosida, através de uma consequéncia do Teorema
de Lummer Phillips, para mostrar a existéncia e unicidade de solugdo exata para o sistema.
Subsequentemente foi realizada a discretizacao do problema usando o método de diferencas
finitas, visando a obtengao da energia numérica do sistema discreto.

Palavras-Chaves: Sistema de Bresse. Diferengas Finitas. Energia Numérica.



ABSTRACT

In this work we perform a numerical approach to the energy of the Bresse system with a dis-
sipative term in the equation that represents the angle of rotation. We approach the theory of
semi-groups, using the Hille-Yosida Theorem, through a consequence of the Lummer Phillips
Theorem, to show the existence and unigueness of an exact solution for the system. Subse-
quently, the problem was discretized using the finite difference method, in order to obtain the

numerical energy of the discrete system.

Keywords: Bresse system. Finite Differences. Numerical Energy.
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1 INTRODUCAO

Vigas sao elementos presentes em diversos tipos de estruturas, tais como pontes, viadu-
tos, edificios, entre outras. Em matematica, especificamente na &rea de equagdes diferenciais
parciais, vem-se investigando ha algum tempo, o comportamento assintético das solugdes de
sistemas que regem o movimento desses elementos. O interesse é grande por este tipo de
estudo, visto que as vigas sdo estruturas elasticas que possuem dimensdes de comprimento,
profundidade e espessura, e estao sujeitas a certos tipos de vibrag¢des, que podem ser analisa-
das teoricamente e/ou experimentalmente.

Dentro desse contexto, para determinar o0 comportamento assintético da solugdo de um
sistema de vigas, tratando-se de uma abordagem continua, deve-se obter a energia associada
a ele, entretanto, para observar graficamente o comportamento das fungdes, torna-se neces-
sario resolvé-lo numericamente, possibilitando assim, a viabilizacdo da solugao em graficos
através de simulagdes feitas em programas computacionais. Ha a necessidade de realizar uma
abordagem numérica, de modo que se encontre métodos numéricos que sejam eficientes para
aplicacdo. O objeto de estudo deste trabalho sera o sistema de vigas curvas governadas pelas
hipéteses de Bresse.

O sistema de Bresse recebeu este nome em homenagem ao francés Jacques Antoine
Charles Bresse (1822-1833), engenheiro civil que fez grandes contribui¢cdes para a mecéanica
aplicada, por este fato € um dos 72 nomes gravados da torre Eiffel. Em 1854, Bresse publicou
sua primeira monografia sobre a teoria elastica dos arcos. Ao lado de Winkler, deu a mais
importante contribuicdo para o estabelecimento da teoria de arcos elasticos na andlise de arcos
de alvenaria na fase de estabelecimento da teoria estrutural. (KURRER, 2008)

O sistema obtido por Bresse foi publicado pela primeira vez em 1859, no livro Cours de
Mécanique appliquée (BRESSE, 1859) e posteriormente, em 1993, Lagnese et al. (LAGNESE;
LEUGERING; SCHMIDT, 1993) realizou a deducéo rigorosa do sistema, com a finalidade de

resolver o problema termoelastico para vigas finas de arco circular.

Com o avanco dos estudos, introduziu-se diferentes tipos de amortecimento ao sistema.
Em termos de dissipacao termoelastica, os autores Liu e Rao (LIU; RAO, 2009) consideraram
a presenca de duas dissipac¢des termoelasticas atuando no deslocamento vertical € no des-
locamento do angulo de rotagcao respectivamente, e duas equacoes do calor acopladas, cujo
resultado principal foi mostrar que o sistema fisico é exponencialmente estavel se, e somente
se, as propagagdes de ondas fossem as mesmas. Este resultado € interessante do ponto de
vista matematico, visto que na pratica as propagacoes de ondas nunca sao iguais.

Este mesmo resultado foi obtido no trabalho de Fatori e Rivera (FATORI; RIVERA, 2010),
desta vez, considerando o sistema com apenas uma dissipacao termoelastica e uma equacgao
do balanco da energia.
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1. INTRODUCAO

Relacionado a termos de dissipacao do tipo atrito, destacamos o trabalho de Boussouira
et al. (BOUSSOUIRA; RIVERA; JUNIOR, 2010), que estudou o sistema de Bresse com dissi-
pacao de atrito atuando apenas na equacao de deslocamento do angulo:

pl(Ptt_K<(px+w+lw)x_lK0(wx_l(P) = 07 em (07L)><(07T)7 (11)
P2Vi — DY + K (@ + Y+ 1)+, = 0, em (0,L)x (0,7), (1.2)
P10y — Ko (0 —19Q), +IK(Qr +Y+I0) = 0, em (0,L)x (0,T) (1.3)

cujo principal resultado do trabalho foi provar que o mecanismo dissipativo € suficiente para
estabilizar exponencialmente o sistema, sob condicdo de que as velocidades de propagacodes
de ondas fossem as mesmas. Realizou-se na abordagem numérica a discretizacao total em
diferencgas finitas, onde provou-se numericamente as questdes relativas a falta de estabilidade
exponencial.

Almeida Jr. (JUNIOR; SILVA, 2009), com o intuito de provar a estabilidade assintética e
numeérica, estudou o sistema de Bresse com trés amortecimentos de dissipacao friccional:

P19y — K(Qy + Y+ 1), — Ixo(@, —10) +7119;, = 0 em (0,L)x (0,T) (1.4)
PaVi — DYy +k(Qx + Y +I0)+7y; = 0 em (0,L)x(0,T) (1.5)
P10y — Ko(®y —19) +IK(Qx +Y+[0)+y30, = 0 em (0,L)x(0,T) (1.6)

Na abordagem numérica, utilizou-se o esquema semi-discreto em diferencas finitas para mos-
trar que as equagdes do sistema sao livres de termos espurios que caracteriza problemas de
sobre-estimagédo nos termos de rigidez, e assim, para comprovar numericamente as questoes
relacionadas ao decaimento exponencial, utilizou-se a versao totalmente discreta do sistema

para fins de calcular a energia E".

1.1 O sistema de Bresse

No sistema de Bresse s@o considerados trés tipos de movimentos sobre a viga, repre-
sentados por @ = ¢(x,#) que denota o deslocamento vertical, Yy = y(x,7) o angulo de rotagéo
e ® = o(x,?) o deslocamento horizontal, onde x e ¢ representam espago e tempo respecti-
vamente. Na figura a seguir temos a representagdo dos movimentos, onde observa-se que,
quando a viga sofre deformacéao, uma particula representada por P da linha de referéncia passa
a ocupar a posicéo P'.

14



1. INTRODUCAO

Figura 1.1 — Viga arqueada fina

Fonte: (LIMA, 2015)

A deducao das equagdes constitutivas do sistema de Bresse é proveniente do principio
de D’Alembert, que leva em consideracao o equilibrio de forcas atuantes no sistema.

PAQ; —N,—IH = F (1.7)
Pl —My+N = F (1.8)
pAwy, —Hy +IN = F (1.9)

Com pA =p; e pI = p2, onde p denota a densidade do material, e F; = F, = F3 = 0 sao forgas
externas atuantes.

Temos ainda as seguintes relagdes de tensédo-deformacéo:

H = xo(0,—10) (1.10)
N = x(@x+Vy+I0) (1.11)
M = by, (1.12)

onde H,N e M representam respectivamente a for¢a de cisalhamento, a forga axial e 0 momento
fletor, e k = ¥'GA,xg = EA,b = El e | = R, em que K é 0 modulo de elasticidade, G o médulo
de cisalhamento, E 0 médulo de elasticidade, A a area da se¢ao transversal, I 0 momento de

inércia (no que se refere ao eixo vertical) e R o raio da curvatura.

Substituindo as equagdes (1.10) — (1.12) em (1.7) — (1.9) obtém-se o seguinte sis-

tema:
P19y —K(Qx+Y+Im) —Ixg(0y—19) = 0 (1.13)
PaVi — bWy + k(@ + W +10) = 0 (1.14)
P10 — Ko (O —[0), +IK(Qx + Y +1m) = 0 (1.15)

15



1. INTRODUCAO

Ao tomar [ = 0, a equacao de deslocamento horizontal é desconsiderada, o sistema reduz-se
entdo ao sistema de Thimoshenko para vigas planas, obtido pelo engenheiro ucraniano Stephen
Prokofievich Thimoshenko (1878-1972), dado por:

P19y —K(Qx+ W)y = 0 (1.16)
PaVy — DY +x(Qr+y) = 0 (1.17)

As fungdes @ = @(x,1) e ¥ = y(x, 1) representam respectivamente, o deslocamento transversal
e 0 angulo de rotagao.

1.2 Diferencas Finitas

A abordagem numérica sera realizada com o objetivo de encontrar a energia numérica
do sistema de Bresse. Para isso, utilizaremos o método de diferencas finitas, que é uma técnica
usada para obter solugbes numéricas de um determinado problema. Para isso, o problema
continuo é transformado em um problema discreto, isto é, de dimensao finita.

A resolugéo de um problema atravéz do método de diferengas finitas consiste na cons-
trucdo da malha, construcdo do problema discreto, a resolucao do problema discreto e a visua-
lizacao e interpretacéo dos resultados obtidos.

1.3 Objetivos
1.3.1  Objetivo Geral

A partir da comprovagdo da existéncia e unicidade de solugéo para o problema de

Bresse, nosso objetivo consiste em apresentar a energia numérica.

1.3.2 Objetivos Especificos
* Apresentar a energia associada ao problema no aspecto continuo;

* Usar o método de diferengas finitas e realizar os calculos para obtencdo da energia nu-
mérica.

1.4 Organizacao do trabalho
No capitulo 2 apresentamos os principais resultados que utilizaremos durante o desen-
volvimento deste trabalho.

No capitulo 3 realizamos a abordagem continua para o sistema de Bresse, com dissi-
pacao na equacdo do angulo de rotacdo, para obtencao da energia associada ao problema.
Estudamos a existéncia e unicidade de solug@o do sistema por meio da teoria de semi-grupos.

No capitulo 4 iniciamos a abordagem numeérica para discretizagao do sistema, utilizando
o0 método de diferencas finitas.

Finalmente, no capitulo 5 realizamos os calculos para obtencao da energia numérica.

16



2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos os principais resultados que serdo importantes para o
desenvolvimento deste trabalho. Acerca das demonstragdes, indicamos apenas as referéncias.

Definicao 2.0.1 Seja E um espaco vetorial real. Uma norma em E é uma fungéo dada por

|-l :E—=R
x= -l

satisfazendo as seguintes propriedades:

produto interno é uma fungao

1. || x|l >0e||x||] =0, se, e somente se x =0;
2. | Axf| = [M- [« , YA € R, Vx € E;
8 lx+yll <l «ll +1 ¥l Yo,y € E.

Definicao 2.0.2 Um espaco vetorial E munido de uma norma é chamado de espago normado,
que sera denotado por (E, || .|| ).

Definicdo 2.0.3 Dizemos que uma sequéncia (x,), € N é de Cauchy, se dado € > 0 existe
ng € N tal que, para

m,n > ny =[x, —Xxp| <€

Definicao 2.0.4 Dizemos que um espaco vetorial normado E é completo se toda sequéncia de
Cauchy de E converge para um elemento em E. Um espaco vetorial normado e completo é
chamado de espaco de Banach.

Definicao 2.0.5 Seja E um espaco vetorial. Dizemos que um produto interno é uma fungdo

(w)y:EXE—R
{ (x,y) = (x,)
satisfazendo as seguintes propriedades:
1. {(x,x) >0, (x,y) =0 se, e somente sex =0
2 (x+yz)=(x2)+ 2, Vxyz € E
3. (ow,y) =aix,y), Vy € R, x,y € E
4. (x,y) = (y,x), Vx,y € R

Definicao 2.0.6 Seja E um espaco vetorial. Dizemos que E é um espaco de Hilbert, se E for
completo na norma induzida pelo produto interno.

17



2. RESULTADOS PRELIMINARES

Proposicao 2.0.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja E um espaco com produto in-
terno. Entao,

| e,y | < (,x) (0,)

paratodox,y € E.
Demonstracao: Ver (KREYSZIG, 1991).

Definicao 2.0.7 Seja Q C R,, um conjunto aberto limitado e 1 < p < c. Definimos o espago
LP(Q) como sendo o espaco de Banach das fungoes (classe de equivaléncia de funcdes) reais
p-integraveis no sentido de Lebesgue, isto é,

Lp(m):{f:Q%R;/Q]f\pdx<oo}.

munido da norma

111 @)= (), |f|f’dx)’]’

quando p =2 e Q = (0,L) o espago

L*(0,P) = {f £ (0,L) — R;/ 1f|2dx < oo}
Q
é um espaco de Hilbert munido do seguinte produto interno
(1.8)= [ Fedx, ¥ f.g € (@)

Definicdo 2.0.8 Diz-se que uma forma bilineara(.,.) : HxH — R é

1. continua se existe C > 0 tal que

()| <Clulll[v] VuveH,

2. coerciva se existe x > 0 tal que
a(uu) >x||u|> YucH.

Teorema 2.0.1 (Lax - Milgram) Seja a(-,-) uma forma bilinear, continua e coerciva. Entéo,
para toda aplicagéo linear @ : H — R, existe uma tnicau € H tal que

a(u,v) ={(o,v), YWweH.

Demonstracao: Ver (BREZIS; ESTEBAN, 1984).

18



2. RESULTADOS PRELIMINARES

Definicdo 2.0.9 Representa-se por W™P(Q), com m € N, o espaco vetorial de todas as fun-
gbes u € LP(Q) tal que, ¥ |a| < m, D*u € LP(Q), sendo D*u a derivada de u no sentido das
distribuicées.

WP (Q):={u € LP(Q); D*u € L(Q),

ol <m}.

Em particular, quandom = 1,2, p =2 e Q = (0,L) denotamos

H'(0,L) =W'2(0,L) = {u e L2(0,L);g—z e L2(0,L)},

H{(0,L) =W, ?(0,L) = {u € L*(0,L); g—z € L*(0,L),u(0) =0},

H?*(0,L) =W?2(0,L) = {uc H'(0,L); -

€ L*(0,L)}.

Proposicao 2.0.2 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q C R limitado. Se u € H&(Q), entao
existe uma constante C > 0, tal que,

[ llzr@)< Cll Vi l[r(q) -

Demonstracao: Ver (BREZIS; ESTEBAN, 1984)

Proposicao 2.0.3 Duas normas séo equivalentes se existem constantes Cy e C; tais que
Cil xlly <l xll2 <Gl x]2

Demonstracao: Ver (BREZIS; ESTEBAN, 1984).
Proposicdo 2.0.4 Sel < p < ea,b> 0 entdoa’ +b" < (a+b)’ <2771 (a’ +bP).
Demonstracao: Ver (ADAMS; FOURNIER, 2003).

Teorema 2.0.2 (Hille - Yosida) Um operador A linear, ndo-limitado é um gerador infinitesimal
de um semigrupo Cy de contragdes se, e somente se,

* AéfechadoeD(A)=X;

* O conjunto resolvente p (A) de A contém R e para todo A > 0, é vélido || (M —A) ™' || <
1

5
Demonstracao: Ver (RIVERA, 2008). [ ]

Teorema 2.0.3 . Seja A um gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragées. Entao,
dado qualquer uy € D(A) existe uma unica fungdo u € C' ([0,+0);H) N C(]0,+o0);D(A))

19



2. RESULTADOS PRELIMINARES

satisfazendo
%u +Au=0, em [0,+o0),
u(0) = up.
Além disso,
|u(t)] < Juol,
d
d—?(l) = |Au(r)] < |Auo|, ¥t > 0.
Demonstracao: Ver (BREZIS; ESTEBAN, 1984). [

Teorema 2.0.4 (Lummer - Phillips) Seja A um operador linear, dissipativo e com dominio denso
emX.

» Se A é dissipativo e existe Ay > 0 tal que Im (Aol —A) = X, entdo A é o gerador infinite-
simal de um semigrupo Cy de contragdes.

* SeA € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragées sobre X, entdoIm (M —A) =
X paratodo A > 0 e A é dissipativo.

Demonstracao: Ver (RIVERA, 2008). [

Corolario 2.0.1 Seja A um operador linear, dissipativo e com dominio denso. Se 0 € p(A),
entdo A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragdes.

Demonstracao: Ver (RIVERA, 2008). [ ]
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3 O PROBLEMA

Neste capitulo, apresentamos o problema objeto de estudo deste trabalho, com a pre-
senca de um termo de dissipacao atuando em apenas uma equacgao do sistema.

Consideremos o seguinte sistema (3.1) — (3.3):

P19 — K (Qx + Y +1w), — Ko (0x—19) = 0, V(x,2) € (0,L) x (0,T), (3.1)
p2\|fll _bWXX+K((Px+W+l(D> +Wl - 07 V(x,t) € (O7L) X <O>T>7 (32)
P10y — Ko (@x — Q) + k(@ +Y+Iw) = 0, V(x,2) € (0,L) x(0,T), (3.3)

com as seguintes condi¢des iniciais

(PO(')? W(-,O) = WO(')v 0)(’7()) = o
(pl(')v Wt(uo) :Wl(')7 (1);(',0) - (D]('), Vx e (OvL)7 (3-4)

(p(-,())
(Pt<‘,0>

e condicbes de contorno:
©(0,) = o(L,1) = y(0,1) = y(L,1) = 0(0,1) = o(L,r) = 0,Vt>0. (3.5)

onde p1,p2,b,k,y sdo constantes positivas.

3.1 Energia de Solucao

Nesta secao, definimos o funcional energia, necessario para a obtencao do espacgo de
fase do semigrupo associado ao problema (3.1) — (3.5). Para isso, consideremos a seguinte
proposicao:

Proposicao 3.1.1 A energia total de solugdo associada ao problema (3.1) —(3.5) é dada por

1 L
E(t) = 5/0(m!(pr\z+pz!wz+m!wt!2+b!wx!2
+ k|@x + Y+ 0] + Ko |0 —19|?) dx. (3.6)

e satisfaz a lei de dissipacdo

e = —/L 20
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3. O PROBLEMA

Demonstracdo: Multiplicando as equagdes (3.1), (3.2) e (3.3) por ¢;, ¥, e @y, respectiva-
mente, integrando-se de 0 a L, e somando-se os termos temos:

L L L
/Opl(pﬂ(ptdx—/o K((px—|-\|l—|—l(0)x(ptdx—/0 Ixo(@y —19)@; dx

-~ -~ -~

=11 =N =I3
+ / P2y Wt dx — / bW dx+ / Ox +V+Ilw)y, dx
—14 75 —16
L L L
+ /0 A dx‘f'/o P10y 0 dx_/o Ko(0x — )0 dx
—17 -8 —719
L
+ /o lk(ox+y+I1m)o, dx =0. (3.7)
—110

Consideremos as seguintes identidades:

2dt|(pt‘2:(Ptt(Pta Edt|(Px|2:(Px(th (3.8)

5 dtrwz ViV, 5 !wxlzz\ux\vxt (3.9)
1d|w|2_mm lez—coco (3.10)
2dl t - 1Yt 2d X x Wxt .

definindo as integrais I} — I}, usando as identidades (3.8) — (3.10) e as condigdes de

contorno temos:

L
TARNES /pl(Ptt(Ptdx

1d
= 2dt/ p1]@:|* dx;

L
2 = —/0 K(QPx + Y+ L0) @y dx;
L
3 = /lKo(wx—l(p)(ptdx;
0

L
14 = / P2V Y dx

1d
- 2dt/ palwil* dx:
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3. O PROBLEMA

L
I5 = —/ b ; dx
0

1d (L
= 5o bl ax

2 dt
L

16 = /OK(cpx+w+lw)%dx;
L

Il = /Wt\lfzdx
0

L
= / W} dx;
0

L
18 = /p](ﬂttﬁ)tdx
0
1d (L
= EE/(; p1|(,0[| dx,
L
9 = —/ Ko (@ — [Q) Wy dx;
0

L
110 = /lk((px+\|!+l(o)(o,dx.
0

Assim reescrevemos a equagéo (3.7) como:

2
M/ P1ley| dx+/ (Qx+ VY +10)Qy dx
/lKo e — 1) (ptdx+—d—/ pa |y 2 dit 1 5 / by, |* dx
+/ K(Px‘f'\V‘l‘lc‘)‘l’tdx‘i'/ W; dx+_d_/ pl|(’)t|2dx
+/ o, — 1) (ox,dx+/ Ix(ox+ Y+ Ilo)w, =0, (3.11)

notando que,

L L
/()K((px+\|f+l(0)(f)xz dx+/() K(@x"’\lf“‘l(l))wt d.x
L
+/0 Ix(Qy+ v+ Ilo)o, dx
L
= /()K((Px+\|f+lﬁ)>((Px+\lf—|-l(l)), dx

Ld /LK] +vy+lw?d
= —— X
24t Jo OtV

L L
/ZK() ©y — 1)y dx-l—/o Ko (@, — @)Wy, dx

= /Ko ox —1¢)(0y —[9), d

1d

— 5E/O 0|0, — [¢|? dx
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3. O PROBLEMA

reescrevemos a equagao (3.11) como:

1d ) ) )
EE/ pile: | 2dt/Pz|\lf¢| dx +2dt/p1|wt| dx+ /b|%| dx

1d (L
+ ——/ 1<|(px+1|f+l(o\2dx+——/ Ko|oox — [9)? dx+/ TW? dx =0
2dt Jo 2d

ou seja,

1d
s Lol +patwi -+prlon w2

+x|@x + W+ 10|*+ o | @, — 19 dx
L
= —/ T2 dx. (3.12)
0
de onde definimos a energia E(t), por:

1 rL
E0) = 5 [ (puler+palvil*+pilen > +bjvs
+K|Qx + Y+ 10> + ko |0, —19) dx. (3.13)

Logo, temos de (3.12) e (3.13), que:

L
— / Tdx. (3.14)
0

Este fato nos permite afirmar que a energia E(t) € decrescente €, integrandode O at a

t rL
- / / ywldxdi + E(0).
0 J0

E(r) <E(0), Vr>0.

equagao (3.14), obtemos:

ou seja,

Em particular, se y= 0, o sistema é conservativo, logo temos que:

E(t)=E(0), Vt>0.
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3. O PROBLEMA

3.2 O Cenario de Semigrupos

Nesta secao, iremos utilizar a teoria de semi-grupos para provar a existéncia e unicidade
de solucdo do problema. Primeiramente, escrevemos o problema na forma de Cauchy, que
consiste em escrever o problema (1.1) — (6.6) como um sistema de EDO’s de primeira ordem.

Para essa finalidade, considera-se U = (@, ¢;, ¥, ¥y, O, (ot)’, em que ' denota o vetor
transposto. Assim, U satisfaz:

U, =A4U, U (0)=Uy; (3.15)

em que Uy := (9o, P1, Yo, V1,00,01) e A: D(A) C H — H (H seré definido abaixo) é o
operador derivada' dado por:

0 1 0 0 0 0

x32 _ I’x x (k+%o)
Plax Plol 0 Plax 0 ! P1 db 0
0 0 0 1 0 0

4= (3.16)
X _bxy2_ x5 =X Ik
X 0 P2 ax PzI PzI le 0
0 0 0 0 0 1
—(1+%o) _Ix K32 _ Pk

P1 d 0 Pll 0 p:ax P1 o

em que 9,(-),d2(+) indicam os operadores derivadas de primeira e segunda ordens, respectiva-
mente, na variavel x, e I o operador identidade.

3.3 Espaco de Fase
A energia E(t) descrita em (3.13) sugere o seguinte espago de Hilbert # abaixo:

H :=H; (0,L) x L*> (0,L) x H} (0,L) x L* (0,L) x H} (0,L) x L*(0,L).

Definimos o seguinte produto interno:

L
(U,V) 4 r=/0{p1¢¢+pzw+plwﬁ+wa%+K(<px+w+lw) (0, +V+Io)
+  Ko(ox—19) (0 —19)} dx, (3.17)

"Também chamado Operador Eliptico.
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3. O PROBLEMA

Quando U =V = (9,9, V¥, J,®,0)’, com ¢ = ¢;, ¥ = ;, ® = @, temos a norma:

U5, = pill@ll7 +p2ll W7 +pill ©f72 +2]w:l7
+ Kl|lox+y+HIo)Z + Kol 0 — 197, . (3.18)

Assim, o operador 4 tem dominio D (A) = {U € #H | AU € ¥} definido por:
D () = ((He (0,L) NH2(0,L)) x H (0,L))°, (3.19)

: a
gera um semigrupo e, ¢ > 0.

3.3.1 As Condicdes do Teorema de Lummer - Phillips
Vamos mostrar que o operador eliptico 4 é dissipativo, isto é, Re (AU, U ) ;; < 0. Usando
a definicao (3.17), temos:

¢
2
Qe+ Y +10),+ 59 (0, ~19)
v
<ﬂUaU> = < b Y )
py Vo — p_i((Px‘tW‘i‘lw) s
w

% (0, 19— (g +y+10))

e € .16
~—

e

L K Ix ~
= / pl{_((Px+Wx+lﬂ))x+_O(0)x_l(p)}(pdx
0 P1 P1

L b K _
+ /p2{_\|lxx__((Px+1|f+l(1))—ll|f}\|1dx

0 P2 P2 P2

L ! _
+ /Pl{@(wx—l(l))x——K((Px-l-llf-l-lw)}(odx

0 P1 P1

L L
_ K/O (<px+wx+lm)x$dx+h<0/o (@ — 1) dx

L L L
b waldr—x [ (@ v lo)ar—y [ s
L L
+ Ko/ (cox—l(p)x(T)dx—lK/ (Ox+ Y+ [m) 0 dx
0 0
L
= —y/ V2dx, = Re (AU,U) < 0.
0

Portanto, concluimos que o operador 4 ¢ dissipativo.

Agora, vamos mostrar que 0 esta no conjunto resolvente p (4).
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3. O PROBLEMA

Seja F = (f1, /2, 3, fa, f5, fs) . Na equagdo resolvente (M — 4) = F, tomando A = 0,

temos:
—A4U = F
¢ f
l I P
p%tpxx+p—‘ij+(p—‘j+p—f)wx—p—f b
v B 3
| e gy gVt || A
py T pp T P P2 P2
® /s
l l l 2
Sy — (%04 15) g - Ky - L¥o o
De onde tiramos que,
6 = _fla \Tf = _f37 0 = _f5 em H(} (O7L)
K K lk h<0> I’k 5
— Ot U+ [ —+— Jor——0 = —fHremL*(0,L
P1(p le (Pl P1 P1 ® Sz .1)
b K K Y~ I 2
—VYy—— O — —VY——VY+—0 = —fremL(0,L
o,V T o, e T W SV Ja (0,L)
Ko I lK) Ik [P« )
2o — [ — 4+ — | or——y——o = —fgemL?(0,L
pi (91 VAT Is 0.L)
Ou, equivalentemente,
K(Qe+Y+10), +1k (0. —19) = —pifremL*(0,L)
DY — K (@s+W+I®) = —pafs—7fs em L?(0,L)
o (; —10), +IK(x+y+I1w) = —pifsemL*(0,L).

Agora, considere o seguinte espaco de Hilbert H= H{} (0,L) x H} (0,L) x H} (0,L).

Tomando o vetor (@, ¥, ®) em H, fazendo as multiplicagdes (3.25)@, (3.26)y e (3.27)®

e depois, somando os produtos, obtemos:

L
| U@ W +10) (47 1) 40 (0= 19) (@ — 19) +b YT
L
= /o P1/20+ (P2fa — VW) W+ p1 f60 dx.
De onde definimos o seguinte produto interno
L
&mn):= /O K (@x + Y +10) (@, + Y +10) + Ko (0 — [9) (O — [9) + b WY, dx
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3. O PROBLEMA

onde & = (@,y,0) e N = (¢, V,0).
Se £ =1, obtemos:

1N = /| @x + W+ o] % + Ko|| 0x — 19]|% + bW % (3.30)

Devemos mostrar que o sistema (3.25) — (3.27) admite uma Unica solugéo (@, y,®), para isso,
utilizaremos a norma usual de H.

Lema 3.3.1 A norma ||§||3; é equivalente & norma usual de H definida por:

Elf = lolz + vz +lolz +ledi + vz + ol

Demonstracdo: Mostraremos que existe uma constante C > 0 tal que ||&||% < CIE |3
Usando a desigualdade triangular e a proposicdo 2.0.4 temos:

IN

K([lox 4+ +10]|2)?

k(| e+ Wl +1l| ol )?

2 (Il ox + w72 +12]oll7 )

2k (]| @ellz + [ Wliz2 ) + 262 0]| 72

axcll x> +4xl| w72 +2x|| o7, (3.31)

K[| 0y + W+ 107

INIA A

IN

De forma anéaloga temos

A

2
Kolloy —19[I7> < ko(oellz +1]o2)
2K0]|0x]|Z, +20%%0]|9||2, (3.32)

IN

Somando (3.31) e (3.32) e aplicando a desigualdade de Poincaré temos:

2 2 2 2 2 2
Il < 217%0cp (1@l +4xep, Wil +2Ki%cpy]|of 7
+ Al oulze + bl +2xollo72

Tomando C = max {21%koc), ,4Kcp,, 2kl*cp,, 4%, b,2Ko | obtemos:
&l < C (lell> + w7 + ol )
Portanto, concluimos que:

€117 < ClEl

Como existe uma constante C > 0 que majora uma das normas, a proposi¢ao 2.0.2 nos garante
que as normas sdo equivalentes.
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3. O PROBLEMA

Na préxima segao, abordaremos o teorema de Lax-Milgram, que consiste em transfor-
mar o problema de evolugdo em um problema eliptico.

3.3.2 As Condigbes do Teorema de Lax - Milgran
Definimos as aplicagbes:

a:H(0,L)> — R
L

&m) — a(€n):= A K(or+ Y +I0) (9, +V+®)
+ Ko (0x —[9) (Ox —[9) + D Y\, dx, (3.33)
L:H(0L — R
L
€ — L(§) :=/O P1AQ+ (P2fs — VW) W+ p1few dx, (3.34)

onde & = (¢, y,®) e n = (9, V¥,®) sdo quaisquer vetores de H.
Vamos mostrar que a (&,m) é:
* bilinear

A bilinearidade provém da linearidade da integral

e coerciva:
a§,8) = a((o,v,0),(0,v,0))
L
= /0K((px+w+lw)2+1co(mx—lq>)2+b\|f§dx
= Kkl|lQc+y+I0]2 +Ko|| 0 —19]7: +b|Wy 7
> (ot y+Io)5+] oc—19]2: +|wl7)
= J§|&|lf, Ve(0,1).
e continua:
’a(§7n)| = |a<((‘P7\|l70‘))7(¢7\|_I76>)|

L
K/O (Ox+ Y+ 10) (G, + T + [@) dx

L L
+ %0 | (@-1g) @ - @) dx+b [y
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3. O PROBLEMA

_|_

L
K/o [(px + Y +1w) (¢, + Y +I0)|dx

L L
Ko [ (0. =19) @~ @) dx+b | [y dx

K @x + W + 10| 2], + ¥ + @] 2
Kol @x = 19llp2 | @ = 10l 2 + bl Wl 21 W,ll 22

L 5 12 /L )

K(/O o+ Y+ 10| dx) (/O 0, +V+I0| dx)
L 12 , L 1/2

Ko(/ |(ox—l(p]2dx> (/ |@—l¢ydx)

0 0

L 12 /oL 1/2
b(/ |wx|2dx) (/ |\fo|2dx)

0 0
i L L 1/2
K (/ \<px+w+1coyzdx> (/ y¢x+w+la\2dx)]
L 0 0
r L 1/2
K2 <|u)x—l(p]2dx> (/ |E)x—l¢|2dx)]
L 0
i L L 1/2
o ([ wax) ([ wPas)]
L \Jo 0

L 2 L 2
\/§[K (/0 |ox + Y+ (] dx)l((/o 9, +V+0| dx)
L
Ko (ymx—l<p|2dx> Ko (/ @, — l¢|2dx)
0

L L 1/2
([ wPax)o ([ wax)]

0 0

1/2
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IN

L L
\/5{1((/ |(px—|-\|l—|—l(J)|2dx)K</ y¢x+1|7+l@|2dx>
0 0
L 2 L 2
K(/ |0y + Y+ 0| dx)Ko(/ |, — O dx)
0 0
L 2 L 2
K(/ [x+ Y+ 0] dx)b(/ y,|*dx
0 0
L 2 L 2
K0</ |0y — 1| dx) Ko (/ |oy — (9] dx)
0 0
L 2 L 2
ol [ o168 ) ([ v )
L L
(10 toPax)o ([ wax)
0 0
L L
[ oPas) o ([ ax)
0 0
/

L L
il ar) ([ o, w+ oPax)

1/2

L
\/5{(1(/ \(px+\|!+l(o]2dx>
0
L 2 L 2 Lo
K/O |0, +V+ [0 dx+K0/0 |@, — 9| dx—i—b/() v, | dx}

L
(Ko/ oy — l(p\zdx)
0

L L L
[K /0 B+ + [0 dx+ %o /O @, — 1§ dx+ b /0 \\fofdx}

(0 iar)

L ) L 5 L 1/2
[K/O |0, + Y+ [0 dx+1<0/0 |0 + (9| dx+b/0 W, | dX]}

L 2 L 2 Lo
ﬁ{[x/ et v+iofdrxo [ o tofd+b [l dx]
0 0 0

L 2 L 2 L » 12
{K/O 0, +V+0l dx—l—Ko/O @, — [ dxH?/O .| dX}}

L 1/2
V3{ (Ko v 1ol [ @0 tolP dv+ ol ) |

_ _ _ _ _ _ 1/2
(Kl @, + 9 + 102, + %ol @ — 10]2 +b] W,[%) }
V3l alml.
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3. O PROBLEMA

Agora, vamos mostrar que L (§) é

* linear.
A linearidade do operador provém da linearidade da integral.

* continuo:
Para provar a continuidade do operador, iremos utilizar a norma usual do espaco H.

ILE) = [L(9,y,0)
= ‘/ Plfz(P+<sz4— >W+Plf603dx

< /‘Plfz(P+<sz4— >W+Plf60)‘dx

< /()L\plﬁcp\der/oL](pzﬁ—v\Tf)\ledx+/OL|p1f6mldx

usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré temos:

IN

201|201z 19112 + P2l fall 2 Wil 2 + VW 2l Wll 22 + 201 | fellp2 || @]
< pull Lalllloll +picp, | Sallll@xll +p2ll fall 1 Wil +vep, | Wi vl
Pull foll |l ol +prcpsl foll [} e

+

Tomando C =max {2p1]| fall ,p1cp || £l -2l fall \Yep, | Wl o1l foll spicps | foll } . te-
mos:

L@ < C{lloll +] il + 1 ol + 1] @xll + 1 well +1] ol }

- c{(/OL|<p\2)]/2+(/OLW\Z)]/2+(/OL\@\2)”2
([ e )]/2 #(f )]/2+(/0L\mx|2)'/2}

< VOC{Ilol* + 11 wlI* + 1l ol + 1 @ull* + 1 wal® + 1] ool
< Clél

1/2
}

Logo, o operador linear L (&) é continuo na norma usual de H.

Assim, pelo corolario 2.0.1, mostramos que A4 é um gerador infinitesimal de um semi-grupo
Cp de contragdes, pelas condicdes do teorema de Lax-Milgram e pelo teorema de Hille-Yosida,
provamos que o problema (3.25) — (3.27) possui solugao e ela é Unica.
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4 ABORDAGEM NUMERICA

Neste capitulo realizamos a abordagem numérica. Inicialmente, apresentamos 0 mé-
todo de diferencas finitas para a discretizacao do problema continuo, em seguida definimos a
malha numérica.

4.1 Discretizacao em Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas consiste em tornar o problema continuo em um problema
finito, onde as derivadas presentes na equagao sao substituidas por aproximagdes que abran-
gem valores numéricos da fungéao.

Consideremos os seguintes operadores de diferencgas finitas, construidos com base na
série de Taylor:

» Esqguema diferenga Progressivo (12 ordem)

n o _ .n n+l __ n
PO e B P Dy R
X%y AX ) t j L At
» Esquema diferenca Regressivo (12 ordem)
n n n n—1
FIT D e i N W L Ry
X% AX ) t j At
» Esquema diferenca centrada (12 ordem)
= = 1 -1
0t0s , Wi —Wia 940, U 4
2 . 2Ax 2 2At
» Esquema diferenga centrada (22 ordem)
n n n+1 n n—1
Sogn. U TG s G
xXYxH g sz ) tYt J At2

onde u} representa a solugdo nos pontos (x;, ).
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4. ABORDAGEM NUMERICA

4.2 Definindo a malha numérica

A malha numérica é constituida por linhas que se interceptam e formam pontos. Ela se

faz necessaria quando ha a intencdo de implementar no computador, dados provenientes de

resultados obtidos do aspecto continuo.

Figura 4.1 — Malha numérica

tN+1

("‘/* ty)

Fonte: O autor

L
Para os nossos propdsitos, definimos o tamanho da malha Ax = T At = Nl para
J,N € N e considere as seguintes subdivisdes uniformes dos intervalos [0,L] e [0, T], respecti-
vamente
X0=0<x1=Ax< - <xy=JAx<xj41 =L, (4.1)
h=0<t1 =At<---<ty=NAt <tyy1=T, (4.2)

ondex; = jAxet,=nArpara j=12,....J+1len=12,... N+ 1.
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4. ABORDAGEM NUMERICA

4.3 O problema discreto

Agora, consideremos uma discretizagdo do problema continuo (1.1 —6.5) em diferencas

finitas nas variaveis tempo e espaco:

Ot =200+ 90 @1 20049,

n n
B K‘I’j+1 —Vj

P1 —K

At? Ax? 2Ax
o, -0 o, -0t o 20"+ 0"
—ZK%—ZKO%JMZKO Jtl — L' — 0, (43
1 n -1
pz‘l’?+ 2V ) _bllf?+1—2\l!’}+\lf771+K<P?+1—<P771
Ar? Ax? 2Ax
Wn' _'_2\"4_1_\',1;7 _|_2(Dn+0) \Vn+1 n 1
L — Ly e i1y o = 0 (49
1 1
plco7+ 2oyz+(,)"+ - 0} — 207+ 0 Koq)’}H—(p?_l
At2 Ax? 2Ax
n n n n n
L =0 Y A2y + 20} + o}
+l1<(pf“2Axf Ly ettt — L2k i , =L~ 0. (45
Sujeito as condigdes de contorno aproximadas por:
00 =111 = Vo=V =05 =7, =0, (4.6)
paratodon=0,1,2,...,N+ 1. E as condigbes iniciais dadas por:
¢) = 9(x;,0),9; = ) + A1y (x;,0), Vj=1,2,....J (4.7)
W) =y(x;,0), v =) + Ary (x;,0), Vj=12,....J (4.8)
o} = 0(x;,0),0; = 0) + Aray(x;,0), Vj=1,2,....J. (4.9)
V), 0 j J
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5 ENERGIA NUMERICA

Neste capitulo, definimos a energia numeérica associada ao problema discreto, que é o

resultado principal deste trabalho. Para isso, consideremos a seguinte proposigao:

Proposicao 5.0.1 Para todo At € (0,T), Ax € (0,L), a energia E" do sistema discreto (4.3)-

(4.6) é dada por

E" =
j=0

7 ' 2
A_x] (p—i—l (Pj
I N Gy vann

2
Vit -
P2 A7

71 71 2 n n
b (YL (YR (Wi Y
‘ At Ax Ax

Vi ¥ 4

@i — 9
K
+( A 2

0)7+1+w7
2

1 1
y Ol — )"
Ax

\Vn +\|ln+] N 7I}+0)n+]>

2

Q) Jm—— (3
Jtl i
o (25

e satisfaz E" <E°, Vvn=1,2,...,N.

Demonstracao: ConS|deremos agora, as seguintes multiplicagoes (4.3) x
\lfn+l — wn+l mn 1
it (4.5) X

(4.4) x

n I 1 1 1
Pt O\ (o) — o) ‘P;’il +¢7"
Ax 2

, € depois, somando de 1 até J, temos:

=

At 2At
1

Ax o B W 200 Vi~V
2 & AL Ax2 2Ax

S e O A e/ e I 22 +2(P?+‘P71>

2Ax 2Ax 4
((P?“ —<P§f‘1> =0, (5.1)
1 —1 n n

Ax Y (p W?Jr —2¥i _b“’?ﬂ =2y 4V +K(Pj+1 -9,
2 ArZ Ax2 2Ax

oyt
A R IIIlerlK

4
% <w;;+1 —\P;H> —0,

1y
20 el YW+ —
4 2At
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5. ENERGIA NUMERICA

J n+1 n+1 no_ n 7 no__ ol
Ax <p10)1 i e N 8 Sy Bk S 4 B
2 A2 AxZ 2Ax
j=1
N lK(pgf+1 -0, HK\VSFH +2y + Hsz’}H +20] + 0],
2Ax 4 4
x (co;f“ —co;?_1> —0. (5.3)

Ajuste do termo em p; na equagao (5.1):

O 20
(pl] )<

AXJ
2 4

j=1

Ar?
((@7‘1)2 — 20" + @7‘%’}“)

n+1\2 nnlt+1 n—1_.n+1
p1<((Pj )_Z(Pj(pj +0; ¢ )

Ar?

(p;H—l )2 _ 2@?([);&1 )

Ax (
- 72p1< Af2

j=1
n—1\2 n,an—1
2 & Ar?
n+1\2 n,.n+1 n 2
Ax & (@77 —2¢%¢] +<<p,)
- Tj_zlp] Ar2
Al (@)= 20090 7+ (07)
2 .lel Ar2
J:
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5. ENERGIA NUMERICA

Os ajustes dos termos em p, na equagéo (5.2) e em p; na equagao (5.3) sdo andlogos
ao obtido no resultado (5.4), assim temos:

v (Wi 2wy |yl
2 <p2 AP (v -v)
J:

n+1 2\ 2 n n—1\ 2
_ oAy (Y V) Avy (VYT
2j:0 At 2 = At

=1
S AN S LY
-2 e T 2 &P TN

(5.5)

Agrupando os termos em k na equagéo (5.1) e multiplicando pelo equivalente numérico
a primeira derivada para a fungao ¢ temos:

Ax i i 20 T Wi VG
2 & A2 2Ax

o, — "
+1 —1 1 —1
BT ) < (ot —or) (5:6)
Exibiremos os célculos, apenas para a multiplicagdo do primeiro fator em (5.6), pelo se-
gundo fator no passo n+ 1, pois para a multiplicagao pelo fator no tempo n — 1 o0 processo
€ analogo. Assim,

Ax (P;!+1 —2(P7+(P’},1 n+1 W?‘Fl _W;Ll
52 ) <o (e

Ax & (pn'+1_(p7 n+1 (p”;l—(p’} n+1
- SR e (T e
W?Jrl + W;l n+1 _WI} B W;LI n+1
( e )% T\ A )W

Tt OGN G (T D) e
+ e )% T wae )%

38
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Ax / (pn“rl_(p;! n+1 (pf!_(P’1_+1 n+1
S L{|( ) (P ) o

\II?JFl—'_W;% n+1 W?Jrl—'_\v;! n+1
+K ST A ey v LUt

+1 M n+l M n+1
IEAL A ) P

AL [ (O =N
—Kjg{( s ’)((Pj“ 9l
VitV /o, n
+( e J)(“’JH_(PJID

o+ o
Jt1 J +1 +1
H( 2Ax ) (‘p’; ‘p7+1>}

Ay { ((P?H—cp?) ((P?“ w?i%)
2 &= Ax Ax
j_
(Vi t VR (O el
2 Ax
YR AV /At
2 Ax

gi <P,+1 LAY A R
2 & Ax
AR AV LA

2 Ax

' AN
2 Ax

_Z (p]+1 (‘Pj n W?H‘i‘\lf;!
2
1 +O)- (Pn+1 (Pn+1
j+1 J Jj+1 j
+ l( 5 )}( e (5.7)
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5. ENERGIA NUMERICA

Analogamente, para a multiplicagéo do primeiro fator em (5.6) pelo fator no tempo n — 1,
temos:

Agrupando os termos em k na equagao (5.2) temos:

_Z< (P]+1 ‘PJ 1+KW’}+1+2;V?+‘|’?1+ZK ]+1+22’ o) 1)

x (vt =y 1) (5.9)

Como foi feito em (5.6), assim agiremos em (5.9):

_Z{((PJH P 1) W;H—l (W?+1+2;V?+W?—1)Xw+l

' 200"+ o
J+1 J j—1 +1
+l( 1 ) xw;f }

A 4 i1 — @ n+1 @7—(P}},1 n+1
= ST ()]
vy Y4yt ;

( J+14 J)W;(—H_i_( J ; J 1)%“}

() (5w}

Ax J (p’?+1—(p” n+1 (p’?Jrl—(p”. n+1
- R () v
j
Vi H¥) Vi TV,
(%)"’;&14—(% ‘l’jﬂ

(e (Bl
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_ A_x (P?+1—(P’J1- n+1 n+1
- 2,20{< 2Ax )(\If, “’JH)
R A
() (o)

o+ o
Jj+1 J n+1
+l<—4 ) ( +w” )}
J (p]+1 (P] \Ijn+l +W71%
= Ax 2

>

J

<W’}+1 +w7)(w3‘“ +w§¢%)
t 2 2

+1 n+1
+1<°’7’+1+‘”7‘> <‘|’7 +‘I’Jil>}
2 2

_ _Z (pj+1 i + ViV
2
A

Analogamente, para a multiplicagéo do primeiro fator em (5.9) pelo fator no tempo n — 1,

Ax
2

temos:

O L/ AW AR A R ANV A/ BRI
—K7;{< ~ )+< 5 )+l( 5 )} 5 (5.11)

Agrupando os termos em k na equagao (5.3) temos:

A (B Wi 2V
2 = 2Ax 4

W + 2005 + 0 1) ((onﬂ

2 -1
12k ; ) (5.12)

Novamente, como foi feito em (5.6), assim o faremos em (5.12):

plr § { ((p’}+1 —@?-1) o (W’}H +2‘I’§+‘I’?—1) o
2 2Ax J 4 !
j=1

o, +20" + 0"
Jjt+1 J Jj—1 n+1
+1 ( 1 > of }
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Ax { (p7+1_(pl} n+1 (p’}_(P;LI n+1

sy B () e+ (P |
\II?JFl—'_W;% n+1 W;%—i—w?*l n+1
() g (A

iy [(wﬁ‘l —l—(l)?) i + (OJ”—{—COJ 1> mrﬁ-l} }
4 J 4 j

Ax ¢ it =5\ e (P O
o) o+ (M) il
n KWJ 1:“’1) mz}+1 n (W?H:—W;!) wﬁd

o 4o o o
J+1 J +1 J+1 J +1
(o (B o]}

Ax ¢ @1 — 9 +1 +1
1K7;{< AT )(w;l +m’}.+1)

W7+1+W? n+1 n+1
+(T (‘”.f +"’j+1>

o+ o
j+1 J n+1 n+1
’( 4 )(“’f +w,-+1)}

1
. sz Ol =) (@ el
2 Ax 2
WJ+1+WJ o+ ol
2
n-+1 n+1
+1(°’j+1+‘”7) ("’j+ +°°Jil)}
2 2

L) (5

L ot o' @]
+l( 1+12 1>}< L j+1 (5.13)
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5. ENERGIA NUMERICA

Também, de modo analogo, para a multiplicagdo do primeiro fator em (5.12) pelo fator no
tempo n — 1, temos:

n—1 n—1 n—1 n—1
_lKﬁi P =% Vi1 TV
2 & Ax 2

n—1 n—1 n n
o'+ " " + "
+l< ’“2 ] )}( ] 2’“) (5.14)

Agora, agrupando os termos em (5.7),(5.10),(5.13), temos

Kﬂi <(P7+1—(P?+\lf;*+1+\|!7+l(07+1+0);?)
2
j=0

Ax 2 2
n+1 n+1 n+1 +1 n+1 n+1
X(<P,-+1—<P,- +‘l’j+1+‘V§! L OO ) (5.15)
Ax 2 2 '
Analogamente, agrupando os termos em (5.8),(5.11),(5.14), temos

S U B R G R/

2 & Ax 2 2

Tk AT A S i o+ "
x((PJ“Ax L f) (5.16)

Ajuste dos termos em kg na equagéo (5.1):

2

n+1 n—1
Ax ) ¢, — 0 )(5.17)

=1
Fazendo para (5.17), de modo analogo como em (5.6), temos:

Ax & (@)1 — @)
—IlKp— g = I?+1
07 ]_Zl{( 2Ax ) P

20+ "
_(l(pﬁrl ;PJ P; 1>X(P;g+1}

Ax 07, — o) o -0},
— Ky — J J n+1 J J n+1
L) ()

(P7+1 + (p;l n+1 ‘-P7 + (p7—1 n+1
() (920
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Ax { (D’}+1—0)}} n+1 m?ﬂLl_w? n+1
- g L { (o () ol
J:

O +07\ i 07\
—l[( J+14 J)(pj+1+< J+14 ])(Pjﬂ}}

Ax (D;!‘H _O")? n+1 n+1

UIRR/AYATI
() v

n 7n n+1 n+1
Xy (e T (9 9
2 & Ax 2

=0
(Gt (9 el
2 2
ik ﬂi O’7+1_°°7_Z‘P’}+1+‘P7 o+ (5.18)
- AR 2 2 '

analogamente, para a multiplicagdo com o termo no tempo n — 1 em (5.17) temos:

—1 -1 -1 -1 n n

lxof)i (03?“ —9 Ot ) ((P.i+(pj+1) (5.19)

2 4 Ax 2 2 '
J=0

Ajuste dos termos em K na equagéo (5.3):

Ax o, 20+ LG
72 <—Ko j+1 Axé J l—l—lKo%) « (w;fﬂ—(o?”) (5.20)
j=1

Analogamente, como em (5.6), o faremos para (5.20):

J noo_ 7 7
—Kog y {(mj+1 2coj+o;)j1) g

J
2 &

@i — 9 1
‘l(—zaf— x @]
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Ax < 0)7+1 CO? (DI} 1 (D? n+1
- () ()
(O T (O] e
2Ax 2Ax J
- _x Ax J+1 co* 1~ 0 ot
- 07121 sz J
_ (PHl-I-(PJ n+1 (p -Hpj 1 n+1
2Ax
Ax { J+1 wj n+1 (D,]l"'l n+1
- ([ o+ (o]
y (p1+1+(p1 n+1 (p]+1+(p] o'l
2Ax ]+1
Ax { w;lJrl (D? n+1 n+1
= _Kojj;){[( A2 )(wj _(’)j+1>
(p;?H—i—(p? n+1 n+1
_ZKT (0" = f)
_ —KoA—xZJ: (Wi Y (o;?ﬂ—m;?“
2 & Ax Ax
N ((P?+1+<P?) (w’ji} w;”l)”
2 Ax
7 n n+1 n+1
. Ax i o — o (o7 — )T
2 & Ax Ax
(e (O -
2 Ax
n n n n+1 n+1
_ gi JH B/ /R o/ (5.21)
2 & 2 Ax '
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Analogamente, para a multiplicagdo com o termo no tempo n — 1 em (5.20), temos:

-1 -1
Y =SN: 2 Ax |

Agora, agrupando os termos em (5.18),(5.21), temos:

1 1 1 1
Wy )y b B BT/ A e e M/ S 1 (5.23)
240 Ax 2 Ax 2 '

Analogamente, agrupando os termos em (5.19),(5.22), temos:

Avd (O -0 @ e (ol e e+l
<07 ), — 1= v — (5.24)
j=0 Ax

Ajuste do termo em b na equagéo (5.2):

Ax Vi =2V + Vi " _
72 (—b j+1 Axé J 1> <\I’JH W;' 1) (5.25)
=1

Analogamente, como em (5.6), o faremos para (5.25):

Ax Vi =2V +Vi\ L
_bTZI( J Axé J )\I’j+
]:
Ax Vi~V Vi~V 1
(5T (e
]:
Ac & (V=Y g (Vi Y 1
(T ()
]:
A.X' J lIin-|-] \|I 1 1
- 4’7;)( ijz ]><W?+ W;lL)
j:
ij(\ﬂﬂ )(w” —vyi )
N (5.26)
2 E) Ax Ax

Para a multiplicagédo com o termo no tempo n— 1 em (5.25), temos:

—1 no oyt
I Nt Z (Wn-H \I";l > <WJ+1AX llI]) (5.27)
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Ajuste para a multiplicagdo e o somatério do termo em y na equagéo (5.2):

J \|I"+1 \Ilrgf
SRR ) e
Isto &,
J n+l . n—1 n+l . n—1
Vi =V Vi =
AtAx J J J J
L J:Zl 201 X( 2A1 )
J ntl =1\ 2
ViV
= YArAx / /
L le 2A1
J n+1 -1\ 2
Vi -
= yArAx Y | A / (5.29)
j=0

Somando os resultados em (5.4)e (5.5), (5.5), juntamente com (5.15), (5.16), adicio-

nando os termos (5.23), (5.24), junto com (5.26), (5.27) e

(5.29) definimos:

2 1 2
Ax & n+l _ on n+ n
o Syl (O
2 = At At
AN A SR WA
+ P (4) +b< (R )( tae ])
At Ax Ax
L (P}}+1—(P?+\|’7+1+\|f?+lm?+1+037
Ax 2 2
(e e o
Ax 2 2
7 n n n +1 +1 +1 +1
+ Ko <wj+1_°°f _1(P1'+1+(Pj><‘”?+1_°°? (p;lﬂ (P;l )](5 30)
Ax 2 Ax 2 '
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E}’l—l

Assim,

n— 2 -1 2 n—1 n 2
acd | (e -9 Vi oj ' -]
2L p‘(T 1 2 Rl v

-1 n—1 n n
b Vi~V Vi~V
Ax Ax

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
+K<(Pj+1_(Pj +Wj+l+Wj +le+1+(’)j )

Ax 2 2
y (P;!H_(P;!_FW?HJF\V?_H(’)?H“L@?
Ax 2 2
—1 —1 —1 —1
L W) — _I‘P?+1+‘P? Wp1 @ ¥ T (5.31)
0 Ax 2 Ax 2 '

J ntl _yn—1Y\ 2

Jj=0
= E"<E" ! (5.32)

Dai, concluimos, por recursividade, que

E"<EY. (5.33)

Portanto, a energia do sistema discreto (4.3) — (4.5) é decrescente em cada passo n do

tempo.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Relacionado com este trabalho, a nivel de trabalho de conclusdo de curso, pode-se

ainda realizar a abordagem numérica para o seguinte problema de Bresse termoelastico linear:

P19y —K(Qx+Y+Iw) —Ixg(wy—19) = 0, V(x,1) € (0,L) x(0,7),
P2y — bWy + K (O + W +I®) +mB, = 0, V(x,t) € (0,L) x (0,T),
p1@y —Ko (0 —19), +Ix(Px+y+I0) = 0, V(x,t) € (0,L) x (0,7),
0 — K10 +myy, =0 = 0, V(x,¢) € (0,L) x(0,T)

com as seguintes condigdes iniciais,

@('70) = (PO('>7 \V(',O) = WO(')? 0)(’70) = (o, 9(',0) = 90(')
(Pl('ao) = (Pl(')? Wt('ao) :Wl(')7 (Dt('ao) = ('01(')7 Vx € (OaL)7

e condi¢bes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann,

¢0(0,1) = @(L,t) = 0(0,1) = 0O(L,1)
Y, (0,7) =y (L,t) = .(0,2) = o (L,t) = 0, ¥Vt > 0.

(6.6)

Como proposta, pode-se realizar a discretizacao desse problema em diferencas finitas, para fins

de obtengao da energia numérica.
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