Universidade Federal do Para
Campus Universitario de Castanhal
Faculdade de Matematica
Licenciatura em Matematica

Trabalho de Conclusao de Curso

Avaliacoes mediante Bacias de Atracao
e Desempenho Computacional

de Alguns Métodos de Determinacao
de Raizes de Polinomios

Edriane do Socorro Silva Costa

2020



Avaliacoes mediante Bacias de Atracao e Desempenho Computacional

de Alguns Métodos de Determinacaode Raizes de Polindmios

Graduacao
05/2016 — 04,/2020

Submiss3o 15/02/2020
Defesa 17/02/2020
Versdo Final 28/02/2020

Universidade Federal do Para
Campus de Castanhal
Faculdade de Matematica

Edriane do Socorro Silva Costa
edrianescosta@gmail.com

Licenciada em Matematica 2020
UFPA-Castanhal

Banca Examinadora

Prof. Valdelirio da Silva e Silva
Membro da Faculdade

(Orientador)

Prof. Romario Silva Duarte

Membro Externo

Prof. Renato Germano Reis Nunes
Membro da Faculdade

Prof.Carla Cristina de Souza Tavares
Membro da Faculdade


mailto:edrianescosta@gmail.com

Dedicatoria

Em memoéria de minha avé materna, Antodnia,
quem me ensinou a importancia do conhecimento
e me deu subsidios para lutar por tudo que acre-
dito.



Agradecimentos

A Deus, pelo dom da vida.

Aos meus familiares, especialmente minha mae Ana Clatidia, minha irma Edilane, meu avé José e meu
tio Edielson.

Ao meu professor orientador Valdelirio Silva, que me deu todo o suporte necessirio na elaboracao deste
trabalho.

Aos meus professores Katia, Frayzer, Fabio, Carla e todos que contribuiram com a minha formagcao.
Aos meus amigos, especialmente Glénio, Felipe, Karina, Jéssica e alguns do grupo udv.

Enfim, a todos que se fizeram presentes nesta caminhada.



Epigrafe

“Uma mente que se abre a uma nova ideia jamais vol-
tard ao seu tamanho original.”

(Albert Einstein)



Resumo

O presente trabalho trata-se de uma pesquisa avaliativa que possibilitou a investigagdo de seis métodos
iterativos de determinagdo de raizes de polindmios. O objetivo foi analisar sob a perspectiva das bacias de
atracdo o desempenho dos métodos e para isso adotou-se nove polinémios para investigagdo. O trabalho
apresenta uma explanagdo no que diz respeito as propriedades da Geometria Fractal, bem como defini¢oes
de medidas a serem usadas nas avalia¢oes desses polinémios. Como resultado, percebe-se que é necessario
compreender a utilizacdo dos métodos no que diz respeito a obter propriedades para facilitagao da escolha
para uso.

Palavras-chaves: Bacias de Atracdo, Newton, Variante de Newton, Dong, SSTZ2, Euler-Cauchy, Raizes
de Polinémios.



Abstract

The present work deals with an evaluative research that allows the investigation of six iterative methods of
determination polynomials roots. The objective was to analyse from the perspective of the attraction basins
the performance of the methods and, for that, nine polynomials were adopted for investigation. The work
presents an explanation with respect to Fractal Geometry properties, as well as definitions of measures to be
used in evaluating these polynomials. As a result, it is perceived that it is necessary to understand the use
of the methods to obtain properties to facilitate the choice of use.

Keywords: Attraction basins, Newton, Newton’s variant, Dong, SSTZ2, Euler-Cauchy, roots of polyno-

mials.
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Introducao

A matematica fez uso de métodos analiticos para modelar e resolver alguns problemas na natureza, a maioria
dos problemas por sua vez, torna-se impossivel ou mesmo invidvel para tais métodos; esses casos, geralmente,
envolvem fenoménos nao lineares. Dai se recorre aos métodos niimericos iterativos, isto é, a partir de uma
repeticao sucessiva de um determinado processo pré estabelecido encontra-se um valor aproximado o suficiente
da solugao exata do problema, onde através de alguns critérios este é aceito como solugao da problematica.

Neste trabalho, foi considerado a determinagao de raizes de polindmios, que sdo func¢des ndo lineares,
por alguns métodos iterativos. Sdo eles: Newton, Variante de Newton (MVN), Dong 3, Dong 4, SSTZ2 e
Euler-Cauchy. Tais métodos sdao analisados aqui sob a perspectiva de bacias de atracdo, que muitas vezes
apresentam-se pertencentes a Geometria Fractal; uma geometria estudada primeiramente por Mandelbrot
que apresenta imagens denominadas de fractais presentes em diversos ramos na natureza. Neste caso, essas
sao geradas a partir de processos iterativos dos métodos citados por meio do software MatLab. Tais imagens
apresentam estruturas caracteristicas proprias que permitem uma andlise detalhada acerca dos métodos
designados por este trabalho.

O método de Newton foi escolhido por ser um dos métodos mais conhecidos para resolucao de problemas
desta natureza; o MVN, por outro lado, foi optado por apresentar vantagens sobre o método de Newton que
poderiam ser relevantes na resolucdo de fungbes; o método de Dong 3 e Dong 4, por sua vez, foram eleitos
pelo trabalho de Chun & Neta (2018) como métodos rapidos e com um nimero bom de avaliagoes da fungao
por ponto; o método SSTZ2, foi escolhido por ter sido designado, também por Chun & Neta (2018), como
um método de bom tempo computacional para resolugdao das fungoes; e, por fim, foi definido o método de
Euler-Cauchy, visto que no trabalho desenvolvido por Chun & Neta (2018) o mesmo é pontuado por nao
apresentar pontos pretos.

A relevincia do assunto abordado no presente trabalho dd-se pelo fato de os fractais/bacias de atracao
nesta perspectiva ainda serem pouco explorados, bem como a necessidade de compreender a utilizagao dos
métodos no que diz respeito a obter propriedades para facilitacdo da escolha para uso.

Além deste capitulo, o trabalho estd dividido em outros quatro, sendo o segundo designado ao conceito
de Fractais, no que diz respeito a indentificacao e propriedades. O terceiro apresenta os métodos considerados
nesta analise. O quarto capitulo apresenta e explica as medidas crucias para a analise dos métodos e, além
disso as bacias de atracao de cada método para nove polindmios, cuja escolha se deu para variar ntimero
de raizes, multiplicidade e requerimento computacional, além disso, sdo feitos o detalhamento dos resultados
obtidos pelas medidas e bacias de atragado. Por fim, no ultimo capitulo sao feitas as consideragoes finais do

trabalho, que de certo modo sumarizam as observacoes acerca andlise estudada dos métodos.



Fractais

A geometria euclidiana consegue explicar diversas problemaéticas existentes na natureza, algumas porém séo
consideradas por essa geometria como desvio padrao. Neste casos, a Geometria Fractal apresenta um de seus
méritos, quicd o maior, pois representa melhor essas formas. Tal fato pode ser facilmente entendido quando
remete-se a célebre frase do livro considerado o marco inicial da Geometria Fractal, Geometry of the nature
(1975), que diz que “nuvens néo sao esferas, montanhas ndo sao cones, os litorais néo sao circulos, a casca da
arvore nao ¢é lisa e tampouco a luz viaja em linha reta”. A defini¢do de fractal, por sua vez, torna-se por vezes
um problema na matemaética, pois diversas sdo as tentativas para definir o mesmo, mas cada uma dessas
deixa em aberto uma lacuna, ainda assim este fato nao impossibilita o seu estudo ou uso. Segundo o maior
expoente da Geometria Fractal, (MANDELBROT, 1983, p. 5).

Serd necessario definir uma figura fractal de modo rigoroso, para em seguida dizer que um

objeto real é fractal por se assemelhar a figura geométrica que constitui o modelo? Consi-

derando que um tal formalismo seria prematuro, adotei um método totalmente diferente:

baseado em uma caracterizacdo aberta e intuitiva, procedendo por retoques sucessivos.
(tradugéo livre)

Em contrapartida, Benoit Mandelbrot nao foi o primeiro a perceber os fractais, mas o primeiro a desen-
volver estudos capazes de discerni-los. O matemético Mandelbrot (1924-2010), nasceu em Varsévia, capital
da Polénia e aos 12 anos de idade mudou-se com sua familia para Franca, e mais tarde foi para os EUA,
locais onde ele pode desenvolver alguns estudos que depois foram reunidos e direcionados para o que se tem
como Geometria Fractal.

Fractal, por sua vez, foi o termo usado por Mandelbrot em 1975 quando este sentiu a necessidade de
uma palavra para denotar as formas que compoem esta geometria, surgiu através da palavra fractus, que vem
do verbo “frangere”, do latim e significa quebrado ou fragmentado. O vocdbulo descreve as irregularidades
provenientes das figuras com padrdes complexos que transmite a ideia de particdo ordenada que tende a
se repetir infinitamente, por mais que esteja limitada a uma &rea finita. As caracteristicas mais comuns
abordadas tratando-se de fractais sdo a auto similaridade ou auto semelhanca, iteracao ou lei de formacao e
dimensao.

A auto similaridade ocorre quando tendo uma parte de determinada figura esta remetera semelhancas a
figura inteira, ou ainda, independente da escala de ampliagdo do objeto de estudo, este permanece invariavel
em sua forma inicial; esta ultima é tida como uma especificacdo da auto similaridade chamada de auto
similaridade estrita. Esta propriedade pode ser melhor compreendida observando o tapete de Sierpinski
(figura 2.1) ou o floco de Koch (figura 2.2) (SPENGLER, 2014).

O processo de formacao dos fractais é geralmente simples e déa-se por procedimentos ou métodos itera-

tivos, uma vez que os fractais nao dispéem de representacao analitica. Tais métodos consistem em repetir o
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Figura 2.1: Formacdo do Tapete de Sierpinski
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mesmo ato ou principio em forma de feedback, com o auxilio de computadores, a fim de obter determinadas
representacoes para posterior analise dessas estruturas. Como consequéncia desta lei de formagao, os fractais
apresentam uma caracteristica chamada de estrutura fina, que retrata o quantitativo de detalhes existente
em um fractal, onde independente do grau de ampliacdo da figura esta apresentara a mesma quantidade de
detalhes da imagem que esta sofrendo ampliagao.

O processo iterativo dentro da Geometria Fractal pode ser classificado em dois tipos: algébrico e geo-
métrico. A iteragao algébrica consiste em atribuir um valor inicial z,, e partindo deste encontrar o valor de
ZTp+1 mediante uma expressao, este valor entdo assume o valor de x,, para se obter um valor z,,2 e assim
sucessivamente para adquirir os valores necessarios para andlise. Por outro lado, na iteragdo geométrica o
processo iterativo é aplicado a determinada figura geométrica, por exemplo o tapete de Sierpinski (figura 2.1),
onde dado um quadrado inicial (figura geométrica), este é dividido igualmente em outros nove quadrados,
onde destes é retirado o quadrado central e entao repete-se o processo para os outros oito quadrados restantes
e assim sucessivamente (CARVALHO et al., 2005).

Tratando-se da dimensao Fractal, diferentemente da Geometria Euclidiana, ela pode assumir valores
fraciondrios, pois esté relacionada basicamente com a estrutura de ocupacgao do espago da figura. Por exemplo,
a curva de Koch que se trata de uma reta, porém devido a infinita quantidade de detalhes nas dobras ela
tende a “ocupar mais espaco” que uma linha convencional da Geometria Euclidiana, dai assume-se que a
dimensao da curva é maior que 1, mas menor que 2, atribuindo assim um valor fracionédrio & dimensao. Para
o célculo da dimensdo fractal Spengler (2014, p. 13) explica que:

Para o célculo da dimensdo sem a necessidade de existéncia de auto similaridade é usado
o método de contagem de caixas. Nesse método cobre-se a figura com uma malha de
quadrados de lado d, e toma-se n como o numero de quadrados hachurados. Quando § é
muito grande a cobertura tem pouca precisdo, pois com poucos quadrados a figura sera

contida, assim nao atentando aos detalhes e a dimensdo da figura. Logo quanto menor

o valor de ¢ mais precisa seréa a cobertura, ou seja, faz-se tender para zero o valor de 9,

. - . logn

tendo a dimensdo como lim —o -
k—0 — log §

Outrossim, sdo diversos os tipos existentes de fractais, dentre os mais famosos estdo os gerados por

sistemas dindmicos complexos, isto é, aqueles constituidos a partir de processos iteracionais de uma funcao,
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Figura 2.2: Formacio da Curva de Koch

A

_A— B

m C

Jméﬂém b

& :

FONTE:https://www.researchgate.net /The iterative construction
of the Koch curve with a Df [acesso: Fev, 2020]

definida em um conjunto qualquer nele mesmo, aplicada na propria fungdo em um ponto inicial zg. A sequéncia
de pontos xzj gerados pela funcdo f em questdo, junto a x( originam as drbitas, que a partir de |zo| podem
ser classificadas, de acordo com Cruz (2008), como Orbitas progressivas ou regressivas, variando segundo o
valor inicial zq.

Designando-se por R como sendo o processo iterativo, todas iteragdes n € N tais que |R"(z)| < |zo| < 1
tem-se o que se denomina por érbita regressiva. Caso contrario, isto é, |R"(x)| > |zo| > 1, a 6rbita é
denominada de progressiva. Outro caso sao os pontos tidos como pontos perfodicos, tidos quando R™(z¢) = xg
para algum n. A érbita do ponto em questdo é denominada como 6rbita periddica ou ciclo, tal que o menor
natural ndo nulo n de modo que isso aconteca é chamado de periodo minimo da érbita. Em casos do periodo
minimo ser 1, dizemos que o ponto zy é um ponto fixo, caracterizando uma Orbita invariante (CRUZ, 2008).

As érbitas ainda podem ser classificadas conforme suas propriedades em confinadas ou fugitivas. De
modo geral as tidas como confinadas localizam-se em uma regiao limitada no plano C, enquanto as fugitivas
tendem a prolongar-se ao infinito.

Quando a orbita for identificada como progressiva tem-se que o infinito é um atrator da érbita de modo
que todos os pontos pertencentes a esse plano também possuem como atrator o infinito, constituindo, desta

maneira, a bacia de atragdo do infinito, esquematizada e representada por B, (CRUZ, 2008).
By ={z€C:|f*(z)| - o} quando n — o

Por outro lado, se a orbita for identificada como regressiva tem-se que a origem do plano dos complexos
é o atrator das Orbitas e que os pontos que possuem o mesmo atrator, constituem a bacia de confinamento,
representada por K (CRUZ, 2008).

K={2xeC:|f"(z) <éVneZ}onded>0
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2.1 Conjunto de Julia

O plano C ¢ didividido por dois conjuntos: um que contém o conjunto cuja as érbitas escapam para o infinito
e outro cujas érbitas estao confinadas em determinado espaco. A fronteira existente entre esses conjuntos
denomina-se conjunto de Julia de uma funcdo f, denotado por J e corresponde aos pontos do plano complexo
que nao apresentam atrator.

Segundo Karas (1994) o conjunto de Julia corresponde a um conjunto nao vazio completamente invari-
ante, gerado pela funcio quadratica f(z) = 2%+ c onde ¢ € C. No entanto, apesar de sua férmula, J pode ser
gerado a partir de funcoes quadraticas, clibicas, quarticas, etc, mas o caso em que a funcdo é exclusivamente
quadratica, a mesma depende exclusivamente do pardmetro ¢ na sua morfologia, onde ¢ = p 4 ¢i com p, q
reais, denotada, assim, por J(c¢). Quando se tem o valor de ¢ = 0 o conjunto é representado por uma circu-
feréncia, a medida que este pardmetro vai sendo alterado a complexidade de Julia vai sendo apresentada. O
complementar do conjunto de Jilia é chamado conjunto de Fatou, desenvolvido por Pierre Fatou. A figura

(2.3) a seguir exemplifica o conjunto em questéo.

Figura 2.3: Exemplo das regides com conjuntos de Fatou e Julia

FONTE:https://www.pbs.org/wgbh/nova/article/mandelbrot-fractal/
Conjunto de Julia Nova [acesso: Fev, 2020]

2.2 Conjunto de Mandelbrot

Esse conjunto de pontos foi descoberto por Mandelbrot, por meio de recursos computacionais. Segundo
Spengler (2014) o conjunto corresponde a morfologia da familia quadrética f(z) = 22 + ¢ obtida na variacio
do paramétro c¢. Onde morfologia, por sua vez, refere-se ao conjunto de pontos que geram érbitas confinadas.

De acordo com Cruz (2008 apud SERRA; KARAS, 1997, p. 31) o conjunto de Mandelbrot corresponde
ao conjunto dos pontos do plano complexo para os quais o conjunto de Julia é conexo, isto é, quando a tinica
cisdo possivel é a trivial.

Assim, o conjunto de Julia torna-se dependente diretamente do conjunto de Mandelbrot para ser gerado,
uma vez que Juilia é gerado pela iteragdo de uma funcdo definida no plano dos complexos. Desta maneira

pode-se conceituar Julia a partir de uma familia de fun¢des quadraticas em funcdo de um ponto ¢ = a + be
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pertencente ao conjunto de Mandelbrot, como da seguinte maneira:

z1 = f(z0) = 2§ + ¢
zy = f(x1) = f(a§ +¢) = (a5 +0)* + ¢
x3 = f(z2) = f((a5 +¢)* +¢) = (x5 + 0> +¢)* +¢

A imagem a seguir exemplifica o conjunto em questao.

Figura 2.4: Exemplo da regido do conjunto de Mandelbrot

FONTE:https://www.pbs.org/wgbh/nova/article/mandelbrot-fractal/
Mandelbrot Nova [acesso: Fev, 2020]



Métodos de Determinacao de Raizes

3.1 Método de Newton

O método de Newton é um dos mais populares quando se remete & aproximacao de raizes reais ou complexas
de fung¢des. Como em qualquer método iterativo, o método de Newton consiste em a partir de um valor
inicial zy encontrar uma solugdo z* de modo que f(x*) ~ 0. No caso deste, toma-se o modelo local linear
na funcdo f(x) em fungdo de z* e este modelo entdo é a reta tangente ao grafico da funcdo em z*. Através
de processos iterativos da funcdo R = Ny encontre-se a sequéncia xg,Z1,%2, - , %, que sob determinadas
condigoes, podem convergir ou ndo para um raiz « de f (GOMES-RUGGIERO; LOPES, 1996).

Definigdo 1. Dada uma fungio f real ou compleza, derivdvel com f'(xz,) # 0, define-se a fungio de Newton,

associada a Ny como:

Ny(z) ==z — ;((Z:)) (3.1)
Assim,
xr1 = N(i())

To = N(xl) = N(N(.’L‘o)) = NQ(J}O)
N(N(N(zo))) = Ng(l’o)

8
w

|
=
]
&

I

Isto é, x,, = N™(zp), na qual a notacdo N™ remete-se a n-ésima iteragdo de N. Spengler (2014, p. 6)
explica Newton da seguinte maneira:

Escolhida arbitrariamente uma aproximacéao inicial x¢ toma-se a linearizacdo de f neste

ponto, ou seja, a aproximagio da curva y = f(x) por sua reta tangente tragada no ponto

(zo; f(z)). O ponto seguinte z1 serd a intersecdo dessa reta com o eixo z (solugdo). De

modo andlogo, o ponto x2 serd a intersecdo do eixo x com a linearizacdo de f no ponto
x.

Assim, tem-se que Newton é um algoritmo usado para aproximar a raiz de uma funcdo a partir de uma
aproximagao suficientemente proxima da raiz tida como exata, e usando tal chute inicial e o esquema de
iteragdo dado por (3.1) converge quadraticamente para a raiz em questdo (BURDEN; FAIRES, 1989). Em
cada etapa iterativa, por sua vez, constroi-se um modelo linear local da fun¢gdo em um ponto qualquer x,,

encontrando assim a aproximagdo z,41 do modelo local. O procedimento significa que a funcao f(z) seja
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bem aproximada por uma reta y na vizinhanga de z,, isto é, f(z) =~ y. Mas f(z) = f(z,) +y — f(z,) =
— flz
T —Tn
representado por:

(z—xp) = flan) + f'(zn)(x — 2,). Entdo o modelo linear do método de Newton fica

O método de Newton pode convergir rapidamente, se este apresentar uma boa aproximagao inicial, ou
seja, um chute inicial que esteja préximo da solucdo exata da fungdo em questao. Segundo Teodoro (2013) o
método de Newton pode falhar em situagoes, tais como quando f'(z,) = 0, visto que por defini¢do o método
restringe tal fato; e no qual representa um ponto critico da fungao, interpretada geometricamente como a nao
intersegcao da reta tangente com o eixo das ordenadas. Uma outra situacao ainda na qual o método podera
nao apresentar convergéncia é quando o chute inicial ¢ coincidir com um ciclo e assim a funcdo permanecer

invariante. Para essa ocorréncia pode-se referenciar o seguinte teorema:

Teorema 1. (Teorema do ponto firo de Newton): Seja f uma fungio e Ny a funcdo iterativa de Newton,
entdo r é uma raiz dessa fungdo com multiplicidade m > 0 se, e somente se, v for ponto fixzo de Ny. Os

pontos fixos por sua vez, estdo constantemente se atraindo.

Assim, tem-se que os pontos fixos da funcdo Ny sdo raizes de f, assim também como as raizes de f sdo

pontos fixos de atragdo de Ny.

3.2 Meétodo Variante de Newton

O processo iterativo Método Variante de Newton (MVN) foi proposto por Weerakoon & Fernando (2000)
como uma melhoria para o método de Newton mas o qual demanda uma avaliacao adicional de derivada.

Newton apresenta um teorema, denominado Teorema de Newton, que apresenta a seguinte formula para

o método (DENNIS; SCHNABEL, 1996) f(z) = f(zn) + | f'(\)dA, onde a integral definida é aproximada

xT
por retangulo, isto é, [ f/(A\)d\ = f'(z,)(z — x,), tal que resolvendo resultard no modelo linear de Newton

Tn
(3.2).
O Método MVN, por sua vez, origina-se do mesmo teorema com uma andlise ndo mais direcionada para

aproximagao da integral por retdngulo, mas em vez disso, por trapézio, resultando em:
x
1
[ i = sl @)+ o) (33)
Tn

Assim o modelo local equivalente ao método em questdo adequa-se da seguinte forma:

Mon(@) = flan) + 5z — 2 [ (@) + I ()] (3.4

Modelo local representa uma aproximagao para a func¢do, entdo o procedimento de determinagado de

raizes implica em toma-lo como sendo nulo; por conseguinte, o préximo ponto iterativo como raiz do modelo
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local no MVN vem da consideragao:

Myn($n + 1) =0= f(xn) + 1(xn-&-l - xn)[f/(mn) + f/(xn-i-l)] =0

2
2f<33n)
[f'(@n) + f(Tnt1)]

= Tpil = Tp — (3.5)
Uma das dificuldades deste esquema encontra-se em o processo requerer a derivada da fungdo na (n +
1)—ésima etapa iterativa para calcular o ponto em si. Neste caso, para contornar isto adota-se a etapa iterativa

de Newton para calcular a (n 4+ 1) iteragdo no lado direito. Assim se resulta em um novo esquema dado por:

_ 2f(xn) _
Tt = f/(xn)_‘_f/('r;-kl)?n_ 0,17273’ (36)
em que Ty, 1 = Tp — Jj:/(én))

Os autores do método demonstram que se uma fungéo f: D — R (com D um intervalo aberto) possuir
primeira, segunda e terceira derivadas definidas neste intervalo e tal que o € D seja uma raiz simples de f, se
xo corresponder ao chute inicial que esteja suficientemente préximo de o, o MVN possui erro de aproximacao

dado por:

1
€nt1 = (cg + 203) e3 4+ 0(ed) (3.7)

%fuxa)
emqueen:xn—aeCj:]'f/T
Q

Com essa mensuracao de erro pode-se entao afirmar que o MVN quando convergente é de ordem pelo

, com j =2 oud.

menos 3; e diferentemente de muitos métodos desta ordem ou superior o mesmo nao apresenta a necessidade
de calcular derivadas de ordem maior que dois para executar as iteracoes necessarias para se obter uma raiz.

Sobre os exemplos de fungoes avaliadas em Weerakoon & Fernando (2000), uma curiosidade a cerca
do MVN comparado com Newton esta em que apesar do primeiro contar com uma avaliacdo adicional da

derivada o ntimero total de iteragdes ainda permanece menor que os do método de Newton.

3.3 Método SSTZ2

O método foi proposto por Sbibih, Serghini, Tijini e Zidna em Sbhibih et al. (2014) como uma familia geral
composta por quatro métodos. Sao eles: SSTZ1, SSTZ2, SSTZ3 e SSTZ4, que tem como objetivo encontrar
raizes multiplas de uma funcao de valor real a partir de um chute inicial tido como razoével.
Primordialmente adota-se como hipétese uma funcdo f : C — C com uma raiz z de multiplicidade m e
analitica na vizinhanca dessa raiz. Tem-se entdo o método como um método alternativo, baseado no método
de Newton usado para calcular uma solu¢ao da equacao f(x) = 0; onde este utiliza em cada iteragio duas

avaliagoes da funcao e uma avaliacao de sua derivada. O processo iterativo resume-se na seguinte equagao:

P | flan)
)

flan) —p
f(zn

Tptl = Ty — @ (38)
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em que @ é uma fungdo complexa e p um pardmetro nao nulo real ou complexo. O método pode ser de
ordem 3 ou 4 variando de acordo com a multiplicidade das raizes da funcao. Sendo de ordem 3 para m > 2
e de ordem 4 para m = 1 e obtendo as ordem mediante ¢ satisfazer as condigoes estipuladas pelo teorema a

seguir.

Teorema 2. Seja f uma funcio complexa que tem uma raiz multipla z com multiplicidade m € analitica na
vizinhanga de z entido o Método de Newton Modificado dado pela relagio (3.8) tem a ordem 8 set # 0 e ¢

satisfazer:

< 00 (3.9)

om 1 1 ' m
o(t™) =m, ¢ (t )=me ‘(w) )

Além disso, sua constante do erro assintdtico é dada por:

m+2 (m+2)(m—-1) m+2/1\ ...\ .
( 2 2m(m+ 1)t _m+1<¢/)(t ))91—1502

1

6LL3

)

, sendo 0 = , Vk e N.

(3.10)

Quando m =1, p=m e a fungdo ¢ satisfizer ¢(0) = 1; ¢’(0) =1 e ¢”(0) = 2 0 método tem pelo menos

ordem 4.

Todos os quatro métodos aqui mencionados propostos por Sbibih et al. (2014) iniciam com uma dada
escolha da funcao ¢ e uma pesquisa do pardmetro p de modo a se obter a terceira ordem de convergéncia.
Além disso, os métodos oferecem diversos pardmetros para que a funcao satisfazendo as condigoes expostas
pelo teorema (2) possa apresentar éxito.

De acordo com Chun & Neta (2018), dentre os quatro métodos SSTZ, o SSTZ2 foi o que menos demandou
tempo computacional nas suas avaliagoes, e por isso foi o escolhido aqui. Neste caso adota-se a funcao p = ;2=
em que a = m*t" Y1 —t)2 e b=mt™ (1 —t)2 +t™, e a fim de que se tenha ordem 3 de convergéncia,
as funcgbes devem ser tais que exista ao menos uma raiz com multiplicidade m > 2. Sob essas consideracoes

adota-se t =1 — £, com a escolha feita aqui do pardmetro p = 1.

3.4 Euler-Cauchy

O método de Euler-Cauchy é da familia do método de Newton-Raphson, e surgiu a partir da manipulagao
para melhoramento do método de Newton. Chun & Neta (2018) citam-no também, junto aos métodos de
Halley, Ostrowski e Hansen Patrick, como pertencente de métodos da familia de Laguerre. Ele é de terceira
ordem e uma deducao detalhada do método de Euler-Cauchy é apresentada em Kneisl (2001), onde é definido

uma forma geral para os métodos da familia de Laguerre:
Ay,

sy [0 1) - aefts]

(3.11)

Tp4+l = Tp —

em que A(#£ 0,m) é um parametro real e sign é a fungdo sinal do argumento A — m.
Por outro lado, é a partir do pardmetro A que se define os casos especiais do método aqui mencionados.

Para A = 2m origina-se o método de Euler-Cauchy, dai, substituindo o valor de A em (3.11) tem-se que o
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método é dado por:

2mauy,

L+ /(2m — 1) — 2m e )

(3.12)

Tp4+1 = Tp —

Mesmo com o surgimento e aprimoramento dos diversos métodos propostos recentemente por varios
autores, Cauchy ainda é classico e tem suas vantagens em certos contextos; sua maior vantagem é que sera
exato para polinémios até o grau 2, isto é, Cauchy produzird com acuracia a solu¢do do problema. Tal fato
pode ser facilmente reconhecido na estrutura das bacias de atragao, visto que Cauchy, geralmente, apresenta
bacias limites com uma aparéncia diferente das complicadas estruturas fractais, mantendo sempre as suas
fronteiras retas ou suaves, comumente sem a presenca de pontos divergentes. Este fato explica o motivo do

método ser escolhido para ser analisado neste trabalho.

3.5 Dong

Os métodos chamados por esse nome foram propostos em Dong (1982) e Dong (1987) como uma familia
composta por quatro métodos iterativos para encontrar raizes de equagoes, sao eles: Dong 1, Dong 2, Dong
3, Dong 4. A familia conta com trés avaliagdes, sendo uma avaliacdo da func¢éo e duas de sua derivada por
iteracao. Os quatro métodos de Dong tem convergéncia de terceira ordem e sdo generalizados pela seguinte

equagao:

N f(@)[¢(x) — «]
ar f'[¢(2)] (¢(z) — x) + az f(z) + as [/ (x)(¢(z) — )

P(z) = o(x) (3.13)

onde ¢(z) =z — B}{c/((g;)) ed(x*)=¢ =1— %
A partir dai os métodos da familia em questdo sao diferencidveis pela escolha de diferentes pardmetros,

levando em consideragao que:

—1
ay = md)(m) [(m + 1)¢(2) — 2m¢’ +m — 1}
(o m D — Bm+ 1)¢ + 2m
az = ((b 1)¢/ [(m + 1)¢5(2) —2m¢’ +m — 1]
a3z = (m + 1)¢l -m

m[(m + 1)6® — 2me +m — 1]

De acordo com Chun & Neta (2018), dentre os quatro métodos Dong aqui citados, o Dong 3 e Dong 4
séo classificados como bom quando se remete a avaliacdo por ponto e tempo computacional, e por isso foram

considerados para analise aqui.
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3.5.1 Dong 3

Para Dong 3 considera-se 8 = 1, logo, tem-se que:

m+1
m
ay = ——
1 (m_l) ’

m2+1

ay = ——5

2 (m_l)Qa
m

a3 = ———=

° 7 (m—1)2

Assim, obtém-se a seguinte funcéo iterativa:

V() =2 —u-— /(o) (3.14)

3.5.2 Dong 4

Para Dong 4 por sua vez tem-se que = mL_H, dai:

1 m—+1
a1=(1+m) ,as=1eaz3=0

Assim Dong 4 é dado pela seguinte funcao iterativa:

m ] (2)

ba) = o — — !
T P = (0 )" 1 (o )

(3.15)



Analise dos Métodos

Neste capitulo serdo apresentadas defini¢oes de ordem de convergéncia, ordem de convergéncia computacional
aproximada, niimero de avalia¢bes por iteragao, eficiéncia, critério de parada, estabilidade, raio de conver-
géncia local e pontos pretos. Algumas dessas medidas serdo adotadas como comparativo entre os métodos
apresentados no capitulo anterior, e outras como explicativas para determinados comportamentos dos tais

quando observados sob a perspectiva das bacias de atracao.

4.1 Ordem de Convergéncia

Dada uma sequéncia {xx } ., obtida de um processo iterativo com valores (vetores definidos num subconjunto
do R™) com tendéncia a um x* € R", define-se ordem de convergéncia dessa sequéncia sendo p se existir uma
constante C' > 0 tal que ||[xp+1 — x*|| < C||x), — x*||P (ALLEN; ISAACSON, 1989).

Por conseguinte, um método converge linearmente caso se tenha um p =1 (e 0 < C' < 1). Caso p = 2

o método convergird quadraticamente, caso p = 3 cubicamente, e assim sucessivamente. Por outro lado, se
L x|
k—oo || xp —x* ||P
superlinear se existir uma sequéncia {Cy} € RT tal que C, — 0 e || X1 — z* |< C || @z, — z* ||.

= (C entao C é tida como a constante assintotica do erro. O método possui convergéncia

Para os métodos aqui estudados tem-se que Newton converge quadraticamente, enquanto MVN, SSTZ2,
Dong3, Dong4 e Euler-Cauchy convergem cubicamente. Assim tem-se que os métodos respeitam o seguinte
teorema (CHUN; BAE; NETA, 2009):

Teorema 3. Seja o € I uma raiz de multiplicidade m suficientemente diferencidvel em f : I — R para um
intervalo aberto I e se xg for préximo o suficiente de o, entdo os métodos definidos por:
20 —1)m+3 —20 O(m —1)% f'(zy, 1—0)m? [f(x,))* f" (,
ooy (20 = D | flz) | Bm =17 fe) (10w f@)Pf )

2 f'(an) 2 f"(xa) 2 [ (@n)]?

s@o cubicamente convergentes para qualquer valor real 0 e satisfazem a equacao de erro dada por
_ 3 4
ent1 = Kze, + O(e),) (4.2)

em que e, = T, —a e K3 é dado por

frra) | [f ()] 1 Fr 2 (a)

K3 = (0 - 1) f(m)(a) +7 [f(m)(a)]2 - (m+2)(m+ ]_)m f(m)(a)
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sendo

2(1 — 0)md +2(0 — 1)m* + (20 — 1)m? + (100 — 9)m? + (19 — 200)m + 80 — 9
2(m+1)2m?(m — 1)2

v = (4.4)

4.2 Ordem de Convergéncia Computacional Aproximada

Existe no entanto uma ordem de convergéncia computacional, obtida pelo préprio processo, uma vez que os
fractais/bacias de atragdo sao gerados por processos computacionais. Ela é ordem de convergéncia computa-

cional, medida em ambito numérico apenas, dada por:

*in(llexsall/llexl)
0CCA = Fllleall/llex—l) (4.5)

em que e; = X;—X;_1, com ¢ = k—1, k ou k+1 obtidos com as quatro ultimas iteragoes X2, Xx—1, Xk, € Xi+1-
Cada regiao de quatro pontos dispoe de uma OCCA diferente, a partir destas é possivel calcular uma
média geral obtida por (4.5) de modo que os pontos contidos no intervalo determinado da problemética

apresentem uma ordem geral de convergéncia computacional.

4.3 Numero de Avaliacao por Iteracao

Os autores Kung & Traub (1974) descrevem o nimero de avalia¢oes por iteragdes como v;(¢), onde ¢ corres-
ponde a funcéo que requer avaliacoes de f(?), sendo entdo definida contabilizando-se as avaliacoes da funcio f e
de todas as suas derivadas envolvidas pelo método em cada iteracao. Dai tem-se entao que v(¢) = 3,5, vi(9)

é o nimero total de avaliagoes requeridas por ¢(f(z)) por iteracao.

4.4 Eficiéncia

Para comparar os métodos usados para encontrar as raizes simples de uma funcao nao-linear f(x) = 0 adota-
se que f(a) =0e f'(a) # 0. Sendo p a ordem de convergéncia do método e d correspondendo ao niimero de

avaliagoes da funcdo por iteracdo, tem-se que sua eficiéncia (I) é definida por

Para os métodos que apresentam ordem superior a trés considera-se na eficiéncia também as derivadas
da funcao. Como os métodos aqui analisados apresentam até ordem trés, sao condiderados apenas a ordem
do método e o numero de avaliacdo por iteragdo; uma vez que nos casos de ordem até trés a eficiéncia dos
métodos nao sdo facilmente modificadas levando em consideragéo este fator (CHUN; NETA; KIM, 2014).

Por outro lado, tem-se também a eficiéncia computacional (IEC), onde p ainda sendo a ordem de
convergéncia e C(n) = a(n) + ¢(n) o ntmero total de avalia¢oes de fungdes, de suas derivadas nas iteragoes
requeridas pelo método (a(n)), mais a quantidade de produtos e quocientes (g(n)) existentes realizada por

iteracdo, define-se IEC' da seguinte forma:

IEC(n) = p'/¢™ (4.7)
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Para os métodos analisados aqui tem-se a seguinte tabela com o resumo das medidas apresentadas até

agora:

Tabela 4.1: Eficiéncias

Método/Medidas (p) (d) (d') a(n) q(n) C(n)=aln)4+qn) I IEC

Newton 2 1 1 2 1 3 2,00 1,25
MVN 3 1 2 3 2 5 3,00 1,24
Dong 3 3 1 2 3 6 9 1,73 1,12
Dong 4 3 1 2 3 8 11 1,73 1,10
SSTZ 2 3 2 1 3 6 9 1,73 1,12
Euler-Cauchy 3 2 1 3 8 11 1,73 1,10

4.5 Critérios de Parada

Um método iterativo consiste de um modo geral em a partir de uma aproximacao inicial ou chute inicial,
denominado por xp, obter sucessivamente outras aproximagoes X1, Xa, - - - . Desta maneira pode-se obter uma
sucessao que pode convergir ou ndo para uma solugao.

Nao sabendo de antemao se um chute inicial remetera para uma aproximacao aceitavel é necessario
estabelecer os critérios de parada para se aceitar determinado ponto como solucdo do problema em questao,
ou mesmo para se detectar que nao ha convergéncia para nenhuma solucdo, isto é, detectar uma divergéncia
ou ponto-fixo. Mesmo que em cada exemplo avaliado aqui ja se soubesse previamente quais sdo as raizes, um
critério de parada se estabelece sobre uma tolerancia ¢ que se verifica através da norma 2 da diferenca entre
o pontos obtidos com uma aproximagao e sua antecedente, isto é, (||x; — Xx—1|| < €). Mas isto também pode
ser interpretado como sendo o passo entre duas iteragoes consecutivas. Também aplica-se como critério de
parada um ntmero maximo de iteragoes permitido. Neste trabalho foi uniformizado como critério de parada

nos métodos um € = 1073 e um nimero maximo de 40 iteracdes por ponto.

4.6 Estabilidade

Um método iterativo é tido como estavel quando partindo de um presuposto que um ponto tido como
chute inicial apresenta determinado comportamento, isto é, converge para determinada raiz da fungdo; assim
também sua vizinhanca o faz, isto é, quando neste ponto é acrescido um pequeno desvio, ou seja adotando um
vizinho cuja a diferenca com o ponto inicial anteriormente adotado nao seja significativa, esta condicional nao
afeta o comportamento anteriormente efetivado, convergindo para a mesma raiz que o ponto inicial anterior.
Assim sendo, dado um ponto z os pontos de sua vizinhanga quando condicionados aos mesmos métodos
iterativos geram Orbitas semelhantes no comportamento com z, este conjunto de pontos (z e sua vizinhanga)

é denominado de conjunto estavel do método.
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De maneira analoga, um ponto z é dito instavel caso qualquer de sua vinhanga possuir pelo menos um
ponto que dé origem a érbitas com comportamentos distintos de z, ou seja, se partindo de um ponto inicial
seu vizinho acrescido de determinado valor pouco significante ndo apresenta a mesma convergancia. Este
outro conjunto de pontos é denominado conjunto instavel do método.

Outro caso é quando em determinada vizinhanca de z h& pontos com comportamentos semelhantes e

distintos, assim, tem-se um conjunto denominado condicionalmente estavel.

4.7 Raio de Convergéncia Local

Raio de convergéncia local é designado por r, correspendo ao maior raio possivel da circunferéncia gerada a
partir de determinada raiz o onde os pontos sdo estdveis, abrangendo, por sua vez, o ponto inicial xg. Assim,

o valor de r é definido da seguinte maneira:
r = maxN(a, k) (4.8)

onde N(a, k) =x0 € B(a); || xo —a|2< ke klim Xp = Q
—00

4.8 Pontos Pretos

Para caracterizacdo dos pontos convergentes é necessario estabelecer os critérios para se aceitd-los como
solugdo do problema em questao, ja que pontos fixos podem ser solugdao, ou simplesmente pontos nos quais
a aproximagao do método convergiu mesmo estando distante de qualquer solucao.

Todos os métodos escolhidos para andlise dos polinémios deste trabalho requerem avaliacao de derivada
dessa funcao. E tais elementos sempre estdo no denominador do passo, ou de elementos do passo no processo
iterativo do método. Sendo assim, quando o valor da derivada é nulo ou muito préximo disso, a fracao
na qual ela aparece tenderd a um valor muito alto, a ndo ser que o numerador seja da mesma ordem, ou
superior, da derivada. Se sequencialmente acontece a primeira situacao, isto é, o elemendo identificado como
passo tem valor alto, hé possibilidades do processo chegar ao limite maximo de iteragoes e nao alcancar uma
aproximagao aceitavel; originando portanto pontos pretos dentro das bacias. Como os critérios de parada sao
de niimero de iteragoes e tamanho do passo, existem também situacdes em que os pontos pretos sao criados
mediante as sequéncias gerarem aproximacoes divergentes até alcancar o maximo de iteracoes permitidas, ou

pontos fixos, diferente de raiz, mediante o tamanho do passo ser inferior a tolerancia adotada.

4.9 PolindOmios Avaliados

Os polinémios e suas multiplicidades estdo dispostos na tabela 4.2 de modo que através da geracdo das bacias
de atracao desses possa haver um detalhamento sobre o tempo computacional necessario para executar cada
método em todos os pontos, bem como o niimero total de iteragdes necessarias para um ponto convergir para
determinada raiz, o nimero médio de avaliagdes de funcdes necessarias por ponto e o nimero de pontos que
requerem 40 iteracoes sem apresentar convergéncia, isto é, o nimero de pontos pretos.

Para cada raiz do polinémio p(x) verificado é atribuida uma cor de modo que os pontos dispostos no
intervalo [—3, 3] x [—3, 3] ao serem analisados nos métodos iterativos convergem ou ndo para determinada

raiz de p(z). Em caso de ndo convergéncia o ponto é denominado ponto preto (sinalizado com a cor preta), de
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modo que comparando as bacias dos métodos entre si é possivel obter uma avaliacdo qualitativa dos pontos
tidos como fixos ou divergentes no método.

Assim, tem-se que cada cor representa uma raiz e para cada conjunto de pontos vizinhos convergente
para a mesma raiz diz-se que se tem um conjunto de pontos estaveis com determinado raio de convergéncia.
Isto é, cada regido que apresenta uma mesma cor indica que tal conjunto de pontos convergem para uma
mesma raiz e apresentam algum grau de estabilidade sob certo raio de convergéncia.

O nimero de avaliagoes por ponto e tempo computacional, por sua vez, podem ser averiguados nas curvas
dispostas pelas bacias. Quando se obtém uma drea da bacia mais sombreada que outra (limitadas por curvas
de nivel), tem-se que os pontos da drea mais sombreada demandaram mais avaliagbes e consequentemente
maior tempo computacional para obterem convergéncia que das dreas menos sombreadas.

As medidas foram geradas pelo software Matlab juntamente com as bacias de atragdao. Para o tempo
computacional foram considerados apenas a geracdo das bacias sem as demais medidas e, para o nimero de
avaliagoes por pontos foram considerados somente os pontos que convergiram para determinada raiz, isto
é, foram desprezados os numeros de avaliagbes dos pontos que se adequam a alguma condigdo para serem
pretos. Os pontos pretos por outro lado foram expostos em porcetagem, onde 100% representa os 250.000

pontos do quadrado usados na discretizagdo do dominio para avaliacao por bacias.

Tabela 4.2: Polinémios p(z) e a maior multiplicidades m das raizes

Polindémios m
p1(z) = (x — 1)2(322 + 14z + 19) 2
p2(z) = 22(112* — 3422 + 39) 2
ps(z) =2a" +a% -1 2
pa(z) =2 —1 2
ps(x) =251 2

pr(x) = (2% — 2+ 1)%(z + 2)* 4
ps(z) = (z* —5)° 5
po(x) = (2% + 42 — 10)3 6

4.10 Bacias de Atracao

Para a andlise em questdo adotou-se os polinémios dentro do quadrado [—3, 3] por [—3, 3], distribuidos em
250.000 pontos igualmente espacados. Foram eleitos nove polindmios por caracteristicas diversas, tais como:

numero de raizes, multiplicidade e representagao das bacias de atragao.
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Figura 4.1: Bacias de Atracdo referentes ao polindmio p1(z) = (z — 1)?(32% + 142 + 19)
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Figura 4.2: Bacias de Atracgdo referentes ao polinémio pz(z) = z?(11z* — 3422 + 39)
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Figura 4.3: Bacias de Atracio referentes ao polinémio ps(x) = 2” + x> — 1
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Figura 4.4: Bacias de Atracdo referentes ao polinémio ps(z) = z* — 1
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Figura 4.5: Bacias de Atracio referentes ao polinémio ps(z) = x® — 1
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Figura 4.6: Bacias de Atracdo referentes ao polindémio ps(z) = (z — 2)(x — 2)(x — 2)(2® + 3)®
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Figura 4.7: Bacias de Atracio referentes ao polinémio pr(x) = (2 — z + 1)*(z + 2)*
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Figura 4.8: Bacias de Atracio referentes ao polinémio pg(z) = (z* — 5)°
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Figura 4.9: Bacias de Atracio referentes ao polinémio pg(x) = (23 + 422 — 10)?
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Sobre todos os nove polindmios estudados se tem as medidas apresentadas nas tabelas a seguir e em

seguida uma analise desses dados.

Tabela 4.3: Tempo Computacional em minutos

Método/Polindémios pi(x) pa2(z) ps(z) pa(x) ps(z) pelz) pr(z) ps(x) po(x)

Newton 044 033 032 028 035 049 060 088 121
MVN 050 037 051 041 036 054 118 090 0,72
Dong 3 024 031 017 021 013 0,17 029 019 052
Dong 4 023 024 030 029 028 018 030 020 059
SSTZ 2 035 026 042 044 037 021 033 022 066
Euler-Cauchy 032 042 047 050 046 0,16 056 048 1,35

Tabela 4.4: Ordem de Convergéncia Computacional (OCCA)

Método/Polindémios  p1(z) pa () p3(x) pa(x) ps(x) pe(x) pr(x) ps(x) po(x)

Newton 1,35 1,51 201 20l 201 ND 100 ND ND
MVN 1,61 1,96 2095 297 295 100 1,00 ND 1,00
Dong 3 222 3614223 0,63 099 103 1,00 1,00 1,00 1,00
Dong 4 2,26 24799888 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
SSTZ 2 274 8170127 2,05 204 206 3,62 551 462 1,00
Euler-Cauchy 2,19 4272627 1,00 1,00 1,00 1,02 1,63 1,30 1,00

Para o tempo computacional foram considerados apenas a geragdo das bacias sem as demais medidas
e, para o numero de avaliagdes por pontos foram considerados somente os pontos que convergiram para
determinada raiz, isto é, foram desprezados os nimeros de avaliagbes dos pontos que se adequam a alguma
condicdo para serem pretos.

Diante do exposto, para o tempo computacional, Dong 4 é o melhor para os polinémios p;(x) e pa(x)
enquanto Dong 3 é o melhor para os demais polindmios testados, exceto para pg(x) onde Euler-Cauchy,
surpreendentemente, apresenta o melhor tempo computacional. Euler-Cauchy, também, por outro lado, é o
que apresenta o maior tempo computacional para os polinémios pa(x), p4(z), ps(z) e pg(x) ao lado do MVN
que apresenta o maior tempo computacional para os demais polinémios. Além disso, os métodos Dong 3 e
Dong 4 apresentam tempos bem préximos em todos os p(z) aqui analisados e, o SSTZ2 néo apresenta fortes
oscilagbes de tempo.

Para a OCCA verifica-se que dentre os métodos, Newton e o MVN nao apresentam fortes oscilagoes
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Tabela 4.5: Numero médio de iteragées por ponto

Método/Polindmios  pi(z) pa(w) p3(x) pa(z) ps(x) pe(x) pr(x) ps(z) po(w)

Newton 10,39 11,78 11,42 9,74 1148 ND 1424 ND ND
MVN 731 845 7,75 58 681 1288 1037 ND 1423
Dong 3 450 550 646 633 542 367 6,18 386 7,68
Dong 4 449 538 652 640 633 376 630 404 7,79
SSTZ 2 459 576 715 662 704 434 551 475 831
Euler-Cauchy 590 947 10,39 11,16 10,29 3,64 10,51 12,53 10,98

Tabela 4.6: Numero de Pontos Pretos expresso em porcentagem

Método/Polindmios  pi(z) pa(x) ps(x)  pa(z)  ps(x)  ps(x)  pr(x)  ps(x)  po(x)

Newton 0,02% 003% 085% 061% 293%  100% 42,14% 100%  100%
MVN 8,41% 4,44% 17,76% 19,93% 2320% 24,97% 41,17%  100%  21,91%
Dong 3 1,87% 9,05% 69,25% 4517% 81,32% 34,61% 33,82% 76,09% 1,08%
Dong 4 0,31% 0,79% 2,04%  6,45% 11,92% 32,60% 34,73% 78,04% 0,81%
SSTZ 2 6.80% 3,99% 11,09% 1590% 21,63% 1,34%  7,34%  6,98%  1,20%
Euler-Cauchy 0% 0% 0% 0% 0%  0,04%  020% 2,67% 0%

nos testes. Para o polinémio pg(x) com excessdo de Newton, os cinco métodos apresentaram convergéncia
equivalemnte a 1. Com excessdo de pa(x) os métodos em sua maioria apresentam convergéncia entre 1 e 3.
O po(x), por sua vez, apresentou comportamentos irregulares devido uma de suas raizes ser o zero e assim
os fatores do logaritmo tender a +o0o ou —oco. Para pg(z),ps(x) e pg(x) Newton ndo declarou esta medida
devido nao ter obtido convergéncia para nenhuma das raizes em nenhum dos pontos contidos no intervalo
testado, assim também como o MVN em pg(z).

Para o niimero médio de iteragoes por ponto os maiores resultados para os polinémios testados sao dados
por Newton e Euler-Cauchy, enquanto os menores sdo obtidos por Dong 3 e Dong 4 com diferengas minimas
entre seus resultados. Para o polinémio py(z) tem-se que o MVN é o melhor, mas com uma diferen¢a pouco
significativa dos demais. O método de Newton, por sua vez, por nao ter encontrado nenhuma das raizes para
pe(x),ps(x) e po(x) ndo definiu esta medida, mas encontra-se como o método com os maiores ntimeros de
avaliagdo na maioria dos casos. Para pg(2) o MVN também néo definiu a medida devido ter obtido apenas
divergéncias para o intervalo em questdo. Além disso, 0 MVN ao ser comparado com os demais s6 apresenta

resultados melhores que Newton, como ja averiguado porWeerakoon & Fernando (2000), e para Euler-Cauchy,
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nos polinémios ps(x), p7(x) e po(z).

Para o ntimero de pontos pretos o melhor para os polinémios testados é Euler-Cauchy que nao apresenta
nenhum ponto preto para nenhum dos cinco polinémios de multiplicidade até 2 e pouquissimos nos casos
de multiplicidades maiores. Para os polindmios pa(z), ps(z), pa(z),ps5(x) e pe(x) o maior nimero de nao
convergéncias é apresentado pelo Dong 3, enquanto para p;(z) e pg(z) por MVN.

Por conseguinte, para pg(z), ps(z) e po(x) Newton apresenta todos os pontos pretos, apontando que para
todos os pontos em questdo o polindmio se adequa a algum dos critérios para indicagao desses pontos, fato
que deve ser destacado, visto que para os demais polinémios de multiplicidade 2 testados ele é o segundo
melhor método para esta medida, perdendo apenas para Euler-Cauchy. Para ps(z) o MVN apresenta todos
os pontos do intervalo dado como pretos. Para pg(x), p7(z) e ps(z) Euler-Cauchy apresenta pontos pretos,
mas ainda assim néo sao significativos quando comparados aos demais analisados.

Assim, tem-se que mesmo Euler-Cauchy apresentando um tempo computacional maior que os demais ele
é o tinico que nao dispde de uma quantidade significativa de pontos pretos. Além disso, o nimero de iteragoes
considerados neste trabalho é contabilizado apenas para os pontos que apresentaram convergéncia, isto é, sdo
desprezadas as iteragoes dos pontos pretos, neste caso, entdo, apesar de alguns métodos apresentarem bons
resultados nos nimeros médios de iteracdes apresentam muitos pontos pretos, remetendo, desta maneira, que
nao se deve retirar o mérito de iteragoes de Euler-Cauchy, visto que este apresenta convergéncia praticamente
integral para os pontos.

Por outro lado, nas bacias de atragdo do polinémio p;(z) dadas pela figura 4.1 com excessdo de Euler-
Cauchy os métodos apresentam os pontos pretos nas fronteiras das raizes, area que, também, é marcada pela
instabilidade de convergéncia. Euler-Cauchy, por sua vez, apresenta um grau de estabilidade excelente, sendo
destacado pelas fronteiras bem definidas e sem a presenga de pontos pretos. Os métodos em geral para este
polindmio demonstram boa convergéncia para as trés raizes apresentadas pelas trés diferentes cores.

Nas bacias de atragao do polinémio ps(x) dadas pela figura 4.2 sdo apresentadas cinco raizes distintas com
fronteiras bem definidas para os métodos em geral, com excessao de Dong 3 que apresenta certa instabilidade
de convergéncia para a maioria das raizes. A instabilidade dos métodos assim como os pontos pretos é dada
nas fronteiras dos mesmos. Cauchy, novamente, é destacado por suas fronteiras bem delimitadas e sem a
presenca de pontos pretos, bem como Newton que apresenta boa convergéncia para as raizes em questao com
quantitivo pouco significativo de pontos divergentes. As bacias do polindmio ps(z) designados pela figura
4.3 apresentam comportamentos semelhantes ao polindmio ps(x) com destaque para Dong 3 que também
demonstrou instabilidade e grande quantidade de pontos pretos.

Para o polindmio py(z) e ps(z) sdo delimitados 4 e 7 cores indicando, respectivamente, 4 e 7 raizes
para qual os pontos apresentam boa estabilidade na maioria dos métodos. Novamente, Dong 3 apresenta
significativa presenca de pontos pretos, com alto grau de instabilidade das raizes. Com exce¢do de Euler-
Cauchy que manifesta novamente todas as fronteiras suaves e bem definidas, os métodos expressam os mesmos
comportamentos bem mais instaveis nas suas fronteiras.

Sobre as bacias de atrac¢ao do polinémio pg(z) dados pela figura 4.6 sdo apresentados trés cores indicando
trés raizes distintas. Para essas Newton nao apresenta nenhuma convergéncia para o intervalo definido neste
trabalho. Todos os métodos neste caso apresentam pontos pretos, que diferente das bacias anteriores nao
estdo somente na fronteira, mas dispostos na bacia inteira. No caso de SSTZ2 e Euler-Cauchy a presenca é
pouco significativa e em comparacao com os demais apresentam boa estabilidade de convergéncia das raizes.

Na figura 4.7 sdo apresentadas as bacias de atragdo do polindémio p7(x) onde sdo expostas trés cores que

representam as trés raizes distintas do polinémio em questao. Os métodos de Newton e MVN sao destacados
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por apresentarem convergéncia somente para duas raizes e serem marcados por pontos divergentes. Dong 3
e Dong 4, por sua vez, mostram comportamentos semelhantes enfatizados pela presenca de pontos pretos e
instabilidade nas fronteiras e na convergéncia para a raiz representada pela cor azul claro. SSTZ2 mostra boa
convergéncia, apresentando pontos pretos somente nas fronteiras das raizes e Euler-Cauchy apresenta suas
fronteiras bem demarcadas apresentando pontos pretos, porém em menor quantidade que os demais métodos
e existentes significativamente na regido representada pela cor azul claro.

Da mesma maneira, na figura 4.8 sdo dadas as bacias do polinémio pg(x) onde os métodos de Newton e
MVN apresentam 100% dos pontos neste intervalo sendo pretos. Dong 3 e Dong 4 apresentam comportamentos
semelhantes entre si, marcados pela presenca de pontos pretos. SSTZ2 e Euler-Cauchy nao apresentam muitos
pontos desta natureza e, surpreendentemente, SSTZ2 apresenta melhor estabilidade que Cauchy, uma vez
que SSTZ2 apresenta pontos pretos apenas em suas fronteiras enquanto Euler-Cauchy tem estes pontos
espalhados por todo o intervalo em questao.

Por fim, para o polindmio pg(z) estdo dispostas as bacias na figura 4.9. Newton, mais uma vez, nao
apresenta convergéncia para nenhuma raiz e o MVN, por outro lado, apresenta comportamento instavel mas
converge em determinados pontos para as trés raizes apresentadas por trés cores distintas. Dong 3, Dong 4
e SSTZ2 apresentam comportamentos semelhantes com estabilidade boa e poucos pontos pretos, geralmente
restritos as fronteiras. Enquanto Euler-Cauchy, para este caso, nao dispoe de nenhum ponto desta natureza e
apresenta todas as suas fronteiras bem delimitadas apresentando excelente convergéncia para todas as raizes

no intervalo em questao.



Consideracoes Finais

Os fractais sdo utilizados por diversas areas para distintas representagoes e estudos, as bacias de atragao, por
sua vez, sdo geradas por métodos iterativos e podem ser consideradas ou nao fractais. Essas bacias podem
apresentar caracteristicas bem complexas que dificilmente serdo apresentadas pela Geometria Euclidiana,
como auto similaridade, lei de formagcao, dimensao fractal, etc. Assim, tem-se que o estudo dos fractais e das
bacias de atracdo podem proporcionar andlises diferenciadas em casos que envolvem fenoménos néo lineares.

Para a determinacdo de métodos para encontrar raizes polinomiais, por sua vez, deve-se considerar
diversas medidas, tais como: eficiéncia, ordem de convergéncia, tempo computacional, nimero de pontos
pretos, numero médio de avalia¢Ges por ponto, fronteiras, estabilidade, etc; variando de acordo com o interesse
da problemética em questao.

Dentre os testes realizados para os polindmios selecionados, destaca-se o método de Newton que mesmo
sendo considerado por alguns como defasado apresentou resultados satisfatorios para os polinémios testados
com multiplicidade 2. Além disso, destaca-se Euler-Cauchy que mesmo nao dispondo de vantagens no tempo
computacional e no nimero médio de avalia¢des por ponto é o inico método para o qual a presenca de pontos
pretos é pouco significativa.

Neste trabalho optou-se por explorar apenas as iteracoes algébricas devido esse processo fornecer as
aproximagoes das solugoes desejadas e restringiu-se a pesquisa a métodos até terceira ordem de convergéncia,
mas destaca-se a gama de métodos existentes com as mais variadas ordens. Assim, é pertinente destacar que
os fractais/bacias de atragdo nesta perspectiva devem ser mais explorados, e dai tendo-se a necessidade de
compreender e explorar mais esta ferramenta em trabalhos futuros, bem como, investigar outros métodos

iterativos existentes para determinacdo de raizes de polinémios ou de fungdes ndo-lineares em geral.
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