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“Nem tudo que se enfrenta pode ser modificado, mas nada pode ser
modificado até ser enfrentado”
Albert Einstein



RESUMO

Este trabalho consiste de uma revisdo bibliografica sobre o tema isolantes topolégicos dentro
do contexto da fisica da matéria condensada. Apresentamos 0s principais conceitos dessa area,
bem como as ferramentas béasicas para estudar o tema no Poliacetileno. Dentre essas,
discutimos em detalhes o teorema do residuo e o winding number. O winding number, também
conhecido como nimero de preenchimento, representa um invariante topoldgico, o qual pode
ser aplicado para a descricdo de fases topoldgicas no Poliacetileno. Este material € um polimero
orgénico, ou seja, materiais caracterizados por serem formados por tomos de carbono e
hidrogénio dispostos em forma de cadeia. O estado de vacuo desse material € duplamente
degenerado, sendo que apenas uma delas possui topologia nao trivial, ou seja, possui winding
number diferente de zero. Os beneficios para o ramo da tecnologia sdo diversos com as
aplicacdes de isolantes topoldgicos, e condutores quando dopados com materiais oxidantes ou

redutores.

Palavra-chave: Topologia, Tecnologia, Poliacetileno.



ABSTRACT

This work consists of a bibliographical review on the topic topological insulation within the
context of condensed matter physics. We present the main concepts of this area, as well as the
basic tools to study the topic in Polyacetylene. Among these, we discuss in detail the residue
theorem and the winding number. The winding number, also known as fill number, represents
a topological invariant, which can be applied to the description of topological phases in
Polyacetylene. This material is an organic polymer, that is, materials characterized by the
formation of carbon and hydrogen atoms arranged in a chair shape. The vacuum state of this
material is doubly degenerate, with only one of them having non-trivial topology, that is,
winding number different from zero. The benefits to the field of technology are diverse with
the applications of topological insulators, and conductors when doped with oxidizing or

reducing materials

Keyword: Topology, Technology, Polyacetylene.
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1 INTRODUCAO

Estudamos no ensino basico que os estados fisicos da matéria sdo: sélido, liquido e
gasoso. Entretanto, existem outros estados fisicos que ndo estudamos, por exemplo, o plasma.
Para Hewitt (2002), o plasma é considerado o quarto estado da matéria e menos comum no
meio ambiente, entretanto é o que prevalece no universo, o Sol e as estrelas por exemplo s&o
formados basicamente de plasma. Embora seja muito importante estudar esse estado fisico,
nossa énfase sera em estados topolégicos da matéria.

Com a descoberta de estados topoldgicos da matéria, possibilitou um novo rumo para
classificar determinados sistemas de matéria condensada. Alguns efeitos como o de transporte
eletrénico spin-dependente sem dissipacgéo, estatistica e carga fracionaria séo desprovidas pela
ordem topoldgica em meios que possuem em suas fronteiras, estados metalicos. Segundo
Ortmann et al., 2015; Schmidt et al., 2016, afirmam que com essas propriedades € possivel o
desenvolvimentos nas areas de spintronica, Optica e computacdo quantica, que sdo essenciais
no ambito cenario tecnoldgico.

No ano de 2016, a academia Real Sueca de Ciéncias, homenageou com o Nobel de
Fisica trés grandes cientistas que estudavam fases e estados da matéria, utilizando apenas
métodos matematicos, isso possibilitou o avango para verificar outros estados da materia
desconhecido. Os premiados foram Frederick Duncan Michael Haldane, da Universidade de
Princeton, David James Thouless, da Universidade de Washington e John Michael Kosterlitz,
da Universidade Brown, todas nos Estados Unidos (COMMISSARIAT, 2016). Esses
cientistas utilizaram como base, conceitos da area de topologia, que por sua vez, é o ramo da
matematica que descreve as propriedades que ndo mudam quando uma forma é alterada de
modo gradual. Sendo um dos objetivos de estudo, a verificacdo de propriedades da matérias
gue possuiam caracteristicas elétricas incomum.

A teoria de Landau-Ginzburg, enfatiza a matéria e suas possiveis fases quanticas que
descrevem violagdes em simetrias adjacentes. Um exemplo bastante peculiar seria o
alinhamento de spins em um sistema magnético, a ordem ferromagnética é proveniente da
quebra da simetria de rotacdo. Porém, com a descoberta do efeito Hall quantico (EHQ) que
ocorreu no ano de 1980, acarretou na comprovacdo da existéncia de uma ordem e de estados
topologicamente desconhecidos até entdo (THOULES, 1998; WEN, 2004).
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O Efeito Hall Quéntico é caracterizado por uma propagacdo unidirecional de estados
metalicos em bordas de sistemas bidimensionais eletrénicos, sobre a influéncia de um campo
magnético externo perpendicular aplicado ao sistema. Por conta disso, no bulk que esses
sistemas apresentam, ha discretizacdo das érbitas eletrdnicas e os estados possuem um gap de
energia, tornando-se isolantes (KATO et al., 2014).

David James Thouless, um dos primeiros a interpretar alguns fenémenos de quantizacao
com o surgimento de nimeros quanticos topoldgicos. E isso, foi o que ocorre no Efeito Hall
Quéntico inteiro, onde observaram que a condutincia de uma amostra sobre um campo
magnético e uma tensdo elétrica resultaram em platés que se tornaram robustos a variacfes
tanto na composigdo quanto na forma da amostra. David James Thouless em colaboragdo com
John Michael Kosterlitz, demonstraram que defeitos topoldgicos, chamados de vortices e
antivortices, estdo por tras de certas transicdes de fase em filmes finos. Quando em altas
temperaturas os defeitos simultaneamente ddo origem a uma estrutura desordenada. Mas,
quando essa temperatura vai diminuindo, vortices e antivortices se combinam em pares
formando-se uma fase com uma espécie de ordem topoldgica.

As ferramentas conceituais que os ganhadores do Nobel de 2016 ajudaram a criar
baseadas em nocdes de topologia, sdo atualmente indispensaveis para o entendimento de novos
e promissores materiais como isolantes topoldgicos. Por conta do trabalho desses cientistas, a
ciéncia hoje, pode buscar por outras fases da matéria ainda desconhecidas, e no futuro poder
aplicar em outros campos da ciéncia e da eletronica, colaborando para o desenvolvimento de
computadores quanticos (ORTMANN et al., 2015).



14

2 OBJETIVOS

2.1 Obijetivo geral

Realizar uma revisdo bibliografica sobre fases topoldgicas na area de fisica tedrica,
introduzindo as principais ferramentas matematicas, tais como winding number e teorema do

residuo.

2.2 Objetivos especifico

»  Discutir o conceito de fases topologicas;

»  Introduzir as ferramentas matematicas basicas para descrever topologia no
poliacetileno;

»  Mostrar arelagéo entre o winding number e o teorema do residuo;

»  Exemplificar o teorema do residuo em aplicacdes de integrais no plano complexo.
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3 METAIS, ISOLANTES E SEMICONDUTORES

Nesta secdo sera apresentado a classificacdo dos materiais com relacdo a sua
condutividade elétrica, usando apenas uma analise qualitativa da estrutura de bandas eletrdnicas
de cada um, sem nos preocuparmos com uma descricdo de primeiros principios o que
necessitaria de um grande ferramental tedrico em fisica quéntica.

De acordo com essa classificagdo, os materiais sdo separados entre metais, isolantes e
semicondutores. Metais sdo bons condutores de corrente elétrica, como por exemplo o cobre,
enquanto isolantes sdo maus condutores de corrente elétrica, por exemplo o diamante.
Semicondutores sdo materiais que podem conduzir eletricidade por efeito da agitacdo térmica
(SERWAY; JEWETT, 2004).

Os sélidos séo formados por atomos ligados em uma rede cristalina. Em geral, essa rede
tem uma periodicidade espacial, ou seja, a disposicdo dos atomos tende a se repetir. Esses
atomos, por sua vez, possuem elétrons que estdo ligados ao nucleo atdmico, sendo que 0s
elétrons mais externos sdo chamados de elétrons da camada de valéncia (HEWITT, 2002).
S&o esses elétrons os responsaveis por determinar a condutividade elétrica do material. Na
mecanica de uma particula, precisamos obter a energia total da particula para descrever
qualitativamente o tipo de movimento da particula. O sistema ligado terra - lua, por exemplo,
possui uma energia negativa o que faz com o que o sistema permaneca ligado, tornando
impossivel a lua se separar da terra. Analogamente, precisamos calcular a energia desses
elétrons das bandas de valéncia.

Para exemplificar o que € uma banda eletrénica, iremos considerar um elétron ndo
relativistico com massa (m) e momento (p). A energia desse elétron é E(p) = p%/2m. Esse tipo
de funcdo (energia em funcdo do momento) é também conhecida como equacao de dispersao
do sistema. A banda eletronica do sistema é obtida através do grafico dessa dispersao.
Obviamente esse exemplo ndo é uma “banda”, ja que estamos descrevendo apenas uma Unica
particula, ao contrario do estado sélido que é formado por um nimero N muito grande de

atomos. No entanto, a banda eletrénica de um material também é dada por esse tipo de gréfico.



16

Figura 1: Relacéo de disperséo para um elétron ndo relativistico. Usamos 2m = 1. Observe
que apenas a regido com energia positiva é acessivel aos elétrons.
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Fonte: José do Nascimento Cardoso

Com base no exemplo anterior, construiremos um exemplo de banda eletrdnica para um
metal. Antes disso, precisamos incluir o fato de que um sistema com uma banda eletrdnica
possui muitos elétrons e, portanto, é preciso determinar o comportamento coletivo deles. No
caso de um sistema com muitos corpos (elétrons), um elemento fundamental é a energia de
Fermi (E 1). Essa quantidade é igual ao o potencial quimico em temperatura zero. Por outro
lado, 0 poFtenciaI quimico é calculado pela derivada da energia interna U do sistema pelo nimero
de particulas. Em outras palavras, ele mede quanta energia o sistema ganha ou perde ao receber
ou perder um determinado nimero de particulas (HEWITT, 2009). Aqui, discutimos como a
energia de Fermi se relaciona com o numero de estados ocupados do sistema. 1sso € importante,
pois uma vez conhecida a banda eletronica, precisamos determinar em qual parte da banda os
estados eletronicos estao “localizados”, sendo isso o que entendemos como comportamento
coletivo dos elétrons.

A natureza dos atomos e dos elétrons que compdem o estado solido é quantica. Por isso,
sempre descrevemos o comportamento destes em termos de probabilidades. Isso também se
aplica ao fato de um possivel estado de energia (E) estar ocupado ou nao, o que é chamado de
probabilidade de ocupacéo P(E). Note que a energia, a priori, & conhecida, pois entendemos que

temos conhecimento sobre a banda eletrdnica, i.e, conhecemos a relacéo de dispersdo E(p).

L A energia de fermi de um material é a probabilidade de 0,5 da energia do estado quantico de estar ocupado por
um elétron.
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Em fisica quéntica existem apenas dois tipos de probabilidades de ocupacdo, uma que
vale para férmions e outra que vale para bdsons. Como o elétron é um férmion, entdo ele
obedece a chamada estatistica de Fermi-Dirac?, que fornece P(E), dada por

1

. (1.1)
e(E—Er)/(keT) 4 ]

P(E) =

Sendo que kg é a conhecida constante de Boltzmann e T é a temperatura do sistema. A
primeira caracteristica dessa equacédo é que a ocupacdo ndo depende da energia E, mas sim da
diferenca de energia (E - Er). Como consequéncia, para E = Er temos que P(E) = %2 = 50%
para qualquer temperatura diferente de zero. Isso mostra que existem muitos estados ocupados
nessa regido. Um caso interessante ocorre para T = 0, essa situacéo, para E > Er temos que
P(E) = 0 e, por outro lado, para E < Er temos que P(E) = 1. Portanto, todos os estados abaixo
da energia de Fermi estdo ocupados (HALLIDAY et al., 2009).

Os metais em temperatura ambiente sdo perfeitamente descritos pelo caso em que T=0.
Para entender essa aproximacéo, devemos lembrar que a energia de Fermi do cobre é 7,0 eV.
Usando Er = kgTr, como ks = 10eV/K, encontramos a temperatura de Fermi do cobre, dada
por Te= 7.10%°K. Aplicacdes experimentais, envolvendo condutividade elétrica dos metais, séo
realizadas normalmente em temperatura ambiente T = 300K, que representa uma pequena
fracdo da temperatura de Fermi. Portanto, seja F (T, Tr) uma funcdo tanto da temperatura de
Fermi quanto da temperatura do sistema. Essa funcdo pode representar qualquer quantidade
fisica do cobre, como por exemplo sua condutividade elétrica. Fazendo-se uma aplicacdo a
expansdo de Taylor para T < Tr, temos F (T, Te) = F (T =0, Tr) + A(T/TE) +..., sendo A uma
constante conhecida. Como T/Tr<< 1, temos que F (T, T¢) = F (T = 0, T¢). Dessa forma, em
nossas proximas interpretacfes consideraremos sempre o caso de um metal em temperatura
zero. Para fazermos uma analise qualitativa da condutividade em um metal, vamos considerar
uma simples generalizacdo do caso ndo-relativistico que vimos anteriormente. Nesse caso, a
relacdo de dispersdo dos elétrons € E(p) = +p2/2m. Note que apenas incluimos a possibilidade
de termos elétrons com energia negativa. De fato, na teoria quantica com efeitos relativisticos,
isso pode ser comprovado. Na figura 2, plotamos a relacédo de dispersao. Note que as bandas de
energia positiva (também chamada de banda de conducdo) e a banda negativa (também
chamada de banda de valéncia) se tocam no ponto p = 0. Por simplicidade, vamos assumir que

Er = 0. Dessa forma, todos os estados da banda de valéncia estdo preenchidos. Quando

2 A estatistica de Fermi-Dirac estabelece o comportamento de sistemas formados por um grande nimero de
elétrons, especialmente em corpos sélidos.


https://pt.wikipedia.org/wiki/El%C3%A9tron
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aplicamos uma diferenca de potencial elétrico V (dado em Volts) no material, os elétrons véo
receber uma quantidade de energia eV, sendo e a carga elétrica fundamental. Como ndo existe
nenhum “obstaculo”, 0s elétrons poderdo seguir livremente da banda de baixo para a banda de
cima, caracterizando o processo de conducdo elétrica. No caso de isolantes, como ilustrado na
figura 3, existe uma separagdo em forma de um gap de energia entre essas bandas. Por isso,
apesar da aplicacdo do potencial elétrico, ndo ocorre conducéo de elétrons. Semicondutores sdo
um caso particular no qual esse gap de energia é um valor muito pequeno. Dessa forma, com o

uso de algumas impurezas (ou dopantes) € possivel realizar a conducdo de elétrons.

Figura 2: Exemplo de relagdo de dispersdo para um metal. Usamos 2m = 1. Observe que no ponto p = 0 as duas
curvas se tocam. Consideramos, por simplicidade, que a energia de Fermi estd em cima da origem.
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Fonte: José do Nascimento Cardoso.

Figura 3: Exemplo de relacdo de dispersdo para um isolante. Usamos 2m = 1. Observe que no ponto p=0 as
duas curvas ndo se tocam. Consideramos, por simplicidade, que a energia de Fermi estd em cima da origem.
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Fonte: José do Nascimento Cardoso.
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4 INTEGRACAO NO PLANO COMPLEXO

Nesta secdo vamos apresentar e discutir duas possiveis ferramentas matematicas muito
importante para esse presente trabalho que sdo: winding number e teorema do residuo; sempre

procurando enfatizar sua importancia para o estudo da topologia que vem crescendo.

4.1  Winding number

H4 alguns anos, trés fisicos Britanicos fizeram historia para 0 mundo da fisica, pois
descobriram um novo estado fisico da matéria, chamado de estados topoldgicos da matéria,
sendo o exemplo mais conhecido o Efeito Hall Quantico. Entretanto, a grande surpresa por tras
de tudo isso, foi o fato de que eles conseguiram descrever fenémenos fisicos atraves de calculos
de matematica, comum na area de topologia, dentre os quais destaca-se o célculo do winding
number que sera o foco do nosso estudo.

O winding number, também conhecido como nimero de preenchimento, é um invariante
topoldgico tipico de sistemas fisicos em (1+1) D, ou seja, sistema que apresentam duas
dimensdes, sendo uma espacial e outra temporal. Se considerarmos uma molécula de
Poliacetileno (polimero) que apresenta uma cadeia linear de atomos de carbono unidos por
ligacbes quimicas, temos um exemplo de sistema fisico em (1+1) D, pois a dimensdo da
distancia vai se estabelecer ao longo da cadeia de carbono, bem como sua variacdo de tempo.
Essa descoberta que atualmente conhecemos como estados topoldgicos da matéria, rendeu o
Prémio Nobel para os fisicos David James Thouless da universidade de Washington, Frederick
Duncan Michael Haldane da universidade de Princeton e John Michael Kosterlitz da
universidade Brown no ano de 2016, os quais utilizaram conceitos e técnicas da topologia para
a descobertas relacionados com transicdes de fases topologicas (COMMISSARIAT, 2016).

O winding number é entendido como sendo 0 nimero de voltas ao redor de um dado
ponto. Este é simbolizado pela sigla w que representa a volta realizada pela curva C ao redor

de um ponto Zo qualquer.
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Figura 4: llustra as trés possiveis curvas englobando o ponto z(.

D

C

Fonte: Dr. Leandro O. do Nascimento

Como w € independente da curva C em volta do ponto Zo, logo v sera igual a 1. Por
conta disso todas as curvas C, D e y vdo apresentar o mesmo winding number, ou seja, todas
elas completam uma Unica volta em torno do ponto Zo. Sendo que y ¢ um circulo ao redor do
ponto Zo, C e D séo curvas complexas que também completam uma volta ao redor do ponto Zo.
Note que todas essas trés curvas, embora diferentes, apresentam o mesmo winding number igual
a 1, por conta disso, dizemos que todas tem a mesma topologia. Se uma das curvas ndo engloba
0 ponto Zo, entdo essa curva possui winding number igual a 0, por ndo realizar nenhuma volta
em torno do ponto estabelecido Zo de acordo com a definicdo inicial, quando isso acontece
dizemos que a curva representa um isolante trivial. Essas afirmacdes poderdo ser comprovadas
no proximo capitulo no qual estudaremos um exemplo concreto.

Por enquanto, necessitamos de uma expressdo matematica que forneca o « de uma dada
curva. Se considerarmos a curvay para calcular «, sendo y um circulo, uma curva mais simples,
entdo ao tracar dois eixos sendo um horizontal e o outro vertical ao redor do ponto Zo
estabelecido acima, teremos um sistema de coordenadas cartesiana, no qual Zo = 0 € a origem.
Por simplicidade, vamos definir a curva y sendo um circulo unitario, logo chegamos em uma
situacdo analoga a de um ciclo trigopnométrico para o angulo 6 formado entre o vetor que sai do
ponto Zo até o circulo e o eixo horizontal. Se 8 =0, fazendo uma volta completa em torno do
ponto Zo no sentido anti-horério, entdo chegaremos no ponto 6 = 2w, logo A6 = 2w que é a
variacdo do angulo 6 no sentido anti-horario. Podemos de imediato deduzir que w = 1 pelo
simples fatos de completar uma Unica volta em torno do ponto Zo, entdo a Unica possibilidade
é de w = A6/2m. Generalizando essa equacdo para uma representacédo integral obtemos:

w = 1 dh = 2 — O_ (2.1)

2 /. 2
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De acordo com o numero de voltas que se completam em torno do ponto Zo, 0 angulo
final obtido seria & = 2mn, sendo (n) um ndmero inteiro. Quando essas curvas sdo realizadas
no sentido anti-horério especificamos ela com o sinal de +, e no sentido horario com o sinal
de -.

Dessa forma obtemos a seguinte equacéo

1 +2mn — 0
w=—¢@¢dd = ——— = +n. (2.2)
21 ), 2w
Portanto, conseguimos definir o winding number de uma forma mais geral. Entretanto,
queremos calcular ele de diversas maneiras, uma delas seria através de nimeros complexos (z).

Nesse caso, podemos escrever
1 dz
W= =— .
2mi ), % (2.3)

Se y for um circulo, entdo z = Re'?, sendo R constante e igual a 1. Além disso, dz =

e"9idé e dz/z = id6. Substituindo isso na eq. (2.3) fica claro que reobtemos a eq. (2.1). Por conta
disso, podemos afirmar que a defini¢do de wr, através de nimeros complexos, esta correta, mas
ndo esta totalmente clara, pois ainda ndo esclarecemos como ela inclui outros tipos de curvas.

Podemos generalizar a definicdo do winding number na Eq. (2.3) para considerar outros
tipos de curva, em particular, alguma que possua significado fisico. Para isso, basta supor que
z ¢ uma funcdo de algum parametro k. Em aplica¢des na fisica do estado solido, esse parametro
k é o momento linear dos elétrons na primeira zona de Brillouin, ou seja, € um intervalo de
integracdo que vai de —m a +x. Por isso, temos que —m/a < k < +n/a, sendo “a” o parametro da
rede, cujo valor normalmente é da ordem de um Angstrom. Dessa forma, temos que z = z(k),
cuja derivada com relacdo ao momento é representada por dz/dk = dkz(k). Portanto, usando isso
na Eg. (2.3), obtemos que o winding number é

1 ' -1 ,
W= — dk 27 (k)Oxz(k). (24)
21t /gy

Note que a integral é agora calculada sobre a primeira zona de Brillouin (BZ). No
proximo capitulo estudaremos o modelo SSH, o qual representa uma cadeia de atomos
unidimensionais. Curiosamente, sabendo que « nada mais € do que um ndmero inteiro, entdo
qual seria a utilidade de calcular essa quantidade novamente? Ocorre que a fungdo z(k)

naturalmente depende de alguns pardmetros que vém do modelo da rede.
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Podemos escrever entdo z = z (k, {p}), sendo {p} algum conjunto de parametros.
Portanto, apds a integracdo em Kk, concluimos que w = w({p}) € também uma funcdo desses
parametros. Os valores de {p} que modificam w«r s@o responsaveis por determinar em qual
fase o sistema tem topologia néo trivial, sendo este o principal objetivo de calcular a Eq. (2.3),
ou seja, determinar quais valores {p} fornecem w diferente de zero. Vale ressaltar que 0s
diferentes valores de {p} representam as diferentes curvas que discutido anteriormente.

4.2 Teorema do residuo

Neste topico, sera analisado e descrito o Teorema do Residuo, que é uma ferramenta
matematica muito poderosa e importante para este presente trabalho. Deduziremos ela com
muita calma e utiliza-la em algumas aplicacdes.

Considerando que uma funcdo f(z) é analitica em um dominio D, onde ndo possui
descontinuidade, por conta disso, a funcdo f(z) vai admitir uma serie de Laurent nas vizinhancas
do ponto Zo dada por

+oo

f(z) = Z an(z — 29)™. (2.5)

n=—oo

Precisamos calcular a integral fechada | no plano complexo, dada por

= f f(=2)d=. (2.6)
"5
Repare que, a curva C deve levar em consideracdo o ponto Zo, porque a série de Laurent
atua nas vizinhancas de Zo. Usando a Eqg. (2.5) na Eq. (2.6), tem-se:

+o0o
= ?({ f(-?)(lt = Z ?{'an(: - 50)”(1:. (2.7)

n=—oc

Escolhendo C como um circulo ao redor do ponto Zo, temos
2 — 2= €0 = dz = €?id#.

Utilizando a Eq. (2.8) na Eq. (2.7), tem-se:
k +00

+oc “+00 ok
=) jé ane"eidd = Y ian A g = Y dal,, (29)

n=—oo n=-—oo n—=—oo

Onde

(2.8)

27k
L = / gty (2.10)
0
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Sendo que K representa a quantidade de voltas ao redor do ponto Zo. Entretanto, nosso
foco é calcular a integral na Eq. (2.10) onde ela depende de n. Repare que para n = -1, temos
que |1 =2nk. E paran#-1, temos In= 0. Realizando uma volta no sentido anti-horério ao

redor do ponto Zo, obtemos k = 1, com isso, tem-se:
T= ?{ f(2)dz = 2mia_;.
c

A Eq. acima é conhecida como teorema do residuo, porque o coeficiente a.; da série de
Laurent é chamado de residuo. Esse termo pode ser representado como a.1 = Res {f(z), zo}, onde
0 ponto zo é chamado de p6lo de f(z). Repare que a integral | depende diretamente de um Unico
coeficiente que é 0 a1 e de certa forma, precisamos saber calcular esse coeficiente. Se por acaso
C néo percorrer 0 ponto zo, com isso, temos que | = 0, logo o residuo vai ser zero. Portanto,

para uma funcdo f(z) analitica, tem-se:

I= f{ F(z)dz = 0,

Além disso, precisamos provar que independente da curva C a Eq. (2.11) ainda pode ser
valida, lembrando que assumimos que a curva C é um circulo, ent&o isso ndo é geral. Por causa
disso, vamos recorrer ao recurso grafico. A Fig. (5) apresenta as curvas C. e C. da fungdo

analitica f(z) no plano complexo, onde ambas apresentam o valor igual a zero,

Figura 5: Representacdo de curvas no plano complexo.

Fonte: Dr. Leandro O. do Nascimento

(2)dz=0

("+

' fl2)dz=0,

C—
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Pois elas passam perto mas ndo englobam o ponto zo. Mas por outro lado, apresenta uma

curva y que € o circulo envolta do ponto zo que satisfaz,
ff(:)([: = 2mia_q, (2.15)

Que esta de acordo com a Eg. (2.11). Imaginando agora uma curva C, que é formada

pela unido de y, C. e C, ouseja, C=v + C. + C.. Logo,

jéf(:)ff: = f f)d=t § F)d j{ f(2)d=,
Utilizando a Eq. (2.13) e Eq. (2.14), tem-sg,

j}g f(2)dz = j;gf(::)d: = 2mia_q,
C ”

Repare que C que ndo é um circulo, também satisfaz o teorema do residuo. Por outro
lado, C pode ser qualquer curva que engloba o polo zo.

Agora que sabemos um pouco sobre o teorema do residuo, que por sua vez, € um
poderoso meétodo para calcular integrais. O importante agora € aprender como encontrar o

residuo a1 de uma fungéo f(z) qualquer.
4.3  Aplicacédo ao calculo de integrais reais
Nesta secdo vamos exemplificar e colocar em praticas os conhecimentos da ferramenta

matematica mencionadas no capitulo anterior, para resolver alguns exemplos.

Mas de inicio vamos provar a seguinte igualdade com base na Eq. (2.18).

+00 1
/ : =03 = 7
o 1422

O primeiro passo para resolver esse problema é fazer uma extensdo analitica do plano

real para o plano complexo. Por simplicidade, podemos escrever a varidvel x — z, ou seja,
saimos da variavel real para a variavel complexa. Com isso, podemos escrever a funcéo

analitica f(z), dada por 1

f(z) = it
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Se igualarmos o denominador da funcéo f(z) a zero, obtemos 1 + z2 = 0, logo os polos
simples estdo em z = i (no eixo imaginario de z). Com base nisso, e nds conhecimentos do
teorema do residuo, tem-se:

f(2)dz = 27ia_;.

C

Portanto,

1 1
f}‘ /*—/ ([l+/ dz = 2mia_12.21)
1+ 5, 14 22
R Cy

Sendo que C+ € um semi - circulo de raio R no plano superior de z (onde Imz > 0)
Com isso,

1 ™ Re'idf
‘%ZL lk_/P 1+.1'2(['1,+K m:) Tia_1.

Calculando o limite de R — o da Eq. (2.22)

(2.22)

. Isso nos leva a integral da curva C+ que
vai a zero, levando ao seguinte ponto

/ dr = 2mia_y,
e L2

Repare que a; é o residuo z = i, ou seja, € 0 Unico que esta sendo contornado pela
curva C. Portanto,

(2.23)

1 !
a_; = Res{f(z),i} = lim(z — ¢ =
Utilizando isso, podemos chegar a seguinte conclusao

. 1= ‘IQ(._I = 4T EZ - 7T, (225)

O resultado proposto na Equacéo (2.25) foi de encontro ao da equacgéo (2.18) menciona
no inicio do capitulo.

Dando continuidade, utilizaremos agora 0 mesmo principio descrito acima, para
resolver o proximo exemplo que tem como base a seguinte equacgao

T cosz T
——dx —
P T e
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Para comecar, precisamos definimos a funcéo f(z), tal que

(.}“i::

=1
Repare que
cos-r.q = Re < lim © =0
14 24 z—z ] + z4

Os polos de f(z) sdo z = = i. De acordo com o exemplo anterior, precisamos escolher um
contorno conveniente, que faca com que no limite R — 1, a integral da curva C+ vai a zero. Se
vocé for reparar, isso depende diretamente do comportamento do numerador f(z), ou seja, a
exponencial e”2. Fazendo z = x + iy, portanto e” = e*V. Resolvendo 0 mddulo quadrético desse
termo, obtemos le"?l = e?. Para que esse termo posso ir a zero, o Imz > 0, portanto, y — 0. O

unico polo que satisfaz isso € z = i. O residuo nesse ponto é

.0 -1

a-1 = Res{f(2),1} = lim(2 =) 7— :)(,: +i) 20

Com isso,

T cos xdzx 212y ,—1
/ CORTIT _ Re limjg ‘ - :27rz'.€—,:z
o L 22 2=z [ 1 4 22 2i e

O resultado obtido na Eq. (2.30) foi de encontro ao resultado esperado da Eq. (2.26).

Assim como na primeira quanto na segunda aplicacéo, os resultados obtidos estavam de acordo
com o esperado, enfatizando a eficacia de se utilizar essa ferramenta matematica nesses

calculos.
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5 POLIACETILENO

Nesta secdo, vamos discutir e utilizar o modelo Su-Schrieffer-Hegger (SSH) na rede, o
qual também pode ser aplicado para descrever o Poliacetileno (Polimero Orgénico). Polimeros
por sua vez, sd0 materiais organicos, ou seja, sdo constituidos de carbono e hidrogénio, dessa
maneira, sdo conhecidos como excelentes isolantes térmicos e elétricos. Entretanto, uma nova
series de polimeros organicos estdo sendo desenvolvidos para que possa conduzir corrente
elétrica com muito mais eficécia, estes sdo denominados polimeros condutores.

O poliacetileno é um isolante natural, apresenta em sua conformacao repetidas unidades
de carbono e hidrogénio. Quando esta no estado de vacuo, ou seja, quando a temperatura é igual
a zero, ele é duplamente degenerado, se apresentando em duas fases, sendo que apenas uma
delas possui topologia ndo trivial, ou seja, possui winding number diferente de zero. Os
beneficios para o ramo da tecnologia sdo diversos com as aplicagdes de isolantes topoldgicos,
e condutores quando topados com materiais oxidantes ou redutores.

O dopamento para polimeros condutores seria uma substancia, inseridas em pequenas
quantidades no material, no caso o polimero, alterando drasticamente as propriedades
eletrbnicas, Oticas, magneticas ou estruturais do polimero, acompanhadas por um grande
aumento na condutividade elétrica. Entretanto o foco do nosso trabalho vai ser voltado para a
verificacdo de topologia nessas fases quando ele é duplamente degenerado, para isso, vamos

necessitar do uso do modelo SSH.
5.1 O modelo SSH

O Hamiltoniano do modelo Su-Schrieffer-Hegger (SSH) é dado pela Eq. (3.1):

N

H = — Z(t +0)[(cly,cBn + hoc)+ [t —8)(cly, s Cn+ h.c)])
n=1

Sendo que, t + 6 et — & s@o 0s parametro de salto maior e menor respectivamente e nin =

ct ¢ € ooperador nimero de particula, (A e B) sdo as duas subredes.
in

in
Quando 6 é positivo e passa a ser negativo, dizemos que ocorreu uma mudanga de fase,

OuU seja se 0 parametro maior se transformou no parametro menor.
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Figura 6: llustra duas possiveis fases, sendo uma 6 < 0 e a outra 3 > 0.
Ai B Ajg+l

<0 @ @ ® ) © @

>0 @e—e—eo— @ —e@ &=
a
Fonte: https://arxiv.org/abs/1701.08416v1.

Essas duas fases tém diferentes topologias, e isso se deve as condi¢Ges de contorno
aberta, logo véo possuir diferentes invariantes topolégicos.

VVamos provar essa seguinte afirmagdo com base na fase de Barry. Quando se trata de
um sistema unidimensional, como no caso do poliacetileno, essa fase de Barry vai ser o proprio
winding number discutido na secdo 4.1.

O winding number para o modelo unidimensional € dado por

ves = —— | dkd~1(k)pd(k), (3.2)

T JB.Z

A integral na Eqg. (3.2) é calculada na zona de Brillouin k € [-=, +7], o winding number

é: _
]
VssH = —— dk d (k)0 d(k). (3.3)
2T JB.7
Depois de algumas simplificacdes temos
1
VssH — —— d/{/C(/{? t, 5) (3.4)
21 JB.z
Sendo
(t —0)% + (t? — 6%) cos k
 [t+ 5+ (t—0)cosk]2+ (t —6)2sin’k’  (35)
Agora basta apenas integrar k na Eq. (3.4) parat > 0 e vamos obter
1 ”
Vssi = o (1 —sgnd). (3.6)
Sendo que o0 sgn & = +1, para 6 > 0 e -1, para 6 <0. Com isso, os valores do winding
number séo:

1
Vesy = 5(1 ~1)=0 3.7)

1
Vssn = 5(1 —(-1))=1 (3.8)


https://arxiv.org/abs/1701.08416v1
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Ou seja,
I, 80,
(3.9)

VssH =
0, 9>0
A Eq. (3.9) representa 0 « = 1 apenas quando & < 0, 0 que representa uma das possiveis

fases do sistema onde possui topologia (NASCIMENTO, 2017).
Agora vamos exemplificar o winding number para qualquer tipo de sistema

unidimensional. A equacédo desse sistema é dado abaixo

—1 Az
w= — B o—— .l
'= 5 _}éz “()) " ke

Reescrevendo a equagédo acima, temos
—1 [ d

w=— ¢ — Inz(k)dk
2 | dk (k)

SO que a integral é calculada na zona de Brillouin, portanto

w=——1In 2(k)

’k:+7r/(1
2T

k=—m/a

Reescrevendo a Eq. (3.12) tem-se:

i
w=——1In
2T

Por simplicidade, vamos adotar 0 2+ sendo um namero real e inteiro, logo w = *n, e

fazendo
—n 2(k=+r/a)
2(k=—7/a)
Tem-se:
+n = e T



Existem duas possibilidades de se resolver esse problema, primeiro quandon=0, e a

segunda quando n # 0. Para n = 0, temos que x = 0, portanto

2k=4n/a)|
(k= —Tr/a,)] =0

fE:lIl[

Logo

(k=+r/a) =2k =—-7/a)

A segunda possibilidade € quando n # 0

+n = —x
27
Organizando, temos
+27.n
T = -
]
Logo
k= / 2 3.20
= In 2k =+m/a)| _ L 2mn (3.20)
2(k=—7/a) i

Reescrevendo + 2zn/i em termo de exponencial e multiplicado por
1/1, temos (3.21)

€:|:27Tn1',

30
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Portanto

2(k=+m/a)

6:!:27r‘nri
2(k=—m/a)

(3.22)

Por fim, temos

2(k=47/a) = =™ (k= —7/a)
(3.23)
No primeiro caso obtivemos resultado para um isolante e no segundo caso, para um

sistema topoldgico.
6 CONCLUSAO

Este trabalho é resultado de uma revisdo bibliografica na qual abordamos os conceitos
basicos da teoria de isolantes topolégicos junto com alguns artificios matematicos. De uma
forma geral, revisamos o teorema do residuo, relacionado com os estados topoldgicos da
matéria. Além disso, destacamos 0s principais cientistas envolvidos na busca desses novos
fendmenos que podem ser muito Uteis para o campo da ciéncia e tecnologia, como por exemplo,
na obtencdo de computadores quanticos.

Quero ressaltar a importancia de se fazer pesquisas nessa area nos dias atuais, mesmo
com todas as dificuldades que os pesquisadores enfrentam atualmente, sendo que essa area €
muito recente e promissora, 0 que me motivou a estudar esse campo de conhecimento.
Entretanto, deveriamos investir mais nesse campo de estudo, pois no futuro ele vai trazer
grandes beneficios. Por esse motivo, este presente trabalho deve ser compreendido como ponto

de partida para novas pesquisas relacionadas aos estados topolégicos da matéria.
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