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RESUMO

Este trabalho pretende desenvolver o estudo das isometrias e utilizar a Teoria de Gru-
pos como uma ferramenta para investigar a incidéncia de padroes de simetria em artefatos
culturais amplamente acessiveis na cultura da regiao Norte do Brasil. Estes artefatos sao
ceramicas, tapecarias e outros objetos. Um dos objetivos desta investigacao é promover a
relevancia cultural desses padroes e a riqueza de propriedades geométricas contida nestes
artefatos. Para isso, sera feito um estudo das isometrias do plano euclidiano e suas pro-
priedades, mostrando que estas podem ser tomadas como elementos de alguns grupos, em
especial, grupos de Rosacea e de Friso. A esse respeito, demonstraremos os respectivos teore-
mas de classificagao, bem como resultados auxiliares. Concluimos o trabalho reconhecendo

os grupos em pecas do memorial Veronica Tembé e da Feira de Artesanato do Paracuri.

PALAVRAS-CHAVE: Isometrias, Grupos de Isometrias, Grupos de Friso, Teorema de Le-

onardo, Grupos de Roséacea.



ABSTRACT

This work intends to develop the study of isometries and use Group Theory as a tool to
investigate the incidence of symmetry patterns in widely accessible cultural artifacts in the
culture of the North region of Brazil. These artifacts are ceramics, tapestries and other
objects. One of the objectives of this investigation is to promote the cultural relevance of
these patterns and the wealth of geometric properties contained in these artifacts. For this,
a study will be made of the isometries of the Euclidean plane and its properties, showing
that these can be taken as elements of some groups, in particular, groups of Rosacea and
Friso. In this regard, we will prove the respective classification theorems, as well as auxiliary
results. We concluded the work by recognizing the groups in pieces from the Veronica Tembé

memorial and the Paracuri Handicraft Fair.

KEY WORDS: Isometries, Groups of Isometries, Frieze Groups, Leonardo’s Theorem, Ro-

sette Groups.
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Introducao

No cotidiano, vemos imagens diversas com um certo tipo de padrao: na arquitetura, na
arte e outros, sem necessariamente entendermos o que esta acontecendo ali. As isometrias
sao elementos extremamente presentes em nossa vida, sendo estas cobradas como habilidades
pautadas na BNCC em [1], como EFO8MA1S, cujo intuito é reconhecer e construir figuras
obtidas por composigoes de transformacgoes geométricas (translagdo, reflexdo e rotagao),
com o uso de instrumentos de desenho ou de softwares de Geometria Dinamica. Porém, em
constrate com a sua vastidao, ainda é um assunto pouco explorado no Brasil como tema de

pesquisa, segundo Lima (1996).

Quando estudamos as geometrias do plano, dizemos que dois elementos (segmentos,
angulos, poligonos e etc) sdo congruentes quando podemos descolar estes de tal forma que
se sobreponham perfeitamente. Uma pergunta que nos fica com esse movimento é: existe
um unico tipo de deslocamento entre esses entes? Se existir mais de um tipo de desloca-
mento, quais sao? Esses deslocamentos levam o nome de isometrias no plano. O gedmetra
alemao Felix Klein, em seu texto “ Programa de Erlangen” (1872), sugeriu que as isometrias
seriam o principio organizador e unificador da geometria, dado que na época utilizava-se o
termo “geometrias”. No inicio foram investigados grupos relacionados as “geometrias” donde

estabeleceu-se o termo “transformagao geométrica”.

Ao decorrer deste trabalho investigaremos as isometrias, porém, nao apenas geome-
tricamente, mas algebricamente, como uma visao alternativa, tratando as transformacoes
como elementos de um grupo, cuja operagao é a composicao de transformagoes. Esta visao
expandida nos traz ferramentas como os “isomorfismos”entre grupos, dado que, a partir
do momento que conseguimos estabelecer um isomorfismo entre grupos estes sao ”iguais”a
menos de uma roupagem entre seus elementos, preservando sua ”forma”, sua estrutura.

Quando falamos de isometrias do plano tomando como base a algebra moderna, temos os
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grupos ornamentais do plano, sendo esses os grupos de rosacea, grupos de griso e os grupos
de papel de parede. Os grupos de rosacea sao grupos finitos classificados pelo Teorema
de Leonardo, como sendo grupos ciclicos ou diedrais. Os grupos de friso sao grupos de
isometrias cujo subgrupo das translacoes é gerado por uma unica translacao. Ja os grupos
de papel de parede tém seu subgrupo das translagoes gerado por duas translagoes, cujos

vetores associados a estas translagoes sao lineramente independentes.

Neste trabalho estudaremos a incidéncia de padroes de simetria dos grupos de rosacea
e dos grupos de friso sobre artefatos da cultura indigena paraense, sendo estes artefatos

ligados aos Tembés e aos marajoaras.

O primeiro capitulo tem como objetivo apresentar conceitos e propriedades das isome-
trias, além da demonstragao de alguns teoremas que serao fundamentais na construgao do
conhecimento do leitor sobre o assunto. O segundo capitulo trata da demonstracao dos teo-
remas de Leornado e de classificagao dos sete tipos de grupos de friso. No terceiro capitulo,
a partir dos padroes de simetrias apresentados no capitulo 2, analisaremos obras da cultura
indigena paraense em reférencia a cultura marajoara e Tembé, verificando a incidéncia de

padroes destes grupos de isometrias sobre seus artefatos.

O terceiro capitulo deste texto é dedicado ao Memorial Veronica Tembé e a Feira de
Artesanato do Paracuri. A partir de pesquisas desenvolvidas, nos deparamos com estudos
da incidéncia das isometrias, como por exemplo nos agores e azulejos portugueses [14], ou
em artefatos de diferentes culturas pelo mundo [2], mas, ndo encontramos trabalhos que
utilizem de padroes de grupos de isometrias sobre a cultura paraense. Um dos principais
objetivos deste trabalho é, verificar a incidéncia dos padroes de simetrias ciclicos, diedrais
ou de friso em objeto dos diferentes povos que fazem parte da populacao do estado do Para,

e homenagear estes e as riquezas artisticas e matematicas presentes em suas obras.
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Capitulo 1

Isometrias no espaco euclidiano

Neste capitulo vamos abordar conceitos e propriedades sobre as isometrias, mostrando

as isometrias por uma visao nao apenas sintética, mas também por coordenadas.

1.1 Isometrias

Seja E" = (R",d) onde R™ é o conjunto das n-uplas de ntimeros reais, sendo E? o
caso particular do plano euclidiano, e d a funcao distancia. Podemos definir isometrias da

seguinte forma:

Definigao 1 (Isometria). Uma isometria é uma transformagao bijetiva no espaco euclidiano
que preserva a distancia entre pontos. Isto é, sendo P, () pontos pertencentes ao espaco

euclidiano E" e « : E® — E™ uma isometria, temos:
d(a(P), (Q)) = d(P, Q).

A seguir, definiremos as principais isometrias do plano. No capitulo 2, veremos que as
proximas isometrias apresentadas sao as unicas isometrias do plano. As demonstracoes que

provam que estas sao isometrias podem ser encontradas em [12].

Definigao 2 (Reflexdes). Seja r uma reta em E?. A reflexao em torno da reta r é a fungao
o, : E* — E? tal que 0,.(X) = X para todo X €re,se X ¢ r, 0,(X) = X', com r sendo a

mediatriz do segmento X X'.
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Definigao 3 (Translacio). Sejam A, B pontos distintos do espago euclidiano E2. A translacao
Tap : E? — E? é a fungao tal que 74 5(X) = X’ onde X’ é o quarto vértice do paralelo-
gramo ABX X' se X ¢ Zg e X € Zg, X' é tal que XX’ = AB e, além disso, o “sentido

do percurso”’de X para X’ é o mesmo de A para B.

Definigao 4 (Reflexdo com deslizamento). Sejam A, B pontos distintos do plano euclidiano
E? e r uma reta do plano euclidiano E?. Quando operamos 74 5 : E* — E? e a reflexdo
o, : E? = E? temos 74 p 00, : E* = E? com 7450 0,(X) = X” onde X é refletido em

relacao a 7, 0,(X) = X' e X’ ¢é transladado em relagao a 74 p(X') = X".

A notagao 6 = 0’ (mod 360°) se, e somente se § — 0" = k-360°, com k € Z, serd utilizada

em teoremas futuros sobre rotacoes.

Definigao 5 (Rotagao e Meia Volta ). Seja O um ponto fixado de E? e § = AOB um angulo
orientado de vértice O. A rotagao de angulo § em torno de O é a fungao ppy : E* — E?
assim definida: pp(O) = O e, para todo ponto X em E?, pp¢(X) = X’ é o ponto do plano
E? tal que

d(X,0) =d(X',0) e XOX' = 0.

Uma meia volta é um caso particular da rotacao, onde § = 180°. A notacao para meia volta
é op, com P sendo o centro da rotacao. Um conceito abordado ao longo do trabalho é o de

isometrias nao identitarias.

Essas se referem a isometrias que sao distintas da transformacao identidade. Tomemos,
como exemplo, uma rotagao po seoe : E? — E? e tomemos P # O. Notamos que p0.360°(P) =

P. Logo, po 360> ¢ uma rotacao identitaria.

1.1.1 Forma geral de isometrias da reta real.

O teorema a seguir da a forma geral das isometrias da reta real. Observe que d(z,y) =

|z — y| para todo x,y € R e que se f: R — R é isometria, entao

|f(z) = fW) =z —ylV 2,y €R. (1.1)
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Teorema 1. [ : R — R corresponde a uma isometria r — r se, e somente se f(z) = ax+ [,

para algum a = +1 e € R.

Demonstracao. Separemos a demonstracao nas em 3 afirmacoes.

Afirmagao 1. Se existem xg, 71 € R, x¢ # 1, tais que f(z¢) = zo e f(z1) = x1 para todo

x € R. Por outro lado, para todo x € X, vale a tese para a« =1 e = 0. De fato,

[f () = fla)| = |z — @] = [f(2) — @] = |v — 2, i = {0, 1}

Em outras palavras:

flo)—zi=x—z,= fla)=rv—a;+a;, = f(x) =2, VxR

ou
fl#)—zi=—(v—x;) = f(z) —x;=—v+a;, = f(x) = —v+2z;, VxeR

Ou seja, temos que ou f(z) =z, ¥V z ou f(z) = —x + 2x¢ ou f(xr) = —x + 2x; para todo
x € R. O que implica que xy = x1, contrariando a hipdtese zy # x;. Portanto, vale apenas,

f(z) ==z, Vo eR

Afirmagao 2. Se existe xy € R tal que f(z9) = x¢ e f(x) # z para todo z # xy. Logo
1 = 0, temos:

|f(z) — o] = |x — 20| = f(2) =2

Note que este caso nao é valido, dado que fere a hipétese. Portanto:

flz) —xg=—(x+z0) = f(x) = —x+ 2120

Temos assim f(z) = ax + f com a = —1 e = 2x.

Afirmagao 3. Se f(z) # x para todo x € R. Podemos verificar que, para qualquer zo € R
fixado, f(z) —x = f(xo) — xo = 5. Temos as seguintes possibilidades para |f(z) — f(xo)| =

|z — xol:

f(x) = f(zo) =2 —20 = f(2) =2 = f(20) — 20 = f(2) =2+ f(20) — 0

17



tomando 8 = f(xg) —xpea=1

f(x) = f(x0) = —(x — x0) = f(x) = —x + f(x0) + 70,

Tomando 5 = f(zg) + xo € @ = 1. Observe que na afirmagao 2 nao é valido, pois para

x = xg, temos f(x) =z o que é um absurdo para todo x € R.

Por outro lado, considere o« € R, a ¢ {—1,1} e § € R:

[z —y| = |ax + B — (ay + )]
= |lax+ 3 —ay — [

= |aflz =y

LOgO, ‘OéHI - y‘ # |.Z' - y|7 dado a € R,Oé ¢ {_17 1}

Portanto, f : R — R é uma isometria se, e somente se f(zr) = axr + 3, com o = £1 e

B e R.

1.2 Forma geral de isometrias de espacos euclidianos.

Introduzindo coordenadas cartesianas em E”, em particular no E2, obtemos férmulas

para as isometrias.

Definigao 6 (Espacos Euclidiano). Para cada niimero inteiro positivo n, denotamos por R”
o conjunto de todas as n-uplas ordenadas de ntimeros reais. Assim, cada z € R" é da forma
x=(x1,...,2,), com z; € R para cada ¢ = 1,...,n. Consideramos em R" sua estrutura de

espago vetorial real usual, e entao seus elementos sao vetores.

Ezemplo. 1 (Translagoes). Considere a translacao 7po(X) : E* — E? dada em relagao aos
pontos P = (zg,50), X = (z,9) e Q = (z1,71) com P,Q, X € E?. Definindo o — 2, = a e
Yo — Y1 = b, temos, para cada X = (z,y) € E%

po(X) = (x+a,y+0b) =X

18



Ezemplo. 2 (Meia Volta). Tomando P € E? com P = (a,b) e X = (x,y), podemos

representar as meias voltas de forma cartesiana em relacao a P da seguinte forma:

op(X) = (—x + 2a,—y + 2b) = X'

Note que P é ponto médio do segmento X X".

As férmulas de isometrias como rotagoes e reflexdes nao sao triviais como as férmulas
das meias voltas e translagoes que serao obtidas na secao 1.2.2 . Em algumas demons-
tragoes a seguir utilizaremos do recurso de coordenadas. Estas propriedas nos auxiliaram

na demonstracao da forma geral de isometrias do E" e podem ser verificadas em [7].

Defini¢ao 7 (Produto Interno euclidiano no E™). Para cada x,y € R™, seu produto interno

euclidiano, também chamado de produto escalar, é o ntimero real dado por:

(T y) =21 -1+ T2 Yo+ a3 Yz + ...+ Tn Y (1.2)

Enunciaremos as propriedades basicas do produto escalar a seguir.

Proposicao 1 (Propriedades do Produto Escalar). Para quaisquer z,y,z € R™, tendo

a € R, temos:

i) (z,y) = (y, )

i) alz,y) = {ax,y) = (z, ay)
i) (z,y+2)=ax-y+z-z
iv) (z,2) >0

Defini¢ao 8 (Norma Euclidiana). A norma euclidiana de cada x € R™ é definida por:

|zl = Va -z (1.3)

Proposicao 2 (Propriedades da Norma). Para qualquer z,y € R”; A € R :

llz]| =0 <=2 =0 (1.4)
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z-x=|z|] (1.5)
1A=z = [|Al] - |||l (1.6)
|z + gyl = [[]]” + 2(z,y) + ]yl (1.7)

Temos as seguintes consequéncias a partir das propriedades (1.4), (1.5),(1.6), (1.7):

[l = yll* = [l2]* — 2(z, ) + [lyl* (1.8)
1 @) =[lzll* = [If @)l ==l (1.9)

Utilizando a norma, a distancia pode ser expressa como:

d(Q, P) = [lQ - P]. (1.10)

1.2.1 Ortogonalidade

Nesta segao provaremos que uma isometria f : E* — E" é da forma f(x) = Ax + 5,

onde A é uma matriz ortogonal de ordem n e § € R", para todo x € R".

Definicao 9 (Matriz Ortogonal). Uma matriz quadrada A de ordem n e com entradas reais

é ortogonal se (Ax, Ay) = (x,y) para quaisquer z,y € R™.

Definigao 10 (Familia Ortogonal e Ortonomal). Uma familia A C R™ é ortogonal se
x -y = 0 para quaisquer z,y € A distintos. Se, adicionalmente, x - x = 1 para todo x € A,

entao A é dita ortonormal.

O teorema a seguir pode ser verificado em [7].

Teorema 2. Uma matriz quadrada A de ordem n e com entradas reais é ortogonal se, e

somente se, vale uma das seguintes condigoes equivalentes:

i) As colunas de A constituem uma base ortonormal do R™.
ii) As linhas de A constituem uma base ortonormal do R".

iii) ATA = AAT = I, onde AT e I denotam, respectivamente, a transposta de A e a

matriz identidade.
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iv) AT = A7 onde A~! denota a inversa de uma matriz A, quando esta for inversivel.

Abaixo temos uma reformulacao da defini¢do de isometria para o E".

Uma funcao f : R® — R" é uma isometria se, e somente se, é bijetora e satisfaz a
seguinte condigao:

1f(x) = fWll = lle —yll Vao,y e R". (1.11)

Teorema 3. Uma funcao f : R® — R” é uma isometria se, e somente se, existem J € R" e

uma matriz ortogonal A de ordem n tais que f(z) = Az + [ para todo = € R".

Demonstracao. Passos da Prova do Teorema 3.

1° Passo. Defina g : R” — R" por g(z) = f(z) — f(0). Podemos verificar que g satisfaz
a condigao (1.11) e que ¢g(0) = 0. Consequentemente, ||g(x)|| = ||z|| para todo = € R™.

Sendo ¢g(z) uma isometria e tomando a equagao (1.11) temos:

£ (x) = £(0) = fy) + SO = [[f(x) = @I = [l= =yl
1f () = f(0) = (f(y) = SO =[]z = y]]

lg(x) — gl = [lz — yl|

Assim, g satisfaz a condigao (1.11). Tomando g(z) = f(x) — f(0), temos:

Logo,

llg(z) = g(0)]] = [l = 0|

g ()] = [l=]| (1.12)
2° Passo. Verifiquemos que
(9(z),9(y)) = (z,y) Vz,y eR". (1.13)

Devido a propriedade (1.7) e pelo item anterior:

g(x) — gW)II> = llg(2)|]> — 2(g(x), g(y)) + llg(y)|”
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Pela propriedade (1.9) temos:

lg(@) — gl = llz = yll = llg(z) — gW)II* = |z — yII”

lg@)I| =zl = llg(@)I|* =]=|I*

Logo:

g(x) — g = llg(@)I]* = 2(g(x), g(y)) + lgW)I* = llz]|* = 2(z, y) + |ly]?
—2(g(x),9(y)) = —2(x,y)
(9(2),9(y)) = (z,y)

3° Passo. Vejamos que para quaisquer x,y € R", ||g(z +y) — (g9(z) + g(y))||* = 0.
Concluimos que g(z +y) = g(z) + g(y).

Tomadas as propriedades (1.7),(1.12) e pela propriedade (1.13) demonstrada anterior-

mente, temos:

lg(z +y) = (9(=) + gW)II* = llg(z +II* = 2(g(z +y), (g(x) + 9(¥))) + llg(=) + g(v)|?
= [z +ylI* = 2(g(z + ), (9(2) + g(y))) + [[x|[*+
+2{g(), g(y)) + lyl]”
= |z +ylI* — 2(g(z + ), (9(2) + g(y))) + [J2|* + 2{z, y)+
+ [yl

= llz +yl> = 2(g(z +v), (9(x) + 9(»))) + |z + yl?

Pela propriedade (1.13):

g(x +y) — (9(z) + gW)II* = [lz + ylI* = 2(g(z + ), (9(x) + g(¥))) + ||z + ||
=2-[|lz+y|> = g(z + y){9(x), 9(v))]
2-(llz 4+ yl|* = (g(z +y). 9(2)) + (g(z + ), 9(y))]

d
2-flle+yll* — (@ +y,2) + (z +y,9)]

2-[[le+yll* = (@ +y)(= +y)]

2-0

=0
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Logo:

lg(x+y) — (9(z) + gW)II*> =0 = gz +y) = g(z) + 9(y)

4° Passo. Verifiquemos que g(tx) =t - g(x) para quaisquer t € R e z € R™.

Pelas propriedades (1.7), (1.12) e (1.13) temos:

lg(t-2) =t g(@)|[* = llg(t - 2)|* — 2{g(tz), tg(x)) + [[t][* - [|g(x)][]
= llg(t2)|]* — 2(tw, tz) + ||t=]|*

= |[tz]|* — 2(tz, ta) + |[tz[®

Pelas propriedades (1.6) e (1.5):

lg(t - z) =t g(@)|]* = 2|[tx||* — 2({tw, tx)

2

[t2]|* = (tz, tz))

- (
2 ([[t|* — - []2]*)
-0

2

0

Logo:
git-z)=t-g(xr) VteR zeR"

5° Passo. Pelos dois itens anteriores, g é uma transformacao linear. Tomando A como a
matriz de g na base candnica do R™, de modo que g(x) = Ax, para todo z € R", verifiquemos

que A é ortogonal.

Utilizando (1.13), temos:

g(w) - g(y) = Az - Ay

= xy
Logo, A é ortogonal.
Conclusao: tomando 8 = f(0), temos que f(z) = Az +  para todo = € R".

6° Passo. Vamos agora demonstrar a reciproca. Tomando f(z) = Az + 8 Vx € R" e
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dados a,b € R", sendo A uma matriz ortogonal de ordem n, temos:

1f(a) = )| = [|Aa + 8 — (Ab+ B)]]
= |[Aa+ B — Ab - B
= ||Aa — Ab||
= [|A(a = )| = V[A(a = b)] - [A(a — b)]
=V(a—b)-(a—b)=|la—b

]

Sendo E? o plano euclidiano, considerado com sua estrutura de espaco vetorial, ja sabe-
mos que toda isometria f : E* — E? é da forma f(r) = A(x)+ 3 para alguma transformacio
ortogonal A : E? — E? e algum vetor 8 € E?. Além disso, temos uma classificacao para

todas as transformacgoes ortogonais.

1.2.2 Caracterizacao de Matrizes Ortogonais 2 x 2.

Examinaremos como pode ser um operador ortogonal A : E2 — E2 num espaco vetorial

E? de dimensao 2, dotado de um produto interno a partir da natureza dos autovalores de

A.
Seja

A=
c d

uma matriz ortogonal 2 x 2. Como x; = (a,c) é um vetor unitdrio em R? existe § € R
tal que a = cosf e ¢ = senf. Sendo x5 = (b, d) unitério e perpendicular a u;, devemos ter

us = £(—senf, cosf). Temos assim as seguintes possibilidades para A:

cos —send cosf senfd
senfl cosf senf —cosd
No segundo caso, temos ad — bc = —1, e o seguinte polinomio caracteristico:
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cosf send 1 0
Ps(A) = det - A
senf —cos@ 01
cosf — A\ sen 0
= det
sen 6 —cosf — \

= (cos® — \)(—cosf — \) —sen 0 - send
Pi(A) = XN -1

Note que P4(\) tem raizes A = £1.

No primeiro caso, temos ad — bc = 1, e o polinomio caracteristico:

cos) —send 10
Pis(A) = det — A
senf cosf 01
cosf — N —senb
= det
sen 6 cosf — A\

= (cosf — \)(cos@ — \) + senf - senf
Temos assim o polinomio caracteristico sendo:
Pa(X) = A —2(cos )\ + 1
Seu discriminante é:

A = (—2cos)® —4

= 4cos’h —4
Assim, implicando que existem autovalores reais distintos se cos?6 > 1. Se A > 0:

i) P4()\) possui autovalores complexos.

Note que cos?§ — 1 < 0 implica que P4()\) nao possui raizes reais. Neste caso 6 nao ¢

congruente a 0° e 180°.

Se A = 0, temos:
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ii)

iii)

iv)

A possui um tnico autovalor A = 1.

Tomando A = 1 o tnico autovalor de A, tendo u € E2, sendo u = (z1,y;) um autovetor

de A, onde |u| = 1, temos:

Au=X-u = Au=1(z1,11) = Au=u.

Tomando v € E?, tal que v é perpendicular a u, sendo v = (3, y2) um autovetor de
A, onde |v| = 1, temos Av = v. Uma matriz A, relativa a qualquer par de bases
ortonormais contidas em E2, é uma matriz ortogonal. Como A deixa invariante o
subespaco F' C E? gerado por u, deixa invariante também seu complemento ortogonal,

logo, sendo w = (x,y), Aw = w, para todo w € E2. Dai, A = I e neste caso, temos
6 =0°.
A possui um tnico autovalor A = —1.

Tomando A = —1 o tnico autovalor de A, tendo u € E?, sendo u = (x1,%;) um

autovetor de A e |u| = 1, temos:

Au= X -u = Au=—1(z1,1n) = Au= —u.

Tomando v € E?, tal que v é perpendicular a u, sendo v = (z9,ys) um autovetor de

A, onde |v| =1, temos Av = —wv.

De modo andlogo ao item anterior, como A deixa invariante o subespaco F' C C
gerado por u, deixa invariante seu complemento ortogonal. Assim, Aw = —w para

todo w € E? e A = —I. Neste caso, temos 0 = 180°.

No primeiro caso para a matriz A, temos:

A possui dois autovalores reais distintos, sendo Ay =1 e Ay = —1.

Este caso trata da matriz do segundo tipo, que tem det < 0. Tomando vetores

unitdrios u, v € E? com Au = u e Av = —v, temos:

u-v=Au-Av = uv-v=u-(—v) = u-v=—u-v = u-v=>0

26



Logo, v L v, onde Au L Av, sendo {u,v} C E2, uma base ortonormal. Tomando

a,b € R, na identidade A(a,b), obtemos

Considere w = au — bv, tal que:

Aw = Aau — Abv = Aw = au + bv

Neste caso temos uma reflexao, como consta na figura 1.1. Note que se A nao tem
autovalores reais, entao é uma rotacao de angulo nao congruente a k - 180°, para

qualquer k € Z.

w au Aw

— o
o

—bv —u v bv

Figura 1.1: Reflexao em torno de um vetor u

1.3 Consequéncias e Exemplos

Teorema 4. (Critério de igualdade de isometrias) Se uma isometria do plano fixa trés
pontos distintos e nao-colineares, entao ela é igual a identidade. Consequentemente, se duas

isometrias do plano coincidem sobre trés pontos distintos, entao elas sao iguais.

Demonstracao. Tomando E?, o plano trabalhado com a,b e ¢ € R?, tendo uma trans-

formacao linear a(x) = A - x + 3, temos:
afa)=A-a+f=a—-A-a=p

ab)=A-b+B=b—A-b=3
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alc)=A-c+B=c—A-c=p

a—A-a=b-—A-b=a-b=A-a—A-b=a—-b=A(a—D),

Porém, temos que a, b e ¢ sdo nao colineares com a — b # 0, além disso,

a—c=A(a—c)
Com a — ¢ # 0.
Defina:
U=a—">
v=a—c

Como a, b e ¢ sao nao colineares, u, ¥ determinam uma base. Pelo visto:

a()=ala—c)=ala) —a(c) =a—c=10

Como a transformagao « deixa invariante os vetores 4 e ¥, entao deixa invariante o espaco

gerado pela base {u, '}. Assim, temos garantido que a matriz nesta base é:

—

Além disso, como a(u) =4 = Ad+ f e av = ¥ = AU+ (3, segue que [ é o vetor nulo.

Desta forma, se uma isometria do plano fixa trés pontos, estd é a identidade. Como
consequéncia, se v e 0 sao duas isometrias que coincidem sobre os pontos a,b e ¢, entao

vyodta)=a,yod 1 (b)=beyodt(c)=cimplicando em yod = Id.

Proposicao 3. Toda isometria do plano leva retas paralelas em retas paralelas.

Demonstragdo. Tomemos os pontos (x1,41), (2,72) € R? e r;s € R? sendo r e s retas

paralelas e o vetor 7 € R2. Seja a : R? — R? uma isometria, temos:
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r(zp,yp) = (x17y1)+)\17, AeR e s:(ap,yp) = (xg,y2)+9‘7, feR

Com «(z) = A-x + 3, temos:

a(r) = A((z1,y1) + A0) + 8 = A((z1,y1)) + a(A0) + B e a(s) = A((xa,y2) + 00) + 5 =
A((z2,y2)) + a(07) + B

Como {\,0} € R e A7) = A(\V), temos assim que «(r)//a(s). O

Proposigao 4. Se S = cos(6) - —sen(6) , entdo S" = cos(nf) —sen (nf) ‘
sen (0)  cos(f) sen (nf)  cos(nd)

Demonstracao. Para essa demonstragao utilizaremos o seguinte a respeito de soma de arcos:

sen (o + ) = sen (a) - cos(f) £ sen () - cos(a) (1.14)

cos(a £ B) = cos(a) - cos(B) F sen («) - sen (5) (1.15)

Também utilizaremos as seguintes propriedades:

cos?(0) — sen?(f) = cos(26) (1.16)
2sen (0) cos(#) = sen (20) (1.17)

A demonstracgao sera feita por inducao sobre n € N. Provemos para n = 2, assim:

& _ ( cos(f) —sen(0) ) ( cos(f) —sen(0) )
sen (0)  cos() sen (6)  cos(6)
_ ( cos?(0) — sen?(0)  —2sen () cos(h) )
2sen (0) cos(f)  —sen?(0) + cos(h)

Por 1.16, 1.17 temos:
52 cos(20) —sen (20)
sen (26)  cos(26)

29



Tomemos nossa hipotese de indugao, suponhamos k, tal que:

cos(kf) —sen (k0)
sen (k)  cos(k0)

Sk =

Para k + 1, temos:

cos(kf) —sen (k0) cos(f) —sen(0)
sen (k#)  cos(kf) n(0) cos(f)

SHL=gk. 5 =

sen (
cos(kf) cos(0) — sen (k@) sen (6) — cos(kf)sen (0) — sen (k) cos(6)
sen (k@) cos(0) + cos(k#) sen ()  cos(k6) cos(f) — sen (k@) sen ()

Por (1.14), (1.15) temos:

cos((k+1)0) —sen((k+1)0)
sen ((k+1)0) cos((k+1)60)

Sk+1 —

Portanto, conclui-se que

cos(nf) —sen(nb)

S" = , VneN, (1.18)

sen (nf)  cos(nd)

Note que tendo pp, : E* — E? e ppy : E* — E?, a composigao destas nos devolve

PPa+0 - E? — E2. Este resultado serd novamente pautado no teorema 16.

1.4 Grupos

Seja S um conjunto nao vazio. Uma aplicagao * : S X S — S, que associa (x,y) — x *y,

com z *y € S é chamada de operacao bindria sobre S.

Definicao 11 (Grupo). Um conjunto G munido com uma operagao bindria *, serd um

grupo se:
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i) ax(bxc)=(axb)xc, abceG;
ii) JdeecGtalque,Va € G, exa=a=axe;
iii) Vae G, 3beG talque axb=bxa=ce.

Definigao 12 (Subgrupo). Sejam (G, *) um grupo e H um subconjunto nao vazio de G.
Dizemos que H é um subgrupo de G se H é fechado, com relagao a operacao x de GG. Ou seja,
todos os elementos de H operados dois a dois ainda pertencem a H. Em outras palavras,

(H,*) é um grupo.

Notacao: H < G. O grupo das isometrias do plano IsomE? é um subgrupo das bijecoes

do plano. Isto pode ser visto nas subsegoes 1.4.1 e 1.4.2.

Defini¢ao 13 (Grupo Ciclico). Um grupo G ¢é ciclico quando 3 a € G, tal que:
G={a"/ meZ}.

Notagao: G = (a), onde a é dito o elemento gerador do grupo G.

Proposicao 5. Todo grupo ciclico é abeliano, isto é, g1go = 9291, V 91,92 € G.

Demonstragao. Tomando G = {¢"/n € Z}, temos:

Logo, todo grupo ciclico é abeliano.

]

Defini¢ao 14 (Subgrupo Gerado). Se S C G subconjunto nao vazio de G, sendo G grupo,
definimos o subgrupo gerado por S, denotado por (S), por:

($)=({H|H <G, SCH}.

Assim, (S) é o menor subgrupo de G contendo S

Definigao 15. (Homomorfismo) Dados dois grupos (G, x) e (J,A), dizemos que uma

aplicagao f : G — J é um homomorfismo de G em J, se para todo a,b € G tivermos

Flaxb) = Fla)AF(b).
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Definigao 16. (Isomorfismo) Sejam (G, x) e (J,AA) grupos quaisquer. Dizemos que uma

aplicacao f : G — J é um isomorfismo do grupo G no grupo J se, e somente se:

a) f é bijetora;

b) f é um homomorfismo de grupos.

1.4.1 Grupos de bijecoes

O principal objetivo desta se¢ao é mostrar que o conjunto das bije¢oes formam um grupo.
Verificaremos diretamente que certas propriedades de grupos sao validas nesse contexto.
Lembrando que, por definicao, as isometrias sao transformacoes bijetivas. As seguintes

proposigoes sao exercicios de [8].

Proposicao 6. Uma funcao f : X — Y é injetiva se, e somente se, existe uma fungao

g:Y — X tal que g(f(z)) = z para todo z € X.

Demonstragao. Se f é injetiva, temos que, para todo y € f(X), existe um tnico x € X.
tal que y = f(z). Tomemos g(y) = z. Definimos assim a fun¢ao g : f(X) — X tal que
g(f(z)) = z para todo z € X. Tomemos g : Y — X com, g(y) =z paray € Y\ f(X), onde
x € X é qualquer. Assim, temos g : Y — X sendo go f = Id. Logo, existe g : Y — X tal
que g o f = Id. reciprocamente, tendo x1, x5 € X, temos f(x1) = f(z2) = 1 = g(f(z1)) =

g(f(z2)) = x2. Logo, f ¢ injetiva.

]

Proposicao 7. Uma f : X — Y é sobrejetiva se, e somente se existe uma funcao g : ¥ — X

tal que f(g(y)) =y para todo y € Y.

Demonstracao. Se f é sobrejetiva, temos que para todo y € Y,

) ={zeX | f(z)=y}#0

. Tomemos, para cada y € Y, um z € X tal que f(z) = y e definimos g(y) = z. Assim,
temos que a fungao g : Y — X é definida de tal forma que f(g(y)) = y. Note que g é uma

inversa a direita de f. Reciprocamente, se existe g : ¥ — X com f o g = Id, podemos
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concluir que, para todo y € Y, tomando = = g(y), temos f(z) = f(g(y)) = y. Logo, f é

sobrejetiva. O

Proposicao 8. Para quaisquer bijecoes f,g,h: X — X, f = g se, e somente se, foh = goh
ouhof=hog.

Demonstracdao. Se f,g,h: X — X com f = g, note que
h=h= foh=foh= foh=goh.

Por outro lado, se foh = goh, tendo uma bijecao de h : X — X, temos fohoh ! = goh™!,
entao f = g.

Se foh=goh, entao

hofohoh™*=hogohoh™'=hof=hog

Portanto,

hof=hog=h'ohof=h""ohog=f=g

[
Proposicao 9. Para quaisquer bijecoes f,g: X — X, f =g <= fog ! = Idx.
Demonstracao. Se f = g, temos
f:gjfogflzgogflzlvdX.
Temos também que,
fogt=Idx = fogl=gog = f=y
O
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1.4.2 Grupos de simetria

Segundo diciondrios, o termo simetria, do grego syn (junto) + metron (medida ou a
qualidade do que tem a mesma medida), é utilizado quando as partes de um elemento
dividido no meio sao iguais. Esse conceito é utilizado na geometria, na gramatica, na arte,
na natureza e na arquitetura. Nesta secao sera abordado o estudo de isometrias como

elementos de um grupo, sendo a operagao desse grupo a composicao de transformacoes.

Uma forma de verificarmos uma isometria visualmente é tomar um elemento que teve
duas partes ditas “simétricas” que foram separadas e sobrepor estas. Se estas tiverem as
mesmas dimensoes, sao simétricas. Na geometria, um objeto apresenta simetria quando
se tem as mesmas dimensoes depois de ter sofrido uma transformacao, como reflexao ou
rotacao. O eixo de simetria é uma linha, real ou imaginaria, que atravessa o centro da

figura.

Definigao 17 (Reta e ponto de simetria). Uma linha m é uma reta de simetria para um
conjunto S de pontos se g,,, : S — S é tal que 0,,,(S) = S, isto é, se o g, fixa S. O ponto P

é um ponto de simetria para um conjunto S de pontos se op : S — S é tal que op(S) = S.

Definicao 18 (Conjunto de todas as simetrias). Sendo S um conjunto de pontos e 7' uma

isometria do E”, definimos o conjunto de todas simetrias de S como Sim(S) = {T" €

IsomE" | T'(S) = S}.

Proposicao 10. O conjunto de todas as simetrias de um conjunto de pontos forma um

grupo. Em particular, IsomE? é um grupo.

Demonstracao. Seja S qualquer conjunto de pontos. O conjunto de simetrias para S nao
é vazio, pois a identidade é uma simetria para S. Suponha que a e [ sdo simetrias para
S. Entao fa(S) = f(a(S)) = B(S) = S. Portanto, o conjunto de simetrias é fechado para

! sao transformacoes

composicao de simetrias. Se o é uma simetria para S, entao a e a~
e a”l(S) = aHa(S)) = id(S) = S. Assim, o conjunto de simetrias também tem a
propriedade inversa. Isso é suficiente para que o conjunto de todas as simetrias de um

conjunto de pontos seja um grupo. O

Definigao 19 (Grupo de Isometrias). O grupo de isometrias de um espago eucliano é o

conjunto de todas as isometrias do espaco euclidiano em si mesmo, com a composi¢ao da
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fungao como operacao de grupo. Seu elemento de identidade é a fungao de identidade. Os

elementos do grupo de isometria as vezes sao chamados de movimentos rigidos do espaco.

Teorema 5. Se P é um ponto de simetria para um conjunto de pontos S e a € uma simetria
de S, entdo a(P) é um ponto de simetria para S. Ainda, se [ é uma reta de simetria para

um conjunto S de pontos e o é uma simetria de S, entao «(l) é uma reta de simetria de S.

A demonstracao deste teorema consta na pégina 78 de [8].

Definigao 20. (Grupos Diedrais) Um grupo diedral D,, é o grupo das simetrias de um

poligono regular de n lados com n > 3.

Teorema 6. (Grupos Diedrais) Os grupos diedrais tem a seguinte generalizacao D, =
{e,a,...,a™ 1 b,ba,...,ba" "}, onde e é a identidade, b é uma reflexdo e a é uma rotagao

de angulo (n—2)%* centrada no centro do poligono, onde n é o ntimero de lados do poligono

n

regular.

A demonstragao do teorema 6 é feita mediante a verificagao das propriedades a seguir:

Propriedades dos grupos diedrais:
i) a" =e="b

ii) ab = ba™!

Note que grupos ciclicos sao subgrupos dos grupos diedrais, ou seja, C,, < D,,.
Definigao 21 (Invariancia). Um subconjunto S de E™ é invariante por um subgrupo G de

isometrias de E" se g(5) = S para todo g € G.

Observagao: uma reta r pode ser invariante mesmo com uma transformacao f : E* — E"
qualquer nao sendo invariante para o conjunto de seus pontos. Sendo X o conjunto dos

pontos de uma reta r, temos que r invariante nao implica que f(X) = X para cada X € r.

Definicao 22. Dado um grupo G com elemento de identidade e, um subgrupo H e um

subgrupo normal N <1 G, as seguintes declaracoes sao equivalentes:

i) G é o produto dos subgrupos, G = NH, e esses subgrupos tém interseccao trivial:

M N N{e} .
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ii) Para cada g € G, existem n € N e h € H tnicos tais que g = nh.
iii) Para cada g € G existem h € H e n € N tnicos tais que g = hn.

iv) A composi¢ao moi da inclusao natural i : H — G com a projecao natural 7 : G — G/N

é um isomorfismo entre H e o grupo quociente G/N.

v) Existe um homomorfismo G — H que é a identidade em H e cujo nicleo é N. Em
outras palavras, hd uma sequéncia exata cindida 1 - N — G — H — 1 de grupos

(também conhecida como extensao de grupo de N por H).

Se qualquer uma dessas afirmacoes for vélida (e, portanto, todas elas forem validas,

devido a sua equivaléncia), diz-se que G é o produto semidireto de N e H, escrito

G=NxH ou G=HxN

ou que G cinde sobre N; diz-se também que G é um produto semidireto de H agindo
sobre N, ou mesmo um produto semidireto de H e N. Para evitar ambiguidades, ¢é

aconselhavel especificar qual dos subgrupos é normal.

Definigao 23. Sejam (G,x*) e (H,-) grupos. Pode-se formar um novo grupo (G x H,e)

denominado produto direto, onde

(g1,h1) ® (92, h2) = (91 % g2, h1 - ha)
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Capitulo 2

Grupos de Rosacea e de Friso

Neste capitulo trabalharemos os Grupos de Rosacea e de Friso, além das demonstracoes
dos teoremas a respeito da classificacao desses grupos. Ao final do capitulo serd feito um

estudo dos modelos algébricos dos grupos de simetria.

2.1 Resultados Preliminares

Antes de iniciarmos as discussoes desta secdo, é interessante relembrar que o), é uma
meia volta centrada em M, o, é uma reflexao tendo r como reta de simetria, ps9 ¢ uma
rotagao de centro A e angulo de rotagao 6 e 74 p é uma translacao no vetor zﬁ Alguns
teoremas terao suas demonstragoes omitidas, pois utilizam um encademanento de outros
teoremas, o que nao é objetivo deste, porém, ao decorrer do surgimento desses, serao in-
dicadas as referéncias as quais possuem tais desmontracoes. Os teoremas aqui enunciados
serao utilizados nas demonstracoes dos teoremas de Leonardo e da classificagao dos Grupos

de Friso.

Teorema 7. Se () é ponto médio de P e R, entao o0goop = Tpr = Or 0 0¢.

Demonstragao. Tomando P = (a,b) e Q = (¢, d),

ogoop(r,y) = og(—x+2a,—y+2b)
= (—(—z+2a)+2¢,—(—y + 2b) + 2d)

= (z+2(c—a),y+2(d-0)).
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Uma vez que ogoop tem equagoes 2’ = z+2(c—a) ey’ = y+2(d—b), entdo ogoop é uma

translacao. Note que isso prova que a composicao de duas meias-voltas é uma translacao.

Suponha que R seja o ponto tal que @ seja o ponto médio de PR. Entdo, ogoop(P) =
0g(P) =R e oroog(P) =ogr(R) = R. Como existe uma tnica translacao que leva P em

R, segue que ogoop e op oo deve ser Tpg.

]

Teorema 8. O produto de trés meias voltas ¢ uma meia volta. Em particular, se os pontos

P, e R sao nao colineares, entao op 0 0g o op = 0g, onde PQRS é um paralelogramo.

Demonstragao. Tomando P = (a,b), Q = (¢,d) e R = (e, f), temos:

oroogoop(x,y) = oroog(—x+2a,—y+ 2b)
= or(—(—2+2¢) + 2a, —(—y + 2d) + 2b)
= (—z+2+2a—2c,—y+2f+2b—2d)

= (—z+2a—cH+e]l,—y+2[b—d+ f])
Com S=(a—c+eb—d+ f) O
Teorema 9. op00go0op = 0p o 0g o og para quaisquer pontos P, Q, R.

Demonstragao. Se a composta das meias-voltas ogop = 7pg — T];é? = op 0 0Q, assim,

ogoop = 0po0og, se, e somente se P = Q).

No entanto, hd um teorema presente na pagina 30 de [5] que garante que para quaisquer

pontos P, () e R, existe um ponto S tal que o produto de trés meias voltas é

1 11 1 -1
OrRO0QO0p =05 =0g = (0po0ogoop) =o0p 00, 00p =0p0O0QOOR

[]

As meias-voltas nao formam um grupo por si s6: como ja vimos no teorema 7, o produto

de duas meias-voltas é uma translagao e uma vez que uma translacao é um produto de duas
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meias-voltas, entao o produto, em qualquer ordem, de uma translagao e uma meia-volta é

uma meia-volta. Isso pode ser verificado na pagina 29 de [5].

Teorema 10. (Teorema da classificagao de isometrias do plano) Cada isometria nao iden-
titaria do plano é exatamente uma das seguintes: Translacao, rotacao, reflexao ou reflexao

com deslizamento.

Este teorema é consequéncia da caracterizacao das matrizes ortogonais 2 x 2. Uma outra

demonstracao deste teorema consta na pégina 65 de [12].

Definicao 24. Uma isometria que é obtida como produto de um ntimero impar de reflexoes
¢é dita uma isometria impar. Uma isometria que é obtida a partir de um nimero par de

reflexdes é dita uma isometria par.

Nesta definicao e nos teoremas a seguir existe, de forma intrinseca, a propriedade de que
qualquer isometria pode ser decomposta em duas ou trés reflexoes. Esta afirmacao é baseada
nos capitulos 6 e 7 de [12] e também é demonstrada para translagdes e rotagoes no teorema
15. As demonstragoes dos teoremas a seguir constam nas péaginas 53 e 65 respecivamente
de [12]. Esta definigdo e os teoremas a seguir nos auxiliam na demonstracao do teorema de

Leonardo.

Teorema 11. A composicao de isometrias pares gera uma isometria par. A composicao de
isometrias impares gera uma isometria par. A composicao de isometrias pares e impares

gera uma isometria impar.

Teorema 12. Uma isometria dita impar é uma reflexao ou reflexao com deslizamento. Uma,

isometria par ¢ uma translacao ou rotagao.

Definigao 25 (Involugao). Uma fungao f : E" — E" é dita involutiva se invertivel e
f=f"

Teorema 13. Se s = r, entao 0,00, é a identidade. Se s//r, entdo 0,00, é uma translagao.
Se s for concorrente a r em O e o angulo da reta r para a reta s é o angulo orientado nao

obtuso a = A@B, entao o, 0 05 = PO 2a4-

Demonstracao. Note que se s = r, 0,00, ¢ a itdentidade dado que reflexoes sao involugoes.
Se s//r, tomemtos A € r e B € s tal que AB seja perpendicular a r e s. Tomemos v = 1@

Logo, 0, 005 = T4 ¢, com 1@ equipolente a 21@. Se s for concorrente a r em O, note que
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o angulo entre s e r é BOA = —a. Seja s’ concorrente a r em O com angulo orientado nao

obtuso sendo «, temos:

Figura 2.1: Composicao de reflexdes com retas concorrentes

Assim, afirmamos que 0, 0 05 = po 2q. L0go, a composicao de duas reflexoes cujas retas

sao concorrentes nos devolve uma rotagao.

Teorema 14. Rotagoes nao identitarias com centros diferentes nao comutam.

A demonstracao deste teorema consta na pagina 56 de [12].

Teorema 15. Para quaisquer rotagoes poo : E* = E? e porg : E* — E? com O # O e

(a4 B) # 360°, vale que po.q © porg = PO at 8-

Demonstracao. O argumento utilizado nesta demonstragao faz referéncia teorema 13. Seja
r = <O—O>’ . Tomemos a reta s, concorrente a r em O, tal que o angulo entre r e s seja a/2
e uma reta t, concorrente a r por O’, de modo que o angulo de ¢ para r seja /2. Existem
duas possibilidades, dado que s e ¢ podem ser concorrentes ou paralelas. Se as retas forem
paralelas, temos po. o © por g sendo uma translagao, dado o teorema 13. Se s e t se encontram

no ponto O”, temos que pop o = 050 0, € por g = 050 7, tal que
PO,a © PO'3 = 0500, 00,00 = 050¢

Assim, o, 0 0y é a rotagao em torno de O” com angulo igual ao dobro do angulo da reta ¢
para a reta s, o qual é igual (a + 5)/2. Desta forma, og o oy é a rotagdo em torno de O”
com angulo « + 3, ou seja,

PO,a © PO, = PO o+
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Figura 2.2: Composicao de rotagoes nao concéntricas

Teorema 16 (Composigoes de rotagoes e translagoes).

i)

ii)

iii)

iv)

Uma rotacao de angulo a seguida por uma rotacao de angulo # é uma rotacao de
angulo (a + 6) se a # 0 (mod 360°). Se o = 6 (mod 360°), a composigao destas

rotacoes nos resulta em uma translacao.

Note que se a = 0 (mod 360°) a composigao ser uma translacao é demonstrada pelo
teorema 7. Se as rotacoes tiverem o mesmo centro, a composicao destas ser uma
rotagao de (a + 6) é demonstrada pela proposigao 4. O caso em que as rotagoes tem

centros diferentes é demonstrado pelo teorema 15.

Uma translacao nao identitaria seguida por uma rotacao nao identitaria de angulo «
é uma rotacgao de angulo a.

Seja Tap : E? — E% e poo : E* — E2 Temos que TAB © PO, € Uma isometria par,
pelo teorema 11. Assim, esta é uma rotacao ou uma translacao. Porém, note que esta
nao pode ser uma translacao: se 74 g © po for uma translagao, entao para quaisquer
pontos X,Y € E? tal que 7450 poa(X) = X' e Tap o poa(Y) =Y, os segmentos
XX’ eYY' seriam equipolentes, mas isto nao é verdade se 74 p 0 po . Para verificar
isto, basta tomar X tal que pp o(X)O = E, logo, X =74 p(po.(X))=0eY =0.

H _—+ 7’ ~
Note que se a = 180°, tem-se X X' = —YY’. Logo, Ta g © po. € uma rotacao.

Uma rotacao nao identitaria de angulo « seguida por uma translacao nao identitaria

é uma rotacgao de angulo a.

O argumento que prova este item é analogo ao anterior.

Uma translacao seguida por uma translacao é uma translagao.
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Note que uma translacao 7po(X) = (z +a,y +b) com P = (zo,y0), @ = (1,%1) €
X =(z,y),sendoa=zp—x1eb=yo—y1 e Trs(x) = (r+c,y+d) com R = (x2,ys)

e S = (x3,1y3), tal que ¢ = x5 — x5 e d = yo — y3, temos:
TpooTrs(z,y) =Tpo(x+c,y+d) = (x+a+c,y+b+d) = (z+ (a+c),y+ (b+d)).

Este resultado é uma consequéncia direta de uma soma de vetores, onde dados u,v €

E?, temos u + v sendo um vetor também.

Este Teorema sera crucial na demonstracao do Teorema de Leonardo e no teorema de

classificacao dos sete tipos de grupos de friso. Sua demonstragao consta na péagina 57 de

[12].

2.2 Grupos de Rosacea

Os Grupos de Rosacea sao grupos finitos de isometrias classificados pelo teorema de

leonardo, sendo esses grupos ciclicos ou diedrais.

2.2.1 Teorema de Leonardo

2

Yoedjorsanes E
w:‘y.q.:,.l-.fwi,.

Figura 2.3: Anotagoes de Leonardo Da Vinci sobre as simetrias de um edificio
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Leonardo Da Vinci (1452 - 1519) determinou sistematicamente as possiveis simetrias de
um edificio e como fixar capelas e nichos sem destruir o nticleo da simetria. O Teorema
de Leornado é a prova da afirmacao sistematica de Leonardo, cujos termos afirmam que os

grupos finitos de isometrias sao ou grupos ciclicos C), ou grupos diedrais D,,.

Teorema 17. (Teorema de Leonardo) Se G é subgrupo finito de IsomE?, entdo G ¢é isomorfo

a (), ou a D, para algum n > 1.

Demonstracdo. Seja G um subgrupo finito de IsomE?. Separemos esta demonstraciao na

prova de alguns resultados. O compilado destes resultados é a prova do teorema de Leonardo.
Afirmagao 1. Nao existem translacoes e reflexdes com deslizamento em G.

Note que G nao pode conter uma translacao nao identitaria ou uma reflexao com desliza-
mento, pois qualquer uma dessas geraria um subgrupo infinito em G. Podemos concluir
pelo teorema 10 que G contém apenas rotacoes e reflexoes. Vamos considerar os casos em

que G contém apenas rotagoes e o caso que contém alguma reflexao.
Afirmagao 2. Todas as rotagoes de GG sao centradas em um ponto A.

Suponha que G contém apenas rotagoes, e que G contém uma rotacao nao identitaria pa g.
Tomemos uma segunda rotacao nao identitaria pp 4 pertencente a G, com B # A. Logo, G

contém a composicao:

PE;,I¢ © P;Lle © PB,p O PAG (2.1)

Pelo teorema 14, temos que as rotagoes nao identitdrias com centros diferentes em (2.1) nao
comutam e pelo teorema 16 esta composicao seria uma translacao nao idetitaria, pois os
angulos de rotacao de p§}¢ e p;l@ sao —¢ e —0 respectivamente. Assim, a soma dos angulos
das rotagoes de (2.1) é congruente a 360°. Pelo primeira afirmacdo temos que translagdes
nao identitarias nao pertencem a (G. Logo, todas as rotacoes de GG sao centradas em um

unico ponto A.

Afirmacao 3. Se G nao contém reflexdes, entao é isomorfo a um grupo ciclico C,, para

algum n inteiro.

Notemos que p;‘le = pa—¢ esta em G se pag € G, pois sao inversos, e que todos os

elementos de G podem ser escritos na forma p4p com 0° < 6 < 360°. Dado que G é finito,
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tomemos p = pa ¢, onde ¢ tem um valor minimo positivo. Se pa, € G, tendo ¥ > 0, entao
1 — k¢ nao pode ser positivo e menor que ¢ para qualquer k inteiro pela minimilidade de
¢. Entao ¢ = k¢ para algum inteiro k e p* = pa,,. Em outras palavras, todos os elementos
em G sao poténcias de p. Concluimos que se G nao contém reflexoes, entao G é ciclico C,,

para algum n inteiro.
Afirmacao 4. Se GG contém rotacoes e reflexdes, entao é isomorfo a um grupo diedral D,,.

Consideremos o caso onde G contém uma reflexdao. Tomemos e sendo a identidade,
que é uma isometria par. Dado que a inversa de qualquer isometria par tem a mesma
paridade e que o produto de duas isometrias pares é uma isometria par, entao segue-se que
o subconjunto de todas as isometrias pares em G formam um subgrupo finito em G. Pela
afirmagao 3, notamos que esse subgrupo deve ser o grupo ciclico C,, gerado por uma rotagao

p, com centro A. Entao as isometrias pares em G sao as n rotacoes p, p?, ..., p" com p" = e.

Suponhamos que G tem m reflexoes. Se o é uma reflexao em G, entao as n isometrias
po,p’o, ..., p", o sao impares, dado que a combinacao de isometrias pares com impares nos
devolve uma isometria impar. Sabemos que o grupo G nao contém reflexdes com desliza-
mento. Logo, o tnico tipo de isometria impar que este pode conter sao as reflexdes. Assim,
temos o subgrupo de isometrias pares de G contendo P = {p,p?,...,p"} e o subconjunto
das isometrias impares de G sendo I = {o, po,p®o,...,p"c}. Deste modo, n < m. Contudo
as m isometrias impares multiplicadas por ¢ nos devolvem m isometrias pares distintas.
Logo, m < n. Consequentemente m = n e GG contém 2n elementos gerados por uma rotagao
p e uma reflexdo 0. Sen = 1, entdao G = (o). Sen > 1, entdao po deve ser uma reflexao sobre
uma reta que passa pelo centro de A. Concluimos assim que um grupo finito de isometrias

que contem uma reflexdo é um grupo diedral D,, para um n inteiro.

Com a juncao dos quatro resultados acima, concluimos a demonstracao do teorema de

Leornado. O

Nas préoximas imagens podemos notar dois tipos de Grupos de Résacea, sendo um deles

C5 e o outro, se analizarmos s o centro desta, temos um diedral Dy.
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Figura 2.5: Planta Octogonal da igreja de Sao Joao

O exemplo a seguir tem como objetivo deixar de forma mais explicita o que seria um
valor minimo positivo para os angulos de rotagoes pertencentes a um certo grupo, como

acontece na afirmagao 3 do teorema de Leonardo.

Exemplo. 3. Suponha que G é um grupo finito de isometrias. Se pa oo € paa5e pertencem
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a (7, quais sao as outras rotagoes que pertencem a (G nescessariamente? Qual seria o menor

intervalo entre angulos?.

Note que a partir de algumas composicoes, verificamos um comportamento recorrente,

sendo o menor intervalo entre angulos de 15°. Um exemplo é compor

-1
PA60° © Py g50 = PAG0° © PA—45° = PA15°

Suponhamos que p4, € G, tal que a # k- 15°. Sabemos que p4, pode ser reescrito como

uma composicao de p4goe € pase. Assim;

n m
PAa = PAsoe © PAdse

= PAn60° © PAm-45°
Isto implica,

a = n-60°+m-45°
a = n-4-15°4+m-3-15°

a = 15°-(4n + 3m)

ke

Logo, recaimos em um absurdo. Assim, o grupo G contém apenas rotagdes do tipo { P4 k.15

Z}. Sendo ¢ = 15°.

2.3 Grupos de Friso

A seguir, definiremos os grupos de friso e demonstraremos o teorema que classifica os

sete tipos de grupos de friso.

Definicao 26. Um grupo F' formado por isometrias que mantém uma determinada reta
¢ invariante e cujas translagoes formam um grupo ciclico infinito é denominado: grupo de
friso com centro ¢. Definimos friso como sendo uma figura plana que admite para seu grupo

de simetria um grupo de friso.

Obs. Se um grupo de friso contém uma rotacao, o angulo é de 180°, dado que outros

46



angulos de rotagao implicariam em translagoes que nao conservariam a reta ¢ invariante.

Sendo G um grupo e S C G , temos (S) sendo o subgrupo de G gerado por S. Abaixo

temos alguns contra exemplos de grupos que nao sao de friso.

Exemplo. 4.
T x+1 T T
G = < > , > >
Yy y Yy y+1
T z+1 T T+«
H = — , — , a€R\Q.
Y Y Y Y

Exemplo. 5 (Grupos dos Papéis de Parede). Os grupos de Papel de Parede sao grupos
de isometrias do plano cujas translagoes constituem um grupo do tipo (74 5, 74c), com A,
B e C pontos nao colineares. Os grupos de papel de parede sao exemplos de grupos de

isometrias que nao sao grupos de friso.

Observacao: O primeiro grupo do exemplo 4 é um dos grupos de papel de parede.

A seguir temos um dos principais teoremas deste trabalho, junto com o teorema de

Leonardo, sendo este o teorema que classifica os tipos de grupos de friso.

Teorema 18. Seja F' um grupo de friso com centro ¢, cujas translagoes formam um grupo
gerado pela translacao 7. Se F' contém uma meia volta, suponha que F' contém a o4, a
meia volta centrada em A; se F' contém uma reflexdo baseada em uma reta perpendicular
a ¢, suponha F' contém o,, com a L c. Seja v for a reflexdao com deslizamento com eixo ¢

tal que v2 = 7. Entao, F é um dos sete distintos grupos de frisos.

Fy = (1) T é translacao.

Fl = (1,0.) T é translacao e o, é reflexao horizontal.
FE={(1,0,) 7 é translagao e o, reflexdo vertical.
Fy=(1,04) 7 é translacao e o4 é meia volta.

F} = (r,04,0.) 7 é translacao, o4 é meia volta e 0. é reflexdo horizontal.
F} = {(v,04) 7 é reflexao com deslizamento e 04 é meia volta.

F} = {v) v é reflexdo com deslizamento .

47



Para auxiliar no endimento da demonstragao a figura 2.15 pode ser consultada

Demonstracdao. Para iniciarmos a demonstracao dos sete tipos distintos de grupos de frisos

vamos escolher um ponto A sobre a reta ¢ como:

e Se F' contém meias-voltas entao A é escolhido como sendo o centro de uma delas, como

dito no enunciado.

e Se F' nao contém meias-voltas, mas contém reflexdes em retas perpendiculares a c,

entao escolhemos A como sendo a intersecao de uma dessas retas e c.

e Se F' nao contém meias-voltas e nao contém reflexdes em retas perpendiculares a c,

entao escolhemos A como sendo qualquer ponto da reta c.

Tomemos a translagio 7 € F, onde 7/ = To71o0--- 07 (i vezes), e A; é definido por
TY(A) = A;, com i € Z. Veja que Ay = A, e uma vez que 7"(4;) = 7" (A), entao toda
translagao em F' ¢ igual aquela que leva algum A; em algum A;. Seja M o ponto médio
entre A e A; = 7(A), e definimos que M; = 79 (M) = com i € Z, ou seja, M; é o ponto
médio entre A; e A;11, bem como o ponto médio entre Ag = A e Ag;y.

A M A M A - A M A e Agist
——eo—0 o 98- @ o —@

Figura 2.6: Translacoes nos grupos de friso

Analisemos as possibilidades para F'.

i) Fy = (1) é o grupo gerado por uma unica translagao.

A primeira possibilidade é F' ser exatamente o grupo gerado por apenas 7 , onde este
subgrupo de F serd denotado por Fi, isto é, F; = (7). Um padrao de friso que tem
F| como seu grupo de simetria nao tem ponto de simetria, nao tem reta de simetria e
nao é fixado por uma reflexao com deslizamento. As figuras referentes aos padroes de
simetrias dos frisos a seguir foram extraidas de [12].

A L A

° o ° o ° °
Ay M, A, M, A, M, A; M; A,

Figura 2.7: Padrao de simetria de F}
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Notemos que as translagoes mantém a reta c fixada e que uma translacao nao iden-
titaria que nao fixa os pontos de uma reta, pode fixar a reta. Outras isometrias pares

além das translacoes que fixam a reta ¢ sao as meias-voltas com centro em c.

i) Fy = (7,04) é o grupo gerado por translagao e meia volta.

Consideremos agora o caso em que F', além de translagoes, contém também meias-

voltas, cujo centro nescessariamente pertence a c.

Dado que 7, 04 € F, vejamos o); € F'. Se um ponto ) é ponto médio de P e R, entao
pelo teorema 7, temos 0g o op = Tpr = 0r 0 0. Como meias-voltas sao involugoes

(uma involugao é fungao « tal que a o o = identidade), logo:

0,4:021 — 7'0(7,4:Tocr21

Pelo teorema 7, temos:
OMOOg =T —> OpOQOQ04004=TO00y — O)f =TO4.

Temos assim o,; € F. Pelo teorema 5, temos que F' contém a meia-volta centrada em
cada A; e M;. Agora suponhamos que P é o centro de alguma meia-volta em F. Entao
opooy € F, e como opooy é uma translagao, pelo teorema 7, temos opooy(A) = 77,
para algum n € Z. Dessa forma, op(A) = A,, para algum n e, pela definicdo de meia-
volta, P é o ponto médio de A e A,. Logo P é algum M;. Consequentemente, F
contém exatamente aquelas meias-voltas que tem centro A; e aquelas que tem centro
M;. Note que pelas expressoes vistas a cima, temos que toda isometria de F' ¢é a
composta de 7 e g4 ou de o4 com o). Denotamos entdo Fy = (1,04) = (0a,00).
Um friso padrao tendo F, como seu grupo de simetria tem pontos de simetria, porém
nao tem retas de simetria. Consequentemente, se I’ contém isometrias pares entao F

necessariamente é F; ou Fs.

L L L VA
. 0 ® © e O e O .

-/ / 7 7

Figura 2.8: Padrao de simetria de F,

iii) F}' = (7,0.) é o grupo gerado por translacao e reflexao horizontal.
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A seguir, analisaremos os casos em que F nao tem mais apenas isometrias pares.
Consideremos uma isometria impar, sendo esta uma reflexao o.. Lembremos que o, é
tal que, fixa uma reta arbitraria [ se, e s6 se ¢ = [ ou ¢ L [. Nas figuras a seguir temos

exemplos de [ diferente de ¢ e nao perpendicular e na outra temos [ perpendicular a c.

l=a(l)

a(l)

Figura 2.9: Imagens de [ por o,

Denotemos esse novo grupo por F | isto é, F} = (r,0.). Uma vez que To0o, = 0,07,
F}' ¢ um grupo abeliano e todo elemento é da forma o7 o 7?. Podemos verificar 7o, =
0. o 7 analiticamente e faremos isso tomando a liberdade de considerar coordenadas,
com a reta ¢ como o eixo X do plano cartesiano. Com isso, o.(x,y) = (z,—y) e

T(z,y) = (v + a,y), com o € R. Assim:
Too(z,y) =T1(x,—y) = (z+ a,y)

ocot(x,y) =0+ a,y) = (z+ a,y)

Ainda, se n # 0, entao F| contém uma reflexao com deslizamento 7" o o, de eixo ¢
que leva A em A,,. Um padrao de friso tendo F}' como seu grupo de simetria niao tem

nenhum ponto de simetria e o centro é uma reta de simetria.

£ YA L L
L o ® o) ° o ® 0
< N N N

Figura 2.10: Padrao de simetria de F}

iv) Fy = (1,04,0.) é o grupo gerado por translacao, reflexao horizontal e meia volta.

Tomemos o, em Fy, teremos assim Fy = (7,04, 0.), onde os elementos deste grupo siao
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C

oc’ or’, dado que: Too, = g.0T que foi verificado em iii), Toos = o407}

da forma o

pelo teorema 7, e 0.0 04 = 04 0 0., que pode ser verificado analiticamente ou pelo

teorema 4. Sabemos que o4 e 0. sdo involugoes, logo, basta considerar j, k € {0,1}.

Se n # 0, entdo F} contém uma reflexdo com deslizamento o, 07" com eixo ¢ que leva
) 2

A em A,.Temos F} contendo 7% o 04 0 0. que é a reflexdo na reta perpendicular a ¢
n 2 c

2i+1

em A; e F}} contém T oo0.004 0 qual é uma reflexao perpendicular a ¢ e em M.

Se a é uma reta perpendicular a ¢ em A, entao

F) = <7—7 Uaaac>

Um padrao de friso tendo Fj como grupo de simetria tem um ponto de simetria e o

centro é uma reta de simetria.

4 AN N L
. o ® o e © ® o °
N VN 7N N 7

Figura 2.11: Padrao de simetria de Fy

F? = (1,0,) é o grupo gerado por translacio e reflexdao vertical.

Tomemos Fj e adicionemos o, onde a é uma reta perpendicular a ¢ no ponto A. Como

1

To00, = 0,07 1, entdo todo elemento F? é da forma o o 7°. Podemos considerar

1

coordenadas a fim de verificar analiticamente que 7 o0 0, = 0, 0o 77". Considerando

T(.ﬁE,y) = (l’ + b7 y) € O'a(xay) = (—x,y), temos:

Too, =70 (~x,y) = (- +by) e o017 =0,(r—by)=(-z+by)

Temos que F? ndao contém o, mas pelo teorema 5, contém todas as reflexoes de retas
1 ) )

que sdo perpendiculares a ¢ em A; e M;. Um padrao de friso tendo F como seu grupo

de simetria, nao tem ponto de simetria, tem uma reta de simetria, mas o centro nao

¢ uma reta de simetria.

® O ] O ] o] ° O ®

Figura 2.12: Padrao de simetria de F?
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vi) F? = (v,04) é o grupo gerado por reflexao com deslizamento e meia volta.

Tomemos uma reflexdo o, em F e denotemos esse grupo por Fy = (1,04, 0,). Pode-

mos separar ¢ em dois casos.

(a) Se q# ceq L cem A; ou M;, logo, recaimos no caso F?.

(b) Suponhamos ¢ # ¢ e ¢ L ¢ e que ¢ nao passa por A; ou M,;.
Pelo teorema 5 0,(A) nescessariamente é o centro de uma meia volta de F'. Dado
que gNec # A; e qnNe # M; com g L ¢, logo, o que resta é ¢ como mediatriz
de AM;, para algum i. Como as meias-voltas estdo em F, a segunda parte
do teorema 5 exige que F' deve conter a reflexdo na mediatriz AM;, para cada
i. Consequentemente [’ contém o,, em que g é a mediatriz AM;. Se a reta
a L cem A, F nao pode conter simultaneamente o, e o, pois, se isso ocorrer,
pelo teorema 7, a translagao o, o 0, levaria A em M, dado que pelo teorema 7,
0,00, =T" e no comego da demonstragao foi dito que as translagoes 7'(A) = A,
mas nunca levam A em M;. Temos também, que o, = 0.0 04, que pode ser
verificado analiticamente ou pelo teorema 4, implicando em 0,00, = 0,00.004.
Segue que F' nao pode conter simultaneamente o, e¢ o.. Com isso, temos entao
considerados todos os casos possiveis de maneiras de adicionar reflexdes a Fs.
Seja, FZ =< T,04,0, >, em que p é a mediatriz de AM. Note que F? contém
uma reflexao com deslizamento o, o 04 com eixo ¢ que leva A em M. Seja

v =0,004. Logo, 7 =7% e 0, = yo 4. Com isto:
F2? = (T,04,0,) = (7,04)

Observe que F7 nio contém o, pelas condigoes anteriores. O padrao do friso tendo
F# como seu grupo de simetria, tem um ponto de simetria, uma reta de simetria, mas

o centro nao é uma reta de simetria.

Figura 2.13: Padrao de simetria de F¥

vii) F? = (v) é o grupo gerado por reflexao com deslizamento .
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Até este momento da demonstracao consideramos todas as possibilidades para F' nao

nescessariamente conter uma reflexao com deslizamento. Tomemos a € F, sendo «
flexa desli to. A reflexa desli to a tem ei 26

uma reflexao com deslizamento. A reflexao com deslizamento « tem eixo ¢ e o é uma

translagao que fixa c¢. Temos dois casos.

(a) o> =7
No primeiro caso, a? = 72", como « e 7 comutam, entao (o7~ ")? é a identidade.
logo, a isometria involutiva impar a o 77" nescessariamente é o.. Com iso, o =
o. o 1" Neste caso, F' contém o. e 0. o 7", para algum inteiro n. Se F' nao
contém meias-voltas, voltamos ao caso F! e se contém meias-voltas, voltamos ao
caso Fy.

(b) a2 = r2n+l

2n+1

—n

Suponhamos que o = 72"*1 temos 7 = (77" 0 a)?, dado que:

7_2n+1 o 7_—2n — 7_277, oT o ,7_—2n =T

Seja v = 77" o . Entao v é uma isometria impar cujo quadrado é 7. Con-
sequentemente v é a unica reflexao com deslizamento de eixo ¢ que leva A em

M.

2m+1

Uma vez que 2™ = 1™ e v = 7Mo%, segue que as reflexdes com deslizamento

em F' sao exatamente aquelas da forma 7™ o . Assim,

F} = (),

em que 7 é a reflexdo com deslizamento de eixo c, tal que 72 = 7.

Um padrao de friso tendo F} como grupo de simetria nao tem ponto de simetria, nao

tem reta de simetria e é fixado por uma reflexao com deslizamento.

Z Z i P A—
e O ®© O e O e o e
N e N S N\

Figura 2.14: Padrao de simetria de F}
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Suponha que F' contém isometrias adicionais a aquelas geradas pela reflexao com des-
lizamento v com eixo ¢, em que ¥? = 7. Como o quadrado da translacio o.o vy é T entao

0. 07 nao pertence a (7). Logo, o, ndo pode estar em F.

Se F' contém o; , com [ L ¢, entao F' contém a meia-volta g; 0. E se F' contém uma
meia-volta, entao contém nescessariamente o4. Neste caso, F' contém o4 e a reflexdo com

deslizamento v de centro ¢, tal que v? = 7. Consequentemente F é F3.

Temos finalmente esgotado todas as possibilidades. Portanto os sete grupos de simetria
sao: Fy = (1), F} = (1,0.), F} = (1,04.), Fo = (T,04), F} = (T,04,0.), F3 = (y,04) ¢
FY = (7).

O

A partir do teorema dos grupos de friso, a identificacdo das figuras com esses padroes

podem ser feitas a partir do seguinte fluxograma:

Meia volta?

Nao T~Sim
reflexao no centro? reflexao no centro?
N&‘: \Si‘m / \
) /_/ . \ Nao Sim
rr—:f.iﬁ;rn.t Fl]
Nio Sim reflerao? F)

\ /7 \

reflexao com deslizamento? F? Nao Sim

/ I / \

Nao Sim 2

/ / " 2

Fy F}

Figura 2.15: Fluxograma de identificacao dos padroes de friso

2.4 Isomorfismos dos Grupos de Simetria

Os isomorfismos entre grupos sao uma ferramenta poderosissima para o estudo destes.
Quando temos um grupo que ainda nao conhecemos tanto sobre a interagao de seus ele-
mentos, garantir um isomorfismo com um grupo mais conhecido, nos poupa muito trabalho,

dado que as propriedades pertencentes ao grupo “mais conhecido” passam a serem validas
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para o nosso grupo “pouco conhecido”. Nesta secao procuramos estabelecer isomorfismos de
. S . . o o

grupos “mais conhecidos”com grupos de simetria. Temos como principal motivagao desta,

obter o que se chama de “modelos algébricos” de grupos, no nosso caso, os grupos de sime-

tria. Utilizaremos a notacao de apresentacao de grupos para nos auxiliar no estabelecimento

dos isomorfismos de grupos. Nao entraremos em tantos detalhes sobre as apresentacoes de

grupos, mas a referéncia [13] trata com mais aprofudamento desta parte.

2.4.1 Grupo Ciclico Finito

O primeiro caso que avaliaremos é G sendo um grupo de isometria finito. Um detalhe
interessante é que GG nao pode conter uma translacao ou reflexao com deslizamento, mas G
pode conter rotagoes nao-identitarias de mesmo centro ou uma reflexao. Primeiro analisare-
mos esses casos de forma separada, dado que um grupo G tendo rotagoes de mesmo centro

e uma reflexao recai no grupo diedrail, o que ainda sera explorado mais a frente.

Lema 1. C, = (a |d") =~ Z, (n>2)

Demonstracao. Seja G um grupo ciclico finito de ordem n. Entao, G é isomorfo ao grupo

aditivo Z, (classes dos restos mod n). Consideremos f, tal que
f+7,— G
ks g~

Sendo G ciclico de ordem n, entao 3 g € G tal que G = (g) com os elementos do conjunto

associado a G sendo {e, g, ¢°, ...,g" " '}. Verifiquemos os seguintes itens abaixo.

I) f é um homomorfismo.

Sejam k, t € Z,.

IT) f é invejetiva.

Sabemos que f é injetiva se
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n(f)={keZ f(k)=e}=e

Temos os valores de k sendo as classes 0,1,2,...,n — 1 e sabendo que ¢* =e — k =0,

logo, apenas 0 é tal que ¢° = e. Assim, f ¢ injetiva.

IIT) f é sobrejetiva.

Dado ¢g' € G segue que os possiveis valores de ¢ sdo 0,1,2,...,n — 1. Entao, basta
considerar n a classe representada pelo ¢, ou seja, t € Z,, para se ter f(t) = ¢g'. Logo,

f é sobrejetiva.

Assim,

2.4.2 Grupo Ciclico Infinito
Lema 2. C = (a) ~ Z

Sendo G um grupo ciclcio infinito, neste caso podemos considerar a € G sendo a uma

translagao. Verifiquemos G ~ Z.

Demonstracao.
f:7Z—G

n+—a”

I) f ¢é um homomorfismo.

Sendo G ciclico e m,n € Z, temos:

IT) f é invejetiva.
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Sabemos que f ¢ injetiva se

n(f)={keZf(k)=e} =e
temos f(k) = a* e a¥* =1 se k = 0. Logo, f é injetiva.

III) f é sobrejetiva.

m

f é sobrejetiva, pois dado a™ € G, temos que f(m) = a™.

2.4.3 Grupo Diedral Finito

Um grupo diedral é o grupo de simetrias de um poligono regular de n lados qualquer, que

se representa quer por D, quer por Dy, (essa notagao estd associada a ordem do grupo).

2 1

Sua apresentagao é dada por D,, = (r,s [r" = s* = e, sr"s~! = r~"). Esta apresentagao e a

de outros grupos de simetria podem ser encontradas em [4].

Lema 3. D, = (r,s [r" =s?=e¢,srkst =r=%) ~7Z,xZy (n>2)

Quando trabalhamos um isomorfismo de um grupo G para um grupo H gerado por um
produto semi-direto, podemos primeiro achar dois subgrupos complementares em relagao a
G e apos isso, tomar um grupo isomorfo a este produto semi-direto. Tomemos os subgrupos

gerados por (r), (s) e vamos provar que esses sdo complementares.

Demonstracao.

I) Vejamos que (r)(s) = D,.

Sabemos que cada elemento de D,, pode ser escrito como r¥e ou r*s, com r¥ € (r) e

s € (s) e e pertence a ambos. Entdo cada elemento de D,, pode ser escrito como o

produto de (r)(s) e este produto nos devolve D,,.
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II) (ryNn{s)=e
(r) tem os elementos {e,r,72,..., 7"} e (s) tem os elementos {e, s} com s # r. Logo,
(ryn{(s) =e.

IIT) (r) deve ser normal em D,,.

Temos (r) < D,, porque se olhamos nos elementos de (s) sendo {e, s}, podemos

conjugar com os elementos de (r) e teremos:

Logo, D,, ~ (r) x (s). Pela definigdo de produto semi-direto, temos:

(r) x (s)
(r¥.h), he (s) — (r“,hl)(rb,hg) = (r%hyr’hyt, hyhy)

Podemos notar a conjugacio hir’hy' = ¥h; (1), tendo que 1, (r?) = erbe™ = rb e ¢, (r’) =

= srbs™! = 7. Assim, podemos notar a operacao do produto semi-direto como:

(r) x (s)
(rk,h), he(s)y — (r“,hl)(rb,hg) = (r%p, (rb),hlhz)

Note que, tendo (r) ~ Z, e (s) ~ Z,, temos que:

< > 7 Dn ~ Zn X Z2
S) ™~
r) ~ 2, Y @)y = (@t da) x4 y)
3 €|—>O —
ks k 1 Yo(b) = b
S —
1/}1(5) =0

]

Nos exemplos 6 e 7 vemos que, dado um isomorfismo entre grupos temos a estrutura

algébrica é preservada.
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Exemplo. 6.

(rte)(r®s) = r's

(4,0)(3,1) = (4+11o(3),0+1)=(7,1)

Exemplo. 7.

(r°s)(r®s) = r°rf%ss=r""

(5,1)(6,1) = (54 1(6),1+1)=(-1,0)

Vemos assim que

Dn = <T’,S |7*" — 52 =e, S'/’ksfl — r*k> ~ Zn X Z2 (n > 2)

2.4.4 Grupo Diedral Infinito
Lema 4. Do, = (r,s [s> = (rs)? =¢) ~7Z x7Z,

Analogo a D,,, D, pode ser expresso como o produto semi-direto de dois grupos, sendo
<r>e<s>onde <r > éciclico infinito e < s > é de ordem 2. Isso pode ser verificado
analogamente aos itens 1), II) e III) de D,,. Logo, Dy, ~< 1 > x < s >. Pela defini¢ao de

produto semi-direto, temos:

(r) x (s)
(r* h), he(s) — (r* h)(r’ hy) = (r®hyr®hyt, hyhs)

Temos a conjugacio hir®h; = hi(r?), dado que 1. (r’) = er’e™ = rb e ¥, (rb) = srbs™! =

r~°. Assim, podemos notar a operacao do produto semi-direto como:

(r)  (s)
(r*.h), he(s) = (r*,h) (1% hy) = (r"n, (1), hihs)
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Note que tendo (r) ~ Z e (s) ~ Zs, temos que:

Do >~ 7 X 7y
(ry~17 (s) ~ 7y
. (a,2)(b,y) = (a + ¥u(b), x +y)
=k ; e—0 =
tho(b) = b
k # 0 (mod r) s 1
Pi(b) = b

Assim;

Dy = (r,s|s*=(rs)>=¢€) ~Zx7Z

2.4.5 Grupos de Friso

Quando tratamos de grupos de friso, temos Fy = (1) e F} = () sendo grupos ciclicos de
ordem infnita, logo, ambos sao isomorfos a Z. Note que os seguintes grupos: F\ = (1, 0.),
Fy = (1,04), F} = (1,0, | To0o, = 0,077 "), F} = (v,04) podem ser identificados como
produtos semi-diretos de um grupo ciclico ininito (7) e um grupo ciclico de ordem dois, tal
que F!, Fy, F? e F§ sdo isomorfos a ZxZy e a Dy,. O grupo Fy = (1,04,0.| 7004 = o407 1)
pode ser identificado como o produto semi direto de um grupo ciclico infinito com o produto
semi direto de dois grupos ciclicos de ordem dois, tal que Fy é isomorfo ao produto semi
direto Dy X Zg e a (Z % 7o) X Zsy. Note que estas relagoes foram verificadas na demonstracao
do teorema de classificacao dos grupos de friso. Ficamos assim com a seguinte lista de

isomofismos.

Fi={(r)~7Z

Fl=(r,0.) 27 x7Z,

FE=(1,00| To0, =0,077") >~ Dy

Fy={(1,04) ~ Dy

Fy = (T,04,0. | Toos = oa0T ) = (T,04,0c) >~ Doy X Zo
F} =(y,04) ~ Dy

F=(n~Z

60



Capitulo 3

Padroes dos Grupos de simetria na

Arte Indigena

A cultura indigena ao redor do mundo apresenta um variado acervo artistico, se mani-
festando em pecas do dia a dia, armas, cestos, construgoes, nos grafismos corporais ou uma
infinidade de objetos. As isometrias, segundo Lima (1996), sdo um assunto ainda pouco
explorado para publicagoes. Quando tratamos da cultura paraense, conseguimos encon-
trar recortes de trabalhos que pautam isometrias, porém, que nao nescessariamente foram
criadas aqui, mas sim, trazidas de outros locais ao redor do mundo. Como por exemplo,
temos os azulejos, calgadas ou decoragoes em teatros. A partir da necessidade do estudo
da riqueza dos padroes de simetria na cultura paraense e de forma a homenagear os povos
originarios paraenses, a seguir, estudaremos os padroes de simetrias presentes em obras da

cultura Tembé e Marajora.

3.1 Grupos de Isometrias em Obras do Memorial Veronica

Tembé

Batizado em homenagem a primeira cacica Tembé-Tenetehara, o Memorial dos Po-
vos Originarios da Amazonia Veronica Tembé, que esta localizado no Parque Estadual
do Utinga Camillo Vianna, o acervo proveniente do oeste paraense, conta com mais de

1.480 pecas, salvaguardadas na reserva técnica do Sistema Integrado de Museus e Memo-
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riais (SIMM/Secult). Os Tembé constituem o ramo ocidental dos Tenetehara. O grupo
oriental é conhecido por Guajajara. De forma mais geral, pode-se afirmar que os Gua-
jajara, ramo oriental dos Tenetehara, se localizam no Estado do Maranhao, enquanto os
Tembé, o ramo ocidental, no Estado do Para. Neste capitulo acabamos por analisar apenas
objetos do acervo do Memorial Veronica Tembé. Vale ressaltar que existem isometrias nos
mais variados aspectos dessa riquissima cultura, como por exemplo em grafismos corporais
presentes em rituais, no dia-a-dia, nos momentos de confraternizacao com outras sociedades

e até mesmo em situagoes tensas ou de guerra.

Ao analisarmos geometricamente os padroes das imagens (que contém as pegas do acervo
do Memorial Veronica Tembé), estamos analisando apenas os desenhos e nao nescessaria-
mente as cores. As imagens foram deixadas em cores vivas para uma maior apreciacao e
enriquicimento cultural. As fotografias aqui apresentadas tem algumas pequenas distorcoes
devido a lente da camera fotografica. Por este motivo, para trabalhar com imagens em geral

junto as isometrias, utilizaremos de aproximagoes.

Peneira

Figura 3.1: Peneira

Tomemos B C R?, aregido representada na figura 3.2, pertencente ao primeiro quadrante
do plano cartesiano, com pontos de coordenadas (z,y). Considere u a reta referente ao

eixo OX, v a reta referente ao eixo OY e O o ponto (0,0) do plano cartesiano. Podemos
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obter a imagem da figura 3.1, percente ao Memorial Veronica Tembé a partir das seguintes

isometrias:

Figura 3.2: Regiao B

As Isometrias presentes na imagem sao as reflexoes o, (x,y) = (—x,y), ou(z,y) = (z, —y)

e a meia-volta op(z,y) = (—z, —y). Aplicando op e o, respectivamente, temos:

(a) Meia volta em relagdo ao ponto O (b) Reflexao entorno de y

Figura 3.3: Meia volta e reflexao

Considerando a regiao B, tomando rotagoes sucessivas de 90°, podemos também a figura
3.1. Pelo Teorema 17, temos o grupo de simetria da peneira sendo isomorfo a C,, ou a D,
como existem reflexdes além das rotacoes neste grupo e, com uma breve analise, percebemos
que o grupo de simetria desta figura é isomorfo a D,. Note que grupo de simetria deste

objeto é do grupo de rosacea.

Observagao: Veja que a reflexao neste caso nao é simetria.
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Cesto

Figura 3.4: Cesto

Este cesto presente na exposicao do Memorial Veronica Tembé tem uma padrao de
simetria que contém apenas translagoes ciclicas, assim, podemos perceber este tipo de grupo
de simetria como um grupo de friso com padrao de simetria F;. Podemos identificar esse

grupo de friso utilizando o fluxograma dos grupos de friso da seguinte forma:

Meia volta?

T TSin
i ot l\
re flexdo no centro? reflexao no centro?
7 N / .
Nao Sim
; (.', \ Nao Sim
reflerao? 1
f \ Fl /
Nao Sim reflexio? F
reflexao com deslizamento? F{J Nao Sim
Nao Sim 2
/ / Fy 2
F F}

Figura 3.5: Fluxograma do padrao do Cesto

Fy = (1) — grupo gerado por uma unica translagao.
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Vaso com reflexao com deslizamento e meia volta

Figura 3.6: Vaso com reflexao com deslizamento e meia volta

Utilizando do fluxograma, podemos identificar o grupo de friso F no vaso.

Meia volta?

Na 0/ T~Sim

-~ ~

reflerao no centro? reflexao no centro?

/ AN

Nao Sim / \
S \ : Nao Sim
ref r..r{.i( F /
Nao Sim reflexao? F
reflexao com deslizamento? F? Nao Sim
Nao Sim / 9
/ /
F F}

Figura 3.7: Fluxograma do padrao do vaso com reflexao com deslizamento e meia volta

F? = (y,04) — reflexdo com deslizamento e meia volta.
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Vaso com translagao e reflexao vertical

Figura 3.8: Vaso com translagao e reflexao vertical

Utilizando do fluxograma, podemos identificar o grupo de friso FZ no vaso.

F? = (1,0,) — translacao e reflexdo vertical.

3.2 Grupos de Isometrias na Feira do Artesanato

Paracuri

RAITE
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Figura 3.9: Feira do Artesanato Do Paracuri
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Os marajoaras foram uma sociedade que floresceu na Ilha de Marajo. O arquedlogo
Charles Mann sugere datas entre 400 e 1600 para o surgimento desse povo. Contudo existem
registros de atividade humana desde 1000 a.C. Essa cultura alcancou o maior nivel de
complexidade social na pré-historia brasileira, muito devido aos seus trabalhos sofisticados
envolvendo ceramica, grafismos e entre outros. Existem registros dessa cultura nao somente
em museus paraenses e brasileiros, mas em varios museus pelo mundo. O Museu Paraense
Emilio Goeldi conta com um grande acervo de obras da cultura marajoara. No distrito
de Icoraci, Belém do Pard, existe a ceramica artesanal Icoaraciense que é influenciada pela
cultura material indigena da Ilha do Marajé, em seus tracos, métodos de producao e entre
outros. A orla de Icoaraci conta com a Feira do Artesanato do Paracuri, local onde artesaos
associados expoem suas producoes de ceramicas marajoaras e tapajonicas, além de copias

de obras expostas no Museu Emilio Goeldi.

Cuia

Figura 3.10: Cuia

Tomemos as seguintes retas na imagem a fim de analisarmos os padroes de simetria.

Trabalharemos com as regioes que estao determinadas entre duas retas de mesma cor, o
1 o o o~
que configura 1 da figura. Sendo as regioes entre as retas j e i e as regioes entre as retas h e

g. Note que se tormarmos rotacoes de 90° dessas regioes, conseguimos reconstruir a figura,
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Figura 3.11: Anélise do padrao de simetria da cuia

porém, se tormarmos reflexoes dessas regioes em relacao as retas, o padrao da imagem ¢é

modificado. Tomemos como exemplo as reflexoes o, e 0y, temos:

Figura 3.12: Analise sobre as relfexdes nao preservarem o padrao de simetria da cuia

Note que no padrao de simetria do grupo desta cuia nao existem translagoes, nem re-
flexdes, logo, este é um grupo ciclico Cy, com esse padrao de simetria pertencendo aos grupos

de rosacea.
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Prato

Figura 3.13: Prato

Utilizando de retas assim como na “cuia”, percebemos que as reflexdes nao preservam

- 1 -
os padroes de simetria deste objeto, porém, tomando apenas 3 da figura e rotagoes de 45°,
podemos formar a figura. Logo o padrao de simetria deste objeto pertence ao grupo ciclico

Cg, com este pertencente aos grupo de rosacea.

Prato 2

Figura 3.14: Prato 2

Podemos observar que neste segundo prato podemos considerar quatro retas distintas que
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1
preservam a simetria, além disso, tomando apenas 1 da figura e rotagoes de 90°, podemos

formar a figura.
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Figura 3.15: Analise do padrao de simetria do prato 2
Assim, o padrao de simetria deste objeto pertence ao grupo diedral:

D, = {67 Og;0h,0f,01, PO,90°, Po,180°7,00,270°}-

Observagao: Note que estamos trabalhando com aproximacoes de simetrias

Vaso

Figura 3.16: Vaso com translagao e meia volta

Para analisar os padroes deste vaso, tomemos as regioes determinadas pelas trés faixas.

A primeira e a ultima faixa tem o mesmo padrao. Tomemos a primeira faixa:

Note que na primeira faixa temos translacoes e meias-voltas e o tipo de padrao de

simetria que esse grupo tem é do grupo de friso Fy, = (7,04). Ja na segunda faixa, o padrao

70



Figura 3.17: Fita do vaso com translacao e meia volta

de friso que mais se aproxima é o Fj, porém, existe um detalhe na figura que quebra esse

padrao, entao apenas as faixas inferiores e superiores tem um grupo de simetria.

Vaso 2

Figura 3.18: Vaso com translagao

Note que as faixa superiores e inferiores tem o mesmo padrao de simetria. Este padrao
apresenta apenas uma unica translagao, assim como o padrao da faixa central. Logo, o

padrao de simetria desta figura pertence ao grupo de friso F;.
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Cesto

Figura 3.19: Cesto com reflexao vertical e horizontal

Note que a faixa superior tem um padrao que preservado por uma meias volta, além
da translacao. O grupo de friso respectivo ao padrao superior é o F,. O outro padrao é
preservado por uma reflexao vertical, uma reflexao horizontal e uma translagao. O grupo

de friso deste padrao é o Fy
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Consideracoes Finais

O estudo das isometrias nos proporciona um mar de propriedades que nos auxiliam nas
mais diversas areas onde estas estao presentes. Ao associarmos o estudo abundante das
isometrias a teoria dos grupos, abrimos novos caminhos e nos deparamos com novas formas
de enxergar este conceito que é por muitas vezes associado apenas a geometria. Na busca
por evidenciar a presenca dos padroes referentes aos grupos de isometrias em objetos da
cultura nortista, como vasos, cestos e outros, além de mostrar a riqueza de detalhes nesta,
procuramos por formas de familiarizar aos leitores a padroes de grupos ciclicos, diedrais e
de friso. Junto ao trabalho de exploragao, a fim de levantar material para esta pesquisa,
nos deparamos com outro objetivo, que foi o de catalogar os diferentes tipos de grupos de
isometrias e as representacoes na arte Tembé e Marajoara. Durante este processo vérias
perguntas surgiram, como “por que alguns padroes tem maior recorréncia que os demais?”
ou “de onde surge o conhecimento atrelado a estes padroes por parte destas culturas”, além
de processos de fabricagao e suas respectivas simbologias. E nétavel o oceano de discussdes
que podem ser levantadas para tal assunto atrelado as culturas que foram superficialmente
exploradas neste trabalho. Incialmente um dos objetivos do trabalho também incluia os
grupos de papel de parede, porém, as demontragoes dos teoremas atrelados a estes e a sua
baixa incidéncia nas culturas Tembé e Marajoara (tomando como base os itens trabalhados),
acabaram por fazer com que este grupo de isometrias nao fosse tao bem utilizado neste
trabalho. Porém, vale ressaltar que em ambas as culturas foram encontrados itens que
possuiam grupos de papel de parede, o que demonstra a presenga dos grupos ornamentais
do plano (grupos de rosicea, grupos de friso e grupos de papel de parede) em objetos da
cultura Tembé e Marajoara. Podemos concluir desta forma nao apenas a presenca destes
padroes de isometrias nessas culturas, mas a riqueza dos mais variados padroes obtidos pelos

grupos ornamentais do plano.
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