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RESUMO

A difusao de inovacao tecnoldgica estudada através de modelos que em sua compo-
sicdo usa as equacdes diferenciais ordinarias como 0 modelo matematico logistico
que sera usado para modelar o comportamento dos dados bibliograficos da netflix e
whatsapp e com isso se dara o estudo de caso sobre essas duas empresas. Dessa
forma, o desenvolvimento dessa pesquisa podera levar mais pessoas a desenvolver
novos trabalhos com modelos matematicos para analisar ou fazer previsées acerca do
fenébmeno contemporaneo estudado. O estudo de caso sera uma abordagem quantita-
tiva onde a pesquisa dos dados das empresas serdo coletados por meio da internet e
com isso ter uma analise fenomenoldgica da difusao de inovagéo tecnoldgica a partir
das equagdes diferenciais ordinérias onde os dados bibliograficos serao analisados e
interpretados a partir dos graficos construido através do software Qtiplot para obter
os resultados dos parametros da funcao sigmoide quando for ajustada aos dados das
empresas

Palavras-chave: Modelo Matematico. Equac6es Diferenciais. Inovagéao Tecnoldgica.



ABSTRACT

The diffusion of technological innovation studied through models that in its composition
uses ordinary differential equations as the mathematical logistic model that will be used
to model the behavior of bibliographic data from netflix and whatsapp and with this will be
the case study about these two companies. Thus, the development of this research may
lead more people to develop new works with mathematical models to analyze or make
predictions about the contemporary phenomenon studied. The case study will be a
quantitative approach where the research of company data will be collected through the
Internet and with this have a phenomenological analysis of the diffusion of technological
innovation from the common differential equations where the bibliographic | data will be
analyzed and interpreted from the graphs constructed through the Qtiplot software to
obtain the results of the parameters of the sigmoid function when it is adjusted to the

data of the companies.

Keywords: mathematical model. differential equations. technological innovation.
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1 INTRODUGAO

A globalizagéo proporcionou o avango da tecnologia a varios paises do mundo,
possibilitando o surgimento de varias empresas que ganharam o mercado internacional,
dentre varias, estao a netflix e o whatsapp que foram escolhidos para a realizacao do
trabalho pelo fato de serem populares no mundo e terem dados disponiveis. O numero
de usuarios de ambos os aplicativos € enorme em varios paises e, dessa forma, ha
um comportamento com relacao aos usuarios da netflix e do whatsapp em funcao
dos anos que 0os mesmos estdao oferecendo seus servigos que podem ser analisados,
ajudando a compreender a difusdo de inovagao tecnolégica.

Nessa perspectiva, recorremos ao estudo das equagdes diferenciais ordinarias,
pois na matematica aplicada possibilita a aplicagdo em diversas areas do conhecimento
a partir de modelos matematicos prontos ou reajustados com objetivo de descrever
fendmenos ou situagées do mundo real, podendo ser aplicados no ambito da biologia,
quimica, fisica e outras areas. Na biologia, as equacoes diferenciais tém um papel
importante para modelar o crescimento de populacdes.

Os modelos matematicos tém a finalidade de modelar problemas de forma
precisa ou aproximada da realidade estudada. Segundo Bassanezi (2002,p.326) "uma
Unica equacao ou sistema pode servir para modelar situacées de naturezas comple-
tamente diversas.” Dessa forma, para o estudo da difusao de tecnologia propomos o
modelo logistico a fim de encontrar os parametros que melhor se ajustam aos dados
bibliograficos do trabalho. Com isso, é possivel modelar os dados experimentais da
empresa netflix e do aplicativo whatsapp e prever o momento em que esses dados
bibliograficos vao se estabilizar por meio de equacdes diferenciais ordinarias logisticas?

Partindo dessa problematica o objetivo geral da pesquisa € usar um modelo
matematico para modelar o nimero de usuarios da netflix e whatsapp em funcao dos
anos com base nas equacdes diferenciais ordinarias logisticas que através de um
programa de computador serdo geradas as informagdes para analisar os parametros.
Os objetivos especificos sao: coletar os dados bibliograficos e modelar a quantidade
de usuarios das empresas, criar os graficos de dispersao, analisar o comportamento,
ajustar a funcao sigmoide nos dados e analisar os parametros obtidos.

Com base nesta aplicacao podera levar outras pessoas dos cursos do ambitos

das exatas a desenvolver novos trabalhos sobre modelos matematicos com objetivo de
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analisar ou desenvolver previsdes para estudo da difusdao de inovagao tecnoldgica.

Dessa forma, o trabalho tera uma abordagem quantitativa onde a pesquisa € a
coleta dos dados das empresas serdo por meio da internet e com isso faremos uma
analise desses dados bibliogréaficos a partir da difusdo de inovacao tecnolégica com
base nos estudos sobre as equacoes diferenciais ordinarias.

A estrutura do trabalho contara com referencial te6rico que reunird o resumo
de algumas obras para introduzir as equacgdes diferenciais ordinarias (EDO), que
abordara os tipos de equacoes diferenciais e suas solucdes, as equacoes diferenciais
de primeira ordem e suas definicdes e problemas. Na sequéncia vem a modelagem
com as equagcdes diferenciais de primeira ordem, falando das equagdes logisticas e
suas solugoes.

Na fase do procedimento metodolégico onde vai ser tratado do método para
a coleta dos dados bibliograficos da netflix e whatsapp, em seguida serdo aborda-
dos os resultados e discussdes a partir dos graficos criados a fim de analisar seu
comportamento e logo em seguida os resultados obtidos por meio dos parametros da

aplicacao.
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2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 INTRODUGAO AS EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Nessa fase, para podermos abordar o conteudo, partimos do resumo de al-
gumas obras dos autores Zill e Cullen (2001) e Zill (2016) que tratam das definigdes
acerca das equacgoes diferenciais ordinarias com relagdo as suas classificacoes e
suas solucoes. Nas equacdes diferenciais de primeira ordem, definindo o problema de
valor inicial, teorema da existéncia e unicidade, variaveis separaveis e outros aborda-
dos nesta etapa. A autora Vilhena (2015) e os autores Yartey e Ribeiro (2017) foram
escolhidos para podemos apresentar alguns exemplos do conteudos das equacdes

diferenciais ordinarias.

2.1.1 Definicao e terminologia

Segundo Bassanezi (2022) quando as situagées modeladas envolvem variaveis
continuas, evoluindo em relacéo a outras, o0 modelo matematico adequado a essa

situacdo sdo as equagoes diferenciais. Logo, a fungdo y = f(z) e sua derivada

sendo = uma fungéo dela mesma, podendo ser calculadas por regras apropria-
das, como por exemplo y = ¢** que calculada através da regra da cadeia, resulta em

dy/dx = 3z2¢”" e se mudamos 3 pelo simbolo y , no lado direito da derivada, obtemos

dy 2
gy =0T (1)

Dessa forma, ao substituir o simbolo y na derivada, deparamos com o problema
que envolve equagdes diferenciais, ou seja, dada uma equagéo dy/dz = 3x*y encontre
uma funcédo y = f(z) que satisfaca a equacao.

A equagéao (1) é chamada de equacao diferencial e para podemos entender esse

assunto, abordaremos sua definigéo.

Definicao 1. Uma equacdo que contém as derivadas de uma ou mais fungbées ndo
conhecidas( ou variaveis dependentes), em relacdo a uma ou mais variaveis inde-

pendentes é chamada de equacao diferencial (ED). As equacées diferenciai sdo
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classificadas em tipo, ordem e linearidade para poder entender melhor as equagbes

diferenciais, vamos tratar de abordar cada uma delas

2.1.2 Classificacao pelo Tipo

Ha dois tipos de equacdes diferenciais que sao chamadas de equacao dife-
rencial ordinaria (EDO) e a equacao diferencial parcial (EDP). Contudo, ambas
possuem equacdes com caracteristicas diferentes. A EDO contém equagdes com
derivadas ordinarias que podem ter uma ou mais variaveis dependentes, porém pode

contar com somente uma variavel independente. Por exemplo,

dy

— + 6y = e".
da:+y e
du+dv72
dx dx—x'

(y — x)dx — S5xdy = 0.

todas sdo exemplos de equacdes diferenciais ordinarias. A EDP sdo aquelas que
possuem uma ou mais variaveis dependentes e mais de duas variaveis independentes.

Por exempilo,

Pu o _
ox2 = Oy?
ou ou

20— 4+ 3y— = w.
x8w+ y@y “

*u  0%u ou

0.

oz o2 ot
sao equacoes diferenciais parciais.

2.1.3 Classificacao pela Ordem

Quando se fala em classificacao pela ordem em uma equacao diferencial (EDO

ou EDP), estamos falando da ordem da sua maior derivada. Por exemplo,

?y  (oy\’
7y _ (% — 2.
dx? (daj) +or =2
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€ uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem, pois s6 possui uma variavel
independente e sua maior ordem esta na primeira expressao. A forma geral da equacao

diferencial ordinaria de ordem n em uma variavel dependente é representada por

F(z,y,y',....,y") = 0. (@)

Sendo F uma funcao de valores reais de n + 2 variaveis, z,y,y/, ..., y", € onde

y" = d"y/dz". A equagdo diferencial

d™y

- I n—1
dzm )

= f(x’y7 y’? ""y

onde f é conhecida como a forma normal de (2), que € uma funcéo continua de

valores reais. Logo, a forma normal

d*y
@ = f(:z:,y,y’).

dz’ da?’ dx® "7 dan

das equacoes diferenciais gerais de primeira, segunda e n-ésima ordem serao re-

2 3 n
F(x,y,dydydy.. dy)z() (3)

presentadas dessa forma no decorrer do trabalho, sendo essa ultima a forma geral

representada simbolicamente.

2.1.4 Classificacao por Linearidade

As equacdes diferenciais podem ser classificadas como linear e nao-linear.
Para uma equacao diferencial ser linear tém que ter duas caracteristicas e a partir da

equacéo diferencial linear abaixo podemos visualizar

dm dnfly dy
an(x)% + an—l(x)m + ...+ a1($)% + ag(r)y = g(x).

Com isso, a primeira caracteristica € que as variaveis dependentes y e todas

suas derivadas sao do primeiro grau e a segunda caracteristica é que cada coeficiente
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depende s6 da variavel independente x. As equacdes diferenciais nao-linear, sao

aquelas que fogem das caracteristicas citadas acima. Dessa forma, as equacdes

xdy + ydx = 0.
y// 2y/ + y —
d*y d*y .
deg +$2p—5y_€

Sao exemplos de EDOs de primeira, segunda e terceira ordem lineares, respectiva-

mente. Entretanto, as equagdes

Sao exemplos de equacdes diferenciais ndo-linear de terceira e quinta ordem, respecti-
vamente (ZILL, 2016).

2.1.5 Solucao para EDOs

A seguir vamos abordar a definicdo de uma solugcao para as equacgoes dife-
renciais ordinarias e no decorrer do trabalho vamos tratar de alguns exemplos com

objetivo de facilitar o entendimento.

Definicao 2. Qualquer fungao h definida em algum intervalo I, que, quando substituida
na equacéao diferencial, reduz a equagdo a uma identidade, é chamada de solugdo para

a equacéo no intervalo I. Ou melhor, uma solug&o para a EDO.

H(z,y, vy, v, y" y", ....y") =0.

€ uma fungao h que possui pelo menos n derivadas e que satisfaz a equacao (3); isto

e,

H(x,h(z), ' (x), " (x), " (z),...,h"(x)) = 0.

isso é para todo = no intervalo 1.
Observacao. Dependendo do contexto, o intervalo I pode representar um intervalo

aberto (a, b), um intervalo fechado [a, b], um intervalo infinito (0, cc) e assim por diante.



18

Exemplo 1. Verifique se a fungdo y(t) = ¢—2e=2"" é uma solugcédo da equagdo diferencial
dy

=2 120y = 24 4
7 + 20y (4)

Solucédo: Se y = ¢ — 22, entdo sua derivada é ' = 24¢~2%, substituindo na

equacéo (4), temos que:

dy
= 420y = 24
ar e
6 6
24e~ 20 4 20(5 - 56_20t) = 24.
12 12
2420 4 TO — ?062‘“ = 24.

246720 4 94 — 246720 — 24,
24 = 24.

A fungéo y = g — ge*%t € uma solugao da equacao diferencial dada, para todo
x real. (VILHENA, 2015).

Exemplo 2. Verifique se a fungdo y(z) = 22% — 1+ Ce~2" | com C constante, é solug&o
da equacéao diferencial
dy

Ir +4ay = 82° (5)

Solucao:

Se y(z) = 222 — 1 + Ce 2, entdo sua derivada é

. Aze? — 4zC

y = 62$2

simplificando a derivada acima, ficard ' = 4z — 4zCe2*", substituindo na equagao (5),
temos:
dy

e + 4y = 823,

d 2
Y _ Ay — 4xCe™,
dx

Az — 42Ce " 4+ 42(22> — 14 Ce ") = 8P,

4y — dgCe 2> + 82% — 4x + 4aCe 2" = 843,

dx + 8z — 4x = 823.
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83 = 8a3.
Com isso, a fungdo y(t) = 222 — 1 + Ce 2" satisfaz a equacéo diferencial (5),

sendo assim uma solucdo da mesma.

Exemplo 3. Verifique se a fungéo y(x) = ze® € uma solugédo da equacgéo diferencial

Py dy
SV o y=0
dx? dx Ty

, no intervalo (—oo, 00).
Solucao: Se y(x) = ze®, entdo suas derivadas primeira e segunda sao: y' =
e’ + xe® ey = 2e” + xe®, substituindo na equagéo i’ — 2y’ +y =0, temos:

(2€® + xe®) — 2(e® + xe®) + xe” = 0.

2e* + xe® — 2e* — 2xe” + xe® = 0.
2xe” — 2xe” = 0.
0=0.

~ P ~ ~ 2
Dessa forma, a fungéo y(x) = xze* € uma solugédo da equagao 372 — j—g +y=0.

2.1.5.1 Solucao explicitas

Definicao 3. Uma solucdo é chamada de solucao explicita quando a variavel depen-
dente € apresentada somente em termos da variavel independente y = h(x) e das

constantes quando substituida na equacgao diferencial.

Exemplo 4. Verifique que y(z) = % + £, sendo C' uma constante real, € uma solugéo
da equacdo diferencial zy' + y = x*, para todo x pertencente ao conjunto dos numeros
reais. Se y(xr) = % + £, entdo sua derivada y = 2 — 5, substituindo na equagdo

diferencial dada, temos que:
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Logo, a fungdo y(z) = % + £, satisfaz a equacéo diferencial zy' 4+ y = ?, sendo

assim uma solugao da mesma.

2.1.5.2 Solugéo implicita

Definicao 4. Uma relagdo H(z,y) = 0 é uma solucdo implicita de uma equagéo
diferencial ordinaria F(z,y,vy',y",v",y"",...,y") = 0, em um intervalo I, se a mesma
definir uma ou mais solugées explicitas que atenda a relacdo e a equacao diferencial

eml.

Exemplo 5. Verifique se a relagcdo =* + y*> = 16 é uma solugdo implicita da equacao

diferencial v = —%, no intervalo —4 < x < 4.
y Yy

Solucgao: Fazendo f(z,y) = 0, temos por derivagao implicita, que:

d o d _, d
@(ﬁ )+ %(y ) = %(16>-
2x+2yd—y:0.

dx

Resolvendo essa ultima equacao em termos de derivadas, temos que:

dy 2w
de 2y’
dy @
dr vy

Chegamos na equacao diferencial dada. Como a mesma € uma solugéo implicita

simples, vamos resolver 22 + y? = 16 para y em termos de z. Logo,
y=+V16 — 22

As duas fun¢des que satisfazem a relagcéo e séo solugdes explicitas definidas

no intervalo —4 < z < 4.
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2.1.6  Numero de Solugao

Resolvendo uma equacéo diferencial de primeira ordem F'(x,y, v, y", ", ..., y") =
0, achamos, normalmente, uma familia de fungdes H(z,y,c) = 0 ou uma familia de cur-
vas, contendo um parametro arbitrario de forma que a solucéo da equacéo diferencial
€ dada a partir de cada membro da familia. De modo geral, ao resolver uma equa-
cdo de n-ésima ordem F(x,y,y,v",y”, ...,y") = 0 estaremos buscando uma familia a

n-parametros de solu¢des H(x,y,c1,c2,¢3,...,¢,) =0

2.1.6.1 Solucéo Particular

Definicao 5. Uma solucdo para uma equacdao diferencial que ndo depende de parame-

tros arbitrarios € chamada de solugao particular.

Exemplo 6. A fungdo y = ¢ + 1 € uma familia de solugdo de um pardmetro c, se
atribuimos valores a constante, estaremos achando uma solugdo particular e, com
isso, a fungdoy = + + 1 é uma solugdo particular correspondente a c = 1 da equagédo

diferencial xy' +y = 1.

2.1.6.2 Solucédo Geral

Definicao 6. Se toda solugdo da EDO de ordem n, F(z,y,y,y",y",...,y") = 0 em
um intervalo I, podendo ser obtida de H(z,y, ci, ¢, c3, ..., c,) através de uma escolha
apropriada dos ¢;,i = 1,2, 3, ...,n falamos que a familia é a solucao geral da equacao

diferencial.

Exemplo 7. A fungdo y = < + 1, para qualquer valor que a constante c assumir € uma

solucdo da equacgéo diferencial xy' + vy = 1, no intervalo (0, cc).

Solucao: Se y = ¢ + 1, entdo sua derivada y’' = —, substituindo na equagao,
temos:

xy +y=1.

—c. ¢
Syt h1=1
m(m2)+x+

S B}
xXr A

- .

Logo, y = ¢ + 1 € uma solugéo geral da equagéo diferencial dada.

SHEe
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2.1.6.3 Solucao Singular

Definicao 7. Uma equacéio diferencial que as vezes a solug¢do nao da de ser encontrada
especificando os parametros de uma familia de solugbes, esta solugdo € chamada de

solugdao singular.

Exemplo 8. Sendo a fungdo y(z) = (122 + 0)2 a solucdo geral da equacdo v = xy'/? e
quando ¢ = 0, a solugdo particular obtida é y(x) = szx*, porém, y(x) = 0 é uma solugdo
singular, pois ndo pertence a familia de solugdes dada por y(z) = (12? + 0)2, uma vez

que n&o é possivel obter y(x) = 0 atribuindo valores a constante c.

2.2 RESUMO SOBRE AS EQUAQ()ES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM
2.2.1 Problema de Valor Inicial

Definicao 8. Uma equacao diferencial de primeira ordem, sujeita a condigc&o inicial é

dada por:

d

& =h(z,y)

Y(zo) = Yo
onde x, € um numero pertencente ao intervalo I e y, € um numero real arbitrario. A
solugéo y = y(x) deste problema é uma solugdo da equacé&o diferencial % = h(x,y)

que satisfaz a condic&o inicial y(x,) = yo. Logo, é chamada de problema de valor

inicial.

Dessa forma, podemos dizer que é chamado de valor inicial uma equacao
diferencial de primeira ordem
dy
— =h .
5, = Ma.y)

que quando procuramos uma solucao da equagéao diferencial v = h(z,y) em um

intervalo I contendo z, de modo que o seu grafico passa pelo ponto (o, 4o)-

Exemplo 9. O problema de valor inicial dado pela EDO

y' = (1-2z)y
y(0) = —§
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Escrevendo em termos dy/dx, temos

dy 2
— =(1-2 )
o ( )y

Separando os termos dy e dx na equagao

dy
z (1 —2x)dx.

Integrando cada membro da equagao

/‘;—Z _ /(1_2x>da;.
/%dy: /(1 ~ %)
1

——=z-2*+C.
Y

y l=—-a+2°-C.

Dessa forma, chegamos em uma solugdo geral inversa, porém uma solugéo

desse problema deve satisfazer a condigdo inicial y(0) = —1/6.

y(0)~' =-C
Ly
(~5)t=—C
c=6.
segue que
1 2

Logo, a solugéo satisfaz a condigc&o inicial, pois é uma solucdo que satisfaz a

condi¢&o inicial da equacéao diferencial.

2.2.2 Teorema de Existéncia e Unicidade

Nesta etapa, vamos compreender se uma solucéo existe e, quando existir, se
€ a Unica solucao para o problema, porém nao € objetivo deste trabalho demonstrar o
teorema, pois o teorema devido ao matematico Frances Charles Emile Picard, nos da

condi¢des para garantir existéncia e unicidade de solugdes.
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Definicdo 9. Dado o retdngulo R contido em R? definido pora < z < 3, a <y < b, que
contém o ponto (xq,yo) em seu interior. Se h(x,y) e a derivada parcial de y é continua

em R, entdo a solugdo y(x) existe e é unica.

Exemplo 10. Dado a equacgéao diferencial

Pelo teorema da existéncia e unicidade vamos analisar uma h(x,y) = y* definida em
todo o plano, R = R?, sendo a fungdo continua em R e sua derivada parcial g—Z = 2y,

também continua em R, entdo pelo teorema no ponto (1, 1) existe uma solugao.

Solucao: Resolvendo a equacgao diferencial integrando em ambos os lados,

temos

——=z+C
Y
yl=0C-x
1

Chegamos em uma solucao da equacéo diferencial.Entretanto, como queremos

resolver o dado inicial y(1) =1

Entdo a curva que passa pelo ponto (1, 1) € dado pela fungéo

B 1
2

Deste modo, temos que a solugéo do P.V.I ndo sé existe como também é unica.

y()
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2.2.3 Variaveis Separaveis

Definicao 10. Uma equacéo diferencial escrita da forma

é chamada de equacdes separaveis, pois as variaveis dessa equacdo sdo separadas

pela igualdade.

Exemplo 11. Uma equacéao separavel pode ser escrita da forma

o)L = f)

e se y = h(x) representar uma equagado do tipo

g(h(x)) (x) = f(x).

integrando ambos os lados, temos

/ (@)W () dz = / F@)dz +c.
porém, dy = h'(x)dx e substituindo na expressdo acima, temos o procedimento para a

resolugdo de equacgbes separaveis

/g(y)dy = /f(a:)dx + .

Agora, vamos resolver um problema especifico fazendo uso de procedimento

para a resolucdo de equacao diferencial de primeira ordem 9y§—g + 4z = 0.

Solucao: Para encontrar a solucao da equacao diferencial, temos que em um

primeiro momento separar as variaveis

9ydy = —4xdzx.

Agora, integramos ambos os lados

/9ydy = /—4{Ed$.

92 42
=+ C = A 9y = O = 20

Logo a solugdo geral da equacao diferencial é dado por 42%2+9y* = C, (YARTEY;
RIBEIRO, 2017).
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2.2.4 Equagado Homogénea

Para iniciarmos o conceito de equagdo homogénea, primeiramente, temos que
abordar e definir uma fungcdo homogénea para podermos tratar sobre os métodos de

resolugcdo da mesma.

Definicao 11. Dizemos que a fungéo g é uma fungdo homogénea de grau n, se ocorre

que

g( Az, \y) = N'g(z,y).

Exemplo 12. Dada uma fungéao

g(z,y) = 2° + 2*y.

calculando, temos

g, Ay) = (Ax)* + (M)’ (Ay).
gz, \y) = Na® + N22% )My,
gz, My) = X323+ N2y
gz, My) = X3 (2 + 2%y).
g(Az, Ay) = Ng(z,y).

Logo a funcéo g(x,y) € uma fungdo homogénea de grau 3.

Definicao 12. Uma equacéo diferencial escrita da forma

a(z,y)dr + B(x,y)dy = 0.
sendo « e 5 funcbes homogéneas e de mesmo grau é chamada de equacao homogé-
nea
2.2.4.1 Método de Solucao

Para encontrarmos a solugéo de uma equacao homogénea, podemos encontrar
transformando a equacédo homogénea em uma equacao separavel, através da mudanca

de variavel, especificamente, fazendo a mudanca y = uxz. Desta forma, seja y = ux



27

e sua diferencial dy = zdu + udz, substituindo na equacgéo diferencial a(x,y)dz +

B(x,y)dy = 0, temos

a(z,ux)dz + B(x, uz)[zdu + udx] = 0.

Agora, podemos escrever isolando a variavel x pela propriedade da homogeneidade e

por meio de célculos simples podemos chegar em equacao separavel

z"a(l,u)dr + 2" B(1, u)[xrdu + udz| = 0.
2"a(l,u)dr + z((1, u)du + 2" uf(1,u)dx = 0.
[a(1,u) + up(1,u)|de + zB(1, u)du = 0.

dx B(1,u)du

r o oflu) +ub(l,u) =0

Dessa forma, chegamos em uma equacao separavel através da substituicao

de variavel.
Exemplo 13. Dada a equacéao diferencial
(y+ z)dx — xdy = 0.

Note que € uma equacao homogénea de grau 1 €, com isso, vamos escrevé-la

como

dy _y+u
de  x

Substituindo y = xu na equacao acima, temos

duz) ur+x

dr
du dr  z(u+1)
dxx udx_ xr
du
—r+u=u+1.
dx
du_l
xdx_ .

Chegamos em uma equagao separavel, entdo separando as variaveis e inte-

grando em ambos os lados, temos
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d
/du: _x.
T

u=In|z| +c.

Logo a solucao geral do problema é

i

2.2.4.2 Equacao Exatas

Uma funcao diferenciavel ¢ com duas variaveis x e y, dada por g(z,y) = ¢,

sendo ¢ uma constante e, com isso, a diferencial total é definida por

= @dx + @dy.

dg =
g ox dy

Logo, se g(z,y) = ¢, entdo dg = 0.
Exemplo 14. Considerando a diferencial total da fungdo g(x,y) = 2%y + 3y*z = ¢
Solucao Calculando suas derivadas parciais, temos

0 ‘
o9 =22y +3y° e = =2+ 9%
ox

Logo, obtemos
dg = (2zy + 3y*)dz + (z* + 9y*z)dy = 0.
rescrevendo a equagao

dy  2xy+3y°
dr 22+ 9%

Seja g uma funcéo diferenciavel a uma familia de curvas g(z,y) = ¢ sempre

correspondera a uma equacao diferencial da forma 22dz + 22dy = 0.
ox dy Y

Definicao 13. Uma expresséo do tipo

ax,y)dx + Bz, y)dy.
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€ chamada diferencial exata se uma fungédo g atender a condigéo: g, = o e g, = [,

entdo a equacgéo diferencial

a(z,y)dx + Bz, y)dy = 0.

é chamada uma equacao diferencial exata.

Exemplo 15. Considere a equacéo diferencial

(922 + 2y° + 2)dz + (4oy + 12y?)dy = 0.

sendo a(x,y) = 92% + 2y> + 2 e B(z,y) = dxy + 1212

Note que é uma equacgao exata e se g(z,y) = 32 + 2zy* + 4y> + 2z, entdo

P 0
a_i =92° + 2 + 2 =a(z,y) e a_g = day +12y* = f(z,y).

a solugado geral é 323 + 2zy? + 4y3 + 22 = c.
Teorema. Sejam as fungbes « e 5 e suas derivadas parciais (o, 3,), continuas num

dominio retangular R definida por a < = < b, ¢ < y < d. Entdo, uma equacao diferencial

a(z,y)dr + B(x,y)dy = 0 é exata se, e somente se, a igualdade for verdadeira o, = f3,.
Demonstracao

Para simplificar a demonstracao vamos supor que «a(z,y) € f(x,y) tenha deri-
vadas parciais de primeira ordem continuas em R?. Agora se a expresséo a(z,y)dr +

B(z,y)dy é exata, entdo existe uma fungéo g de classe C?, tal que

Yy dg
a(z,y)dx + Bz, y)dy = awdx + aydy.
para todo (x,y) em R. Logo
dg dg

Oé(l‘7y) = % e B(xay) = a_y

dy Oy

du_ 0 (39 _ Ps 030 (o) _ P
ox )  Oyox or  Ox \dy) 0xdy



30

0o _ 0
oy Oz’

Dessa forma, as derivadas parciais mistas sédo iguais pelo fato da continuidade

das derivadas parciais de segunda ordem. Agora, teremos que provar a existéncia de

uma funcdo G = G(z,vy), tal que

oG 0G
% - Oé(l’,y) € 8_y - 6($,y)

de modo que a equagao diferencial ordinaria a(x,y)dz + f(x,y)dy = 0 seja

exata. Logo, tomamos a relagéo G, = a(x,y) e integrando em relacdo a x. Obtemos

Gla,y) = / a(z,y)dz + k(y). (6)

onde k£ é uma constante de integracdo. Agora, vamos calcular a derivada parcial da

equacéao (6) em relacéo a variavel y
oG _ 0
dy Oy

Fazendo a mudanga 4> = f(z,y), temos que

alx,y)dr + K (y).

K(y) = Bla,y) — a% [ atwis @)

e agora vamos integrar a equacgao (7) em relacéao a variavel y e logo depois substituimos

na equacao (6). A solugao para a equacao diferencial € dada por G(x,y) = c.

Nota. E importante saber que a expressao

B, y) - a% [ oty

na equagao (7) independe da variavel z, pois

0 0 98 0 (0 98 da
9 {5(937?/)—%/@(95#)61%] =% oy (%/8($,y)d:§) =% " 3y —0.



31
2.2.5 Equagoes Lineares

Definicao 14. Uma equacio diferencial da forma a,(x)y’ + ao(x)y = s(x) dividi por

ai(x), resulta em uma equacgéo diferencial y + R(x)y = S(x)
Y + R(z)y = S(x). (8)

chamada de equacao linear na forma geral. Dessa forma, uma solugc&o para a equacao
(8) em um intervalo I, em que R(x) e S(z) sdo fungbes continuas, sera mostrada nessa

etapa.
Fator de Integracao

Escrevendo a equacgao (8) usando diferenciais, temos

dy + [R(z)y — S(z)|dz = 0.

Logo, podemos encontrar uma fungéo A(x), pois € uma equacgéao linear e somos

capazes de transformar em uma equacao diferencial exata

Ax)dy + Az)[R(z)y — S(x)]dz = 0.

A expressao A(x)dy + A(x)[R(z)y — S(x)]dx é uma diferencial exata. Dessa

forma, o lado esquerdo da expressao é exata se

0 OX(z)

X

aA r
dv N

A

[R(z)y — S(z)] = AR(z) = R(z)dx.

A equacéo acima pode ser resolvida integrando ambos os lados, pois a mesma

€ uma equacao separavel. Logo, temos
/% :/R(x)dx.
In|\| :/R(x)dx.

Az) = el B, (9)

Logo, a funcdo A(z) é um fator de integracao e a solugéo da equacéo (8) €

dada por
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y = e/ Bl [ef R@)de g (3Yde + C . (10)
A solucdo em questdo € obtida quando multiplicamos ambos os lados da
equacéo (8) pelo fator de integracao (9), obtendo
Z_zefR(x)dx + R(x)efR(ac)dmy _ efR(x)dxs(m)
Observe que, o lado esquerdo da equacao é a derivada de um produto em

relagdo ao fator y

di[ef R(w)dmy] _ oJf R@)dz S(x).
i

integrando ambos os lados da equagéo acima, obtemos

e R@)dz,, /efR(x)de(x)dx +C.

resolvendo em relagéo a y chegaremos na solucéo (10).
Exemplo 16. Dada a equacéo diferencial

dy

x%—k(:v—i—l)y:x.

Solucao: Primeiro vamos dividir a equacao por ,x > o, para deixar na forma de uma

equacao linear e, com isso, temos

xdy (z+1)y =
A ——
x dx T T
d 1

dx T

sendo R(z) = ) deste modo o fator integrante sera:

xT

)\(Zlf) _ ef(l—i—%)da: _ e:c+ln\x| — 26,
Multiplicando o fator integrante na equacao diferencial linear dada, temos

d
ver Y + (z+1)
dx x
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Sendo we* @ + Tt pery = 4 (ze7y). Logo, obtemos

T

—(xze®y) = xe®.

dx
Agora, vamos integrar em ambos os lados da equacao

d
/%(xexy) = /mex.
rety = xe® — /ezdx.

xe'y = ze® —e” + C.

ze® e® C
y= z T x
xe xre xTe
1 C
y=1—-—+—
Tr xe

Dessa forma, chegamos na solucédo geral da equacéo diferencial linear do

exemplo.

2.3 MODELOS MATEMATICOS A PARTIR DAS EQUACOES DIFERENCIAIS DE
PRIMEIRA ORDEM

Nesta etapa do trabalho, vamos abordar a equacéo logistica e suas solucdes
como a funcéao logistica, funcédo sigmoide e o grafico da solugdo. Para Bassanezi (
2002, p.326) "O trabalho com modelos com poucas variaveis sugerimos a op¢ao pelos

deterministicos baseados em equagdes diferenciais ordinarias".

2.3.1 Equacgéo Logistica

Para analisar o comportamento de uma determinada populagao sao formulados
modelos que atendam ao proposito, se o objetivo do pesquisador € encontrar uma fun-
¢cao que represente o crescimento de uma populagcdo sem um inibidor de crescimento,

a fungéo ideal € dada por

dpP

— =k(P)P.

o = KPP (1)
Com isso, temos a taxa de variagao da populagdo em funcao do tempo (11), sendo
k uma constante. O matematico belga Pierre Frangois Verhlst, por volta de 1840

comegcou o estudo sobre os modelos matematicos para conseguir fazer uma previsao



34

do crescimento de uma determinada populagdo humana e, dessa forma, o seu modelo
supde que uma populacao cresce em um determinado periodo e depois tende a se
estabilizar. Umas das equagdes estudadas por ele foi
a;—]tj = P(c—aP). (12)

€ chamada de equacao logistica, onde P denota a populacao e ¢t 0 tempo, sendo c € a
constantes positivas.

A solucao dessa equacao diferencial (12) € chamada de funcao logistica e o
gréfico € chamado de curva logistica (ZILL; CULLEN, 2001).

2.3.2 Solucado da Equacao Logistica

Uma forma para resolver a equacao (12) é através de alguns procedimentos

que se iniciam pela separagao de variaveis. Logo, temos que:

dP

Ple—ap)

Decompondo o lado esquerdo da equacao diferencial em fragdes parciais e

depois integrando, temos

a

c ) =dt.

1
dP(<
S R

1 1
—In|P| — =Iln|c —aP| =t + C.
c c

P
c—aP

In| | = ct+ cC.

P
c—aP

= 01€Ct; Ol = cC.

isolando P(t), temos

cCie
Plt) = ———.
( ) 1+ aCleCt
. CCl
aCy et

P(t) (13)

Dessa forma, se for dada P(0) = Py, P, # ¢/a, implicar que a equagédo P/(c —
aP) = Cie® fica na forma:
B

C, = .
! c—ab,
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Substituindo em (13), temos:

CPO

P(t) = .
(*) aPy+ (¢ —aPy)e=<

(14)

Logo,(14) é uma solugéo para a equagéo logistica (12).
A funcéo P(t) dada por:
1 et

:1+6_t:et—i—l' (15)

é chamada de funcao logistica padrao para todo te(—oo, 00) que é também conhecida
como funcao sigmoide (NANTOMAH, 2019).

A funcéo logistica é uma funcao sigmoidais de crescimento. Entretanto, ndo € a

P(t)

Unica e, com isso, também temos a funcao Boltzmann que sua expressao matematica
de h(t), sendo t > 0, é da forma

A
1+e¥

+a. (16)

Com as restrigdes para os pardmetros A < 0, a > 0,3 > 0,6 > 0e a > [-\/(1+e8/9)).
(FLORENTINO et al., 2010).

2.3.3 Modelos de regressao nao-linear

Ha diversos modelos de regressao nao-linear, entretanto, para o presente
trabalho serdo abordados somente a funcéo logisticas e a funcéo boltzman que sao
funcdes sigmoidais e podem ser simbolizados pela h(t; #) e um componente aleatorio
€;.

Com estes modelos de regressao ndo-linear podera encontrar estimativas e os erros
padrdes aproximados para os parametros ajustados as fungdes sigmoidais. Deste
modo, a partir expressao 16, temos

A
1—|—e%

h(t;8) = + a.

uma forma do modelo de regressao nao-linear de Boltzman.
Logo, o grafico das fungbes sigmoidais tém como caracteristica o grafico em
forma de "s", de onde deu origem ao seu nome( a letra S em grego corresponde letra

grega sigma).
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A funcao sigmoide foi usada pelo matematico P. F. Verhulst e outros pesquisa-
dores com o objetivo de modelar o crescimento populacional de civilizagbes humanas
até colbnias de bactérias (WOOD, 2023).

2.3.4 Grafico das funcoes

Os graficos das funcdes sigmoidais sdo em forma de S e a funcéao logistica
padrdo ou curva logistica (15) pode ser obtido de forma bem simples, a variavel ¢t que
representa na maioria dos casos o tempo, dificilmente assumira valores negativos.
Segundo Zill (2016) as curvas logisticas provaram ser muito eficiente na previsao dos
padrdes de crescimento de determinados tipos de pulga-d’aguas(Daphnia), bactérias e

protozoario em um meio limitado.

Figura 1 — Grafico da Funcéo 15

P

——
P_/// ¢

Fonte: Proprio autor, 2023

Podemos notar que a figura 1 se assemelha a forma de um S sendo caracteris-
tica da funcao sigmoide. Os valores de saida dessa funcao na maioria dos casos vao

estar em um intervalo (0, 1).

Exemplo 17. Um estudante ao voltar para a faculdade portando um virus da gripe,
conforme os dias foram passando o numero de infectados foram aumentando, por ser
um ambiente fechado, logo o virus se propagou em um local que contém 1000 pessoas.
Dessa forma, a partir da condic&o inicial P(0) = 1 e supondo que ninguém deixe a
universidade, podemos prever o numero de infectados por meio da equacéo (12), com
isso

dP

—— = kP(1000 — P).
o ( )
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sendo ¢ = 1000k e a = k. Apos quatro dias P(4) = 50, logo os dados foram obtidos e

construido o grafico da solugdo

Tabela 1 — Numero de infectados em fung¢do do tempo

{(dias) 415 |6 |7 |8 |9 |10

P(N®. de infectados) | 50 | 124 | 276 | 507 | 735 | 882 | 953
Fonte:(ZILL, 2016)

Figura 2 — Grafico do Numero de infectados em fung¢édo do tempo

0

4 5 6 7 8 9 10

Fonte:(ZILL, 2016)

O gréfico da fungéo P(t) mostra o comportamento do numero de infectados em
funcdo do tempo ¢ e, com isso, podemos perceber que conforme os dias vao passando

0 numero de infectado vai se aproximando da solugao de equilibrio (P = 1000).
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3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A seguir vamos apresentar os dados coletados da empresa netflix e do aplica-
tivo whatsapp e logo depois vamos criar o grafico de cada caso a partir do software
Qtiplot para que possamos analisar o comportamento dados reais em fun¢do dos anos
representados graficamente.

O algoritmo de Leveberg-Marquardt (LMA ou LM) sera abordado para ajustar
os dados bibliograficos a curva logistica, pois esse algoritmo € eficaz na resolucao
de problemas de ajuste de curvas e, com isso, encontrar os parametros do ajuste da

funcéo sigmoide aos dados bibliograficos do trabalho (JI, 2020).

3.1 Dados da Netflix e Whatsapp
3.1.1 Informacgao da Netflix

A Netflix oferece uma vasta variedade de séries, documentarios e filmes,
tudo isso é oferecido de forma online, porém esse servico é exclusivo apenas para
assinantes (NETFLIX, 2023).

A empresa é conhecida mundialmente por conta do sucesso dos seus conteu-
dos que envolvem pessoas de todas as idades. Dessa forma, a empresa foi escolhida
para servir como base de estudos para analisarmos como o comportamento de uma
inovacao tecnoldgica se propaga durante um periodo de tempo, por meio do numeros

de assinantes anuais.

Tabela 2 — NUmero de usuarios (em milhdes) em fungéo dos anos da Netflix.

2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 2019 2020 2021

21,50 | 25,71 | 35,63 | 47,99 | 62,71 | 79,90 | 99,04 | 124,35 | 151,56 | 192,95 | 209
Fonte: (BUSINESSOFAPPS, 2023)

A empresa em questédo esta no mercado oferecendo na modalidade de servico
de streaming online para assinantes desde 2010 e para essa pesquisa obtemos apenas
os dados de 2011 a 2021 através do site www.businessofapps.com, porém é suficiente.
Chegamos nesse site por meio de pesquisas realizadas pela web, nele conseguimos
os dados do numero de assinantes de cada primeiro trimestre dos anos de 2011 a

2021. Logo, a tabela 2 traz os dados.
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3.1.2 Informacdes do Whatsapp

O Whatsapp € um aplicativo de mensagens instantaneas que possibilita uma
pessoa se comunicar com outra de forma rapida, simples e confiavel por meio de
mensagem de texto, chamadas de voz e de video em grupo ou individual, além de
oferecer a possibilitar o compartilhamento de imagens, videos e audios.

E um aplicativo gratuito e para usar seus servicos ndo necessita de uma
conexao forte com a internet, logo, 0 mesmo se tornou muito utilizado no dia a dia das
pessoas ao redor do mundo (WHATSAPP, 2023).

Deste modo, por se tratar de um aplicativo que surgiu no mercado tecnoldgico
oferecendo servicos que no decorrer dos anos 0s numeros de usuarios aumentaram
significativamente ao redor do mundo se deu o interesse em obter esses dados para
podermos analisar o comportamento que essa difusdo tecnoldgica vem causando no
decorrer desses anos.

A coleta de dados do aplicativo de mensagem instantanea foi através do mesmo
site www.businessofapps.com onde conseguimos obter informagbes sobre 0 nimero

de usudrios em milhdes em fung&o do ano. Segue na tabela

Tabela 3 — Numero de usuérios (em milhdes) em funcdo dos anos do Whatsapp.

2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020 | 2021 | 2022

69 189 [ 356 | 628 | 1013 | 1276 | 1499 | 1730 | 2065 | 2245 | 2376
Fonte: (BUSINESSOFAPPS, 2023)

Com a tabela podemos identificar a quantidade de usuarios do Whatsapp
em relacédo ao primeiro trimestre de cada ano. Os numeros de usuarios aumentaram

significativamente de acordo com esses dados.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Caso Netflix

Os dados da tabela 2 serdo plotados em um programa de computador cha-
mado Qtiplot responsavel pela criagao dos graficos. Logo, 0 numero de assinantes da
empresa em funcdo dos anos vai passar por um ajuste néo linear a fim de encontrar os

parametros desses dados. Dessa forma, temos

Figura 3 — Grafico do Numero de assinantes em funcao dos anos da Netflix.
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Fonte: Proprio autor, 2023

Ao verificar o grafico da da Figura 3 podemos observar que houve um cres-
cimento significativo dos nimeros de assinantes no decorrer dos anos, porém nos
anos de 2020 a 2021 o valor tende a se estabilizar para um valor constante. A fungéo
que tem esse comportamento é a funcado sigmoide ou fungao logistica padrao que
no exemplo da figura 1 € abordado seu comportamento. Dessa forma, com base nes-
sas informagdes vamos ajustar a fungcao sigmoide aos dados a fim de encontrar os

parametros que melhor ajusta aos dados.



Assinantes

41

Figura 4 — Grafico do Ajuste n&o linear dos dados.
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Fonte: Préprio autor, 2023

Figura 5 — Pardmetros da funcao sigmoide.

8tReqgistro de resultados

[2022-10-14 13:44:29

Grafico: "Crafico1"]

Regressdo de Boltzmann (Sigmaidal) do conjunto de dados: Tabelal _Assinantes,

Ordenar: Ndo

Método de ponderagio: Sem ponderagdo
Levenberg-Marquardt escalado algoritmo com tolerdancia = 0,0001
De x = 2,01 10000000000e+03 a x = 2,0210000000000e+03

Pardmetro

Valor Erra

Al (valor inicial)

A2 (valor final)

x0 (centro)

dx (constante de tempa)

b,8226259503427e+00
3,3527175369490e+02
2,0195483266318e+03
2,7942199128314e+00

9,0681040125208e+00
B,4389091733890e+01
1,0238255919976e+00
5,3040757199422e-01

Erras foram multiplicados cam sqrt(ChiA2 fdoF) = 4,1484341288925e+00

Estatisticas

Tabelal _Assinantes

M (pontos de dados)
Craus de liberdade (daF)
ChiA2 fdoF

RS5 (Soma residual dos quadrados)

R
RA2
RAZ ajustado

RMSE (Raiz do erro quadrado meédio)

Interagdes
Status

11

7
1,7209505721760e+01
1,2046654005232e+02
9,98626015980009e-01

9,9725420703708e-01
9,9607743862440e-01
4,1484341288925e+00
15

SUCCess

Fonte: Proprio autor, 2023
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Logo, a Figura 4 traz o ajuste nao linear dos dados bibliograficos ajustadas a
funcdo sigmoide que se ajustou perfeitamente e a Figura 5 mostra os resultados dos pa-
rametros da funcdo sigmoide ao ser ajustada aos dados reais e, dessa forma, podemos
concluir que uma equacao diferencial ordinaria logistica descreve o comportamento

dos dados da Netfflix durante os anos de 2011 a 2021.

4.2 Caso Whatsapp

A partir dos dados reais criamos um grafico de dispersdo como mostra a Figura

Figura 6 — Dados bibliogréaficos dos usuarios do Whatsapp em fungao tempo.
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Fonte: Proprio autor, 2023

Ao analisar o grafico podemos perceber que o numero de usuarios cresce
durante um determinado periodo e tende a se estabilizar. O gréafico se assemelha
um pouco com a letra S que é uma caracteristica da funcdo sigmoide. Com isso,
ajustaremos a o grafico a fungéo sigmoide para conseguir os valores dos parametros

dessa comparacgao.
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Figura 7 — A fung&o sigmoide com o ajuste nao linear dos valores experimentais.
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O ajuste da funcao sigmoide da Figura 7 sera discutida com

Fonte: Proprio autor, 2023

os valores dos

parametros que a a Figura 8 aborda abaixo.

Figura 8 — Parametros do ajuste da funcao sigmoide.

[2022-11-06 10:14:59 Crafico: "Graficol"]

Regressdo de Boltzmann (Sigmoidal) do conjunto de dados: Tabelal _Usuarios,
usando fungio: AZ+(A1-A2) /(1 +exp((x-x0)/dx))

Ordenar: Mio

Método de ponderagdo: Sem ponderagdo

Levenberg-Marquardt escalado algoritmo com tolerdncia = 0,0001

De x = 2,001 20000000000e+03 a x = 2,0220000000000e+03

Erro

Pardmetro Valor

Al (valar inicial) -4,1698305764579%e+02 2,1733207264048e+02
AZ (valor final) 2,7887389813693e+03 1,9884462893975e+02
x0 (centro) 2,0168380094412e+03 2,8131640435751e-01

dx (constante de tempo) 2,6819343111457e+00 4 6008807760041e-01

Erros foram multiplicados com sqrt(ChiA2 /doF) = 5,2310510348793e+01

Estatisticas

Tabelal _Usuarios

N {pontos de dados)

Craus de liberdade (
Chir2 'doF

RSS5 (Soma residual dos quadrados)

R
RAZ
RA2 ajustado

11

7
2,7363894929512e+03
1,9154726450658:+04
9986248865803 7e-01
9,9725166409766e-01
9,9607380585380e-01

doF)

RMSE (Raiz dao erro quadrado médio) 5,2310510348793e+01

Interagdes
status

B
SuUCCess

Fonte: Préprio autor, 2023

Com base nessas informacdes podemos perceber que os valores da funcéao

sigmoide estdo quase entrando em equilibrio com os dados reais da pesquisa, pois
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a Figura 8 traz os valores dos parametros que possui um erro muito pequeno. Dessa
forma, podemos concluir que a EDO logistica descreve muito bem o comportamento dos
usuarios do Whatsapp e ajudando a entender o processo de difusdo dessa inovagao

tecnolégica durante o periodo de 2012 a 2022.



45

5 CONCLUSAO

Este trabalho sobre estudo de caso foi baseado em estudos feitos sobre
as equacoes diferenciais ordindrias que possui uma vasta diversidades de modelos
matematicos que possibilita o pesquisador aplica-la em varias situacoes e, com isso,
propomos usar o0 modelo que se baseia nas as equacodes logisticas para realizar um
estudo da difusao de tecnologias na sociedade que a partir dos dados reais coletados
do numero de usuarios do Whatsapp e da empresa Netflix em funcdo dos anos,
conseguimos obter depois dos ajustes uma aproximacao dos dados bibliograficos com
a funcao logistica.

Logo, podemos modelar a difusédo dessas inovagdes tecnoldgicas chamadas
de Netflix e Whatsapp, durante o periodo em questao, através de uma EDO logistica,
ajudando a entender o comportamento do niumero de usuéarios das empresas na
sociedade.Entretanto, ndo deu para prever ano exato que esses dados bibliograficos vao
se estabilizar, porém através dos ajustes da funcédo sigmoide aos dados bibliograficos do
trabalho, podemos concluir que estes ja estdo se esbalizando para valores constantes
neste periodo analisado.

Portanto, a partir desse trabalho podera ser desenvolvido outros que tenha
como base modelos matematicos e nas suas formulacoes as equacoes diferenciais

ordinarias para desenvolver pesquisas no ambito da inovagao tecnoldgica na sociedade.
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PALAVRAS-CHAVE: Modelagem Matematica. Equacdo diferencial. Inovagédo
tecnolégica. Netflix.

INTRODUCAO

A Modelagem Matematica naformacgéao do alunode licenciatura em Matematica
€ muito importante, pois € uma estratégia de ensino que possibilita a aplicag&o dos
contetdos matematicos no dia a dia dos estudantes, permitido que 0 mesmo entenda
e aprenda os assuntos de forma significativa e, com isso, essa estratégia acaba
ajudando o ensino e aprendizagem da matematica no ambito escolar. “Uma
modelagem eficiente permite fazer previsdes, tomar decisdes, explicar e entender,
enfim, participar do mundo real com capacidade de influenciar em suas
mudancas”.(BASSANEZI, 2002, p. 177).

Para Burak (1992 apud FURTADO et al, 2017):

A modelagem matematica constitui-se em um conjunto de procedimentos
cujo objetivo é construir um paralelo para tentar explicar, matematicamente,
os fendmenos presentes no cotidiano do ser humano, ajudando-o a fazer
predi¢cdes e a tomar decisdes.

Deste modo, a modelagem mateméatica pode ser voltada ao ensino e
aprendizagem da matematica e também a matematica aplicada criando modelos
matematicos ou adotando modelos j& existente para elaboragdo de pesquisas, pois
segundo Silveira e Miola( 2008 apud FURTADO et al, 2017), comentam que:

1 Estudante do Curso de Licenciatura em Matematica da UFPA, ederson.goncalo.9@gmail.com
2 Professor da Faculdade de Matematica - UFPA, rgermano@ufpa.br
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A Modelagem Matematica tem suas origens plantadas na matematica
aplicada. Ela é utilizada entre os matematicos aplicados como o principal
processo para obtencdo de um modelo que expde, em uma linguagem
matematica, conjunto de simbolos e relagdes matematicas [...].

Nessa perspectiva, 0 presente trabalho vem trazendo a modelagem
matematica como recurso para obtermos modelos que satisfaga a nossa pesquisa,
trazendo resultados que se aproxime da realidade, através de recursos tecnol6gicos
gue facilitem a compreenséo e a visualizagao dos resultados.

Uso de EDO na modelagem matematica segundo Bassanezi (2002) pode ser
considerada com arte de aplicar matematica a situagdes problematicas, usando como
processo comum a modelagem matematica. Ele também fala que devido a
estabilidade e a regularidade das solucdes dos sistemas de equagfes diferenciais
ordinarias, tornou-se o alvo preferido dos matematicos.

O processo de propagagao de inovagao tecnoldgica pode ser modelado da
mesma forma que a propagag¢do de um virus, isto €, pode-se usar 0S mesmos
métodos matematicos utilizados na epidemiologia matematica. Existem diversos
modelos de propagacgéo de inovagaotecnoldgicanasociedade que utilizamequacdes
diferenciais ordinarias (EDO) em suas formulacdes. Neste trabalho propomos utilizar
o chamado modelo logistico para a difusdo de uma inovacédo tecnoldgica.
Comparamos com dados reais dos novos assinantes da Netflix, no intervalo de 2011
a 2021.

FUNDAMENTACAO TEORICA

Equagoes diferenciais ordinarias (EDO) de acordo com Bassanezi (2002, p.
124) sado definidas quando temos apenas uma variavel independente, o modelo
matematico é dado em termos de equacdes diferenciais ordinarias, ou seja, quando o
dominio da funcao y(x) esta contida no conjunto dos nimeros reais, isto €, tem
apenas 1 dimensao, podendo ser classificada de acordo com sua maior derivada que
chamamos de maior ordem. Resolver uma EDO consiste em encontrar curvas y =
y(x), de modo que a dire¢cdo da reta tangente em cada ponto de uma destas curvas
coincida com o valor pré estabelecido pelafuncao f (x;y) neste ponto, para o caso de
uma EDO de primeira ordem, dada por

dy
==/

Dessa forma, uma equagao diferencial pode admitir infinitas solu¢des (uma
para cada valor da constante). Dentro das Equagdes diferenciais, temos as equagdes
logisticas que foi utilizada inicialmente para descrever um modelo de crescimento
populacional publicado inicialmente por Pierre Verhulst (1845, 1847). O Modelo de
Verhurstsup6e que uma populagao, vivendo num determinado meio, devera crescer
até um limite maximo sustentavel, isto é, ela tende a se estabilizar. O modelo em
guestdo parte da ideia de considerar a taxa de crescimento da populagao proporcional
a populagdo em cada instante. Dessa forma, temos
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P _ pyp
2 = kP
Uma das solugGes desta ultima é a fungdo sigmoide, que é uma funcio

matematica bastante utilizada no ambito da economia e da computagdo. A sua
expressao matematica mais simples é da forma

t) = ———
y(® T+e -7

Emtermos matematicos diz-se que esta € umafuncgaosuave e é continuamente
diferenciavel. O gréafico da fung¢édo sigmoide se assemelha ao S, por isso o nome

sigmoide. Os dados inseridos na fungéo vao ter como resultado sempre valores entre
Oel.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Os dados da pesquisa foram obtidos no site www.businessofapps.com, nele
conseguimos obterinformacdes do nimero de assinantes anuais da Netflix. Comisso,
conseguiremos fazer o ajuste dos dados reais com a solucéo da EDO logistica. Na
tabela 1, estdo as quantidades de assinantes em milhées em fungao do ano.

Tabela 1: Quantidades de usuarios (em milhdes) em fung¢édo dos anos da Netflix

0 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 2017 2018 2019 2020 2021

0 21,50 25,71 3563 | 47,99 @ 62,71 | 79,90 | 99,04 | 124,35 151,56 | 192,95 | 209,00

Fonte: businessofapps.com, 2022.

Nesta tabela estdo contidos os dados do ano em relagdo ao numero de
assinantes que a plataforma de stream online teve durante esse periodo de 2011 a
2021. Com base nessas informagGes que a aplicagdo vai se desenvolver. Dessa
forma, vamos construir um grafico com base nesses dados para visualizar o seu
comportamento e analisar os dados a partir dos resultados que o programa que sera
utilizado no processo vai para a gente.

Faremos um ajuste néo linear dos dados experimentais a fim de encontrar os
parametros 6timos que melhor descrevem os dados.

RESULTADOS E DISCUSSAO
O gréfico de dispersédo dos dados experimentais estdo mostrados na figura 1.

Figura 1: Valores experimentais dos assinantes da Netflix em fungdo do tempo.
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Podemos afirmar a partir da figural que a quantidade de assinantes cresce por
um determinado periodo e depois tende se estabilizar para um valor constante, que é
um comportamento tipico de uma func¢éo sigmoide. Dessa forma, com base neste
comportamento, ajustamos sigmoide a fim de encontrar os parametros 6timos que
melhor ajustam os dados experimentais. Na figura 2 é apresentado o resultado deste
ajuste.

Figura 2: Ajuste ndo linear dos valores experimentais com a fungdo sigmoide.
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Fonte: Préprio autor, 2022

Os resultados de forma detalhada se encontram na Figura 3, todos os dados
relacionados aos parametros, valores e erros da aplicagao.
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Figura 3: Parametros do ajuste da fungdo sigmoide.

[2022-10-14 13:44:29

GCréafico: "Graficol"]

Regressio de Boltzmann (Sigmoidal) do conjunto de dados: Tabelal _Assinantes,
usando fungdo: A2+(A1-A2)/(1 +exp((x-x0)/dx))

Ordenar: No

Método de ponderagdo: Sem ponderagdo
Levenberg-Marquardt escalado algoritmo com tolerdncia = 0,0001
De x = 2,0110000000000e+03 ax = 2,0210000000000e+03

Parametro

Valor

Erro

A1 (valor inicial)
A2 ivalar final)
x0 (centro)

5,8226259503427e+00
3,3527175369490e+02
2,0195483266318e+03

9,0681640125208e+00
6,4389091733890e+01
1,0238255919976e+00

dx (constante de tempo) 2,7942199128314e+00 5,3040757199422e-01

Erros foram multiplicados com sqrt(ChiA2 /doF) = 4, 1484341288925e+00

Estatisticas Tabelal _Assinantes

N (pontos de dados) 1

Craus de liberdade (doF) 7

Chir2/doF 1,7209505721760e+01
RSS (Soma residual dos quadrados) 1,2046654005232e+02
R 9,98626159800092-01
RA2 9,9725420703708e-01
RA2 ajustado 9,9607743862440e-01
RMSE (Raiz do erro quadrado medio) 4,1484341288925e+00
InteragBes 15

Status success

Fonte: Préprio autor, 2022

Com estes resultados, notamos que a fungéo sigmoide ajusta muito bem com
os dados experimentais dos usuarios da Netflix, no intervalo de 2011 até 2021.
Portanto, conclui-se que a EDO logistica modela o comportamento dos usuérios da
netflix, isto €, modela o processo de como esta inovagao tecnolégica se difundiu na
sociedade.

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho propomos um modelo baseado na equacéo diferencial ordinaria
logistica para o estudo da difusdo de tecnologia. Tais difusdes podem ser modeladas
em analogia com os modelos de epidemiologia matematica. Coletamos dados reais
da quantidade de usuarios da Netflix em func¢ao do tempo, no intervalo de 2011 até
2021. Depois dos ajustes, notou-se que os dados foram bem descritos pelo modelo
proposto, o0 que corrobora com a possibilidade de poder- se modelar a difusédo dos
usuérios da Netflix na sociedade através de uma EDO
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