Universidade Federal do Para
Campus Universitario de Castanhal
Faculdade de Matematica
Licenciatura em Matematica

Trabalho de Conclusao de Curso

Espacos vetoriais de dimensao infinita,
tipos de convergéncias e aplicacao em
integracao numérica

Winicius Noronha Gomes

2020



Espacos vetoriais de dimensao infinita, tipos de convergéncias e
aplicacao em integracao numérica

Graduacao
03/2016 — 02/2020

Submissdo 13/02/2020
Defesa 18/02/2020
Versdo Final 28/02/2020

Universidade Federal do Para
Campus de Castanhal
Faculdade de Matematica

Winicius Noronha Gomes
winiciusng@gmail.com

Licenciado em Matematica 2019
UFPA-Castanhal

Banca Examinadora

Msc. Romario Silva Duarte
Doutorando em Matematica (UFPA) (Orientador)

Prof. Dr. Valdelirio da Silva e Silva
Membro da Faculdade

Prof. Dr. Arthur Almeida
Membro da Faculdade

Prof. Msc André Renan Lima
ICEN - UFPA


mailto:winiciusng@gmail.com

Dedicatoria

Dedico este trabalho aqueles que sempre me
amaram e fizeram o melhor por mim, ao
meu pai Luis e minha mae Francisca, minha
querida Quinha.



Agradecimentos

Agradego primeiramente (como cristdo que sou) a Deus por tantas bengdos ao longo desse
projeto.

Agradeco também a toda minha familia que de alguma forma me ajudou. Agradeco aos meus
amigos e professores da universidade pelas experiéncias vividas, como também a todos os demais
amigos, em especial ao meu orientador Romario Silva Duarte que nao apenas no TCC mas
também na vida foi alguém que me orientou com exceléncia, um verdadeiro amigo ao qual sou
muito grato.



Epigrafe

“O 1nico lugar onde o sucesso vem antes do tra-
balho é no dicionario.”

(Albert Einstein)



Resumo

Neste trabalho , trataremos de alguns topicos referentes ao estudo de andlise funcional, dando
destaque para as propriedades e estruturas de espacos vetoriais de dimensao infinita em relacao
aos espagos de dimensao finita. Também mostraremos como resultado da teoria construida uma
aplicacao em integragdo numérica, na qual, mediante o estudo de convergéncias e dos teoremas
para integracdo numérica sera possivel obter como corolarios as regras do trapézio e de simpson.
Por fim, faremos alguns testes envolvendo os corolarios evidenciando o que foi discutido durante
o trabalho.

Palavras chaves: Espacos vetoriais de dimensao infinita, Espagos de Banach, Convergéncias e
Integracdo numérica.



Abstract

In this paper, we will deal with some topics related to the study of functional analysis, high-
lighting the properties and structures of vector spaces of infinite dimension in relation to spaces
of finite dimension. We will also show, as a result of the constructed theory, an application in
numerical integration, in which, through the study of convergences and the theorems of nume-
rical integration, it will be possible to obtain as corollaries the trapezoid and simpson rules.
Finally, we will do some tests involving the corollaries, highlighting what was discussed during
the work

Keywords: Infinite dimension vector spaces, Banach Spaces, Convergences and Numerical in-
tegration.
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Introducao

A Anaélise funcional, drea da matematica que contempla os estudos apresentados neste trabalho,
¢ o ramo dentro da andlise matematica que faz estudo dos espacos de funcbes e tem como base
os conceitos de dlgebra linear e andlise na reta (andlise real), ou como diria o prof Dr. Marcelo
Vianna, atual diretor geral do IMPA "A andlise funcional é , a grosso modo, dlgebra linear em

espagos de dimensao infinita".

Atualmente, a anélise funcional tem importante papel dentro da pesquisa matemética, pois
possui diversas aplicacbes de sentido pratico, como também em problemas prépriamente ma-
tematicos, a citar, em transformada de Fourier, equacdes diferenciais, equacbes integrais, no
calculo das variacoes, analise complexa, teoria da medida, mecanica quéintica, programacao con-
vexa, entre outros. Devemos ainda destacar que se trata de algo recente, historicamente falando,
pois foi no final da decada de 20 quando se publicou alguns dos resultados que compdem os
"fundamentos" da analise funcional, a saber, o principio da limitag¢ao uniforme, teorema da apli-
cacdo aberta, teorema do grafico fechado e teorema de Hahn-Banach, através de matematicos

como Banach, Steinhaus, Hahn, von Neumann, Hilbert, entre outros.

Neste trabalho, vamos abordar apenas alguns topicos da andlise funcional, afinal de contas,
trata-se de um estudo muito extenso. Faremos um breve resumo sobre espacos de dimensao finita
dando destaque para o comportamento e aplicacoes de espacos vetoriais de dimensao infinita,
pois como veremos neste trabalho muitos resultados que sao trivias em espagos de dimensao
finita ndo sdo para dimensdo infinta. Em determinados momentos é interessante que o leitor

tenha uma certa sensibiblidade pois existem ideias sutis que fazem total diferenca.

Dentre os espagos vetoriais normados de dimensao infinita abordaremos em especial ao
espacgo de Banach o qual serd de total importancia para o desenvolvimento seguinte do trabalho.
Faremos também estudo de alguns tipos de convergéncias em espacos normados e em seguida
mostraremos uma aplicagdo em integracdo numérica correlacionando, portanto, toda a teoria
apresentada ao longo deste trabalho. Para isso, usaremos o software livre Scilab, no qual serao

feitos os codigos para os testes.

Cabe ressaltar também que nao estamos interessados em fazer uma andlise matematica mais
profunda sobre os topicos aqui abordados, assim, omitimos as demonstragoes dos teoremas que
podem ser melhor vistas em KREYSIZG (1978) e BREZIS (2011).



Espacos Vetoriais Normados

Os espacos vetoriais consistem em uma importate estrutura para espagos de objetos matematicos.
Neste sentido, quando falamos em espagos vetoriais estamos nos referindo a estrutura conferida
a um determinado conjunto de objetos matemédticos que nos permite resolver determinados
problemas HOFFMAN (1971).

2.1 Espacos vetoriais

Definicao 1. (Espagos Vetoriais) Um espago vetorial (ou espago linear) é uma estrutura mate-

mdtica que atende aos sequintes critérios:
1- Um corpo K de escalares.

2- Um corpo E de objetos denominados vetores.

3

E um vetor u+v em E, denominado a soma de u+ v. Tal que ocorre:

Uma regra (operacio), dita adicao de vetores, que associa a cada par de vetores u,v em

3(a) u+v=uv+u (Comutatividade).

30b) u+ (v+w) = (u+v)+w (Associatividade).

3(c)u+0=mu (0 € o vetor nulo e é unico).

3(d) u+ (—u) =0 (Yu € E 3! (—u) € FE que satisfaz a igualdade).

4- Uma regra (operagao), dita multiplicagao por escalar, que associa a cada escalar o € K

e a cada vetor u € E um vetor au € E, denominado o produto de o por u, tal que:
4(a) 1u = u; Yu € E (Elemento neutro).
4(b) (aras)u = ag(agu) (associatividade)
4(c) a(u+v) = au+ av (distributividade por escalar).

4(d) (aq + a2)u = ayu + agu (distributividade por vetor).



2.1 Espacos vetoriais 10

Os itens da definicdo anterior sdo chamados de axiomas de espaco vetorial. Portanto, se
determinado espaco de objetos mateméticos possui esta estrutura, entdo podemos dizer que se

trata de um espago vetorial e seus elementos sdo chamados de vetores.

Exemplo 1. O espago, R" = {(u,ug,...,u,) ; u; € R, Vi=1,...,n}, o conjunto das n-uplas

de numeros reais é um espaco vetorial.
Onde as operagoes de adigcdo e multiplicacdo por escalar sao as cldssicas, dadas por:
1) u+v=(up,ug,....un) + (V1,02 ..., Vy) = (U1 + v1,u2 + Vo, ooy Uy + Vy)
2) au = (aqug + agug + ... + auy)

Exemplo 2. O espaco das matrizes quadradas M,, € um espaco vetorial com as operacgoes de

soma de matrizes e multiplicacdo de uwma matriz por um escalar usuais.

Exemplo 3. O espago Cla,b] = {f : [a,b] — R ; f é continua}, isto €, o espago das funcies
continuas definidas sobre um intervalo fechado e limitado, munido das operagdes de soma de

funcoées e multiplicacao por um escalar usuais, € um espago vetorial.

Note que nos exemplos acima, temos espagos vetoriais de natureza distintas. De fato, neste
trabalho estamos interessados em estudar estruturas mais gerais para espagos vetoriais, de modo
que em alguns casos néo teremos nem mesmo como ter uma visdo geométrica dos espacos os

quais estamos trabalhando, como nos exemplos 2 e 3.

De maneira geral, a estrutura de espago vetorial é uma estrutura basica que podemos conferir
a um determinado espago para que possamos resolver equagoes lineares com os elementos deste
espaco. Neste sentido, vamos definir o que seria uma combinacao linear para elementos de um

espaco vetorial.

Definigao 2. (Combinagao Linear) Um vetor v € dito combinagao linear dos vetores ui, ug, ... , U

em E se existirem esclares aq, as, ..., ay, tais que:

V= a1ul + agug + ... + apuy

ou seja,

n
v = E QU4
=1

E importante observar que a estrutura de um espaco vetorial estd apoiada sobre a forte es-
trutura do corpo K. Neste trabalho, devido as aplicagdes que faremos, estamos mais interessados
em trabalhar com espacos definidos sobre o corpo dos niimeros reais, isto é, K = R, no entanto,
salvo pequenas adaptagoes técnicas, também podemos usar o corpo dos nimeros complexos, ou
seja, K = C.
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2.1.1 Subespacos Vetoriais

Definicao 3. (Subespacos Vetoriais) Seja E um espago vetorial sobre o corpo K. Um subespago
de E é um subconjunto W de E que é um espago vetorial sobre K com as operacoes de adigdo

de vetores e multiplicacdo por escalar de E.

Observe que como W C FE, entdo, salvo as operagoes de fechamento e a existéncia do
elemento neutro, todos os outros axiomas do espago vetorial sdo validos para os elementos de
wW.

Assim, para provarmos que W C F, é um subespago vetorial de F, basta provarmos:
suveW=ut+veW
eu=0CW

eVueW = (—u)eW

Exemplo 4. O espago, R,—1 = {(u1,u2,...,up—1,0) ; u; € R, Vi =1,....,n— 1}, é um

subespaco vetorial de R™.

Observamos que , a principio, poderia-se pensar que o espago R, _; do exemplo anterior é
o espaco R" 1. No entanto, apesar de poderem ser identificados como o mesmo espaco devido a
semelhanca de seus elementos, estes espacos sdo de naturezas distintas, uma vez que os elementos
de R,,_1 tem uma componente a mais que os elementos de R”~!. Este exemplo nos mostra como

é delicado os estudos acerca das estruturas de espacos.

Exemplo 5. Uma matrizn x n quadrada A sobre R é simétrica se A;; = Aj;. As matrizes

simétricas fomam um subepaco do espaco de todas asn X n matrizes sobre R.

Exemplo 6. O conjunto Pgla,b] dos polinomios de grau menor ou igual a k, é um subespaco
vetorial de Cla,b].

Uma importante propriedade de espagos vetoriais é que dado um subconjunto qualquer de
vetores de um espago vetorial, sempre poderemos conseguir um subespago vetorial que contém
esses vetores. Para isto, basta que tomemos o conjunto de todas as combinacoes lineares possiveis
com os elementos deste subconjunto LIMA (2014). Vamos definir de maneira mais formal esta

propriedade.

Definicao 4. (Subespago Gerado) Seja S C E, um subconjunto de E. Chamamos de subespago
gerado por S, o conjunto formado por todas as combinacoes lineares dos elementos de S. Tal

espago € denotado por [S] ou (S).
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2.1.2 Dependencia e independencia linear de vetores

Definicao 5. (Vetores Linearmente Dependentes) Seja E um espago vetorial sobre o corpo K.
um subconjunto S C E € dito linearmente dependente (LD) se existirem vetores ui,ug, , ..., un C

S distintos e escalares ai,as, ...,a, C K ndo todos nulos, tais que:

ajul + asus + ... + apuy, =0

Em outras palavras, um vetor ser linearmente dependente (LD) significa que este vetor pode
ser escrito como uma combinacdo linear de outros vetores. Um conjunto que nao é linearmente

dependente (LD) é dito linearmente independente (LI).

Definicao 6. Um conjunto S de vetores é linearmente independente se todo subconjunto finito
de S € linearmete independente, ou seja, se, e somente se para todo ui,us, ..., u, C S distintos

ocorrer:

aju; Faous + ...+ apu, =0=a; =0, t=1,...,n

2.1.3 Base

Definigcao 7. Seja E um espago vetorial. Uma base de E é um conjunto de vetores linearmente

independentes em E que geram E.
Ou seja, dizer que E é gerado por determinados vetores (LI), implica dizer que E é o

resultado de todas as combinagoes lineares desses vetores (LI) e que tais vetores formam uma

base para E.

Exemplo 7. O conjunto S constituido dos vetores ey, es, ...e,, definidos por:

e1 =(1,0,0,...,0), e2 =(0,1,0,...,0), ... e, = (0,0,0,...,1)

€ uma base para R™.

De fato, sejam uy, ug, ..., un, C R, tal que u = (uq,...,uy), entdo note que
n
U =uje1 + uges + ... + upey = Zuiei
i=1

Isso mostra que ey, eo, ..., e, geram R™. Além disso, seja A1,..., A\, € R e
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De onde,

Dessa forma, o conjunto S = {ey, e, ..., e, } é uma base de R™. Essa base é particularmente

denominada de base candénica de R".

Exemplo 8. Seja Mays o conjunto das matrizes quadradas de ordem dois. Entao, os elementos

da forma:

10 0 1 0 0 00
el = ,eg = , e3= ,eq4 =
! 00)""? 00 s 10 4 01

formam uma base para este espago.

Note que podemos usar o mesmo principio para construir uma base para My, .

2.1.4 Dimensao

Definicao 8. Se E € um espaco vetorial de dimensdo finita, a dimensao de E € definida como

sendo o numero de elementos de uma base de E, e usaremos a sequinte notacdo: dim E.

Dizemos que um espaco vetorial F é de dimensao finita se ele possui uma base finita.

Proposicao 1. Se E € um espaco vetorial de dimensdo finita, entdo quaisquer duas bases de E

tem o mesmo nimero (finito) de elementos.

Proposicao 2. Seja E um espago vetorial sobre o corpo K e seja W C E um subespago vetorial
de E. Se Dim(E) = n, entdo Dim(W) < n.

Exemplo 9. Da definicio de dimensdo e do exemplo 7, temos que o espago R™ tem dimensdo

n.

Exemplo 10. Da definicdo de dimensdo e do exemplo 8, temos que o espaco My «n tem dimensao

n?.

Para os dois exemplos dados acima temos espacgos de dimensao finita, no entanto, existem

espacos com dimensao infinita, conforme veremos no préximo exemplo.

Exemplo 11. O espago Cla,b] tem dimensdo infinita
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Demonstragao. De fato, seja Pila,b] C Cla,b] o espago dos polindémios de grau menor ou igual a
k € N. Tais fungoes sdo continuas em um intervalo fechado e limitado. Além disso, essas funcoes

tem a seguinte forma:

Pk € Pyla,b] = pp=ao+ a1zt + ...+ apz®

Facilmente vemos que uma base para o espaco Px[a,b] pode ser dada por

Sk :{1,x1,...,xk}

portanto, a dimensao de Pg[a,b] é k + 1.

Assim, suponhamos que a dimensao de C|a,b] seja n € N, entdo basta tormarmos o subes-
pago P, [a,b] e teremos um subespago de C|a, b] cuja dimensdo, conforme vimos acima, é maior
que a dimensdo do espaco, o que é absurdo segundo a proposicdo 2. Portanto, ndo podemos
admitir que a dimensdo do Espaco das Fungoes Continuas em um intervalo fechado seja finita,

80 restanto dizer que este espago tem dimensao infinita. O

2.2 Espacos vetoriais Normados

Conforme dito nas segbes anteriores, estamos trabalhando com espacos mais gerais, os quais em
determinados casos nao apresentam uma interpretagdo geométrica. No entanto, vamos definir
uma estrutura que se assemelha a nocao geométrica de comprimento. Tal estrutura nos permi-
tird definir convergéncia para sequéncias em espacos gerais de maneira semelhante a nogao de

convergéncia no conjunto dos nimeros reais.

Definicao 9. (Norma) Seja E um espago vetorial, uma norma || - || no espago E € uma fungao

||l : E— K tal que, Vu,v € E,e VX € K. Sdo vdlidas as sequintes propiedades:
N1) ||lu|| =0 < u=0.
N2) ([ xul| = [A[l[ull

N3) [lu+ ol < [lull + [o]-

OBS: Note que das condigoes N1, N2, N3 também podemos obter que
N4) ||lul| > 0,Vu € E.

Assim, um espago vetorial normado ou tdo somente "espaco normado", trata-se do par:
(&, 111

Onde E é um espaco vetorial e || - || uma norma em E. Quando necessario podemos usar a

notagao | - ||z para indicar que se refere a norma do espago E.
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Exemplo 12. A sequinte funcao

Iz : RY 5 R

n 2
u= (U1, u2,...,U,) — |Jullz = <Z |ul|2>
i=1

-

Define uma norma sobre o espago RN, formados por elementos da forma (uy,us, ..., uy)
que sio n — uplas de numeros reais. Assim, (R™, | - ||2) é um espago normado e denominamos

esta norma por norma euclidiana.

Note que para o exemplo 12 das n — uplas de niimeros reais, também poderiamos definir as

seguintes normas
(1) Nlulls = 225 fual
(ii) ||v|lmaz = maxi<i<p |ui
chamadas respectivamente de norma da soma e norma do maximo.

Exemplo 13. Sob o espago vetorial das sequéncias limitadas, ou seja, I = {(xp)pen C

R ; |z, < C Vn € N}, considere a sequinte fungao:

| 1loo [ =R

(Zp)nen = [Julloc = sup |un|
neN

FEsta fungio define uma norma sobre este espago e o par (I, || - |li..) € um espago normado.

Tal norma € chamada de norma da convergéncia uniforme.

Exemplo 14. Seja 1 < p < 0o, vamos considerar o sequinte espago:

[e.9]
P={(zxp)nen; ©; €R, VneNe Z |z, P < oo}
n=1
chamado de espago das fungoes p — somaveis. Sob este espaco podemos definir a sequinte

funcdo:
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Il P —R
o0 ®
(Tn)nen — [lulloc = <Z |$n|p>
n=1
Entao o par (L, || - ||p) € um espago normado.

Observacgao: E interessante destacar que se tomarmos p = 2, esta norma é uma generali-
zacao da norma euclidiana. Uma vez que o somatatério na norma euclidiana esta definido para
um limite finito, enquanto que para o espaco Iy, serd um somatorio infinito, isto é, uma série

numérica.

Exemplo 15. Vamos considerar o espaco das funcées continuas definidas em um intervalo

limitado e fechado, isto €,

Cla,b] = {u: [a,b] = R ; u é continua}

Sob este espaco definimos a sequinte funcdo:

Il ctay : Cla,b] - R

b
w s ullopan = / Ju(t) | dt

a qual define uma norma sob Cla,b] e o par ordenado (Cla,b],| - |cfap) € um espago

normado.

Assim, sob um determinado espaco vetorial podem ser definidas diferentes normas e cada

norma agregara uma nocao de distancia diferente.

No entanto, podemos ter normas que sao equivalentes, ou seja, dadose > 0ez,y € (E, ||-|1)

tal que

[z =yl <e

entdo, para o espaco vetorial normado (E, || - ||2), existe C > 0, verificando

[z = yll2 < Ce
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De maneira pratica, duas normas sao equivalentes, quando podemos manter a aproximacao

de dois elementos de E por ambas as normas.

Definigao 10. (Normas Equivalentes) Dado duas normas || - || e || - |lo em um espago vetorial

E, elas sao ditas equivalentes quando existem a,b € K, 0 < a <b, tais que:

allullo < ||u|| < bllullo ; Yu € E, a,be K

Em espacos de dimenséao finita, todas as normas sao equivalentes. No entanto, isto nao é
verdade para espacos de dimensao infinita, o que nos indica que o estudo de espagos de dimensao

infinita é mais delicado.

2.3 Sequéncias em Espacos Normados

A nocao de convergéncia de sequéncias é essencial para a andlise matematica, pois nos permite,
entre outras vantagens, aproximar objetos matematicos com estruturas mais complexas por

outros objetos de estrutura mais simples.

Neste sentido, assim como podemos definir convergéncia de sequéncias de nimeros reais,
através da estrutura de norma podemos também definir uma convergéncia de sequéncias para

espagos de dimensao infinita.

Defini¢ao 11. (Convergéncia em norma) Seja E um espago vetorial normado e tomamos
(un)nen C E uma sequéncia de elementos de E. Dizemos entio que (up)nen converge para

u € E e denotamos por u, — u, se tivermos:

llun —u|lg — 0

Note que pela defini¢do da norma, s, = ||u, — u||g, é uma sequéncia de nimeros reais
e portanto esta nocdo de convergéncia estd bem definida, de modo que as propriedades das

sequéncias de nimeros reais serdo "herdadas' naturalmente por essa nocao de convergéncia.

Também através da estrutura de norma podemos definir um conceito de limitagdo para

sequéncias em espagos normados mais gerais.

Definicao 12. (Sequéncias Limitadas em Espagos Normados) Uma sequéncia (uy) em um es-

paco normado E, chama-se limitada se existe M > 0 tal que:

lunlle < M, Vn € N

Naturalmente, temos algumas propriedades importantes que sdo herdadas da convergéncia

e limitagcdo de sequéncias reais através da estrutura de norma para os espacos mais gerais.

Proposicao 3. Se uma sequéncia (uy)nen em um espag¢o normado E € convergente, entdo ela

¢ limitada.
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Proposicao 4. Se uma sequéncia (up)nen num espagco normado E € convergente, entdo seu

limite € unico.

Também podemos definir sequéncias de Cauchy para espacos de dimensdo infinita. Tais
sequéncias merecem destaque nos estudos destes espacos devido a uma peculiaridade que anali-

saremos mais adiante.

Definicao 13. (Sequéncias de Cauchy em Espagos Normados) Uma sequénca (up)nen €m um
espago normado E € dita sequéncia de Cauchy se para todo € > 0, existir um natural Ng = Ny(¢)
tal que:

lum — unllp <e, ¥Ym,n > Ny

As sequéncias de Cauchy sdo importantes na anélise matematica pois para sequéncias de
numeros reais toda sequencia de Cauchy é também uma sequéncia convergente, assim como toda
sequencia convergente é de Cauchy, ou seja, sdo nogoes equivalentes FIGUEIREDO (2013). Por

vezes, é mais simples provar que uma sequécia é de Cauchy do que provar que ela converge.

No entanto, as sequéncias de Cauchy em espagos de dimensao infinita ndo herdarao todas
as propriedades das sequencias de Cauchy de nimeros reais. Dessa forma, a seguir temos duas

importantes propriedades que serdao herdadas.
Proposicao 5. Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.

Proposicao 6. Seja E um espago normado. Se (un)nen € uma sequéncia de Cauchy que pos-
sui uma subsequéncia convergente, entio (un)neN € convergente e converge para o limite da

subsequéncia.

Uma propriedade importante que perdemos quando trabalhamos com espagos vetoriais nor-
mados de maneira geral, ou seja, sem levar em consideragdo a dimensao do espago, é o fato de
toda sequéncia de Cauchy ser convergente. De fato, esta propriedade é valida para sequéncias de
numeros reais, no entanto, para espagos mais gerais isto nem sempre ocorre. Conforme podemos

ver no exemplo a seguir.

Exemplo 16. Seja o espago (Cla,b], || - |c[a,p) um espago normado com
b
lullowy = [ u(t)lar
a
E seja a sequéncia de fungoes (un)nen, dada por :
1, se a<t<e

up(t)=¢ —nt+(1+nc), se c<t<c+1/n
0, se c+1/n<t<b
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Entio temos que (up)nen € uma sequéncia de Cauchy em Cla,b], no entanto, ela converge

para uma fung¢do que ndo é continua em [a,b|, de modo que seu limite nao estd em C|a,b.

De fato, para n > m, olhando para a defini¢ao de (u,)pen temos que uy, (t) — u,(t) > 0, dai

podemos escrever:

b
ltn = tmllcws = | lun(®) - un(®)ldo
b b

_ / o ()t — / un(1)dt
= l/: Uy dt + /:Jrl/m U (t)dt + /cj-l/m um(t)dtl -

c c+1/m b
l / Undt + / un(£)lt + / un(t)dt]
a c c+1/m

ct+1l/m ctl/n
:/ (—mt—i—(l—i—mc))dt—/ (=nt + (1 + ne))dt

1 1 < (1)| 1 1‘ <
=——-——<(2)|———|<e
2m  2n = "2"’'m n
Assim (un)nen é de Cauchy em (Cla, b], || - [ ¢[a,5))- Por outro lado, fazendo n — +oc temos

que:

1, se a<t<c

Uy — u, onde u =
0, se c<t<b

mas u ¢ Cla,b].

O fato de nem toda sequéncia de Cauchy convergir para um elemento do espago, quando
estamos lidando com espacgos mais gerais, motiva a definicdo de um espaco onde isto de fato
sempre ocorra. Tais espagos possuem importantes propriedades que sdo as bases para diversas

aplicacoes.



Espacos de Banach

Agora sera apresentado um tipo especial de espago vetorial, chamado espago de Banach, o qual

¢ definido justamente para solucionar o problema mencionado no final do capitulo anterior.

Definicao 14. Um espago normado E é chamado de Espaco de Banach ou completo se, e

somente se, toda sequéncia de Cauchy é convergente (em E).

Nos espagos de Banach ocorre que toda sequéncia de Cauchy ird convergir (dentro do préprio
espago) e esta é uma propriedade muito importante a qual permite resolver diversos problemas
NOWOSAD (1967). Além disso, vale destacar ao leitor que a forma como a norma é definida
sobre determinado espaco faz total diferenca, de modo que a depender da norma escolhida
um mesmo espago vetorial pode ser Banach ou nado, conforme podemos observar no seguinte

exemplo.

Exemplo 17. Considere o espago normado das fungoes continuas, tal como foi definido no
exemplo 16
Cla,b] = {u;u : [a,b] = R; u é continua}

No entanto, vamos definir sobre este espaco a norma da convergéncia uniforme, ou seja:

[ullo = sup [u(t)] (3.1)
te [a,b]

Neste caso, para a norma da convergéncia uniforme o espago C|a,b] as sequéncias de Cauchy
sempre vao convergir dentro do proprio Espaco Cla,b], ou seja, o espago (Cla,b], || - |lo) € um

FEspaco de Banach.

De fato, Seja (un)neny uma sequéncia de fungdes continuas sobre o intervalo [a,b], e além

disso uma sequéncia de Cauchy. Entao,

Ve>0, IngeN; mn>ng = |um —unllo <e (3.2)
= sup |um(t) —un(t)| <e = |um(t) —un(t)| <e/3 Vi€ la,b]. (3.3)
<b

a<t
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Assim, para cada t € Cla,b] a sequéncia real (u,(t)),eny € R é de Cauchy e como os reais é

completo entdo existe a; € R tal que
un(t) = ap em R, n — 400
Vamos definir a seguinte funcao:
{ u:la,b] > R

t»—>u(t) = Q¢

Ou seja

un () — u(t)
Entao dado € > 0 dng € N tal que
lun(t) —u(t)| < €/3

Vamos mostrar que u € Ca, b].

De fato, seja (tx)reny C Cla,b] uma sequéncia convergente, entdao, como (uy)nen C Cla, b]

ty =t em [a,b] C R = up(ty) — un(t) em R, Vn € N (3.4)

(da continuidade de wu,) Queremos provar que u(t;) — u(t), ou seja,

Ve >0, dkg € N; k > ky = \u(tk) — u(t)\ <€

Porém, de 2.4, temos que
Ve >0, Jko € N; k> ko = |un(tr) —un(t)| < €/3, ¥n e N (3.5)

Considerando esta ultima implicagdo,tem-se:

u(ty) = uw@)] = |u(ty) = un(tr) + un(te) = un(t) + un(t) — u(t)| (3.6)
< Julte) = un(te)] + [un(t) = w(®)] + [un(tr) — un(t)] (3.7)

Entao de 2.3 e 2.5, temos:
lu(ty) —u(t)| <e€/3 + €/3 + €/3= ¢ (3.8)

Provando assim que u(t;) — u(t), de onde u é continua, isto é, u € Cfa,b]. Resta provar que

up, — u em (Cla,bl,| - ||o), isto é, que u,, converge uniformemente para u. No entanto, sabemos
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pela defini¢do de u que V u € [a, b):
un (t) — u(t)

Ou seja, para cada u € [a, b] dado € > 0, existe ng € N tal que n < ng = |u,(t) —u(t)| < € como

esta implicacdo é valida para todo t € [a,b] podemos tomar o supremo, de onde :

sup |un(t) —u(t)| < e = |lup, —ul| <e (3.9)
te(a,b]
e portanto u, — u em (Cla,b],| - |lo) Assim, provamos que a sequéncia de Cauchy (uy)neN
arbitraria converge no espaco (C[a,b], || - |lo) e portanto este espaco é Banach.

Como mencionamos acima a depender da norma para um mesmo espaco vetorial podemos
ou nao ter um espago de Banach, pois como vimos no exemplo 16 o espaco Cla, b] com a norma
da integral ndo é um espaco de Banach, mas foi mostrado que o mesmo espago definido com a

norma da convergéncia uniforme é um espago de Banach.

Além disso, podemos destacar algumas importantes propriedades desses espacos.

Teorema 1. Um subespago W de um espaco de Banach E é completo (na norma induzida de

E) se, e somente se, W ¢ fechado.

Teorema 2. Todo espago vetorial normado E de dimensdo finita € um espaco de Banach.

A partir dos teoremas acima pode-se notar que a estrutura de espacos vetoriais de dimensao
finita estdo comprendidos pela estrutura dos espagos de Banach, ou seja, os espagos vetoriais de
dimensao finita sdo, na verdade, uma particularidade de espacos de Banach. Assim, todos os re-
sultados referentes a espacos de Banach, podem ser aplicados para espacos vetoriais de dimensao

finita, tornando o estudo destes espacos uma "generalizacao" da Algebra Linear clissica.

Diversas aplica¢oes podem ser estudadas através de fungoes que sdo definidas sobre espacos
de Banach. Portanto, no proximo capitulo discutiremos este tipo de funcédo e algumas de suas

principais propriedades.



Funcionais Lineares e Espacos Duais

Diversos problemas da natureza sdo modelados através de ferramentas matematicas que en-
volvem espacos de Banach. Por exemplo, as equacdes diferencias sdo equacdes onde a varidvel
independente é uma fungao e o espago de fungées continuas, definida com a norma da convergén-
cia uniforme, dado no exemplo 17 é um espago de Banach. Mais especifiamente, toda aplicacao
que envolve o espago de fungodes continuas pode ser estudada através de aplicagoes da teoria de

Espacos de Banach.

De maneira geral, muitas aplicagoes sdo estudadas através de "fungoes" definidas sobre Espa-
¢os Vetorias e quando ocorre do espago vetorial em questao ter dimensao infinita, as propriedades
de Espagos de Banach se tornam muito tteis. Por exemplo, o ato de derivar uma funcdo pode

ser entendido como uma "funcgao", isto é,

Assim, como o ato de integrar uma funcao em um determinado intervalo, pode ser entendido

como uma "funcao":

I: Cla,b] — R

b
u %I(U):/ lu(t)|dt

Portanto, é pertinente que estudemos as "fungoes" definidas sobre os Espagos Vetoriais,
especialmente sobre os Espagos de Banach em virtude das vantagens que esta estrutura pode

nos proporcionar.
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Afim de néo causar confusdo, vamos definir o que seriam "funcoes" definidas sobre espacos

vetoriais sem levar em consideracdo a dimensao do espaco.

Defini¢ao 15. (Funcional)

Um Funcional T € uma fung¢io em que o dominio D(T') é um espago vetorial e o contrado-
minio K um corpo de escalares.

Considere os exemplos a seguir:
Exemplo 18. Seja T : M,, = R um funcional onde M,, € o espago das matrizes quadradas de
ordem n tal que A T(A) = Det(A)

Neste exemplo temos um funcional definido sobre um espago de dimensao finita, conforme

visto no exemplo 10.

Exemplo 19. Seja I : Cla,b] — R um funcional dado por:

I: Cla,b] - R

" »—>I(u):/ lu(t)]dt

No exemplo acima temos um funcional definido sobre um espaco de dimensao infinita con-

forme visto anteriormente no exemplo 11.

Poderiamos também definir de maneira mais geral Operadores que consistem em fungoes
nas quais tanto o dominio quanto o contradominio sdo espagos vetoriais (podendo ser espagos
vetoriais diferentes, mas definidos sobre o mesmo corpo de escalares) NOWOSAD (1967). No
entanto, estes estudos apresentam maior complexidade e nao fazem parte do objetivo deste
trabalho.

4.1 Funcionais lineares e continuos

Assim como fazemos para funcées definidas sobre o conjunto dos niimeros reais, podemos tam-

bém definir uma nog¢ao de continuidade para funcionais.

Definigao 16. (Funcionais Continuos) Seja E um espago vetorial normado e T : E — R um

funcional, dizemos que T é continuo se, e somente se

(Un)neny C B, up = u em E = T(u,) —» T(u) em R



4.1 Funcionais lineares e continuos 25

Também vamos definir um caso particular de funcionais, sdo os funcionais lineares os quais

satisfazem as seguintes condigoes:

Definicao 17. (Funcionais Lineares) Dizemos que um funcional € linear quando para quaisquer

u,v € D(t) e qualquer escalar o, ocorra:
T1) T(u+v) =T (u) + T(v)
T2) T(au) = aT(u)
Dentre os funcionais podemos destacar aqueles que sdo lineares e continuos pois estes sdo

importantes devido a facilidade com que podemos manipuld-los, assim, vamos destacar um

conjunto formado apenas por esses funcionais.
Definigao 18. (Espaco Dual) Chamamos de Espaco Dual de E, ao espago composto por todos
0s funcionais lineares e continuos e representaremos por E* . MUSCAT (2014)

Podemos também definir uma noc¢ao de norma sobre este espaco.

Definicao 19. (Norma de um funcional lienar e continuo)

Seja um funcional f : E — R, onde f € E*(f € linear e continuo), definimos sua norma da

sequinte maneira:

Ifl= sup

(4.1)
ueE u#0 ||’LL||

OBS: Também podemos definir a norma para um funcional linear limitado f : £ — R

considerando apenas os elementos de u € E tais que ||ul| = 1, isto é:
Il = sup |f(u)| (4.2)
[ul=1

Facilmente, verificamos que esta fungdo define uma norma para os funcionais. Como con-
sequéncia desta definicdo poderemos também definir uma nocéo de limitacao para funcionais do

espaco dual:

Definicao 20. Seja E um espago normado, um funcional linear f : E — R € dito limitado se

existir ¢ > 0 tal que:

Il <e

Note que

[l <e=sup
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Portanto, podemos escrever a noc¢ao de limitacdo para funcionais do dual da seguinte ma-

neira:

If(u)| < c||ul| YueE

Vale destacar o seguinte teorema para espagcos vetoriais normados:

Teorema 3. Seja E um espago vetorial normado e f: E — R um funcional linear, entdo:

f é limitada < f é continua

Assim, poderiamos definir o dual de um espaco vetorial normado E, como o espago dos
funcionais definidos sobre F que sao lineares e limitados (em vez de continuos), visto que, em

geral é mais facil provar a limitagdo de um funcional do que a sua continuidade.

Além disso, os espacos duais de funcionais também possuem a estrutura de espacos de

Banach, como veremos no seguinte teorema.

Teorema 4. Todo espago dual de funcionais € um espaco de Banach.

4.2 Principio da Limitacao Uniforme

Um dos grandes teoremas para a analise em espacos vetoriais mais gerais é conhecido como o
principio da Limitagdo Uniforme ou Teorema de Banach-Steinhaus, o qual foi apresentado em
1927. Este teorema faz parte dos quatro pilares da andlise em espacos normados, acompanhado
dos teoremas de Hahn-Banach, teorema da Aplicacao aberta e teorema do gréafico fechado, dentre
os quais apenas os Teoremas de Hahn-Banach nio exigem a completude dos espacos vetoriais
em seus enunciados, ou seja, nao exigem que o espaco seja de Banach BOTELHO G. (2015). Isso
demonstra o quanto a estrutura dos Espacos de Banach é importante para o estudo de Espacos

Veotoriais Normados.

Este toerema nos mostra que dado um espaco de Banach F, entao se tivermos uma sequéncia
de funcionais lineares e limitados, isto é, (T),)neny C E*, 0s quais sdo limitados em cada ponto

do dominio, ou seja, para algum M, >0

|Tn(u)| <M, , ¥neNeuekFE

Desse modo, também teremos uma limitagdo na norma dos funcionais, ou seja, existe um
M > 0, tal que

ITul < M, ¥n €N
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Isto significa que a limitagdo pontual para uma sequéncia de funcionais implica uma limita-
¢ao mais "forte", também conhecida como limitagdo uniforme. A seguir, enunciamos o teorema

de maneira mais formal.

Teorema 5. (Principio da Limitacio Uniforme) Seja E um espago de Banach e {T; : E —
R}ica uma familia (nao necessdriamente enumerdvel) de funcionais lineares e limitados inde-

zada em A. Entao,

|Ti(w)| <M, ,VicAeuec E=|T;|| <M, Viec A

Notamos que no enunciado do Principio da Limita¢ao Uniforme, ndo exigimos que a sequén-

cia seja indexada em um conjunto enumeravel o que torna o teorema ainda mais forte.

Existem diversas aplicagoes para o Teorema de Banach-Steinhaus, entre as quais podemos
destacar as aplicacOes em séries de Fourier e nas propriedades de ”convergéncia fraca” para
Espacos Vetoriais Normados. Neste trabalho, nos concentraremos no segundo caso, assim, no
préximo capitulo vamos discultir os diferentes tipos de convergéncia que podemos ter em espacos

vetoriais normados e quais as vantagens que estes estudos podem trazer.



Convergéncias em espacos vetoriais

normados

A nocao de convergéncia de sequéncias é de grande importancia na analise matematica, pois com
ela, por exemplo, podemos aproximar elementos de natureza mais complexa por outros elementos
mais "simples”. Um exemplo desse tipo de aproximagao consiste no Teorema da Aproximacao
de Weierstrass, o qual nos garante que podemos sempre aproximar uma func¢ao continua definida
sobre um conjunto compacto, na norma da convergéncia uniforme, por um polinémio. Ou seja,

dado u € Cla,b] e € > 0, existe um polindémio p, tal que

lw = pellcpay) = sup |u(t) —pe(t)| <e
t

€la,b]

Tomando € = %, para cada n € N, vamos encontrar uma sequéncia (p,)nen de polindémios

0s quais

1
lu = pnllclan = sup |u(t) —pa(t)] < —
te(a,b] n

Ou seja,

lv = pallclap — 0

assim, para qualquer u € Cfa, b], temos uma sequéncia de polinomios que convergem para

u e denotamos por

Pn — U

Note que esta aproximacdo depende essencialmente da norma da convergéncia uniforme,
ou seja, se considerarmos um norma diferente para este espaco ndo poderemos garantir que

o Teorema da Aproximacio de Weierstrass, continuard valido. Além disso, os polindmios sao
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func¢bes mais simples de se trabalhar o que pode apresentar vantagens quando se deseja estudar

fungoes continuas.

Assim, é importante que possamos definir outros tipos de convergéncia o que pode nos
garantir outras aproximagoes. Neste capitulo, definiremos a nocdo de "convergéncia forte”
e "convergéncia fraca” para espacgos normados e para espacos Duais e apresentaremos suas

principais vantagens.

5.1 Convergéncias em Espacos Normados

Dizer que uma sequéncia converge em um determinado espaco significa dizer que podemos
aproximar um elemento deste espaco por elementos da sequéncia tanto quanto queiramos. A

convergéncia ¢é dita forte quando fazemos esssa aproximacao através da norma do espaco.

Definicao 21. (Convergéncia Forte) Dizemos que uma sequéncia (un)nen pertencente a um

espaco normado E converge fortemente se existe u € E, tal que

lun — ul||lg — 0

O elemento u é chamado limite forte de (up)nen € representamos a convergéncia forte pela

sequinte notacao:

Up —> U

E importante notar que se considerarmos E um espaco de Banach, entao é redundante dizer
que u € F/, uma vez que se a sequéncia converge, implica que esta é de Cauchy e pela definicao

de Espacos de Banach, ela convergira para um elemento do proprio espaco.

Por outro lado, também podemos utilizar a estrutura do espago dual para obter uma nocao

de aproximacdo e consequentemente uma nova convergéncia, chamada de convergéncia fraca.

Definigao 22. (Convegénca Fraca) Dizemos que uma sequéncia (up)neN pertencente a um es-

paco normado E converge fracamente se existe u € E, tal que

flup) = f(u) , VfF € E* |, n—

O elemento u é chamado de limite fraco de (up)nen € representamos a convergéncia fraca

pela sequinte notacao:

Up — U
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Primeiramente, notamos que existem diferengas mais profundas entre as duas convergéncias
mostradas acima, as quais estdo ligadas a estrutura topolégica do espaco. Tais diferencas nao

sao necessarias para o nosso trabalho, mas podem ser melhor entendidas em (BREZIS, 2011).

Além disso, pode-se entender a denominacao de convergéncia fraca pelo fato de que existem
mais sequéncias que convergem através da definicdo de convergéncia fraca do que pela defini¢ao
de convergéncia forte. No entanto, a convergéncia fraca apresenta as mesmas caracteristicas
da convergéncia forte, quanto a unicidade do limite, limite de subsequéncias e limitagdo da

sequéncia; como podemos ver no seguinte teorema:

Teorema 6. Seja (un)nen uma sequéncia fracamente convergente para u pertecente a um espago

normado E. Entao

i) O limite fraco u de (up)nen € Unico.

it) Toda subsequéncia de (un)nen converge fracamente para u.

iit) A sequéncia (||un||)nen € limitada.

E importante notar que o item (iii) deste teorema s6 é possivel de ser demonstrado através
do Principio da Limitacao Uniforme.

Podemos também relacionar as duas convergéncias através do teorema seguinte.

Teorema 7. Seja (uy)nen uma sequéncia pertencente a uma espag¢o normado E. Entdo
i) A convergéncia forte implica na convergéncia fraca.

it) Se a dimensao de E € finita, entdo a convergéncia fraca implica na convergéncia forte e

neste caso elas irdo coincidir.

O teorema acima deixa claro do porqué a convergéncia fraca nao ser interessante no estudo
de espagos de dimensao finita, pois, neste caso, a no¢ao de convergencia fraca concide com a de
convergéncia forte. Assim, essa convergéncia tem sua forca e interesse como objeto de estudo

mais notadamente para espagos de dimenséo infinita.

5.2 Convergéncia nos Espacos Duais

Os Espacos Duais sdo constituidos por funcionais lineares e continuos definidos sobre um espaco
vetorial normado, conforme vimos na definicdo 18. Existem aplicacbes importantes para estes
espacos, as quais levam em consideragdo sequéncias de funcionais. Portanto, vamos definir dois

tipos de convergéncia nestes espagcos.

Defini¢ao 23. (Convergéncia Forte de Funcionais) Seja (fn)nen C E* ( um sequéncia de
funcionais , dada por fr, : E — R, onde E € um espaco normado e f, sdo funcionais lineares

e continuas para todo n € N). Entdo, dizemos que (fn)neny converge fortemente, se existir
f:+E—=R, tal que
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[fn = fllE- =0

O elemento f é chamado de limite forte de (fp)nen € representamos a convergéncia por

o= f

Notamos que como pelo teorema 4, todo espaco dual de funcionais de um espaco normado
FE, ja é um espaco de Banach, portanto pela definicao de Espacos de Banach, o limite forte f da

definicdo acima estd em E*, ou seja, f é linear e continua (ou linear e limitada).

Definigao 24. (Convergéncia Fraca* de Funcionais) Seja (fn)neny C E* ( uma sequéncia de
funcionais, dada por f, : E — R, onde E € um espaco normado e f, sdo lineares e continuas
para todo n € N). Desse modo, dizemos que (fn)nen converge fracamente®( fracamente estrela),

se existir f 1 . — R, tal que

folu) = f(u) , Vue E

O elemento f € chamado de limite fraco* (limite fraco estrela) de (fn)nen € representamos

a convergéncia por

Jon =" f

Primeiramente notamos que para os espacos duais a diferenca entre as convergéncias forte e
fraco® sdo mais profundas e também estao ligadas a nogoes topologicas destes espagos, as quais
podem ser melhores entendidas em KREYSIZG (1978).

Além disso, obviamente pode-se entender a denominacdo de convergécia fraca® pelo mo-
tivo de existirem mais sequéncias que convergem por essa definicio do que pela definicdo de
convergéncia forte. Entretanto, nao-trivial é o fato de que poderiamos definir uma noc¢ao de
convergéncia fraca para o espacos duais, neste caso, terlfamos que definir o que seria o Dual de
um espaco Dual, também chamados de Espacos Biduais e dai nos aproveitariamos desta estru-
tura para definir a convergéncia fraca para espagos duais. Contudo, a convergénia fraca® é mais
vantajosa em termos de aplicabilidade do que a convergéncia fraca para espagos duais. Mais
detalhes destas discursopes podem ser vistas em KREYSIZG (1978).

E importante destacarmos também que diferentemente da convergéncia forte para espacos
duais, nada nos garante que o limite fraco* é também linear e continuo, ou seja, f € E*, pois o
fato de E* ser um espaco de Banach estd ligado ao fato das sequéncias de Cauchy convergirem
para elementos do préprio espago apenas no sentido forte, isto é, na convergéncia em norma.
Dessa forma, percebemos uma certa restrigdo para a convergéncia fraca*, tanto mais com relacao
a sua aplicabilidade. Entretanto, através do Principio da Limitacdo Uniforme podemos resolver

este problema e demonstrar o seguinte teorema:
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Teorema 8. Seja (fn)neny C E*, desde que E seja um espago de Banach, entio se (fp)neN

converge fraco* para f, teremos f € E*

Notamos que a exigéncia fundamental para garantir que f € E* é que F seja além de um
espago Normado, também um espaco de Banach. Além deste teorema, também podemos usar o

Principio da Limitagdo Uniforme e demonstrar um outro teorema muito ultil para aplicagoes.

Teorema 9. Seja (fn)nen C E*, desde que E seja um espago de Banach e (fp)nen convirja

fraco* para f, entao f € E* se e somente se, a sequéncia (|| fn|lE*)nen € limitada.

A convergéncia fraca® possui inimeras aplicacbes em integracdo numérica, derivacado nu-
mérica e interpolacdo. No préximo capitulo, vamos apresentar uma aplicacdo para este tltimo

teorema em integracdo numérica



Aplicacoes em integracao numeérica

A integracdo numérica consiste em métodos computacionais para obten¢do de uma aproximacao
para a integral de uma funcdo em um determinado intervalo, isto é, vamos obter um valor

aproximado para

/a ()it

Primeiramente tomamos alguns pontos no intervalo [a, b] o qual chamamos de nds e deter-
minados coeficientes os quais chamamos de pesos. Em seguida, aproximamos a integral por uma

combinacao linear entre os pesos e os valores de x aplicados aos nos.

A eficiéncia de um método numérico se da por quao perto o valor da integracdo numeérica esta
do valor analitico da integral, essa distancia é conhecida como erro e a eficiéncia do método em
obter erros cada vez menores é chamado de acuracia. Naturalmente, para que tenhamos métodos
com maior acuracia, isto é, com menores erros, é necessario que haja uma maior quantidade de
pesos e nés. ARENALES SOUZA e DAREZZO (2015)

Neste capitulo, vamos usar as nocoes de Espacos Normados e convergéncias para tratar
do problema da integragdo numérica. Com efeito, vamos trabalhar com fungbes continuas, isto
significa que estamos trabalhando sobre o espago E = C|[a, b] e ji vimos no exemplo 17 que este

espago munido da norma da convergéncia uniforme, dada por

|2llcras = sup |z(t)
tela,b]

Se trata de um Espaco de Banach.

Como estamos trabalhando com fungoes continuas definidas sobre intervalos fechados e
limitados, isto é, conjuntos compactos, entdo da andlise real LIMA (2012) sabemos que tais
fungdes atingem méximos e minimos, de onde podemos reescrever a norma para C|a,b] da

seguinte maneira:

Jelctos = mas [+()
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Assim, vamos definir a integra¢ao de uma fungao = € C/[a, b] como um funcional f : Cla, b] —
R, dado por:

flz) = /abx(t)dt (6.1)

e de pesos

Qp, 1,02, ,Qp

e definimos um outro funcional fj : Cla,b] — R, dado por

= i akx(tk)
k=0

Note que para cada quantidade de pesos e nds, n € N, que tomamos, teremos um funcional
da forma de fy diferente, entdo é interessante que indexemos os funcionais, os pesos e os nés

sobre essa quantidade n € N, de onde, vamos obter uma sequéncia de funcionais, dada por:

=> aja(ty), n=1,2,-- (6.2)

Obeserve que cada f, ¢é linear, pois é formada por uma combinacdo linear e além disso,

podemos obter:

|[fu(2)| = Z (ty)

k=0

< Z | [ (t)] < Z vkl mmace [ (t)] = (max | (t5) > > lagl

k=0 telab

E usando a defini¢do de norma para C|a,b] que definimos acima, teremos:

n

[fn(2)] < <Z |a;;|> [zllcfay » m €N (6.3)

k=0
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E da definicao de limitagdo para funcionais dada em 20, teremos que cada f, é também
limitado e consequéntemente é continuo. Assim, temos que a sequéncia (f,)nen € formada de

funcionais lineares e continuos, ou seja,

(fn)nEN C (C[av b])*

Podemos entdo demonstrar o seguinte teorema

Teorema 10. Seja (fn)nen C Cla,b], entdo para cada n € N, teremos

Il = D lof]
=0

Demonstragdo. Da definicdo de norma para funcionais do espago dual, sabemos que

flx
I fallclapys = sup @)
ze€Cla,b], z#0 |’$HC[a,b}

Por outro lado, ja mostramos que f, verifica 6.3, ou seja,

()] < (Z M\) 2l clap » m €N, Vo #0

k=0

assim,

D)L o S~ jopp, neN vz £0

HxHC[a,b] =0

Dai, aplicando o supremo, teremos:

n
sup MSZMﬂ,nEN
z€Cla,b] z#0 H‘THC’[a,b] E—0

e da definicdo de norma para espacos duais, teremos:

1l Claps < D lekl, neN (6.4)
=0

Por outro lado,

n n
Yo lakl < 37 lagll=(th)]
k=0 k=0
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onde, z : [a,b] — R, dada por z(t) = 1 para todo t € [a,b]. Note que z é continua e além

disso,

12ll¢lap) = max [2(t)] =1

tela,b]
Assim, podemos escrever:
n n
Do leRl <D0 1zt = falz) < sup | fo ()]
k=0 k=0 z€Clab] [lz|=1

E da observagao que fizemos na definicio de norma para funcionais lineares e limitados,

esta expressao da direita é equivalente a norma, ou seja,

> ledl < i fallcrap (6.5)
k=0

Portanto, de 6.4 e 6.5, teremos:

n

ol Clagys = D loF]

k=0

Vamos entao definir o que é um método numérico convergente.

Definigao 25. (Método Convergente) Um método de integracio numérica definido por 6.2 é

dito convergente para algum x € Cla,b], se para este x, tivermos:

fa(x) = f(z) , n— 0

onde f € definido por 6.1.

Assim, podemos enunciar e demostrar um teorema o qual nos permite dar condi¢bes ne-
cessdrias e suficientes para que possamos ter um método de integracdo numeérica convergente, o
qual foi criado por G. Pdlya(1933).

Teorema 11. (Teorema da Integra¢io Numérica de Pdlya)

Seja um processo de integragdo numérica dado por
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Que aproxima a integral andlitica de x € Cla,b] e seja px, € Cla,b] um polinémio de ordem

k € N que aprozima x € Cla,b] na norma || - ||c(a € verifica

fulpe) = f(or) s E<n (6.7)

Entio dizemos que para todo x € Cla,b], o processo de integragio numérica (fn(Z))neN

converge para f(x), onde,

Se, e somente se, existe ¢ > 0, tal que

n
d || <c,¥neN
i=0

Demonstragiao. Note que do teorema 9, dada (gn)nen C (Cla,b])*, entdo desde que (gn)nen
convirja fraco* para g : [a,b], entdo g € (Cla,b])* se e semente se existe ¢ > 0, tal que
gnll(Clap <€

Como a sequéncia que define a integragdo numérica dada em 6.6 verifica (f,)nen C (Cla, b])*,

entdo s6 precisamos demonstrar que (fy,)nen converge fraco* para f, isto é,

fulz) = f(x) , Yz € Cla,b]

Com efeito, de 6.7, temos que

fn(pj) = f(pj)
Onde (p;)jen é uma sequéncia de polinémios de ondem menor ou igual a n € N que aproxima
a funcdo = € Cla, b].

Portanto, como a integral da sequéncia de polinémios que aproxima z € C|[a, b] vai também
se aproximar da integral f(z) = [ f x(t)dt, entdo para j € N, suficientemente grande, podemos

escrever

falpj) = f(z) , Vo € Cla,b] , j=ooen— oo
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Agora, considerando n € N, suficientemente grande, sabendo que cada f,, é continua e a

sequéncia de polinémios (p;);jen converge para x na norma de Cfa, b], entdo:

fa(pj) = fu(z) , Vo € Cla,b] , n~ooej— oo

Destas duas convergéncias, podemos escrever

[fu(@) = f(2)| = |fa(@) = f(2) + fu(ps) — fu(pi)] < |fa(@) = fups)| + [fulps) — f(2)]

De onde, fixando j € N, suficietemente grande e fazendo n — oo, teremos:

falx) = f(x) , Vo € Cla,b]

Portanto, temos a convergéncia fraco* e como ji provamos que f € (Cla,b])*, entdo pelo

teorema 9 isso equivale a dizer que

I falliclap <€

No entanto, pelo teorema 10, isto equivale a

n
Z\aﬂgc, Vn e N
=0

O]

O teorema de Pélya nos indica que para termos um método de integra¢do numérica conver-
gente para a integral andalitica é necessario e suficiente que o somatério formado pela soma dos

pesos e indexada no niimero de pesos seja limitado.

Além disso, diversos métodos numéricos de interacio ultilizam-se de pesos positivos, de
onde, tomando z : [a,b] — R, dada por z(t) = 1, entdo z € Cla,b] e pelo terema 11, podemos

escrever:

)= Yl = lofl = f) = [(dr=b—a, neN

ou seja,

Z|a?|:b—a, Vn e N
i=0
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Assim, utilizando o teorema de Podlya, podemos concluir que os métodos de integracio
numérica nos quais os pesos sdo sempre positivos serdo convergentes. Ou seja, demonstramos o

seguite teorema:

Teorema 12. (Teorema de Steklov para Integra¢io Numérica)

O processo de integragdo numérica dado por

n

fn(ﬂf) = Zozfx(t?) , n= 1727 A

=0

Satisfazendo 6.7 e usando pesos ol positivos, converge para toda fung¢do continua.

E importante notar também que os teoremas de Pélya e de Steklov’s exigem que veri-
fiquemos a igualdade 6.7, a qual significa que o método numérico possui erro zero para um
polinémio de grau inferior ou igual a quantidade de pesos e que aproxime a fungdo que se deseja
integrar. Com efeito, todos os métodos numéricos que se utilizam de interpolagdo polinémial
para aproximar a integral verificam tal propriedade. No entanto, se determinado método nao
utiliza a aproximagado polindmial para produzir uma integragdo numérica, para que possamos
encaixa-lo nas hipoteses dos teoremas 11 e 12 basta provar que o método verifica tal propriedade,
0 que nao deve apresentar tanta dificuldade, pois polinémios sdo fungoes faceis de manipular

algebricamente e ja provamos que (fp)nen s@o lineares.

Assim, podemos enunciar alguns coroldrios relacionados a métodos que partem da aproxi-

magcao polinémial para obter a aproximacido numérica para integral.

Corolario 1. (Regra do Trapézio) O método de integragao numérica conhecido como Regra do

Trapézio, dado por:

/bx(t)dt ~h (;x(to) Fa(t) 4 ..+ 2(tar) + ;x(tn)>

onde, h = b_T“ e t; = a+ih, € convergente.

Demonstracao. De fato, o método da regra do trapézio utiliza-se de uma aproximacao polindémial
)
para obter a formula de integragdo numérica, assim, o mesmo j4 verifica apropriedade 6.7. Além

disso,

h

Z\a?!z—%—f—i-z:h:h(l—i-(n—l)): a
=0 2 2 i=1

n=b—a

Ou seja,

n
Slafl<b-a
=0
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e do terema 11 temos que o método é convergente.

O

Corolario 2. (Regra de Simpson) O método de integracio numérica conhecido como Regra do

Simpson, dado por:

/bz(t)dt R~ g (x(to) +4x(t1) + 2x(t2) + ... + 4x(tn—1) + x(ty))
~ L) bat) 4y Y w)+E Y aly)

onde, h = b_T“ e t; =a+ ih, é convergente.

Demonstragdo. A regra de Simpson é obtida atravéz de aproximacio polindémial, portanto ja

verifica a propriedade 6.7. Considere entdo, n € N, um ntmero impar. Assim, a quantidade de

indices pares e impares é a mesma e dada por M Portanto, podemos escrever:
i h 4h 2h h n+1 n+1
— — — = —=(2+4 -1 2 -1
M=y X 3 = gt 1)t )
= J impares Jj pares
h n—1 n—1
= —(2+4 2
s (2 ()2 ()
h
= §(2+2(n—1)+2(n—1))
h
= Z(4n -2
(40 —2)
b—a 2
— 4=
3 ( n)
4
< g(b_a)
Ou seja,

° 4
Y laf| < z(b—a), VneN
i=0 3

e pelo teorema 11 temos que o método é convergente.

Por outro lado, considerando n € N um niimero par, entdo a quantidade de indices pares

serd dada por 5 + 1 e a quantidade de fmpares serd dada por § e teremos:
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n h h 4h 2h h n n
np_ 2n oo Zoga(2—1)+2(=+1-1
Slail=g g+ X g X5 = gleva(zon)e2(541-1))
1= J vmpares J pares
h n—2 n
3( " ( 2 )+ (2)>
h
= §(2+2(n—2)+n)
= g(Bn—Q)
= b—a(l-2
a(l——)
< b—a

Ou seja,
n
Yolep[<(b—a), VneN
i=0
e pelo teorema 11 temos que o método é convergente. ]

6.1 Simulacoes Numéricas

Nesta secdo faremos algumas simulagoes para exemplificar de maneira pratica o processo de
integracdo numérica, para as regras do trapésio e de Simpson que foram mostradas como coro-
larios na secdo anterior. Faremos uso do software livre Scilab e os cddicos estarao disponiveis no

apéndice A .

A tabela abaixo exibe o erro absoluto referente a regra dos Trapésios e de simpson para um

nimero n de pontos.

n Trapésio \ Simpson
10 0.0014317 | 0.0000010
100 0.0000143 | 9.546D-11

1000 | 0.0000001 | 1.021D-14
10000 | 1.432D-09 | 1.110D-15
100000 | 1.432D-11 | 6.661D-15

Figura 6.1: Erro Absoluto para a integral da funcéo f(z) = e”; x € [0, 1]

Assim pode-se perceber que tanto na regra do trapésio quanto para regra de Simpson ao
passo que aumentamos os pontos o erro absoluto vai diminuindo, ou seja, a integral numérica vai
convergindo para a integral analitica, e diga-se de passagem, para 100000 pontos os resultados

sao relativamente satisfatorios.
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Em contrapartida, quando a funcéo a ser integrada é muito oscilante esses métodos encon-
tram uma certa dificuldade para convergirem, justamente porque para fungdes muito oscilantes
serd necessario um polinémio com grau mais elevado, dai para que possamos verificar a condigao

6.7 do teorema de Pdlya é necessario um niimero maior de pontos na discretizacao do dominio.

Para exemplificar, vamos observar na tabela seguite o erro absoluto para o método de
Simpson e usaremos a funcdo f(x) = cos(kz); x € [0,1] e k € R e vamos variar k£ de modo que

aumente as oscilagoes da funcao.

’ n ‘ k ‘ Simpson ‘
10 1 0.0000005
10 5 0.0000686
10 20 0.0530069
100 1 4.675D-11

100 50 0.0000019
100 200 0.0007040

1000 | 1 5.329D-15
1000 | 500 | 0.0000003
1000 | 2000 | 0.0000750
10000 | 1 |6.1.332D-15
10000 | 5000 | 7.071D-08
10000 | 20000 | 0.0000047

Figura 6.2: Erro Absoluto para a integral da funcéo f(z) = cos(kz); x € [0,1] e k € R

Observe que ao aumentamos o valor de k£ para uma mesma quantidade de pontos o erro

também aumenta, confirmando portanto o que afirmamos anteriormente.

Existem outras fungoes mais oscilantes onde pode-se perceber mais nitidamente a limitacio
desses métodos. Nosso intuito com este exemplo é mostrar que esta limitacdo vem da hipdtese
6.7, na qual o método numérico deve ter erro zero para um polinémio que aproxime a funcao
e que possua grau menor ou igual a quantidade de pesos, de modo que quanto mais oscilante
for a fungdo, maior o grau do polindmio que serd usado na interpolacdo e consequentemente
mais pontos deverdo ser tomado na discretizacdo do dominio para verificar-se 6.7 no teorema de

Polya.



Consideracoes finais

Neste trabalho fizemos estudo de alguns tépicos de andlise funcional, vimos que ao trabalhar
com espagos de dimensao infinita muitas propiedades triviais ndo sio preservadas simplesmente,
como por exemplo o fato de toda sequéncia de Cauchy ser convergente na reta, enquanto que

para espacos de dimensdo infinita isso ndo necessariamente ocorre.

Vimos também em resposta a essa problemética a defini¢do de espacgos de Banach, com
a qual obtivemos uma estrutura bem mais 'completa’ de modo que os estudos dos funcionais
e também das convergéncias em espagos vetoriais nos possibilitaram resultados significativos.
Assim, mostramos a integragdo numérica como uma aplicacdo da teoria mostrada ao longo do

trabalho na qual obtivemos as regras do trapésio e de Simpson como corolérios.

Vale também destacar que a anélise funcional é vista em geral como disciplina de programas
de mestrado e doutorado, dessa forma, a construcdo deste trabalho exigiu um estudo além das
disciplinas necessarias para um curso de graduacdo em matemaética. Portanto, espera-se que
este trabalho tenha contribuido como material de estudo, como também, a satisfazer muitas

curiosidades dentre as abordagens da andlise funcional.
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Apéndice



Scripts usados na avaliacao dos testes

A.1 Regra do trapézio

//Programa para calcular a integral de uma funcdo usando a regra do trapézio
//Para a funcao f(x)=exp(x(i)).
a=input(’valor de a: ’); //Ponto minimo do intervalo de integracao.
b=input(’valor de b: ’); // Ponto méaximo do intervalo de integracao.
n=input(’valor de n: ’); //Numero de pontos do intervalo.
x=linspace(a,b,n+1); // Cria um vetor de a até b com n+1 pontos
y=zeros(n+1) // Cria um vetor de zeros com n+1 entradas.
for i=1:n+1
y(i)=exp(x(i))
end
h=(b-a)/n;
KL=y (1) hy (1) *(1/2);
k2=(sum(y(2:n)))*h;
c=k1+k2;
disp(c) // Valor numérico da integral.
//disp(y)
ana= exp(b)-exp(a) //Valor analitico da integral da funcao //
erro=abs(c-ana); // Erro absoluto tomando o médulo ("abs") da diferénga entre a integral
// numérica (c) e a integral analitica (ana).

disp(’O valor do erro é: )
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disp(erro) //Exibe o valor de "erro".

A.2 Regra 1/3 de Simpson para a funcao f(x) = e”

//Programa para integracdo numerica via regra de simpson.
function[e]=simpson(a,b,n)
x=linspace(a,b,n+1); // criando o dominio
h=(b-a)/n // passo
y=zeros(n+1) // vetor para armazenar as imagens
for i=1n+1
y(i)=exp(x(i)) // calculando a fungio no dominio
end
k1=(y(1) + y(n+1))*(h/3) // extremos do vetor
[111111111111111111] caso de indices par //////]/]/]/]]]]]/
if pmodulo(n,2)==0 // teste de paridade usando o resto da divisao por 2
k2=sum(y(3:2:n-1))*((2*h)/3) // calculando os somatorios
k3=sum(y(2:2m))*((4*h)/3)
c=k14+k2+k3 // resultado
end
[1111111111111111111] caso de indices impar /////////////]]/]]]]
if pmodulo(n,2) =0 // teste de paridade
k2=sum(y(3:2:n))*((2*h)/3) // calculando os somatérios
k3=sum(y(2:2m-1))*((4*h)/3)
c=k14+k2+k3 // resultado
end
e
ana=exp(b)-exp(a) // valor analitico
disp(c)
e=abs(ana-c); // erro
disp(’o erro absoluto é: )

disp(e);
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plot(y)

endfunction

A.3 Regra 1/3 de Simpson para a funcdo f(z) = cos(kz)

//Programa para integragdo numérica via regra de simpson.
function[e]=simpson(a,b,n,k)
x=linspace(a,b,n+1); // criando o dominio
h=(b-a)/n // passo
y=zeros(n+1) // vetor para armazenar as imagens
for i=1m+1
v(i)=cos(k*x(i)) // calculando a funcdo no dominio
end
k1=(y(1) + y(n+1))*(h/3) // extremos do vetor
/111111111111111111] caso de indices par //////]]]/]]]]]/
if pmodulo(n,2)==0 // teste de paridade usando o resto da divisao por 2
k2=sum(y(3:2:m-1))*((2*h)/3) // calculando os somatorios
k3=sum(y(2:2m))*((4*h)/3)
c=k14+k2+k3 // resultado
end
[1111111111111111111] caso de indices impar //////////]]/]]]]]]]
if pmodulo(n,2) =0 // teste de paridade
k2=sum(y(3:2:m))*((2*h)/3) // calculando os somatdrios
k3=sum(y(2:2m-1))*((4*h)/3)
c=k14+k2+k3 // resultado
end
[1111770770771770000070000000000000000000011111111111111111
ana=(1/k)*(sin(b*k)-sin(a*k))// valor analitico
disp(c)
e=abs(ana-c); // erro

disp(’o erro absoluto é: )
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disp(e);

plot(y)

endfunction
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