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RESUMO

A Programacao Linear ¢ um dos modelos da Programagdao Matematica que mais evoluiu nas
ultimas décadas, devido sua grande aplicabilidade na solugdo de problemas lineares que auxi-
liam na tomada de decisd@o. Com interesse de entender os motivos pelos quais essa area se de-
senvolveu tanto, fizemos uma pesquisa bibliografica sobre; contexto historico em que ganhou
visibilidade e atengdo; suas aplica¢des na tomada de decisdo; conceitos matematicos do Método
grafico, Método simplex utilizados na solugdo e otimizagao de modelos de Programacao Linear;
o desenvolvimento da Programacao Linear dentro da Programag¢do Matemadtica com seu pro-
vento em microcomputadores. Por meio desta conseguimos descobrir o exato periodo em que
a Programacao Linear ganhou visibilidade, o motivo que proporcionou seu desenvolvimento e
sua relagdo com Pesquisa Operacional, suas aplicacdes, os fundamentos matematicos que sao
as bases dos algoritmos desenvolvidos para a solu¢do de modelos de Programagdo Linear; os
algoritmos desenvolvidos sao de facil implementagcdo em microcomputadores o que facilita seu
avango e aplicagdes. Esses motivos tém despertado o interesse de varios pesquisadores pela
Programacao Linear.

Palavras-chave: Programacdo Linear. Programac¢ao Matematica. Solu¢do de Problemas Line-
ares. Tomada de decisao. Método gréafico. Algoritmo simplex. Otimizagao. Programacgao Linear

em Microcomputadores. Pesquisa Operacional.



ABSTRACT

Linear Programming is one of the models of Mathematical Programming that has evolved the
most in recent decades, due to its great applicability in solving linear problems that help in
decision making. In order to understand the reasons why this area has developed so much, we
did bibliographic research on; historical context in which it gained visibility and attention; its
applications in decision-making; mathematical concepts of the Graphing Method, Simplex
Method used in the solution and optimization of Linear Programming models; the development
of Linear Programming within Mathematical Programming with its proceeds in microcomput-
ers. Through this we were able to discover the exact period in which Linear Programming
gained visibility, the reason that provided its development and its relationship with Operations
Research, its applications, the mathematical foundations that are the bases of the algorithms
developed for the solution of Linear Programming models; The algorithms developed are easy
to implement on microcomputers, which facilitates their advancement and applications. These
reasons have aroused the interest of several researchers in Linear Programming.

Keywords: Linear Programming. Mathematical Programming. Linear Problem Solving. Deci-
sion making. Graphic method. Simplex algorithm. Optimization. Linear Programming in Mi-

crocomputers. Operations research.
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INTRODUCAO

Esta pesquisa se propde a estudar métodos de aplicagdes da Programagao Linear (PL) e
sua relevancia para gerenciamento de atividades e de alocacdo de recursos, isto €, o auxilio
proporcionado ao tomador de decisdo o protegendo de erros evitdveis no gerenciamento de
recursos e atividades. Mas afinal o que ¢ Programacao Linear? Para responder a esta pergunta
precisamos primeiro saber o que ¢ Pesquisa Operacional (OP) e Programag¢dao Matematica
(PM).

Pesquisa Operacional ¢ um conjunto de técnicas, estruturados matematicamente e des-
tinados a resolver modelos quantitativos (recursos, atividades) que podem ser estruturados ma-
tematicamente. Segundo Goldbarg (2005, p.10) os principais modelos de PO sao denominados
de Programacao Matematica e constituem uma das mais importantes areas dos modelos quan-
titativos e ¢ fortemente direcionada ao apoio na tomada de decisdo.

Dentre os modelos da Programagao Matemadtica esta a Programacao Linear que ganhou
visibilidade na década de 1940, no periodo da Segunda Guerra Mundial, com o cientista mate-

matico norte americano George B. Dantzig, sobre isso Munhoz afirma que:

A necessidade de um planejamento cientifico para a alocacao dos recursos fez
com que os comandos norte-americano ¢ britanico escalassem diversos cien-
tistas da época para prover uma solugdo adequada para esse problema. A ques-
tdo central aqui seria: como alocar eficientemente os recursos escassos?

Da situacdo descrita anteriormente surgiu o nome pesquisa operacional, ou
seja, foram executadas pesquisas relacionadas as operagdes militares, ¢ os re-
sultados relacionam-se com o desenvolvimento de diversos métodos eficien-
tes de alocag@o, o que alias contribuiu de modo significativo na vitoria da Ba-
talha do Atlantico Norte com o uso do radar, combinado as estratégias de ad-
ministragdo de operagdes antissubmarinos.

Nesse contexto, surgiu também o método simplex, que ¢ um algoritmo de
otimizagdo que abordaremos futuramente. O simplex foi desenvolvido por
George B. Dantzig na década de 1940, enquanto ele trabalhava no Pentagono
planejando e programando atividades militares, e foi um dos marcos da PO,
sendo Dantzig considerado o pai da programagao linear (Munhoz, et al., 2018,

p-11).

Segundo Boldrini, et al. (1980, p. 374) A pouca utilizagdo da Programagao Linear antes
de 1947 era devida a grande dificuldade computacional de se resolver problemas lineares, pelo

fato de existirem um grande nimero de sistemas lineares a serem formados e resolvidos.



O método simplex implementado por George B. Dantzig teve um papel fundamental
para o desenvolvimento da Programac¢do Linear, depois da sua concep¢do houve um cresci-
mento espantoso no desenvolvimento dela, com centenas de livros e artigos sendo publicado.
Boldrini, et al. (1980, p. 374)

Mesmo com as dificuldades encontradas na solugdo de problemas lineares, estes mode-
los sdo considerados os mais simples e servem de alicerces para compreender os modelos mais

complexos como afirma Goldbarg.

Dentre os diversos modelos ja citados, concentraremos nossa atengao inicial-
mente no modelo de Programagao Linear (PL). Esse modelo é basico para a
compreensdo de todos os outros modelos da Programacdo Matematica. Os
conceitos nele firmados serdo estendidos aos demais, concedendo suporte a
estudos mais avangados. Uma outra vantagem desse modelo esta na extraor-
dinaria eficiéncia dos algoritmos de solugdo hoje existentes, disponibilizando
alta capacidade de célculo e podendo ser facilmente implementado até mesmo
através de planilhas ¢ com o auxilio de microcomputadores pessoais.
(Goldbarg, 2005, p. 24, 25).

Em varios momentos de nossas vidas temos que tomar decisdes, sejam elas decisdes
para gerenciamentos individuais ou coletivas, e provavelmente algumas dessas decisdes estdo
relacionadas com a alocagdo de recursos gerando duvida em relagdo a quais decisdes seriam as
melhores a serem tomadas. A Pesquisa Operacional nos auxilia nessas escolhas, isto ¢, podemos
elaborar, matematicamente, uma modelagem de PL que satisfaga todas as restricdes do nosso
problema e na PO faremos a busca por um método que resolva a estrutura matematica do pro-

blema e assim otimizando-o. Sobre isso observemos o que afirma Munhoz.

A importancia das decisdes tomadas ¢ evidente em diversas aplicacdes, desde
a sua vida pessoal, com escolhas rotineiras em diferentes niveis de complexi-
dade, até a gestdo de empresas e nagdes, envolvendo sempre um decisor e
diversas opgdes de caminhos a serem seguidos

Se observarmos ao nosso redor, ¢ sabido sobre a alta competitividade e rei-
nante dinamismo no mercado, ndo somente no ambito local, mas também glo-
balmente, requerendo, a todo o instante, esforcos das diversas organizagoes
para se destacarem em relagdo a concorréncia, seja na melhoria do seu pro-
duto/servigo, redugdo de pregco, minimizagdo de processos, entre outros. Nesse
sentido, um dos meios de se obter vantagem competitiva se faz por um pro-
cesso de tomada de decisao rapido, isto é, é a rapidez nas decisdes empresari-
ais com baixissimas margens de erros, de maneira plenamente eficaz e efetiva,
torna-se um mecanismo de diferenciagdo no mercado. Neste cenario, a PO
proporciona ao decisor melhor conhecimento do real problema em analise. (
Munhoz; Akkari, 2018, p. 13, 15).
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Nesta pesquisa iremos apresentar fundamentos matematicos que sdo base para os méto-
dos de aplicagdes na solucdo de modelos de problemas lineares, e que possam servir para com-
preender e desenvolver novos algoritmos para solu¢do de modelos matematicos mais comple-

XO0s.
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1 NOCOES BASICAS DE CONJUNTOS CONVEXOS E GRANDEZAS VETORIAIS
PARA APLICACOES NA SOLUCAO GRAFICA DE UM PROBLEMA DE PROGRA-
MACAO LINEAR (PPL)

O método de solugdo grafica consiste em encontrar graficamente a solugao 6tima de um
problema de programacio linear (PPL!), com este método é possivel resolver inimeros proble-
mas de programacao linear, mas que envolva no maximo trés variaveis. Neste capitulo aborda-
remos este método, da seguinte forma: Secao 1, serdo apresentados os conceitos para solugdes
pelo método grafico (geométrico); as Se¢des de 2 — 6, resolveremos 5 problemas de programa-

¢do linear com solu¢do, dos problemas de programacao linear proposto, pelo método grafico.

1.1 Conjuntos convexos e grandezas vetoriais

E possivel otimizar (maximizar ou minimizar) um PPL no plano (espago bidimensional
R?) e (tridimensional R3), utilizando o método grafico, no entanto, isso nio significa que ndo
teremos necessidade do auxilio algébrico, pelo contrario, a algebra faz-se necessario. Veremos
conceitos basicos que sustentam a solug¢do pelo método grafico.

Defini¢io 1.1.1%: Hiperplano H = (x4, ..., x,) € R"; a;x; + -+ a,x, = b é uma va-
riedade afim de dimensdo n — 1 que divide o R™ em dois semiespacos fechados: Boldrini, et

al. (1980, p. 353 — 355).

HY = (x4, ...,x,) ER" a;x; + -+ a,x, =b e

H = (xq,..,x,) ER" a;x; + -+ ax, <b

Exemplo 1.1.1: Se considerarmos o hiperplano em R3 descrito por

2x+3y+3z—2=0

Teremos o espago dividido em dois semiespagos que sdo os pontos (x, y, z) que satisfa-

zem 2x +3y +3z—2>=0o0u2x + 3y + 3z — 2 <0, respectivamente. Na Figura 1.1.1

! A sigla PPL ¢ abreviagio de “Problema de Programagio Linear”, muitas vezes encontramos simplesmente em
alguns textos a sigla (LP) refere-se também a um problema de programacao linear.

2 Atente-se que, a intersec¢do dos conjuntos H* e H™¢é o hiperplano H. Para o espaco em duas dimensdes tere-
mos uma reta, ja para o espago em trés

dimensdes teremos um plano.
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Figura 1.1.1 - Espago dividido em dois semiespagos.

(BOLDRINT, et al., 1980).

a regido hachurada representa o semiespago 2x + 3y + 3z — 2 < 0.

Exemplo 1.1.2: Se considerarmos agora, o hiperplano 0,4x + 0,2y = 16 no R? (que ¢
uma reta no plano), qual ¢ o semiespago descrito por 0,4x + 0,2y < 16? (Note que como aqui
o espaco vetorial é o R%, o semiespaco serd dado geometricamente por um semiplano). Para
resolvermos este problema, uma vez tracado o hiperplano (no caso a reta) 0,4x + 0,2y = 16,
escolhemos um ponto do R?%, por exemplo a origem (0, 0), e verificaremos se ele satisfaz ou
nao a desigualdade. Neste caso,parax =0ey=0=04x+02y=04-0+0,2-0=0 <
16, o ponto (0, 0) estd no semiespago procurado, isto é, o ponto (0, 0) esta contido no semies-

paco 0,4x + 0,2y < 16. Veja na Figura 1.1.2.

Figura 1.1.2 — A regido hachurada ¢ o semiespaco descrito por 0,4x + 0,2y < 16.
y

O Hiperplano é a reta 0,4x; + 0,2x, = 16
Fonte: Autoria propria (2025)
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word

...........

_

Usa-se, ainda, para distinguir entre semiespago fechado (o que contém o hiperplano) e

semiespago aberto (o que nao contém o hiperplano). Boldrini, et al. (1980, p.354). No Exemplo
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1.1.2, o semiespago aberto, descrito por 0,4x + 0,2y > 16, serd o semiplano ndo hachurado,
excluindo-se a reta dada por 0,4x + 0,2y = 16.

Quando precisamos resolver um PPL, graficamente, um dos passos consiste em deter-
minar a regido que se encontra o nosso conjunto de solugdes e, ela ¢ a intersec¢do de varios
semiespacgos estes, por sua vez, sdo as restrigdes nas quais o PPL estd sujeito. Vale ressaltar que
a intersec¢do dos conjuntos de semiespagos precisa ser um conjunto convexo.

Definicio 1.1.2: Um subconjunto S do R™ ¢ chamado de convexo se para quaisquer
dois pontos A4 € B de S o segmento AB esta inteiramente contido em S. Boldrini, et al. (1980,
p. 356, 357).

Exemplo 1.2.3: Conjuntos convexos € ndo convexos. Veja na Figura 1.1.3 quatro con-

juntos, dos quais, dois sao conjuntos convexos e dois sao conjuntos nado convexos.

Figura 1.1.3 — Conjuntos convexos e conjuntos ndo convexos.
i

€ convexo J (Z; Z

N&o é convexo

(a) ®)

% € convexo
]
),

©
Fonte: (Boldrini, et al., 1980).

N&o é convexo

—_— ————

Teorema 1.1.1: Um semiespaco fechado ¢ convexo. Boldrini, et al. (1980, p. 358).

Teorema 1.1.2: A intersec¢ao de conjuntos convexos ¢ um conjunto convexo. Boldrini,
et al. (1980, p. 358).

Definicio 1.1.3: Uma regido poliedral convexa fechada (regido factivel) do R™ ¢ uma
intersec¢do de uma quantidade finita de semiespacgos fechados do R™.

Definicido 1.1.4: Um conjunto A € R" ¢ dito limitado se existem constantes k;, i =
1,...,ntais que, se Xy, ..., X, EAentdox; < k;, i =1,...,n.

Definicao 1.1.5: Dada uma regido poliedral convexa fechada do R™ (determinada por

um sistema de inequagdes lineares), os vértices dessa regido sao os pontos da regido que
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satisfazem um dos possiveis sistemas de n equagdes lineares independentes’, obtidas substi-
tuindo-se as desigualdades por igualdades.

Observacao: Depois de resolver um sistema, a fim de verificar se o ponto estd na regido,
testamos para ver se satisfaz todas as desigualdades.

Caracterizacao dos vértices 1.1.6: Os vértices que aqui foram definidos “algebrica-
mente” sdo pontos extremos da regido poliedral convexa R. Com isto queremos dizer que eles
sdo os pontos da regido que ndo estdo contidos no “interior” de nenhum segmento contido na
regido R.

Teorema 1.1.3 Um ponto P ¢ vértice de R se, e somente se, P esta num segmento AB
contido em R entdo P = A ou P = B. (Boldrini, et al., 1980).

Da definicao 1.1.1 podemos ver que esses semiespagos sao fechados, o Teorema 1.1.1
garante que esses tipos de semiespagos sdo convexos e o Teorema 1.1.2 garante que intersec¢ao
desses conjuntos convexos ¢ um conjunto convexo. Note que da maneira como foi dito na De-
finicdo 1.1.3, uma regido poliedral convexa fechada ¢ sempre obtida por um sistema de desi-
gualdades lineares (uma desigualdade para cada semiespaco). Veja o Exemplo 1.2.4.

Exemplo 1.2.4: Considere o conjunto de semiespagos (1.1.1) no plano x X y.

y<2
{xy>0 (1.1.1)

Queremos determinar a intersec¢ao desse conjunto de semiespacos, regido R, e faremos
isso nos dois passos abaixo:

19 Passo) formar todos os possiveis sistemas de n equagdes lineares independentes (da
Definigao 1.1.5), resolvé-los e verificar se satisfaz todas as igualdades. Os possiveis sistemas

sao:

x=20
{ = A(0,0), (1.1.2)
y=0
x=20
{ = B(0,2), (1.1.3)
y =2

3 Veja mais sobre sistemas lineares independentes no Apéndice B e observe a primeira parte da demonstragdo do
Teorema B.2.2.5, ele € importante para o sistema (1.1.4) Exemplo 1.1.4.
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o sistema (1.1.4) ndo ¢ independente,

y=2
{ 0 = ndo possui solugdo, (1.1.4)
y =

agora vamos testar se os pontos A e B satisfazem todas as desigualdades,

4(0,0) ey <2=0<?2
A(0,0) ex = 0 = 0 > 0 = Satisfaz todas as desigualdades (1.1.5)
4(0,0)ey=>0=0>0

B(0,2)ey<2=2<?2
B(0,2) ex = 0 = 0 > 0 = Satisfaz todas as desigualdades (1.1.6)
B(0,2)ey=>0=2>0

Assim concluimos que os pontos A e B sao vértices da regido R. Note que x = 0 pode
ser escrito como x + 0y = 0 e o hiperplano ¢ dado porx + 0y = 0 ((O, y),y € ]R) que € 0 eixo
y.; da mesma forma para y > 0 pode ser escrito como Ox + y = 0 e o hiperplano ¢ dado por
Ox+y=0 ((x, 0),x € ]R) que € x; e finalmente para y < 2 pode ser escrito como 0x +y <
2 e o hiperplano ¢ dado por Ox +y = 2 ((x, 2),x € ]R) que € a reta horizontal paralela ao eixo
X.

22 Passo) verificar se a regido convexa R ¢ limitada ou ndo limitada (Defini¢do 1.1.4).

Se dado um ponto P (x4, x,), no interior daregidlo R,0 < x, <2 =k, e 0 < x; Vx; €
R~ (reais ndo negativos), ou seja, Yk, com k; € R, sempre podemos encontrar x; = k,, por-
tanto, regido R ¢ ndo limitada.

(Passo 3) Testar um ponto para saber de qual regido R se trata.

Arbitrariamente, podemos testar os pontos (1,1) ¢ (1, 3)

(1,LDey<2=>1<2
(1,1) ex = 0 = 1 = 0 = Satisfaz todas as desigualdades (1.1.7)
(1,L)ey=0=1=0
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(1,3)ey<2=3<2
(1,3) ex = 0 = 1 > 0 = Ndo satisfaz todas as desigualdades (1.1.8)

(1,3)ey=0=3>0

Com os resultados de (1.1.7) podemos dizer que o ponto (1, 1) esta contido no semies-
pago fechado, ja com os resultados encontrados em (1.1.8) conclui-se que, o ponto esta contido

no semiespaco aberto. Vejamos na figura 1.1.4 a representacdo grafica da regido R.

Figura 1.1.4 — Regido convexa poliedral convexa fechada ndo limitada do R?.

ALy

4

-1+

74

Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word

Em um PPL ¢ dada uma fung¢ao (funcao objetivo (f.0)) sujeito a uma série de restri¢des,
como o conjunto da Defini¢do 1.1.3, que precisamos otimiza-la (maximizar ou minimizar), ou
seja, precisamos encontrar o valor médximo ou minimo da fungao, caso ela possua. Uma vez
encontrado a interseccao do conjunto de semiespagos, 0s conceitos que se seguirdo serdo fun-
damentais para encontrar o valor 6timo da func¢ao objetivo na solucao pelo método grafico. Mas
ndo s i$s0, com 0 que veremos seremos capazes, por construgdo algébrica e geométrica, en-
contrar o ponto que otimiza a fun¢do objetivo de um determinado PPL.

Grandezas vetoriais 1.1.7: Dado um segmento de reta AB, em R? ou R3 , chamamos
de vetor o segmento orientado com ponto inicial A e ponto final B e representado algebrica-
mente por D=AB=B—A=(y; — X1, ., Y0 —Xn), em que A= (xy,..,X,),B=
(V1) -0» ) com n = 2, 3 e as sequéncias (xq, ..., X,), (V1, ..., V) sd0 nimeros reais. Um vetor

possui dire¢do, sentido e norma (comprimento), além disso, um conjunto de vetores que
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possuem as mesmas caracteristicas de direcdo, sentido e norma sdo chamados de vetores equi-
polentes.

Se n for um inteiro positivo, entdo podemos representar os vetores da mesma forma, no
entanto, uma n-upla (uma sequéncia de nimeros inteiros que ¢ denotado por R™ (x4, ..., x;,)
pode ser visto como ponto ou como vetor no espago R™. (Howard, et al., 2012).

A soma e subtragdo de varios vetores pode ser feito de forma analitica somando ou
subtraindo componente a componente. Veja na Figura 1.1.5 algumas representacdes geométri-

cas dessas operagdes

Figura 1.1.5 — Representagdes de operagdes com vetores envolvendo
soma ou subtragao.

A (a) (b)

7 (o)
Fonte: (Howard, et al., 2012,).

Muitas grandezas fisicas, como velocidade, for¢a, deslocamento e impulso, precisam de
mais do que uma informagdo para serem totalmente identificados tais grandezas, com essas
caracteristicas, sdo chamadas de grandezas vetoriais ou simplesmente vetores (Santos, 2012).

Produto de um vetor por um escalar 2.1.8: Dados dois vetores ¥ e U o vetor U é

- . . ~ . y . - .
oposto de v se tiver a mesma dire¢do, mesma norma, mas sentido contrario de v de maneira
algebrica i = —7.

a) No R? (plano) se ¥ = (ay, a,), entdo, U = (—ay, —a,);

b) No R3 (espago tridimensional) se ¥ = (a4, a,, as), entdo, i = (—a,, —a,, —as).

Multiplicar um vetor por escalar: Se ¥ for um vetor nio nulo do espago bi ou tridi-
mensional e k um escalar nio nulo, entdo o multiplo escalar de ¥ por k, denotado
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por k#, é o vetor de mesma diregdo do que ¥, mas cujo o comprimento é | k|vezes o
comprimento de ¥ e cujo sentido é 0 mesmo que o de ¥ se k for positivo e 0 oposto
do de ¥ se k for negativo. Se k = 0 ou v = 0, entdo definimos k¥ como sendo 0.
(Howard, et al., 2012, p. 121).

Defini¢io 1.1.9: a) Definimos a norma de um vetor @ por

0<lldl=va a= a2 +aZ

se d = (ay,a,) é vetor no R? (plano) e por

0<|all=+va + a3 + a?,

se d = (ay,a,, as) é vetor no R3 (espago bidimensional).

b) O produto escalar ou interno, {d, b ), de dois vetores ¢ dado por:

. . 0 se d@ ou b é o vetor nulo,
da-b={(ab)= Ari
g ”C_i” ||B|| COS 0, Caso contrario,

em que 6 ¢ o menor angulo entre eles. O produto escalar pode ser dado também por:
(@) = a; by +az by,

se & = (a3, ay) e b = (by, by) sdo vetores no R? (plano) e por

(&,B)=a1'b1+a2'b2+a3'b3,

sed = (aq,a,,a3) e b= (by, by, b3) sdo vetores no R3 (espaco tridimensional).

Defini¢io 1.1.10: Seja V um espago vetorial com produto interno (, ). Diz-se que dois
vetores d e b de V sdo ortogonais (em relagdo a este produto interno) se {(d, b ) = 0. No caso em
que @ e b sio ortogonais, escrevemos @ L b.

Teorema 1.1.3: Se d e b sdo vetores ndo nulos e 8 é o menor angulo entre eles, 0 € reto

(6 = 90°) se, e somente se, d - b=o. (Howard, et al., 2012)
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Definicao 2.1.11: As curvas de nivel de uma fung¢ao linear f de duas varidveis sdo aque-
las com equagdes de retas f(x,y) = k, onde k é uma constante (na imagem de f).

Defini¢ao 1.1.12: Superficies de nivel de uma fung¢ao linear f de trés variaveis sdo
aquelas com equagdes do plano f(x,y,z) = k, onde k é uma constante (na imagem de f).

Defini¢do 1.1.13: a) Dada uma fungdo linear f(x,y) = a;x + a,y + ¢,comc € R, no
R? (plano) o vetor ¥ = (a;, a,) ¢ denominado vetor gradiente de f(x,y) com notagdo (grad f

ou Vf, que lemos “del ). O vetor ¥ = (ay, a,) é chamado de derivada parcial de f.

Vi(x,y) = (as,a;)

b) Dada uma fungdo linear f(x,v,z) = a;x + a,y + azz + ¢, com ¢ € R, no R3 (es-
pago tri-dimensional) o vetor ¥ = (a4, a,, a;) é denominado vetor gradiente de f(x,y, z) com

notagdo (grad f ou Vf, que lemos “del 7).

Vf(x, y’ Z) = (all a21a3)

Dado um ponto P = (pq, ps, ... Pn), um vetor Vf(ay,a,, ..., a,) uma reta r no espago

. - 4
R™ pode ser calculado pelo produto escalar, sempre que considerarmos um vetor v = PX, per-
pendicular ao gradiente, em que X = (x4, X5, ..., X,,) sdo as coordenadas genéricas do plano.

Pelo Teorema 1.1.3 teremos:

r=((ay,az ..., an), (1, %2, ., Xp) — (P1, P2, - Pn)) = 0
r=((ay,az -, an), (X1 = P1, X2 = P2, 0, X —Pp)) = 0
r=a;0q —p1) +a;(xz —pa) + -+ anlen —pp) =0

T = (a1, + azx; + -+ apxy) — (@1py + azpy + -+ agpp) =0

T=a1X1 + Xy + o+ apXxy = (a1p1 + axpy + - + aypy)

Como o ponto P ¢ conhecido e o Vf também, a sequéncia (a;p; + ap, + - + anpn)

¢ uma constante k onde k € R, logo a reta r podera ser reescrita como:

r=f(x1, %2, Xp) = QX1 + Axxy + o+ apxy, =k (1.1.9)
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A fung¢do objetivo de um problema de programacao linear tem um Hiperplano com ca-
rateristicas da equagdo (1.1.8), compare com a Definicao 1.1.1.

O vetor gradiente possui um papel fundamental para otimizacao de uma fung¢ao objetivo
f do R? ou R3, ele é quem dar a diregdo e o sentido que devemos percorrer na regido determi-
nada pela interseccao dos semiespagos do conjunto de inequagdes (conjunto de restri¢cdes). Ve-

jamos o que diz Stewart sobre este assunto.

Vamos resumir agora as maneiras pelas quais o vetor gradiente ¢ importante. Pri-
meiro, consideramos uma func¢éo f de trés varidveis e um ponto P(x,, Yo, Zp) em seu
dominio. Por um lado, sabemos do Teorema 15 que o vetor gradiente V f (xq, Yo, Zo)
da a direcdo de um aumento mais rapido de f. Por outro, sabemos que

Vf (x9, Yo, Zo) € ortogonal a superficie de nivel S de f em P. (Consulte a Figura 9.)
Essas duas propriedades sdo compativeis intuitivamente porque, quando nos afasta-
mos de P em uma superficie de nivel S, o valor da funcdo f ndo se altera. Parece
razoavel que, se nos movermos em uma dire¢ao perpendicular, obteremos o maior
aumento.

De maneira semelhante, consideramos uma fungéo f de duas varidveis e um ponto
P(xy, yo) em seu dominio. Novamente, o vetor gradiente Vf (x,, y,) da a direcdo de
um aumento mais rapido de f. Da mesma forma, pelas consideragdes semelhantes a
nossa discussdo dos planos tangente, pode ser mostrado que Vf (x,, y,) € perpendi-
cular a curva de nivel f (x,y) = k que passa por P. Mais uma vez, isso ¢é intuitiva-
mente plausivel porque os valores de f continuam constantes a medida que movemos
ao longo da curva. (Stewart, 2013).

Teorema 1.1.4: O conjunto de todas as solu¢des de um modelo de Programagao Linear
¢ um conjunto convexo. (Lachtermacher, 2002, p. 53)

Teorema 1.1.5: Seja H = f(xq, X3, ..., X) = a1X1 + -+ + a,x, + b definida numa re-
gido poliedral convexa limitada A. Entdo f assume seus valores maximo ¢ minimo nos vértices
de A. (Boldrini, et al., 1980, p. 370)

Com o que construimos sobre vetores, curva de nivel e superficies de nivel seremos
capazes de fazer uma varredura na regido factivel em busca de otimizar a fungdo objetivo, ja
que, temos as ferramentas necessarias para calcular o vetor gradiente de uma fungéo linear f
(de R? ou R?), e fazer operagdes para encontrar retas perpendiculares (curva de nivel) ao vetor

gradiente ou superficies de nivel ortogonais ao vetor gradiente.

“No caso de problema envolvendo trés variaveis ainda € possivel visualizar geometri-
camente. Os pontos de maximo ou de minimo da f.o. serdo procurados varrendo-se a
regido factivel por planos perpendiculares ao vetor gradiente [...]. Fica dificil, traba-
lhar na pratica com este procedimento geométrico para quatro ou mais variaveis. Mas
esta no¢do de procurar maximos e minimos da fungdo objetivo por uma varredura de
hiperplanos perpendiculares ao gradiente dois fatos cruciais na programagao linear.
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i) A fungdo objetivo assume necessariamente um valor madximo e um valor minimo
quando a regido poliedral convexa (factivel) for limitada.

ii) Os vértices desempenham um papel fundamental na procura de maximos e minimo
para a fungdo objetivo. (Boldrini, et al., 1980, p. 367, 368).

1.2 Maximizando um problema de programacio linear
Consideremos o seguinte problema de programagao linear em que precisamos maximi-

zar a fungdo objetivo f(xy,x,) = 4x; + 3x,.*

Maxf (xq,x,) = 4x; + 3x,

Sujeito a:
X1 +3x, <7 (1.2.1)
2x, +2x, <8 (1.2.2)
X1 tx, <3 (1.2.3)
Xy, <2 (1.2.4)
X1, X, =0 (1.2.5)

Para resolvé-lo graficamente, primeiramente teremos que estabelecer os dois eixos que
irdo representar as grandezas x; e x,. O grafico da Figura 1.2.1. representa o plano R? gerado

pelo sistema de coordenadas x; X x,.

Figura 1.2.1. -Grafico do plano x{ X x,

Fonte: Autoria propria. (2025)
Imagem retirada do Sistema Graph’> — Microsoft Word

4 Este problema de PPL pode ser encontrado no livro do Lachtermacher, (2002, p. 54).
5 E um software de c6digo aberto para construgdo grafica e que pode ser baixado gratuitamente.
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Solugao:

O conjunto de solugdes viaveis estd na interseccdo dos semiespacos fechados das restri-
¢des (1.2.1) a (1.2.5). As restri¢des em (1.2.5) impdem a intersec¢do de semiespagos fechados
de x; > 0 e x, = 0, no plano R?. A restricdo x; = 0: pode ser escrito como x; + 0x, >0 e
seu hiperplano ¢ a reta x; + 0x, =0 ((O, X3), Xy € ]R), que se trata do eixo vertical x,; para
saber a qual semiespaco refere-se podemos, arbitrariamente, escolher um ponto e verificar se
cle satisfaz a inequagdo x; + Ox, = 0; testando o ponto (1, 1) conclui-se, entdo, que satisfaz a
desigualdade, isto é,1 + 0 -1 = 1 > 0, portanto, este ponto esta no referido semiespago e desta
forma, conclui-se que, o semiespaco € o conjunto de todos os pontos do eixo vertical x, e a sua
direita, para este semiespaco chamaremos de spf;. Prosseguindo da mesma forma para x, > 0,
noés teremos; x, = 0: que pode ser escrito como 0x; + x, = 0 e seu hiperplano ¢ a reta 0x; +
x, =0 ((xl, 0),x; € ]R), que se trata do eixo horizontal x; para saber a qual semiespago re-
fere-se podemos, arbitrariamente, escolher um ponto e ver se satisfaz a inequagdo 0x; + x, =
0; testando o ponto (1, 1) conclui-se, entdo, que satisfaz a desigualdade, isto ¢,0-1+1=1 >
0, portanto, este ponto esta no referido semiespaco e desta forma conclui-se que o semiespaco
¢ o conjunto de todos os pontos do eixo horizontal x; e os que estdo acima dele, para este
semiespaco chamaremos de spf,. Das restri¢cdes x; = 0 (spf;) € x, = 0 (spf;), temos a se-
guinte regido poliedral convexa fechada spf; = spf; N spf, que é o primeiro quadrante do

plano cartesiano x; X x,, representado no grafico da Figura 1.2.2

Figura 1.2.2 — Grafico da intersec¢@o dos semiespagos fechados: spf; = spf; N spfs.
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Fonte: Autoria propria (2025)
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.
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Para a restricdo (1.2.4), x, < 2: temos o hiperplano x, = 2, isto ¢, 0x; + x, = 2
((xl, 2),x, € ]R), que se trata de uma reta paralela ao eixo horizontal x;; temos em segundo o
x, < 2,isto €, 0x; + x, < 2, trata-se do semiespaco abaixo do referido hiperplano; finalmente
para x, < 2, ou seja, 0x; + x, < 2, trata-se do semiplano fechado, pois este contém o hiper-
plano 0x; + x, = 2, e para este semiplano fechado o chamaremos de spfy; das restrigdes x, <
2 (spfy) e Figura 1.2.2 (spf3), temos o semiplano fechado spfs = spf; N spfy que é a regido
convexa no primeiro quadrante do plano cartesiano x; X x,, representado no grafico da Figura

1.2.3.

. Figura 1.2.2 — Grafico da intersec¢@o dos semiespagos fechados: spf; = spf; N spfs.
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Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.

As restrigdes (1.2.1), (1.2.2) e (1.2.3) possuem os respectivos hiperplanos®, x; +
3x, =7, 2x1+2x, =8 e x; +x, = 3, temos os respectivos semiespacos fechados x; +
3x, <7, 2x1 + 2x, <8 e x; +x, <3, em que a intersec¢do de todos estes semiespagos fe-
chados resultam no semiespago fechado, o qual chamaremos de spf;. Finalmente a regido for-
mada através das restricdes (2.1.1) — (2.1.5) (regido factivel) € o resultado da intersec¢ao entre
os semiespagos fechados de spfs (Figura 1.2.3) e spfg, ou seja, spf; = spfs N spfe, 0 qual
esta representado na Figura 1.2.4, onde consta o conjunto solucao viavel do referido problema

de programacao linear. ABCD sao os vértices dessa regiao.

® Para estas restrigdes da fung@o objetivo, nossos hiperplanos sdo equagdes de reta.
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Figura 1.2.4 — Conjunto de solugdes viaveis do problema linear 1.2, contidos no semiespago fechado spf (re-
gido factivel).
X2

>

B (02‘1 C(12)

A4(0.0) D) e
1
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)4

Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.

O préximo passo ¢ tragar curvas de nivel até que encontre uma curva tangente a regiao
factivel, este método também ¢ conhecido como tentativa e erro, ou seja, € o procedimento em
que precisamos varrer toda a area da regido buscando o ponto 6timo. Veja na Figura 1.2.5
(cinco) curvas de nivel com as seguintes imagens para a fungdo objetivo, f(xq,x,) =
0, f(x1,x2) =3, f(x1,x2) =6, f(xq,x3) =9e f(x1,x,) = 12. Observemos que a medida que
percorremos com curvas de nivel na regido factivel, afastando-se da origem no sentido do vetor
gradiente, de inicio na origem dos eixos, o ponto D ¢ o limite da regido em que uma curva de
nivel possui um ponto comum a regido convexa ¢ limitada (spf), portando, valor 6timo da
fungdo objetivo é o ponto D(3,0). Vamos calcular analiticamente o valor da curva de nivel que

passa pelo ponto D(3,0).

f(x1, %) = 4%, + 3x;
£(3,0)=4-3+3-0
£(3,0) = 12
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Figura 1.2.5 — Grafico da procura da solucdo viavel, por retas perpendiculares ao vetor gradiente.

f(xl'XZ) = 6 f(xllxz) = 12 Af(XIJXZ)
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Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Sistema Graph— Microsoft Word.

1.3 Minimizando um problema de programacio linear de uma regiiao convexa fechada e
nio limitada

A industria Alumilaminas S/A iniciou suas operagdes em janeiro de 2001 e ja vem con-
quistando espago no mercado de laminados brasileiro, tendo contratos fechados de forneci-
mento para todos os trés tipos diferentes de ldminas de aluminio que fabrica: espessuras fina,
média ou grossa. Toda a producdo da companhia € realizada em duas fabricas, uma localizada
em Sao Paulo e a outra no Rio de Janeiro. Segundo os contratos fechados, a empresa precisa
entregar 16 toneladas de 1aminas finas, 6 toneladas de 1aminas médias e 28 toneladas de laminas
grossas. Devido a qualidade dos produtos da Alumilaminas S/A, ha uma demanda extra para
cada tipo de laminas. A fabrica de Sdo Paulo tem um custo de producéo diaria de R$100.000,00
para uma capacidade produtiva de 8 toneladas de laminas finas, 1 tonelada de laminas médias
e 2 toneladas de 1aminas grossas por dia. O custo de produgao diario da fabrica do Rio de Janeiro
¢ de R$200.000,00 para uma produgdo de 2 toneladas de laminas finas, 1 tonelada de laminas
médias e 7 toneladas de ldminas grossas. Quantos dias cada uma das fabricas devera operar
para atender aos pedidos ao menor custo possivel? (Resolva pela andlise grafica - deslocamento
da fun¢ao-objetivo.) (Lachtermacher, 2002).

Modelando o problema:

Os eixos coordenados representardo o nimero minimo de dias que cada empresa preci-
sara funcionar para cumprir a entrega, ou seja, os dias de cada empresa serdo nossas variaveis

de decisdo x; e x,. A quantidade total da produgao de cada tipo de laminas depende do niimero
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de dias de funcionamento dessas empresas, assim como, o custo total também esta dependente
dos dias de funcionamentos de cada empresa.
X1: nimero minimo de dias que a empresa de Sao Paulo precisara funcionar.
X,: nimero minimo de dias que a empresa do Rio de Janeiro precisara funcionar.
Fungdo objetivo: 100x; + 200x,: Custo total em milhares de unidades.

Producdes de cada tipo de laminas por cada empresa:

8x, + 3x, > 16
X1 +x2 >6
3, + 7x, > 28

X1, X =0

Estamos a procura do menor nimero de dias que seja possivel atender ao contrato e que

tenha o menor gasto, ou seja, precisamos minimizar a fun¢ao objetivo.

Minf (xq,x,) = 100x; + 200x,

Sujeito a
8xy + 2x, = 16 (1.3.1)
X1 +x,26 (1.3.2)
2x1 +7x, = 28 (1.3.3)
xX1,%, =0 (1.3.4)

Solugao:

Para as restricdes de (1.3.4) temos; x; = 0 que pode ser reescrito como x; + 0x, = 0
que possui o hiperplano x; + 0x, = 0, isto €, x; + 0x, =0 ((0 ,X2), Xy € R), que se trata do
eixo vertical x,; temos em segundo o x; > 0, isto &, x; + 0x, > 0, trata-se do semiespago
aberto a direita do referido hiperplano; finalmente para x; = 0, ou seja, x; + 0x, > 0, trata-se
do semiespago fechado, pois este contém o hiperplano Ox; + x, = 0, e para este semiespago
fechado o chamaremos de spf;. Ja para x, = 0, que pode ser reescrito como 0x; + x, = 0,
possui o hiperplano 0x; + x, = 0, isto €, 0x; +x, =0 ((x1 ,0),x, € ]R), que se trata do eixo

horizontal x,; temos em segundo o x, > 0, isto ¢, 0x; + x, > 0 trata-se do semiespago aberto
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acima do referido hiperplano; finalmente para x, > 0, ou seja, 0x; + x, = 0, trata-se do semi-
espaco fechado, pois este contém o hiperplano x; + 0x, = 0, e para este semiespaco fechado
o chamaremos de spf,. Das restri¢cdes x; = 0 (spf;) e x, = 0 (spf;), temos a seguinte regiao
poliedral convexa fechada spf; = spf; N spf, que é o primeiro quadrante do plano cartesiano

X, X X5, representado no grafico da Figura 1.3.1.

Figura 1.3.1 — Grafico da intersec¢@o dos semiespagos fechados: spf; = spf; N spfs.
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Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.

Para a restricdo (1.3.1), 8x; + 2x, = 16 temos o hiperplano 8x; + 2x, = 16, isto &,
8x; + 2x; = 16 ((x1, x2), %1, x, € R), que se trata de uma reta passando pelos pontos A(0, 8)
e B(2,0) concorrente aos €ixos x; € X, ou s¢ja, ela intersecta os dois eixos; temos em segundo
0 8x; + 2x, > 16, isto ¢, 8x; + 2x, > 16, trata-se do semiespaco acima do referido hiper-
plano; finalmente para 8x; + 2x, > 16, trata-se do semiespaco fechado, pois este contém o
hiperplano 8x; + 2x, = 16, e para este semiespago fechado o chamaremos de spf,; das restri-
coes 8x; + 2x, = 16 (spf,) e Figura 1.3.1 (spf3), temos o semiespaco fechado spfs = spfz N
spfi que é a regido convexa no primeiro quadrante do plano cartesiano x; X x,, representado

no grafico da Figura 1.3.2.
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Figura 1.3.2 — Grafico da intersec¢@o dos semiespagos fechados: spfs = spf; N spf,.
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Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.

As restri¢des (1.3.2) e (1.3.3) possuem os respectivos hiperplanos, x; +x, = 6, ¢
2x, + 7x, = 28, temos os respectivos semiespacos fechados x; + x, < 6 ¢ 2x; + 7x, < 28,
em que a intersec¢do destes semiespagos fechados resultam no semiespago fechado, o qual
chamaremos de spf,. Finalmente a regido formada através das restrigdes (1.2.1) — (2.1.4) (re-
gido factivel) € o resultado da interseccdo entre os semiespacos fechados spfs (Figura 1.3.2) e
spfe, ou seja, spf; = spfs N spfe, 0 qual estd representado na Figura 1.3.3. Os pontos 4, C, D

e E sdo vértices dessa da regido.

Figura 1.3.3 — Grafico da intersec¢do dos semiespagos fechados: spf; = spfs N spfs.

X2

(0.3) Minf (x1,x,) = 100x;+200x,

(2/3.16/3)

(14/5.16/5)

8x,42x, = 16 100x,+200x, = 6

Fonte: Autoria propria (2025)
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.

O préximo passo sera passar curvas de nivel e analisar o grafico. Veja na Figura 1.3.4

(cinco) curvas de nivel (em vermelho) nas alturas x, = 0,x, = 1.5,x, = 3,x, =4.5ex, =6
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com x; = 0. Como queremos minimizar f(x;,x,) concluimos que precisamos caminhar em
dire¢do a regido convexa fechada nio limitada (spf-), a partir da origem, até o(os) ponto(os) de
tangéncia(as) da regido. Vejamos na Figura 1.3.4 curvas de nivel (cinco) com as seguintes ima-
gens, f(xqy,x5) =0, f(x1,x3) =300, f(xq,x5) = 600, f(x1,%x2) =900 e f(xq,x,) = 1200.

Elas se aproximam da regido spf; a medida que se afastam da origem até que a curva
f(x1,x2) = 1200 intersecta a referida regido spf;. O valor minimo procurado esta entre as
curvas de nivel f(xq,x,) = 900 e (x4, x,) = 1200. Podemos ver pelo grafico que o ponto D é
o ponto limite para uma curva de nivel fora da regido, portanto, o ponto D € o ponto que mini-

miza a regido spf;.

Figura 1.3.4 — Grafico com as curvas de nivel no semiespaco fechado: spf; = spfs N spfe.

X2 V(x;,%,) = (100,200)
Ool0g
. 200* s#(0.8)  /Minf(x,,x,) = 100x;+200x,
NG S
< N _)
100
J)k?
00{) ~
| | | X
IR .

Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.

Agora vamos calcular analiticamente o valor da curva de nivel passando pelo ponto

p(53)

(1 16)—100 14+200 16
f 5’5/ 5 5

(1 16)_920
f 5’5/
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Resposta: x; = % = 2,8 dias = 2 dias 19 horas ¢ 12 minutos e x, = % = 3,2 = 3 dias 4 horas
e 48 minutos, com um custo de R$ 920000,00.

1.4 Problema de programacio linear de uma producio de frascos de vidro para obten-
¢a0 do lucro maximo, numa regiao convexa limitada

Uma maquina produz dois tipos A e B de frascos de vidro, mas ndo simultaneamente.
Ao produzir um frasco do tipo A ela gasta 0,2 horas, e ao produzir um do tipo B, gasta 0,4
horas. Sabendo que a maquina pode trabalhar no maximo 16 horas por dia e que o fabricante
tem um lucro de 2 u.c.p. com um frasco do tipo A e 3 u.c.p. com um frasco do tipo B, quantos
frascos de cada tipo devem ser produzidos para que o lucro seja maximo?

Modelando o problema:

O lucro total produzido depende de quantas horas cada maquina trabalhou e as horas
trabalhadas dependem da quantidade de frascos produzidas por cada méquina, portanto, o nosso
problema esta dependendo da quantidade de cada frasco e, serdo representados por nossas va-
riaveis de decisdo.

x1: Sera a quantidade de frascos do tipo B produzidas pela maquina.

X Serd a quantidade de frasco do tipo A produzidas pela maquina.

Quantidade de horas trabalhadas pela maquina: 0,4x; + 0,2x, < 16

Lucro total: Fungao objetivo:f(x1, x;) = 3x; + 2x5

Max f(x1,x3) = 3x1 + 2x5

Sujeito a:
0,4x; + 0,2x, < 16 (1.4.1)
X% 20 (1.4.2)

Solugao:

Para as restricdes de (1.4.2) temos; x; = 0 que pode ser reescrito como x; + 0x, = 0
que possui o hiperplano x; + 0x, = 0, isto €, x; + 0x, =0 ((0 ,X2), Xy € R), que se trata do
eixo vertical x,; temos em segundo o x; > 0, isto &, x; + 0x, > 0, trata-se do semiespago
aberto a direita do referido hiperplano; finalmente para x; = 0, ou seja, x; + 0x, > 0, trata-se
do semiespago fechado, pois este contém o hiperplano Ox; + x, = 0, e para este semiespago
fechado o chamaremos de spf;. Ja para x, = 0, que pode ser reescrito como 0x; + x, = 0,

possui o hiperplano 0x; + x, = 0, isto é, 0x; +x, =0 ((xl ,0),x, € R), que se trata do eixo
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horizontal x,; temos em segundo o x, > 0, isto ¢, 0x; + x, = 0 trata-se do semiespago aberto
acima do referido hiperplano; finalmente para x, > 0, ou seja, 0x; + x, = 0, trata-se do semi-
espaco fechado, pois este contém o hiperplano x; + 0x, = 0, e para este semiespaco fechado
o chamaremos de spf,. Das restri¢cdes x; = 0 (spf;) e x, = 0 (spf;), temos a seguinte regiao
poliedral convexa fechada spf; = spf; N spf, que é o primeiro quadrante do plano cartesiano

X, X X5, representado no grafico da Figura 1.4.1.

Figura 1.4.1 — Grafico da intersec¢@o dos semiespagos fechados: spf; = spf; N spfs.
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Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.

Para a restricdo (1.4.1), 0,4x; + 0,2x, < 16 : temos o hiperplano 0,4x; + 0,2x, = 16,
isto é, 0,4x; + 0,2x, = 16, (x;,x,) € R? que se trata de uma reta passando pelos pontos
B(0,80) e € (40, 0) concorrente aos €ixos X; € X,, ou s¢ja, ela intersecta os eixos coordenados;
temos em segundo 0,4x; + 0,2x, < 16, isto ¢, 0,4x; + 0,2x, < 16, trata-se do semiespago
aberto abaixo do referido hiperplano; finalmente para 0,4x; + 0,2x, < 16, trata-se do semies-
paco fechado, pois este contém o hiperplano 0,4x; + 0,2x, = 16, e para este semiespaco fe-
chado o chamaremos de spfy; das restricdes 0,4x; + 0,2x, < 16 (spf,) e Figura 1.4.1 (spf53),
temos a intersecgdo Spfs, isto é, o semiespago fechado spfs = spf; N spf, que € a regido po-
liedral convexa no primeiro quadrante do plano cartesiano x; X x, de vértices ABO, represen-
tado no grafico da (Figura 1.4.2), ou seja, spfs = spfs; N spfa, o qual esta representado na Fi-

gura 1.4.2, onde consta o conjunto solugdo viavel do referido problema de programacao linear.
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Figura 1.4.2 — Conjunto de solugdes viaveis do problema linear de 1.4, contidos no semiespaco fechado spfs

(regido factivel).: spfs = spf; N spfa.
X2

400 Méxf (x;,x,) = 3x; + 220,
70
60
504
40-

30

204

101
L (0,0),.Vf (x1, %5) B(49.0)
-10 Of 10 20 30 40 50 60 70 8 90
Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.

O préximo passo serd passar curvas de nivel e analisar o grafico. Vejamos na Figura
1.4.3 (cinco) curvas de nivel com as seguintes imagens, f(x;,x;) =0, f(x,x,) =

20, f(x1,x5) = 40, f(x1,x5) = 60 e f(xq,x;,) = 80.

Figura 1.4.3 — Grafico com as curvas de nivel no semiespaco fechado: spf; = spfs N spfe.
X2

Flx, %) =6 .4&%&%0)

f(XI'XZ) =4

flxg,x;) =2

flxg,x3) =

1 2 B( 0) 1 1 L
-10 O 10 \20 %0 40 50N\60 70 8 9

Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.
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Podemos perceber pelo grafico que o ponto A é ponto tangente a curva de nivel
f(x1,x,) = 80, entdo, qualquer outro ponto por onde passe uma curva de nivel, seguindo no
sentido do vetor gradiente, estara fora da regido spf,, portanto, o ponto A € o ponto 6timo da

fungdo objetivo f, isto é, ele é o ponto que maximiza a fungdo objetivo.

Resposta: 80 frascos do tipo A e nenhum frasco do tipo B.

1.5 Problema da velocidade de uma reag¢iao quimica numa regiio convexa fechada e limi-
tada

Numa indudstria quimica ha uma caldeira cuja margem de seguranca ¢ tal que a pressao
P medida em atmosfera, e a temperatura T, medida em graus Celsius, devem ser reguladas de
maneira que 10P + T < 400. Quer-se usar a caldeira para que seja processada uma determi-
nada reacdo. Para que isso ocorra da forma desejada, a temperatura deve estar entre 80°C e
300°C, e a pressdo entre 1 e 20 atmosferas. A que temperatura e pressao, deve trabalhar a cal-
deira, para que a reacdo se processe no menor tempo possivel, se sabemos que a velocidade da
reacdo ¢ dada por v = 2T + 30P + 20. (Boldrini, et al., 1980, p.473).

Modelando o problema:

As restricoes do problema de programacao linear dado sdo 10P + T < 400,80 <T <
300,1<P<20,eP,T=0.

As variaveis de decisdo sdao temperatura T e pressao P, as organizaremos da seguinte
forma, T para o eixo das ordenadas e P para as abscissas.

Nossa funcdo objetivo é v = 2T + 30P + 20 onde a velocidade precisa ser a maior pos-
sivel para ter o menor tempo de reacao, ou seja, precisamos maximizar a funcao objetivo.

Solugao:

Max v(P,T) = 2T + 30P + 20

Sujeito a:
10P + T < 400 (1.5.1)
80 <T <300 (1.5.2)
1<P<20 (1.5.3)

P,T>0 (1.5.4)
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Para a restricdo (1.5.1), 10P + T < 400; temos o hiperplano10P + T = 400, isto &,
10P + T =400 para P, T € R, que se trata de uma reta passando pelos pontos F(40,0) e
G(0,400) concorrente aos eixos P e T, ou seja, ela intersecta os eixos cartesianos; temos em
segundo 10P + T < 400, isto ¢, 10P + T < 400, trata-se do semiespaco aberto abaixo do re-
ferido hiperplano; finalmente paralOP + T < 400, trata-se do semiespaco fechado, pois este
contém o hiperplano 10P + T = 400, e para este semiespaco fechado o chamaremos de spf;;
Para as restrigdes de (1.5.4) sabemos que a intersec¢ao dos semiespagosde P > 0eT >0, ¢ 0
semiespago fechado referente ao primeiro quadrante do plano cartesiano P X T e o chamaremos
de spf,. A intersec¢do desses semiespagos o chamaremos spf5, ou seja, spfs = spf; N spfs, €

esta representado na Figura 1.5.1.

Figura 1.5.1 — Grafico da intersec¢@o dos semiespagos fechados: spf; = spf; N spfs.

Fungdo Objetivo
v(T,P) = 2T + 30P + 20

10,0

-
N
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— —+» P

20T 23 456 78 910111213141516171819202122232425262728293 0313233343 5363 73 8394041

Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.

Para a restricdo 80 < T < 300 temos os hiperplanos T = 80 ¢ T = 300, ou seja, po-
dem ser escritas, respectivamente, como 0P +T =80 ¢ 0P + T = 300, isto ¢, 0P + T = 80
((P, 80),P € ]R) e OP+T =300 ((P, 300),P € ]R) que se tratam de duas retas paralelas ao
eixo horizontal P, por outro lado temosT >80 e T < 300, isto é, OP + T > 80 da mesma
forma OP + T < 300, tratam-se, respectivamente, do semiespago aberto acima do hiperplano
(OP + T = 80) e do semiespago aberto abaixo do hiperplano (OP + T = 300), ou seja, formam
uma regido ndo convexa de intervalo 80 < T < 300. Com a inclus@o dos hiperplanos T = 80

e T =300, no semiespaco aberto 80 < T < 300, teremos o semiespaco fechado pois este
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contém os referidos hiperplanos, logo, a regido convexa ¢ 80 < T < 300 e esta regido o chama-

remos de spf,. Diremos que spfs ¢ a regido poliedral convexa forma pela intersec¢ao de spf,

com spfs (Figura 1.5.1), isto é, spfs = spfs N spf,.

Figura 1.5.2 — Grafico da intersec¢@o dos semiespagos fechados: spfs = spf, N spfs.

T Fungdo Objetivo
v(T,P) = 2T + 30P + 20

80<T <300

<N
Fonte: (LIMA, 2025).
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.

Prosseguindo da mesma forma para a restricdo (1.5.3) nos teremos a regiao poliedral
convexa que chamaremos de spfj, € a intersec¢do desta regido com a regido spfs (Figura 1.5.2)
a chamaremos de spf; que € o conjunto de solucdes vidveis do PPL 1.5, ou seja, spf; = spfs N
spfs, Veja na Figura 1.5.3 este resultado que mostra a figura plana, de vértices ABCDE, for-

mada pelas intersec¢des dos semiespagos do conjunto das restri¢cdes de (1.5.1) — (1.5.4).



Figura 1.5.3 — Grafico do conjunto de solugdes viaveis do PPL 1.5, contido nos semiespagos fechados: spf; =

spfs N spfa.
Fungdo Objetivo
v(P,T) = 2T + 30P + 20
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Fonte: Autoria propria.
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.
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O préximo passo sera passar curvas de nivel e analisar o grafico. Veja na Figura 1.5.4

(cinco) curvas de nivel com as seguintes imagens, v(P,T) = 20,v(P,T) = 250,v(P,T) =

500,v(P,T) =750 e v(P,T) = 1000.

Figura 1.5.4 — Grafico com as curvas de nivel no semiespaco fechado: spf; = spfs N spfe.

Fungédo Objetivo
v(P,T) = 2T + 30P + 20
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Fonte: Autoria propria.
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.
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Podemos perceber pelo grafico que o ponto C € um vértice e, portanto, qualquer outro
ponto por onde passe uma curva de nivel, seguindo no sentido do vetor gradiente, estara fora
da regido spf,, entdo, o ponto C ¢é o ponto 6timo da fungdo objetivo v(P,T), isto &, ele é o
ponto que maximiza a fungdo objetivo.

O valor da fun¢ao no ponto ¢ dado por:

v(P,T) = 30P + 2T + 20 e C(20,200), entdo
v(20,200) =30-20+2-200 + 20 = 1020

O grafico 1.5.5 melhor representa a geometria do problema devido os eixos estarem em
mesma escala. Observe nela o vetor gradiente proximo ao eixo P, passando a impressao de estar

sobre ele.

Figura 1.5.5 — Grafico com os eixos em mesma escala.
Fungdo Objetivo
v(P.T) = 2T + 30P + 20

Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.
1.6 Problema da produciao de parafusos, porcas e parafusos

Uma empresa produz porcas, parafusos e pregos, podendo usar dois métodos distintos
(mas ndo simultaneamente) para produzi-los. O primeiro método produz 3.000 porcas, 2.000
parafusos e 2.500 pregos por hora, enquanto o segundo método produz 4.000 parafusos e 4.000
pregos por hora, mas nenhuma porca. A industria trabalha 18h por dia e tem uma encomenda
de 5.000 porcas, 5.000 parafusos e 5.000 pregos. Durante quantas horas ele deve empregar cada
método para fazer a entrega o mais rapidamente possivel? (Boldrini, et al., 1980).

Modelando o problema:
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Para este problema iremos utilizar o eixo das abscissas(horizontal) para representar a
quantidade de horas gastas pelo primeiro método, ja a para quantidade de horas gasta pelo se-
gundo método serd o eixo das ordenadas (vertical)

Como o primeiro método produz porcas, mas o segundo nao, entdo temos:

3000x; = 5000
O primeiro método produz 2000 parafusos e o segundo produz 4000, logo:
2000x; + 4000x, = 5000
O primeiro método produz 2500 pregos e o segundo produz 4000 pregos, logo:
2500x; + 4000x, = 5000
Nossa fungao objetivo é f(xq, x,) = x1 + x,, entdo ficaremos com o problema, ja mo-

delado, da seguinte forma:

Solugao:

Minf(xl,xz) =x1 + X,

Sujeito a:
3000x; = 5000 (1.6.1)
2000x; + 4000x, = 5000 (1.6.2)
2500x; + 4000x, = 5000 (1.6.3)
X1,%; =0 (1.6.4)

Para resolver o PPL vamos encontrar, primeiramente, a regido convexa € para isso va-
mos estabelecer o sistema de eixos coordenados da seguinte maneira, o eixo das ordenadas
representara a variavel de decisdao x, e no das abscissas representara x;, agora podemos repre-
sentar, geometricamente, os hiperplanos s;: 3000x,

= 5000, s,:2000x; + 4000x, = 5000, s3:2500x; + 4000x, = 5000, s4:x; =0 ¢
S5: x5 = 0. Os hiperplanos s, € s5 sdo os eixos coordenados, para as representacdes das retas
restantes faremos um estudo analitico. Veja os célculos nos sistemas de equagdes de (1.6.5) a

(1.6.7) e no grafico da Figura 1.6.1 as representacdes desses objetos geométricos.

5 /5 5
{3000x1 = 5000 = x; = - = <§,x2) Vi, ER= A (§,0>

3
{ 3000x; = 5000 - <§ i) ((1.6.5))
2000x; + 4000x, = 5000 312

= AeB €54
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2000x; + 4000x, = 5000 5 5
=CeDE 1.6.6
{2000x1 +4000x, =5000 _ 5 _ (0 E) erES (1.6.6))
x; =0 X2 = 2 2
- 5 5
{2500x1 +;10808cz 5000 _ ., (0, Z)
=
2500x, + 4000x, = 5000 = DekE€s; ((1.6.7)
v = x, =2 = E(2,0)
x, =0
X2
Minf (xy,x,) = x; + X,
6.-
4 Regido
Factivel
/ 3 . 5|5
\[ (§ 12) § 0)
\\\§ 21 5 3
*a,, D 0,-) =
14 4 C o)
I - "*e.q.. iv
i 1 i : 2 .‘s.:?-.“‘ < 3 6 7 Xl
L 5 . -
S5:%: =0 L s, : 2000x, + 4000x, = 5000
Ss:%, =0 E(2.0)
s, : 3000x, = 500 S : X, = 2500x, + 4000x, = 5000

Figura 1.6.1 — Intersec¢@o dos semiespacos e representagdo dos seus hiperplanos.
Fonte: Jonas, Lima 2025.
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.

O préximo passo sera passar curvas de nivel e analisar o grafico. Veja na Figura 1.6.2

8 16 24 32 _
X2 = X2 = ;€% =5, comxg = 0.

(cinco) curvas de nivel com x, = 0,x, = ,
12 12 12



Figura 1.6.2 — Conjunto de solugdo viavel do sistema com as curvas de nivel.

X2

Minf(x,,x,) = x, + X,

f(x.2,) =0

flxyx,) = T fr) = i_

Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Sistema Graph — Microsoft Word.
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Podemos ver pelo grafico que o ponto que minimiza nossa funcao objetivo € o ponto

5 25

5 5 ] <
B(E‘E)’Ou seja. f(xq, %) = x1 + x, =§_|_ _25

12 12°

5 L . 5 .
Portanto teremos 3 de horas para o primeiro método e e de horas para o segundo mé-

todo que sdo, respectivamente, equivalentes a 100 minutos e 25 minutos.
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2 PROBLEMA LINEAR COM METODO SIMPLEX

No capitulo anterior vimos como encontrar solugdes de problemas de programacao li-
near pelo método grafico, mas que resolvem problemas apenas com duas ou trés variaveis,
sendo que com trés variaveis este método nao € muito pratico, no entanto, ainda sim pode ser
resolvido por ele. Neste capitulo mostraremos solugdes de problemas de programacao linear
por uma técnica chamada de método simplex, um chamado de método simplex analitico e o
outro de método simplex tabular, usados para resolverem problemas de programacao linear com
duas, trés ou maior que trés variaveis. Resolveremos alguns problemas de programacao linear

por este método.

2.1 Problema de programacio linear pelo método simplex analitico
Determine, usando o método Analitico (dicionario), a solugdo 6tima do seguinte PPL:

(Lachtermacher, 2002).

Max Z (x4, X5, X3,%,) 8x1 + 6x, + 6x5 + 8x,

Sujeito a:
X1+ 2x, +3x3 +x, <15 (2.1.1)
X1 +xy +2x3 +3x4 <13 (2.1.2)
X1,%X2,X%3,X4 =0 (2.1.3)

Primeiro passo sera transformar as restricdes em um conjunto de equagoes, para isso
precisamos adicionar novas variaveis' a fim de garantir o equilibrio entre o lado direito e lado
esquerdo das restri¢des. Para o nosso problema de programacao linear padrao, onde sera adici-
onado x5 em (2.1.1), x4 em (2.1.2) e serdo acrescentadas as duas novas variaveis em (2.1.3)

ara a condicdo da ndo negatividade, veja como ficard o dicionario inicial® em (2.1.4).
d d tividade, fi d 12 2.1.4

! Essas variaveis representam a folga entre os lados direito (RHS — Right Hand Side) e lado esquerdo (LHS —
Left Hand Side) de um dicionario, por isso sdo chamadas variaveis de folgas.

2 Quando a fungio objetivo ¢ adicionada como uma equagdo ao conjunto de equagdes gerado pelas restrigdes, o
conjunto resultante ¢ chamado de dicionario inicial e ele se renova a cada iteragao.
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X5 =15 —x; — 2x, — 3x3 — x4
Xeg = 13_x1_x2 _2x3 _3x4_
(2.1.4)
Z = 8x1 + 6x2 + 6X3 + 8X4_

X1, X2,X3, X4, X5, Xe = 0

As variaveis irdo se alternar entre basicas e niio basicas 3a fim de encontrarmos uma
solucdo cada vez melhor no decorrer do processo, até se chegar a solugdo 6tima do problema
de programagao linear. Mas para que uma variavel se torne nao basica ¢ necessario que outra
se torne basica e vice-versa, ou seja, uma variavel entra na base e outra sai da base. A solugdo
6bvia* do dicionario inicial é (x4, X,, X3, X4, X5, X¢) = (0,0,0,0,15,13). Precisamos melhorar
o valor da fung¢do objetivo Z = 8x; + 6x, + 6x3 + 8x,, para isso teremos que verificar qual
variavel, ndo basica, mais contribui para um aumento na fun¢do objetivo. Observe na linha Z
de (2.1.4) que para um mesmo valor de incremento as variaveis x; € x, sa0 as que mais contri-
buem para o aumento da funcdo objetivo devido terem os maiores coeficientes por este motivo
devem entrar na base, mas vamos analisar quem deve sair da base para fazer a melhor escolha
entre as duas opcoes. As linhas que devem ser analisadas sao as linhas acima da linha de Z e ¢
importante que a linha possua a varidvel que vai entrar na base, caso contrario ndo fara sentido
analisa-la. Observemos que para um mesmo valor de incremento para as variaveis ndo basicas
a linha de x4 chegard primeiro a 0 e como ela bloqueia o aumento da fung¢do, por ndo poder
violar o a restricdo de ndo negatividade, devera sair da base. Agora sabemos que x, tem que
sair da base e, ou x; ou x, entra na base. Observemos em (2.1.5) como ficara esta linha, para

cada uma das opg¢des.

x6=13—x1—x2—2x3—3x4=>x1=13—x2—2x3—3x4—x6

13 x1 xp 2x3 Xg (2.1.5)
g T T T T

Para a nossa escolha entre essas duas, iremos optar pela variavel que ficara com o maior
valor na solugdo 6bvia do novo dicionario e podemos observar por (2.1.5) que sera x; a melhor

escolha, portanto, x; entra na base e x4 sai da base. Nosso critério de parada do processo sera

3 As varidveis que se encontram do lado LHS, de um dicionério, sdo chamadas de basicas € as do lado RHS de
nao basicas.

4 Sempre que fazemos todas as varidveis nio bésicas, de um dicionario, iguais a zero encontramos uma solugio
vidvel que é chamada de solugdo 6bvia.
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quando todos os coeficientes das varidveis na linha de Z ficarem com sinais negativos, depois
das devidas substituicoes.
Vejamos como ficard o novo dicionario em (2.1.6) depois da primeira iteragdo, com x;

entrando na base e x4 saindo da base.

x1=13_xZ_2.X3_3X4_x6

x; =13 —x, —2x3 —3x, — x
{1 2 3 4 6:x5:2_x2_X3+2x4+x6

X5 =15 —x; — 2x, —3x3 — X,

{x1=13_x2_2x3_3X4_x6

7 = 8x1 + 6x2 + 6x3 + 8x4 =7=104 — sz - IOX3 - 16x4_ - 8x6

X = 2 — Xy — X3+ 2X4 + Xg
Z = 104 —_ sz —_ 10x3 —_— 16.X4 —_— 8x6 (21_6)

X1,X2,X3, X4, X5, Xe = 0

Como os coeficientes das variaveis na linha de Z ja ficaram todos com sinais negativos,
depois desta iteragdo, encerraremos aqui o nosso processo, devido qualquer incremento em al-
guma das varidveis acarretar em um decréscimo no valor da fun¢ao, portanto, para nossa fungao
objetivo teremos como solugdo Obvia para este diciondrio a seguinte n-upla ordenada,
(x4, X9, X3, X4, X5, X6) = (13,0,0,0,2,0), ¢ Z = 104. Observe que sempre precisaremos encon-

trar a solu¢do 6bvia do novo diciondrio, todavia, as varidveis ndo bésicas serdo iguais a zero.
2.2 Solucio do problema 1.2 pelo método simplex analitico
Obtenha a solugdo 6tima para o problema abaixo através do método Analitico (confira

o resultado com a solu¢do encontrada para o problema 1.2).

Max 4x, + 3x,

Sujeito a
xy+3x, <7 (2.2.1)
2x; +2x, <8 (2.2.2)
X1 t+x, <3 (2.2.3)

x, <2 (2.2.4)
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X1, %Xy =0 (2.2.5)

Introduziremos as variaveis de folga para equilibrar as restricdes transformando-as em
equagdes da seguinte forma, adicionando x5 em (2.2.1), x, em (2.2.2), x5 em (2.2.3) € x4 em
(2.2.4). As novas variaveis precisam ser maiores ou iguais a zero e serao acrescentadas em
(2.2.5). Veja como ficara o nosso dicionario, depois das mudangas necessarias para aplicacao

do método simplex analitico, em (2.2.6).

( X3 =7—x1— 3%,
X, =8 —2x; — 2x,
X =3 —X1 — Xy
Xg =2 — Xy
Z = 4x; +3x,

\X1, X2, X3, X4, X5,Xg = 0

(2.2.6)

A solugdo 6bvia do dicionario inicial é (xy, x5, X3, X4, X5, X¢) = (0,0,7,8,3,2).

Vamos fazer a primeira iteracdo para melhorar nossa solugdo e, para isso vamos fazer
uma analise e descobrir que varidvel deve entrar na base e qual deve sair da base, necessaria-
mente nessa ordem.

Observe que x; ¢ a variavel que contribui para o maior aumento na linha de Z, quando
dado o mesmo valor de incremento para as variaveis ndo basicas, ou seja, € a variavel com o
maior coeficiente na linha de Z e ¢ ela quem deve entrar na base. Para saber qual variavel deve
sair da base faremos as andlises apenas nas linhas que possuem, a varavel que entrara na base,
x,. Perceba que se o incremento for de 1,5 a variavel xg serd zero, portanto, devera deixar a

base. Veja os cdlculos algébricos e como ficard o novo dicionario em (2.2.7) respectivamente.

{x1 =3 -2 — x5

X1 =3—Xx; — X5
= x3 =4 —2x, + x5
X3=7_x1_3xZ

X1 =3—X; —Xg
$X4=2+2.X'5
X4:8_2xl_2x2

{xe =2-x,
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X1 =3—X; — Xg
=7 =12 — x, — 4x5

Z = 4xq +3x,

(X1 =3—X3— X5
X3 =4 —2x, + x5
X4 =54+ x5
{ (2.2.7)
x6:2_x2

Z =12 —x, — 4xg

\X1, X2, X3, X4,X5,Xg = 0

No novo diciondrio, conjunto de equacdes de (2.2.7), a linha de Z ficou com todas as
variaveis com os coeficientes negativos, o que leva a encerrar o algoritmo devido qualquer
incremento nas variaveis nao basicas, do novo dicionario, levar a um decréscimo na fung¢ao
objetivo. A solugdo 6bvia desse sistema contém a solucao 6tima do problema de programagao
linear proposto e, sdo eles respectivamente.

Solugdo ébvia do novo dicionario € (x4, X5, X3, X4, X5, X6 ) = (3,0,4,2,0,2)

Solugdo 6tima do nosso problema de programagao linear ¢ (x4, x,) = (3,0)

Podemos concluir que 12 ¢ o valor 6timo da fung@o objetivo e o par ordenado que a
maximiza ¢ o par ordenado (3, 0). Veja que o resultado é compativel com o método de resolu-
¢do grafica. Ou seja, apesar de usarmos métodos diferentes de solugdo para um problema linear,

mas a sua resposta sera a mesma.

2.3 Maximizando lucros de uma area de cultivo

Um agricultor tem 200 unidades de area de terra, onde planeja cultivar trigo, arroz e
milho. A produgdo esperada ¢ de 1.800 kg por unidade de area plantada de trigo, 2.100 kg por
unidade de area plantada de arroz e 2.900 kg por unidade plantada de milho. Ele tem condi¢des
de armazenar no maximo 700.000 kg de qualquer dos produtos. Sabendo que o trigo da um
lucro de $1,20 por kg, o arroz $0,60 por kg e o milho $0,28 por kg, usando o método Analitico
(dicionario) determine quantas unidades de area de cada produto ele deve plantar para maximi-
zar o lucro. (Lachtermacher, 2002).

Modelando o problema.

Colocaremos os dados em uma tabela, para ficar mais facil a visualizagdo dos dados

fornecidos, veja na Tabela 2.3.1
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Tabela 2.3.1 — Tabela dos dados da producio e lucro do cultivo.

Tipos de plantio Quilogramas por area | Area de cultivo | Lucro por quilograma
1 Trigo P; = 1800 X1 L;=1,20
2 Arroz P, = 2100 X, L, =0,60
3 Milho P; = 2900 X3 L;=0,28

Fonte: Autoria prépria (2025).

Sendo x; ,comi = 1,2 e 3, nossas variaveis de decisdo. Vamos determinar as restricdes
para a area de cultivo, quantidade méaxima de quilogramas que poderao ser produzidos e tam-
bém a fung¢ao de lucro L.

Para area de cultivo podemos definir como em (2.3.1)

3

in < 200 23.1)

i=1

Quilogramas por hora ¢ o peso total do cultivo de um determinado plantio divido pela
area total usado neste plantio. Se P; sdo os pesos por quilogramas do plantio i, PT; sdo os pesos
totais em quilogramas de cada plantio e x; as areas totais de cada plantio, entdo podemos esta-
belecer da forma apresentada em (2.3.2) o peso total do que foi cultivado, ndo podendo ultra-

passar a capacidade de armazenamento.

3

PT;

x—‘ =P, = PT; = Pjx; = PT = Z Pix; < 700000 (2.3.2)
¢ i-1

~ .. LT; . ~ ..
Vamos encontrar a fung¢ao objetivo L, como L; = P—T‘ , podemos definir a fungdo objetivo
i

da forma dada em (2.3.3).

{ PTL = Pl-xl-

3
=L = Z Li Pixi (233)
ﬂzu = LT; = L;PT; =1
PTl l L l l
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Precisamos maximizar a fun¢do (2.3.3) sujeito as restrigdes de (2.3.1), (2.3.2) e as de
ndo negatividade das varidveis de decisdo. Para isso iremos expandir os somatorios e substituir
os dados da Tabela 2.3.1 em cada um deles, assim, ficaremos com o problema de PPL na forma
padrao. O conjunto formado pela fungao objetivo de L sujeito as restrigdes de (2.3.4), (2.3.5) ¢

(2.3.6) € o problema que precisamos maximizar.

Max L(xq1,%5,x3) = 2160x; + 1260x, + 812x5

Sujeito a
X1+ %, + x3 <200 (2.3.4)
1800x; + 2100x, + 2900x; < 700000 (2.3.5)
X1,X2,%3 =0 (2.3.6)

Vamos iniciar a solu¢do do problema introduzindo as varidveis de folga x, e x5, onde

teremos como diciondrio inicial o conjunto de (2.3.7).

.X4 S 200—x1—x2—x3
X< = 700000 — 1800x, — 2100x, — 2900x5
2.3.7
L = 2160x, + 1260x, + 812x; (23.7)

X1,X2,X3, X4, X5

A solugdo obvia do dicionario inicial é (x4, x5, X3, X4, x5) = (0,0,0,200,700000), im-
plicando em L = 0, agora vamos encontrar um valor melhor o problema. Podemos observar na
linha de L que x; ¢ a variavel que mais contribui para o crescimento de L, dado um mesmo
valor de incremento para as varidveis nao basicas, ja que possui o maior coeficiente desta linha,
portanto, ela necessariamente entrara na base. Por outro lado x, deve sair, ja que, a medida que
damos um mesmo valor de incremento esta linha serd a primeira a zerar, ou seja, ela € o bloqueio
para o crescimento da fungdo. Constate que quando dado um incremento de 70 para as variaveis
ndo basicas, x, terd um valor negativo de —10 violando a restricdo de ndo negatividade, o que
ndo ocorre na linha de x5 para este mesmo valor de incremento.

Concluimos que x; tem que entrar na base e x, tem que sair da base, vamos agora en-

contrar o novo diciondrio para esta primeira iteragao.

x1=200_xZ_X3_x4_
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Substituindo x; na linha de x5 e na linha de L teremos,

x5 = 340000 — 300x, — 1100x5 + 1800x,
L = 432000 — 900x, — 1348x; — 2160x,

O novo dicionario ficard como em (2.3.8)

X1 = ZOO_XZ_xg_x4_
Xs = 340000 — 300x, — 1100x; + 1800x,
2.3.8
L = 432000 — 900x, — 1348x; — 2160x, (23.8)

X1, X9,X3,X4,Xs = 0

Como os coeficientes da linha de L estdo todos ndo positivos, ja na primeira iteracao,
devemos encerrar o processo. E na solucao 6bvia do novo dicionério ¢ a n-upla ordenada
(x4, X, X3, X4, %x5) = (200,0,0,0, 340000), entdo teremos como resposta para o problema
200 unidades de medida de 4rea para o Trigo, nenhuma para Arroz e nenhuma de Milho, com

um lucro total de 432000.

2.4 Solu¢ao de um problema de programacio linear utilizando o quadro do algoritmo
simplex no método das duas fases

A Cia. ZigZag possui fabricas em Campinas e Belo Horizonte. Esta Cia. produz e dis-
tribui maquinas de costuras a comerciantes de varias cidades. Numa determinada semana, a
Cia. possui 30 unidades em Campinas e 40 unidades em BH. Nesta mesma semana, esta Cia.
deve atender os pedidos dos comerciantes das seguintes cidades: Sdo Paulo 20 unidades, Rio
de Janeiro: 25 unidades e Vitoria: 25 unidades.

O problema consiste em distribuir as maquinas aos comerciantes de forma a atender os

pedidos a um custo minimo de transporte. Os custos unitarios sdo: (Boldrini, et al., 1980).
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Tabela 2.4.1 — Destino e origem.

Destino -
SP RJ Vitoria
Origem
Campinas 700 1300 2000
BH 2200 1800 1700

Fonte: (BOLDRINI, et al., 1980, p. 400)

Para a solucdo vamos modelar o problema da seguinte forma:

Nossas variaveis de decisao serao as quantidades de maquinas que saem da origem para
seu destino e, adotaremos x; para isso, faremos da seguinte maneira. Quantidade que sai de
Campinas para Sao Paulo, Rio de Janeiro e Vitoria serdo respectivamente x4, X, € x3. As quan-
tidades que saem de BH para Sao Paulo, Rio de Janeiro e Vitdria serdo respectivamente, x,, Xs
€ X¢. As duas cidades de origem precisam atender as trés cidades de destinos. Campinas s6 pode
atender SP, RJ e Vitoria em no maximo 30 unidades, logo temos: x; + x, + x3 < 30.

Da mesma forma BH, s6 pode atender as trés cidades em no maximo 40 unidades, logo:
x4 + x5 + x¢ < 40. No entanto, a empresa precisa atender a demanda e como as duas cidades
de origem atendem as mesmas cidades, temos x; + x, = 20, para atenderem Sdo Paulo. No
atendimento a RJ, terdo que terem juntas x, + x5 = 25. Por fim, no atendimento de Vitdria
teremos, x3 + x5 = 25.

Para a funcdo objetivo, podemos ver na tabela o preco por unidade na intersec¢ao de
linha da origem com coluna destino, de cada cidade. Logo ficaremos com a seguinte fun¢do
objetivo:

C =700x; + 1300x, + 2000x3 + 2200x, + 1800x5 + 1700x,. Com isso temos que

resolver o seguinte PPL:

Min C = 700x, + 1300x, + 2000x; + 2200x, + 1800x5 + 1700x,

Sujeito a:
X1+ x +x3 <30 (2.4.1)
X4 + x5+ x¢ < 40 (24.2)
X1+ x4 =20 (2.4.3)

X, + x5 = 25 (2.4.4)
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x3 + x6 S 25 (2.45)

X1,X5, X3, X4, X5Xg = 0 (2.4.6)

Introduziremos °novas variaveis em (2.4.1) e (2.4.2), uma para cada equagdo, que sio
as varidveis de folga. Nas igualdades (2.4.3), (2.4.4) e (2.4.5) iremos introduzir variaveis de
excesso e também variaveis artificiais, isso nos levara a construcao de uma base para possivel
solucdo do nosso problema. As varaveis (variaveis de folga, de excesso e artificiais) serdo, res-
pectivamente, x/1 e x/2; x°1, x°2 e x3; ja as artificiais iremos representar por x%1, x%2 ¢ x93,

Ficaremos com o PPL da seguinte forma:

Min C = 700x, + 1300x, + 2000x; + 2200x, + 1800x5 + 1700x,

Sujeito a:
X, + x, +x3 +x/1 =30 (2.4.7)
X4+ X5 + xg + xT2 = 40 (2.4.8)
X1+ x, — x4+ x4 =20 (2.4.9)
Xy + x5 — x4+ x%2 =25 (2.4.10)
X3+ xg — x% + x% =25 (2.4.11)
X1, Xy, X3, Xg, X5, Xg, X1, x T2, x€1 x®2 x®3 x%1, x% x% > ( (2.4.12)

Como ha presenca de variaveis de folga e artificiais, teremos primeiro que minimizar a
funcdo soma, das variaveis artificiais.
Seja C* a fungdo soma das variaveis artificiais C* = x% 4 x%2 + x%3, sujeito as restri-

¢oes de (2.4.7) a (2.4.12). A matriz de coeficientes dessas restrigoes é:

11100 01 O0 0O 00 O O0 O
0 001 1101 0O 00 O OO
A=(1 0 0 10 000 -1 00 100
01 001O0O0O0O0OD-1 0 010
0 01 0010O0O0O 0O -1 001

5> Quando nio temos a possibilidade de construir uma base factivel inicial 6bvia, que ¢ a identidade, precisamos
recorrer a outros métodos de resolugdo. Um desses métodos é o método das 2 fases, ele faz-se necessario quando
nas restri¢des aparecem sinais de = ou =. Boldrini, (1980), p. 391, 392.
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A base do problema ¢ formada pelas variaveis xf1, xT2 x% x% e x%, as contantes é 0
vetor coluna b = [30 40 20 25 25]7, agora temos que encontrar o custo reduzido ini-
cial, para montar a tabela inicial do Algoritmo Simplex.

O custo reduzido e o valor atual da fun¢do sdo dados por:

ZN_CN S CBB_lN_CN (2413)
Z =cgB™b (2.4.14)
Os coeficientes, na fung¢do objetivo C* é a matriz linha ¢ dado por:

c=[0 0 00OOOOO0OO0OO0UOTUO0T1 1 1]

Na particao teremos:

cg=[0 0 1 1 1lecyy, =0;B=Iss=B"¢e

11 1000 0 00
00 0111 0 0O
N=ft o o100 -1 00
01 00100 -1 0
00 10010 0 -1

Desta forma podemos encontrar o que nos resta para a construgao do quadro inicial do
algoritmo. Para encontrar o custo reduzido e do valor inicial da fung¢do objetivo, a matriz iden-
tidade e o vetor nulo ndo entrardo na conta por ndo fazerem diferenga nos calculos, vejamos

1Ss0.

ofj1 1 1.0 00 0 0
offo o o111 0 0

ZRy = €Ny = ChNesxy ={1| [1 0 0 1 0 0 -1 0
1flfo 1 00 10 0 -1
t!loo 10010 0 -1

SO O O
Il
— 1
CIDHHP—*HP—*P—*HP—I*
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0

0 40
cC*=11| I|20]l=70

1 25

1 25

Observemos na Tabela 2.4.2 como fica o quadro inicial o algoritmo. Nela é possivel ver
que as variaveis ndo basicas candidatas a deixar a base sao X1, X5, X3, X4, X5 € X¢, pOr possuirem
os maiores custos reduzidos e positivos, como elas possuem custos reduzidos iguais, podemos
arbitrar entre uma delas para entrar na base (Macambira, 2016). Porém, neste momento irem-
mos apenas optar pelo menor indice da coluna, comec¢ando com x; entrando na base. Pelo teste
da razao, x* deve deixar a base.

A linha pivo ¢ a linha 3 de x%1 e a coluna pivo ¢ a coluna da variavel x;. A tabela 2.4.2
mostra o resultado, ja com x; na base e x* fora da base, apos o pivoteamento.

Etapa 1: multiplicar a linha do coeficiente que esta na intersec¢do da coluna do elemento
que entra na base e linha do elemento que deixa a base pelo seu inverso multiplicativo, no final
desta Etapa o elemento desta interseccao tera valor igual a 1, ele ¢ chamado de elemento pivo.
Observe que necessariamente este coeficiente, pelo Teste da razdo, ¢ diferente de 0.

Etapa 2: Nesta Etapa temos que zerar, na coluna do elemento pivd, todos elementos
acima dele e abaixo dele da seguinte forma;

seja i a linha do elemento pivo e k # i a k — ésima linha do elemento da coluna do
elemento pivo entdo, multiplique a linha do elemento pivo por —a,, em que a; € o coeficiente
da linha k da coluna do elemento pivd, adicione o resultado a linha k. Prossiga da mesma forma
para todas as outras linhas k # i e ao final do processo teremos uma tabela equivalente por
linhas a tabela que a gerou. Podemos ver mais sobre esse processo chamado pivoteamento no
Passo 6 do APENDICE A deste texto e APENDICE B na definicio B.2.2.2 ou (Boldrini, 1980,
p- 383 et seq)
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Tabela 2.4.2 - Tabela inicial do Algoritmo Simplex da primeira fase.

Numerac¢ao das colunas dos coeficientes das variaveis das restri¢cdes
1123 |4 (5|6 |7 |8 ]9 |10"|11°|12° | 13" | 14
. Coeficiente das variaveis
N Xy | Xy | X3 | x4 | x5 | xg | 2Tt | xT2 | x® | x®2 | x5 | x% | x% | x% | b
o(c*j1/141{1}1(1,0/]0|-1}|-1|-1]0 0 0 |70
1 |{xA{212|1|1]0|0|0|1]0]O0 0 0 0 0 0 |30
2| x2j0(0(0|1|1[1]0]| 1|0 0 0 0 0 0 |40
3 |x|1(0({0|1]0|0O|O0|O0]|-1]0 0 1 0 0 |20
4 ([x210(1|0l0|212|0]O0]O0]O0]|-1]0 0 1 0 |25
5|x»#|0|0]1|{0|0]1]0]O0]O0 0 |-1] 0 0 1 |25

Fonte: Autoria (2025).

Pivotamento da Tabela 2.4.2, com x; entrando na base e x%** deixando a base.

{L’O — —L;+ Ly,
L, — =Ly + L,

Na Tabela 2.4.3 representa o resultado da primeira iteragao.

% Nossas tabelas estdo organizadas em linha 0, que pertence a fungdo objetivo, nesta linha estdo os custos reduzi-
dos de cada variavel. Coluna b intersec¢do com a linha 0 da fung@o objetivo, estardo seus valores atuais da fun-
¢do apos cada pivoteamento. A intersecgdo da coluna b com as linhas de 1 a 5 estdo os valores das variaveis atu-
ais das variaveis basicas e as colunas das variaveis de x; 3 x comegando na linha 1 e indo até linha 5, sdo os
coeficientes atuais das variaveis das restri¢oes.
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Tabela 2.4.3 — Resultado da primeira iteragdo.

Numerac¢ao das colunas dos coeficientes das variaveis das restri¢des
1" 12" 13 4 |5]6° |7 |8 |9 |10°|11"|12°| 13" |14
. Coeficiente das variaveis
N Xy | Xy | X3 | x4 | x5 | xg | xft | xf2 | x| x®2 | x® | x% [ x%2 [ x93 | b
oc*jo0of1{12,0|1{12y0}0|0|-1|-1]-1|0 0 |50
1|x~A]0o|1|1|-1]0|0]| 1|01 0 0 |-1] 0 0 |10
2 |x2j0of0j0] 11|10/ 1]0 0 0 0 0 0 |40
3|x|1/0{0|1]|0]0]O0|O0]|-1|0 0 1 0 0 |20
4 (x2]0}1|0]O0|1T|O0O|O0|O0O}|O0]|-1]0 0 1 0 |25
5|/x|0|0|1/0]|0|1]0]O0]O0 0 |-1] 0 0 1 |25

Fonte: Autoria prépria (2025).

Podemos ver pela Tabela 2.4.3 que temos mais de uma opg¢ao para entrar na base e sao
elas x5, x3, x5 € xg. No entanto, seguiremos pelo menor indice das colunas o que nos levara a
x, para entrar na base o que acarretard, pelo teste da razdo, a x/1 saindo da base. Veja a Tabela

2.4.4, o resultado da segunda iteragio, com x, na base e x/* fora da base.

Pivoteamento da Tabela 3.4.3, com x, entrando na base e x/1 saindo da base
{L’O 4 _Ll + LO
L’4 4 _Ll + L4

Tabela 2.4.4 — Resultado da terceira iteragdo.

Numeragdo das colunas dos coeficientes das variaveis das restri¢des
1°12°|3 |4 |5|6°|7 |8 |9 [10° |11 |12° |13 | 14
. Coeficiente das variaveis
N Xy | Xy | X3 | Xg | X5 | xg | 2Tt | xf2 | x® | x| x| x% | x%2 | x® | b
o|jc*o0oy0,01}1(1}1}|-1}{0|-1|-1|-1]|0 0 0 |40
1|x,|0(1|1(|-1|]0|0| 1|01/ 0 0 |—-1] 0 0 |10
2 |x2j0l0] 0|1 |1]1[0]|1|0]0 0 0 0 0 |40
3|x (1|0 0|1(0[0]O0]|O0(|-1]0 0 1 0 0 |20
4 |x*210(0|-1|1|1|0|-1|0|-1|-1] 0 1 1 0 |15
5{x*»#|0|0|1]0|0|1[0|0|O0|O0]|-1]0 0 1 |25

Fonte: Autoria prépria (2025).
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Na Tabela 2.4.4 podemos ver que novamente ha empate entre os custos reduzidos, como
sempre podemos arbitrar, entdo, vamos escolher o menor indice das colunas o que nos levara a
X, para entrar na base, pelo teste da razdo, x%2 deixara a base. Veja o resultado da terceira
iteragdo na Tabela 3.4.5, com x, na base ¢ x%2 fora da base.

Pivoteamento da Tabela 2.4.3, com x, entrando na base ¢ x“2 saindo da base.

(L’O — —L, + Ly

L, —L,+1L,
L, — —L,+L,
Ly — —L,+Ls

Tabela 2.4.5 — Resultado da quarta iteragéo.

Numeragdo das colunas dos coeficientes das variaveis das restri¢des
112" 3 |45 |6 |7 |8 |9 |10|11°|12° |13 |14

. Coeficiente das variaveis
N Xy | Xy | X3 | X4 | X5 | Xg | 2Tt | xf2 | x® | x| x% | x% | x%2 | xB | b
ojc*yo0oy012{0}0(10}0}0]0|-1|-1|-1|0 |25
1|{x,(0}12}]0|0|1]|]0|0]|O0]|0]|-1|0 0 1 0 |25
2 x2|0l0] 1|00 |1]1]1]1 1 0O |-1|—-1] 0 |25
3|x /1|0 1|0|-1/0] 10|01 0|0 |-1|01]5
4 | x, |O|O|—-1|1|1]0|-1]0|—-1|-1] 0 1 1 0 |15
5{x*#|0|0|1|]0]O0|1[0|O0|O0|O0]|-1]0 0 1 |25

Fonte: Autoria propria (2025).

Novamente hd um empate entre os custos reduzidos e como nds estamos arbitrando entre
a variavel que estd na coluna de menor indice para entrar na base, dessa vez quem entrara na
base sera xj, pelo teste da razdo x; deve deixar a base. Veja na Tabela 2.4.6 o resultado da
quinta iteragao.

Pivoteamento da Tabela 2.4.5, com x5 entrando na base e x; deixando a base.

(L’O — —Ly + Ly
L, — —Ls+1L,

L, — Ls+L,
L — —Ls + L



Tabela 2.4.6 — Resultado da quinta iteragao.
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Numerac¢ao das colunas dos coeficientes das variaveis das restri¢des

1" | 2° |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10°|11 |12° |13 | 14
. Coeficiente das variaveis
N Xy | Xy | X3 | x4 | Xs | xg | xTt | xf2 | x®1 | x%2 | x® | x% | x%2 | x% | b
o|c*{-1,0,0}0|1|1]|-1|0 O |-1|-1]|-1] 0 0 |20
1| x, oOo(1j0|0 1T 0] O0 0 0 |-1] 0 0 1 0 |25
2 |x2|-1]10]0|0]| 1|10 1 1 0 0 [—-1] 0 0 |20
3| x5 1/0(1]0|-1|0]|1 0 0 1 0 0 |[—-1] 0 5
4 | x4 1,001 0 0|0 0 | -1 0 0 1 0 0 |20
5|x®|-1/0]0]0] 1|1 |-1|0 O |-1|-1] 0 1 1 |20

Fonte: Autoria prépria (2025).

Novamente houve outro empate no critério de quem entra na base, mas como ja foi

estabelecido, xs entrard na base, pelo teste da razdo houve um empate entre xf2 e x%, mas

nosso objetivo nessa primeira fase ¢ tirar todas as variaveis artificiais da base’, neste caso, ire-

mos optar por x% deixar a base. Portanto, x5 entrara na base e x3 saira da base. Veja o resul-

tado da sexta iteragdo na Tabela 2.4.7.

Pivoteamento da Tabela 2.4.6, com x5 entrando na base ¢ x“3 saindo da base.

Ly — —Ls + Ly

L, — —Ls + L,

Ly, — —Lg+ L,

Ly — Ls + Ls

" A fung¢do soma, das variaveis artificiais, tendem a zero quando se aproximam do valor 6timo. Quando a fungdo
objetivo inicial possui solugdo a fungdo soma ¢ exatamente igual a zero no ponto 6timo, caso contrario o pro-
blema néo possui solu¢do. Boldrini, 1980, p. 391.
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Tabela 2.4.7 — Resultado da sexta iteragao.
Numerag¢ao das colunas dos coeficientes das variaveis das restricdes

1° | 2° 3|4 |5 |6 |7 |8 |9 |10°|11° | 12° | 13" | 14°
. Coeficiente das variaveis
N Xy | Xy | X3 | X4 | X5 | xg | x| xSz | x® | x®2 | x® | x% | x%2 | x% | b
o|c*yo0jo0ojo0ojo0j0]oO0 0 0 0 0 O |-1(-1]-1/|0
1| x, 1 170,00 ]|-1]1 0 0 0 1 0 0O |-1|5
2 |x2] 0]|0|0]0]0] O 1 1 1 1 1 |-1|-1]-1]0
3 | x3 0|01 10]0 1 0 0 0 0O |—-1] 0 0 1 |25
4 | x4 | 1 0|0j1,0] 0 0 0O |—-1] 0 0 1 0 0 |20
5|xs|-1[{0]0|0]1 1 |-1]0 O |-1]-1, 0 1 1 |20

Fonte: Autoria prépria (2025).

Com isso chegamos ao final da primeira fase e podemos confirmar que a fungdo original
possui solugdo, afinal, chegamos a solug¢ao 6tima da fun¢ao dada pelo somatorio das varidveis
artificiais e pudemos comprovar que o resultado ¢ 0 no 6timo.

Para a segunda fase iremos desacoplar do quadro as varidveis artificiais e a funcao dada
pelo somatdrio delas e, acoplar a funcdo legitima do problema, a fun¢do C. Para o quadro inicial
da segunda fase faltam alguns dados® importantes que sdo, os custos reduzidos do inicio da
segunda fase, e o valor atual da fungdo objetivo C e para obté-los vamos usar as equagdes
(2.4.13) e (2.4.14) para encontrar esses valores. Como as variaveis da base no momento que
encerramos a primeira fase sio x,, x/2, x3, x4 e x5, podemos determinar uma nova parti¢io nos
coeficientes, tanto da funcao objetivo, quanto das restrigdes; serd de acordo com as variaveis
que estdo na base e as que estdo fora. Observe que isso foi feito quando iniciamos a primeira
fase, 14 foi particionado de acordo com as varidveis que estavam em correspondéncia com a

matriz identidade.

11100010 0 00 101 0 00
000 11101 0 00 010 0 00
A=t oo1000O0 -1 00 N=J100 -1 00
010010000 -1 0 000 0 -1 0
001 001000 0 -1 0100 0 -1

8 Atencdo! Os coeficientes da fungdo objetivo que serdo usados nesta etapa sdo os coeficientes da fungio obje-
tivo C e o custo reduzido de qualquer variavel que esta na base ¢ igual a zero.
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1010 0 10 0 0 -1
010 1 1 11 -1 -1 -1
B=lo o 0 1 o[=B*=]00 0 0 1
100 0 1 0 0 1.0 0
0010 0 -1 0 0 1 1

c¢"=1[700 1300 2000 2200 1800 1700 O O O O O]

cg =[1300 0 2000 2200 1800]ecy =1[700 1700 0 O O O]

b=1[30 40 20 25 25]T

De (2.4.13)
T
1300/r1 0 0 ©0 —1yy1 0 1 0 0 0 700
0 1 1 -1 -1 -1/lo 1 0 o o of [1700
Zy—cyv=|2000{ |0 0o o o 11 0 0 —1 0 of- 8
2200010 o 1 o0 ollo o o 0 =1 o 0
18000 L1 0 0 1 1Mo 1 00 0o -1 0

=[1000 800 —-500 —2200 —-1800 —2500]

De (2.4.14)

0 0 —13r30
-1 -1 -1{|40

1 0
1 1
cgB~'b =[1300 0 2000 2200 1800]| 0 © 0 0 1 {|20] = 136500
0 O 1 0 O 25
-1 0 0 1 1 25

Com isso nosso quadro inicial da segunda fase ficara como na Tabela 2.4.8, onde ja
podemos observar que x; possui 0 maior custo reduzido, por isso entrard na base e x,, pelo

teste da razdo, saira da base.



Tabela 2.4.8 — Quadro inicial da segunda fase.
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Numerag¢do das colunas dos coeficientes das variaveis das restri¢cdes

1" | 27134 |5 6 7" 8’ 9° 10° 11°
. Coeficientes das varidveis.
N X, | Xy | X3 | X4 | x5 | xg | xN1 | xf2| x& x®2 x®3 b
O C |1000| O | O|O]| O |800|—=500| 0 |—2200|—1800 | —2500 | 136500
1| x, 1 1/0/0|0| -1 1 0 0 0 1 5
2 |x2| 0 [0]0]|0]0] O 1 1 1 1 1 0
3| x3 0 0j1|0]0] 1 0 0 0 0 -1 25
4 | x4 1 0j0j1(0] O 0 0 -1 0 0 20
5| x| -1 [0|0(0]1| 1 -1 0 0 -1 -1 20
Fonte: Autoria propria (2025).
Pivoteamento da Tabela 2.4.8, com x; entrando na base e x, saindo da base.
Ly — —1000L; + L,
Ly — —L;+ L,
Ls — Ly + Ls
Tabela 2.4.9 — Resultado da sétima iteracdo
Numerag¢do das colunas dos coeficientes das variaveis das restri¢des
1| 28 |34 |5 6 7 |8 9 10° | 11
. Coeficientes das varidveis.
N X1| Xy | X3 |X4|Xs| Xe xft | xf2| x& x®2 x®3 b
0|C*| 0]|—-1000{0| 0|0 |1800f —1500f 0 | —2200| —1800| —3500| 131500
1 |x |1 1 0j0|0] -1 1 0 0 0 1 5
2 [x2| 0 0 0[0|0 0 1 1 1 1 1 0
31x31]0 0 1100 1 0 0 0 0 -1 25
4 |x, 0| =1 |[O0|1]0 1 -1 0 =1l 0 =1l 15
5 (x5 |0 1 001 0 0 0 0 -1 0 25

Fonte: Autoria propria (2025).

Na Tabela 2.4.9 podemos ver que x4 serd a proxima variavel a entrar na base e x,, pelo

teste da razdo, tera que sair. Veja o resultado da Tabela 2.4.10 apds o pivoteamento.



Pivoteamento da Tabela 2.4.9, com x4 entrando na base e x, saindo da base.

Ly —Ly+1L,
Ly — —L, + Ls

Tabela 2.4.10 — Resultado da oitava iteragdo

60

Numerag¢do das colunas dos coeficientes das variaveis das restri¢cdes
1|2 (3| 4 |56 |7 |8 9 10° 11°
. Coeficientes das varidveis.
N x| X |x3| x4 |xs|xg| xft | xf2| x© x©2 x©s3 b
0| C* 0|800| 0 |—1800| 0| 0 |300| O | —400| —1800 | —1700 | 104500
1 |x|1] 0 |0 1 0[0] O 0 -1 0 0 20
2 x21 0] 0 |0 0 0[0] 1 1 1 1 1 0
3|1x |0 1 |1 =1l 00| 1 0 1 0 0 10
4 | x4 | 0] =110 1 O(1]-1]0 -1 0 -1 15
5|x |0 1 |0 0 110 0 0 0 -1 0 25

Fonte: Autoria propria (2025).

Podemos ver pela Tabela 2.4.10 que x, serd a proxima variavel a entrar na base e x3

saird. Veja na Tabela 2.4.11, apos o pivoteamento, que conseguimos nosso objetivo final ao

encontrar a solucao 6tima do nosso problema.

Pivoteamento da Tabela 2.4.9 da segunda fase, com x, entrando na base e x3; deixando

a base.

Ly — —800L; + L,
L, — Ly +1L,

L — —L; + L
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Tabela 2.4.11 - Quadro final do Algoritmo Simplex.

Numerag¢do das colunas dos coeficientes das variaveis das restri¢cdes
1°2° | 3° 4° 5506 | 7° 8’ 9° 10° 11°
. Coeficientes das varidveis.

N X | %5 | X3 Xy | X5 |xg| x| xf2| x& x®2 x®3 b
0|c*|0|0| 0 |—1000|{ 0|0 |—-500| O |—1200|—1800 | —1700 | 96500
1 |x |1[0] O 1 0|0 0 0 -1 0 0 20
2 |x210]0] 0 0 00 1 1 1 1 1 0
3 1x | 0] 1] 1 -1 010 1 0 1 0 0 10
4 | xg | 0] 0| 1 0 0|1 0 0 0 0 -1 25
5| x5 | 0]0]|-1 1 10| -1 0 -1 -1 0 15

Fonte: Lima, Jonas 2025.

Com isso concluimos que o custo minimo com o transporte ¢ de R$ 96500,00. E x; =
20 unidades de maquinas de costuras transportadas de Campinas para Sao Paulo, x, = 10 uni-
dades de maquinas de costuras transportadas de Campinas para o Rio de Janeiro, x3 = 0 uni-
dades de maquinas de costuras transportadas de Campinas para Vitéria, x, = 0 unidades de
maquinas de costuras transportadas de Belo Horizonte para Sdo Paulo, x; = 15 unidades de
maquinas de costuras transportadas de Belo Horizonte para o Rio de Janeiro e xg = 25 unidades
de maquinas de costuras transportadas de Belo Horizonte para Vitdria, com todas as restricdes

satisfeitas, portanto, temos uma solucao basica factivel 6tima.

2.5 Uma visdo algebrica do algoritmo simplex com aplicacio em um problema de pro-
gramc¢io linear pelo metodo simplex das 2 fases

Arley Tao cria porcos para vender, e ele deseja determinar as quantidades de cada ali-
mento que deverdo ser dadas a cada porco para obter os requerimentos a um custo minimo. O
nimero de unidades de cada tipo de ingrediente nutricional basico encontrado num quilo de

cada alimento ¢ dado na tabela abaixo, juntamente com os requerimentos didrios e o custo.
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Tabela 2.5.1 — Tabela custo didrio por quantidade de vitaminas.

Ingrediente ) ) ) Minimo reque-
Quilo de Milho Quilo de cereais | Quilo De alfafa

Nutricional rido diariamente

Carboidratos 90 20 40 200

Proteinas 30 80 60 180

Vitaminas 10 20 60 150

Custa Cr$ 2540,00 2360,00 2000

Fonte: (Boldrini, et al., 1980, p. 399)

Iremos modelar o problema e depois resolvé-lo pelo Método Simplex das Duas Fa-
ses’com operagdes matriciais e sempre atualizando o quadro Simplex, para uma visdo mais
detalhada de como funciona o algoritmo.

Modelando o problema:

As varidveis de decisdo serdo, x; para a quantidade de quilos de milho comprados, x,
para a quantidade de quilos de cereais comprados e x; a quantidade de quilos de alfafa com-
prados. Logo teremos que minimizar a fun¢do objetivo Z, sujeito as restrigdes de (2.5.1) —

(2.5.4).

MinZ (x4, x5, x3) = 2540x, + 2360x, + 2000x;

Sujeito a
90x1 + 20x, + 40x3 = 200 (2.5.1)
30x; + 80x, + 60x3 = 180 (2.5.2)
10x; + 20x, + 60x3 > 150 (2.5.3)
X1,%X2,%3 =0 (2.5.4)

Introduzindo novas varidveis, que para estes casos sao chamadas de variaveis de excesso

x5, X<, x¢ e variaveis artificiais x5, xg e x§ onde ficaremos com o problema de PPL (2.5.5).

% Esse método ¢ usado quando ndo é possivel construir uma base, matriz identidade, ou seja, quando houver si-
nais de > ou = no conjunto de restrigdes, excetuando-se as restricdes de ndo negatividade, de um problema de
programacao linear.
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MinZ = 2540x; + 2360x, + 2000x;
Sujeito a:
90x; + 20x, + 40x;5 — xJ + x¢ = 200
o (2.5.5)
30x; + 80x; + 60x; —xg +xg = 180
10x; + 20x, + 60x; — x! + x§ = 150

f . f . f La .a .a
X1, X2,X3,X],X5,X3,X7,Xg,Xg = 0

Teremos que minimizar, na primeira fase, a fun¢do objetivo Z¢ em que ela é a soma das

variaveis artificiais inseridas no PPL inicial, sujeitas as mesmas restri¢cdes de (2.5.5).

MinZ® = x§ + x§ + x§
Sujeito a:
90x; + 20x, + 40x3 — x4 + x4 = 200
30x; + 80x, + 60x3 — x5 + xg = 180
10x; + 20x, + 60x5 — x + x5 = 150

f.f . f ,a .a .a
X1, X2, X3, X5, X, Xg, X7,Xg, X9 = 0

Para a solugdo do problema primeiro vamos apresentar algumas formulas utilizadas no

algoritmo. a Tabela (2.5.2) ¢ a representacdo do Algoritmo Simplex na forma algébrica redu-

zida.

Tabela 2.5.2 — Tabela do Algoritmo Simplex para enésima iteracdo apds montar o quadro.
Xn, Xg,
-1 -1
fn Cg,Bn "Np — ¢y, 0 cg,Bn b
Xp, BN, BB, =1 B;1b

Fonte: Adaptada de (Boldrini, et al., 1980, p. 387 — 389).

(an — an) = (cBntan — an), ¢ o custo reduzido da fungdo 2.56)
atual na enésima iteragao. o



~ by,
(Teste da razdo) = —+.
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2.5.7
ynij ( )
JjB, - os indices das colunas dos x; da submatriz basica na en¢sima
iteracao.
. . . . ) (2.5.8)
Jn,,: 0s indices das colunas dos x; da submatriz ndo basica na enésima
iteragao.
fB, = B, Bn 1p, é o valor atualizado da funcdo objetivo. (2.5.9)
N',, = B;N,, ¢é a atualiza¢do das colunas X;, da sub matriz ndo ba- (2.5.10)
sica na enésima iteracao.
=By biy1, €0V ualiz variaveis basi
by, B;! ,bix1, € o valor atualizado das varidveis bésicas, com
X1
(2.5.11)

Faremos parti¢cdes nas matrizes do nosso problema, a fim de aplicar o algoritmo, da

seguinte forma. Matriz A, coeficiente das restri¢des'?, sera particionada em matriz bésica B, e

matriz ndo basica Ny, os coeficientes ¢ da fun¢do Z* em cg € cy,, a matriz coluna das variaveis

em xp € Xy, , mas sempre mantendo a ordem de correspondéncia na linha e coluna. En € N

representara enésima iteragdo. Para n = 0 ndo houve iteracdo e, B¢ a base inicial do Algoritmo

Simplex. Desta forma:

90 20
A=[30 80

10 20

10 0 90
Bo=10 1 0|eNy=]30
00 1 10

40
60
60

20
80
20

X = [x1 Xy X3

f
X5

10 As fungdes Z e Z%sdo sempre sujeitas as mesmas restrigdes.
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T
xp, = [x7 xg xg]Texsz:[xl X2 X3 xf; x_{; xg]

Ovetorc=[0 0 0 0 0O O 1 1 1],sdo coeficientes para a fungio objetivo

Z“. Sua parti¢do para a base By ¢é:
cg, =11 1 1l,ey,=100 0 0 0 0 O]
De (2.5.8).(indices dos coeficientes das variaveis basicas e nao basicas matrizes).
Je, = 7,8,9 ¢ jy,~1, 2, 3,4, 5, 6 (numeragdo das colunas da matriz A).

Para a constru¢do Tabela inicial temos B, = I = B~ 1, N,, CB,» XB,€ bop = b 0 que re-

sume a Tabela 2.5.2 na Tabela 2.5.3.

Tabela 2.5.3 — Tabela inicial Algoritmo Simplex na forma algébrica.

XN, Xg,
Z§ cg,No 0 cg,b
XB, Ny I b,

Fonte: Adaptada de Boldrini (1980, p. 387 et seq).

Fazendo as operagdes matriciais em cg Ny € cg b a Tabela 2.5.3 pode ser expressa como

a Tabela 2.5.4. Observemos essas operagdes abaixo e o resultado expresso na Tabela 2.5.4.

De (2.5.7.) (custo reduzido inicial)

1] |30 80 60 0 -1 0|=[130 120 160 -1 -1 -—-1[;j<1<6
11 110 20 60 O 0 -1

11790 20 40 -1 0 0
CBONOZ

De (2.5.10) (valor inicial da fungao objetivo).

Zy =cgb=[1 1 1][200 180 150]" = 530
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De (2.5.10) (valor inicial dos coeficientes da matriz de coeficientes das varidveis nao

basicas).

90 20 40 -1 O 0
Ng=IN=N=|30 80 60 0 -1 0
10 20 60 O 0 -1

De (2.5.11) (valor inicial das varidveis basicas).

Tabela 2.5.4 — Tabela inicial do Algoritmo Simplex. Estendida.

Coeficientes das variaveis
X1 X3 X3 xf; x_f; xg xy Xg xg b
VAS 130 120 160 -1 -1 -1 0 0 0 530
x5 90 20 40 -1 0 0 1 0 0 200
xg 30 80 60 0 -1 0 0 1 0 180
x§ 10 60 60 0 0 -1 0 0 1 150

Fonte: Autoria prépria (2025).

Do critério de entrada na base (maior dos custos reduzidos encontrados com (2.5.6))
deve entrar na base a variavel x; por possuir o maior valor de custo reduzido que ¢ 160. Vamos
ao critério de quem sai da base, que ¢ o valor minimo entre a razao dos valores atuais, das
variaveis que estdo na base e os respectivos correspondentes atuais na coluna de quem entra na
base, neste caso € o X3, € € necessario que ele seja estritamente maior que 0. Com x5 entrando

na basenoslevaaj =3 com 1 <i < 3. Logo por (2.5.7) (Teste da razdo):

illﬁbo :20025 b02:18O:3 b03:@:25
) 60 )

yw.ij y013 40 YOzg 60 ’ y033

' A equacdo (2.5.7) é chamada de teste da razao.
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Assim concluimos que x§ deve deixar a base. Agora temos uma nova base, com isso

teremos uma nova parti¢io >como se segue:

De (2.5.8).(determinagdo dos indices das variaveis que estdo na base e das que estdo

fora da base).

jBl = 7,863;jN1 = 1)2)9)4I5e6‘

2
1 0 40 10 -3 9 20 0 -1 0 0
B,=|0 1 60|=B*=|0 1 -1|;N;=[30 80 0 0 -1 0
0 0 60 1 10 60 1 0 0 -1

00 -

— a a T _ a
xp, = [x7 xg x3] ele—[xl X2 Xg X, Xz Xg

g, =[1 1 0Lcy,=[0 0 1 0 0 0]

De (2.5.6) (Custo reduzido da primeira iteracao)

1T1 0
Zlc\lll—CNl = CBlBl_lNl — CNl = [1] O 1
1o o
2507
T 3
01 =20
0 5
1] == _ 250
of T3 Tlm 7%
-1
0
0 0
2
[ 3

90 30 107"

-3 20 80 60
1o o 1
Tll-r o0 o
—llo -1 o0
60lg o -1
5 Lo 2

3 3

12 Atengdo! A primeira parti¢do foi para montar o quadro inicial do Algoritmo Simplex.
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De (2.5.9) (valor atualizado da funcao objetivo).

2
117(Y 9 —3{1200
Zg =cpBy'h=|1| [0 1 -1][180] =130
0 1 1150
0 0 —
60

De (2.5.10) (colunas da submatriz ndo bésicas atualizada da primeira iteragao).

102383828 250 2, g 2

3 3 3

Bi'N; =0 1 -1 -1 0 -1 1
0o A 1 . 1

60 60 60

De (2.5.11) (valor atualizado das variaveis basicas da primeira iteragao).
2
0 =3|1200 100
1 -—-11]180
1 [l150
O J—
60

Vejamos na Tabela 2.5.5 como ficard o quadro do Algoritmo Simplex apds a primeira

= w

_ p-1 _
b1(3><1) - Bl(sxs)b(3><1) -

S O

. N , , . . 5 . N
iteracdo, nela € possivel observar que que o x5 possui valor igual a S » para esta iteragdo, que

para a fungdo objetivo Z acarreta o valor de custo igual a C$ 5000,00.
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Tabela 2.5.5 — Tabela da 1* Itera¢do do Algoritmo Simplex.

Coeficientes das variaveis
X1 Xy X3 xf; xéc xg x5 xg x§
250 2 5
A —_ —-20 0 -1 0 — 0 0 _— 130
3 3 3
250 2 2
x5 — —-20 0 -1 0 — 1 0 S 100
3 3 3
xg 20 20 0 0 -1 0 0 1 -1 30
1 1 1
X3 - 1 1 0 0 - 0 0 - E
6 60 60 2

Fonte: Autoria propria (2025).

De (2.5.6) concluimos que x; entra na base, que nos levaa j=1e1<i <3 parao

teste da razdo (2.5.7) para verificagdo de quem deixa a base na primeira iteracao.

Assim conclui-se que x9 deve deixar a base, entdo, faremos a parti¢do para a segunda

iteracdo da seguinte forma:

De (2.5.8).(indices das varidveis que estdo na base e das que estdo fora da base na se-

gunda iteracdo).

js, =1,8,3¢ jy,=7,2,9,4,5,6.

3 4 _2] 1 0 of
250 125 20 80 60
90 0 40 B 6 21 A
B,=(30 1 60|=B;"=|—-——= 1 ——[N,;=
10 0 60 25 25 100
1 . 9 0 -1 0
L 500 500 A 0 0 -1

Xp, = [%1 xg

T
)T exy, =[x¢ x, x§ x] x[ x!]



CBZ = [0 1 0]; CN2 = [1 0 1 0 O 0]

De (2.5.6) (Custo reduzido para a segunda iteracao).

a _ — -1 _ —
Zy, —Cn, = Cg,B; "Ny —cy, = [

3
| 250
_? 6
1
500
_[ 31 124 46 6
25 5 25 25

De (2.5.9) (valor atualizado da fungdo objetivo na segunda iteracao).

Z& =cp,B;'b=[0 1 0]

L 500

13r1 o0 of
125]| 20 80 60
2110 o 1
2511-1 0 0
9 [fo -1 o0
too /L0 0 -1

21

25

1

12215 200
->=||180| =6
g~ |L150
500 A

De (2.5.10) (colunas da submatriz nao basicas atualizada na segunda iteracao).

Bz_lNz =

3

250
6

1

500

L 500

3 6

25
6 124
25 5
1 26

25

1 -
125

21 ([T 20 O
—5% 0 80 0
9 0 60 1
500 -

1 3
125 250
21 6

25 25

9 1
500 500

-1 0 O
0 -1 0

0 0

SO OO O
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De (2.5.11) (valor atualizado das variaveis basicas na segunda iteragao).

250 125 200 °
_ p-1 _ 6 21 51
Bz(3x1)_BZ(3x3)b(3X1)_ - 1 ——= 180 6 =
25 25 [[1=0
1 9
“500 ° 500 |

Distribuindo na Tabela 2.5.6 os valores encontrados de acordo com a ordem que estdo

na particdo jp, = 1,8,3¢ejy, =7,2,9,4, 5,6.

Tabela 2.5.6 — Tabela da 2° Iterag@o do Algoritmo Simplex.

Coeficientes das variaveis

X1 Xy X3 xf; xg xg x5 xg x§
124 6 21 31 46

VAS 0 — 0 — -1 — S 0 S— 6
5 25 25 25 25
6 3 1 3 1

Xy 1 - 0 S 0 S S 0 —— 1,2
25 250 125 250 125
124 6 21 6 21

xg 0 | — | 0 = | 1| 5= | —52| 1 | —5z| 6
5 25 25 25 25
26 1 9 1 9

X3 0 — 1 S 0 S [ — 0 S 2,3
25 500 500 500 500

Fonte: Autoria propria (2025).

De (2.5.6) concluimos que x, entra na base, que nos levaa j=2¢e¢ 1 <i <3 parao

teste da razdo (2.5.7) para verificagao de quem deixa a base.

De (2.5.8) (indices colunas das variaveis basica e ndo basicas da 22 iteragdo).
je, =1,8,3¢ jn, =7,2,9,4,5,6.

De (2.5.7) (Teste da razdo para 32 iteragdo).

by, by, 6 30 b,, 23 575 _
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Assim conclui-se que x§ deve deixar a base, entdo, faremos a partigdo para a segunda

iteragdo da seguinte forma:

De (2.5.8) (sao os coeficientes das variaveis, respectivamente, basicas e nao basicas da

terceira iteragdo) teremos; jp, = 1,2 € 3; jy, =7,8,9,4,5 € 6. Entdo faremos as seguintes

partigoes.
9 1 1 1 100 7
90 20 40 73:_(,3 230 12416 8 (1) (1)
B;=(30 80 60|=Bi;'=|-—— — ———iNs=|_17 o Ty
10 60 60 730 292 1460
1 2 33 0 -1 0
L 1460 365 1460 A 0 0 -1
T
xp, = [%1 xg x3]TexN3=[x'(71 X Xg xf: xéc xg]
g, =[0 0 0 cy,=[1 1 1 0 0 0]
De (2.5.6) (custo reduzido da fungao objetivo atual na terceira interagao).
9 1 1
730 730 146
3 5 21
7% —cy. =cp.Bi'N;—cy. =[0 0 0] - — —— —_——__|x
Ny = Cny = g, B3 Ny — e, =1 =736 ~202 ~Taeo
1 2 33
L 1460 365 1460 -
1 0 09"
0 1 0
O Y M-m1 100 0=[1-1-100 0
0 -1 0
0 0 -1



De (2.5.9) (valor atualizado da fung¢do objetivo na terceira iteracao).

Z& =cp,B;'b=[0 0 0]

9 1 1
730 730 146
3 5 21 |[200
~730 292 1460|1807
1 2 33 |150
1 T1460 365 1460 |

0

De (2.5.10) (colunas da submatriz ndo bésicas atualizadas na terceira iteragao).

9 1 1
73§ 7;0 %ﬁ? Lo 0 -1 o
-1
BsNs=|-7o5 ~395 “Taeoll 1 0 0 1
3 ) 146010 0 1 0 0
71260 365 1460 |
9 1 1 9 1 1
730 730 146 730 730 146
| 3 5 21 3 5 21
730 292 1460 730 292 1460
1 2 33 1 2 33
|71460 365 1460 1460 365 1460

De (2.5.11) (valor atualizado das varidveis basicas na terceira iteracao).

— -1 —
B3(3><1) - B3(3x3)b(3><1) -

Distribuindo na Tabela 2.5.7 os valores encontrados de acordo com a disposi¢do em que

9 1 1
730 730 146
3 5 21
730 292 1460
1 2 33
L 1460 365 1460 -

foi feito a partigﬁoj33 =1,2¢e3;jy, =7,894, 5e6.

200
180| =

150

_87_

73
15

146
331

1146/
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Tabela 2.5.7 — Valor 6timo da funcéo artificial.
Coeficientes das variaveis

X1 | Xy | X3 x{ x_{; xg x3 xg x§

VA 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0
9 1 1 9 1 1 87
x| 1]0]0 |- - - - =
730 | 730 146 730 730 146 73
3 5 21 3 5 21 15

x, | 0] 1] 0| =— |- — —
730 292 | 1460 730 292 1460 | 146
1 2 33 1 2 33 331

x 0 0 1 — —
3 1460 | 365 1460 1460 365 | 1460 146

Fonte: Autoria propria (2025)

Assim concluimos a primeira fase. Iniciando a segunda fase do método das duas fases.
Para isso fung@o Z sera descartada da Tabela 2.5.7 com suas variaveis artificiais e acoplada a

fungdo original do problema. (Boldrini, et al., 1980, 391 et seq).

De (2.5.9) teremos, jp. = 1,2,3 e jy, = 4,5,6. N3 ¢ a mesma submatriz ndo basica,
excetuando-se pelos coeficientes das variaveis artificiais, que estavam na primeira fase, assim
como, a submatriz basica e os coeficientes das restricdes. Mas os coeficientes, que serdo usados

na segunda fase, serdo os da funcdo objetivo Z ja acoplada ao sistema.

90 20 40 -1 0 0

A=[30 80 60 0 -1 o0

10 60 60 0 0 -1

9 1 1
90 20 40 73?? 230 12416 1 0 0
Bs=[30 80 60|=B3"=| -7 o -l N=]0 -0
10 60 60 3 2 14 0 0 -1

71460 365 1460 J

=[xy x; x T )
x'=[X1 % X3 x] X x6]

T
xp, =[X1 X2 x3|Texy, =[x] x[ x/]

¢’ =[2540 2360 2000 0 O O]
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cp, = [2540 2360 2000]; cy, =[0 0 O]

De (2.5.6) (custo reduzido para tabela inicial da segunda fase).

9 1 1
730 730 146

Zyy — Cly = ch, BTN — ¢y = [2540 2360 2000]| —— ° ik
N; T Cnt = CpyB3 TNz — Cyr 730 292 1460
1 2 33

L1460 365 1460 -

-1 0 0 1478 1896 448
0 -1 0|-[0 0 o0]=]|- _
0 0 -1 73 73 73

De (2.5.9) (valor atualizado da funcdo objetivo para Tabela inicial da segunda fase).

9 1 1
730 730 146
o1 3 5 21 [[299] 569680
Zp, = ch B3'h = [2540 2360 2000]| —— — ———__||180|=
3 730 292 1460 [ |1, 73
1 2 33
171460 365 1460 A

Podemos concluir que xg deve entrar na base, por ser o maior dos custos reduzidos,

entdo j = 6 para o teste da razdo. E o valor atual da funcao Z para a terceira base encontrada ¢

de

569680

= 7803,84. Vaja a Tabela 2.5.8, que ¢ a tabela inicial do algoritmo para a fungio

Z na segunda fase.



Tabela 2.5.8 — Tabela inicial da 2* fase do Algoritmo Simplex aplicado na funcdo Z.
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Coeficientes das variaveis
x1 xz x3 x{ xE-j: xg
1478 1896 448 569680
Zg, 0 0 0| ———— | —
73 73 73 73
9 1 1 87
X1 1 0 0 S S - —
730 730 146 73
3 21
Xy 0 1 0 —_— - > 15
730 292 1460 146
x5 0 0 1 1 i 3 33 331
1460 365 1460 146
Fonte Autoria propria (2025).
De (2.5.7) (Teste da razao para a 4 iteragao)
b b3 57 87 - 146 b3 Lo 15-1460
V. Y% 1 73 % 21 21-1460
ij 316 _— 326 —
146 1460

Portanto x, deve sair da base e, como j& haviamos concluido, xg deve entrar na base,

assim,;

De (2.5.8) teremos, jg, = 1,6, 3 €4,5,2. Entdo faremos as seguintes parti¢des para a

42 iteracao.

90 20 40 -1 0 0
A=[30 80 60 0 -1 0
10 60 60 0 0 —1
1 1
90 0 40 7(; 21505 —1 0
-1
10 —1 60 721 0 0
1 3
140 140

20
80

60



x'=[x x2 x3 x xf xg]T; xg, =[x x£ x3]TexN4=[x£ xl %]

c¢'=[2540 2360 2000 0 0 O]
cp, =[2540 0 2000]; cy, =[0 0 2360]

De (2.5.6) (custo reduzido da funcdo objetivo na 42 iteragdo).

1 1
70 105
! -1 ! 2 25
Zy, = ca, = ch, BNy —ciy, = [2540 0 2000]| -5 2 —1x
1 3
|"7120 140
-1 0 20 149 346 10630
0 -1 80|—[1 -1 2360]=|- _ _
o o 10 21 21

De (2.5.9) (valor atualizado da funcdo objetivo na 42 iteragao).

1 1
TR |
Zp, = cp,By'h =[2540 0 2000]| —= —  —1{]180| =7760
7 21 150
1 3
L 140 140

De (2.5.10) (colunas da submatriz nao basicas atualizadas na 42 iteragdo).

1 1 0 1 r 1 1 107
70 105 1 0 20 70 105 21
, _1 2 25 2 25 620
0 0 60
1 3 0 1 -3 11
- 140 140 . 1140 140 7

77



De (2.5.11) (valor atualizado das varidveis basicas na 4* iteragao).

1 1 8 7

P T

by. =Bl bapy=| -2 22  _1||l180|=|2=
4'(3><1) 4(3><3) (3x1) 7 21 150 7
1 3 17

L 140 140 L7

78

Vejamos na Tabela 2.5.9 como ficara o quadro apds a quarta iteragdo, ela serd a tabela
final do algoritmo, qualquer valor de incremento, nas variaveis que estao fora da base, causara
um aumento da fung¢ao objetivo, visto que, os custos reduzidos nesta iteragao sao todos menores

que zero. Portanto chegamos ao ponto 6timo do problema, com valor da fun¢do objetivo igual

a Cr$ 7760, 00 de custo. Com x; = g,xz =0ex3 = ;

Tabela 2.5.9 — Tabela final do Algoritmo Simplex método das duas fases.

Coeficientes das variaveis
X1 X X3 x{ xE-j: xg
10630 149 346
Zp, 0 - 0 - - 0 7760
21 7 21
10 1 1 8
X1 1 —— 0 S — 0 .
21 70 105 7
620 2 25 50
x! 0 620 0 z B 1 50
21 7 21 7
11 1 3 17
X3 0 — 1 — S 0 -
7 140 140 7

Fonte: Lima, Jonas 2025.
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3 SOLUCAO DO PROBLEMA DE PROGRAMACAO LINEAR UTILIZANDO A
FERRAMENTA DO SOLVER DO EXCEL

3.1 Ativando o suplemento solver do excel

Neste Capitulo iremos usar o microcomputador para a resolucio de problemas de pro-
gramacao linear e o software que iremos usar ¢ uma ferramenta do programa Excel, apesar da
sua instalagao no seu microcomputador o recurso nao ¢ diretamente instalado, como afirmado

por Manzano.

Ap6s a instalag@o do Excel, componente do conjunto de aplicativos Microsoft
Office, o recurso Solver ndo ¢ diretamente instalado e, portanto, a ferramenta
Solver nédo ¢ disponibilizada automaticamente na planilha. Isso ocorre por tra-
tar de um recurso adicional (suplementos), que necessita ser ativado a parte.
Suplementos sdo recursos especiais, que podem ser ativados, geralmente pelos
usuarios que tém conhecimentos mais avan¢ados. (Manzano, et al, 2013, p.
137-139).

Entao vajamos os comandos necessarios para ativacao desta ferramenta. Segundo MO-
ZANO (2013). Todas essas ferramentas, entre outras, sdo ativadas somente com a execugao do
comando. Faremos aqui todos os comandos dados por ele, para ativagdo da ferramenta Solver.

Guia: ARQUIVO

Opcgao: Opgoes

Sele¢do: Suplementos

Surge a caixa de didlogo “Opgdes do Excel”. Veja na Figura 3.1.1.



Figura 3.1.1 — Janela Opgdes do Excel.

Bxiba ¢ gerence Suplementos do Microsoft Office.

i bo

Suplemento do Excel

Suph do Excel
Suplemento do Excel
Suplemento COM

Pacote de Expansio para XML
Supl coM

Suptemento COM

oy

e com

C\Program Files\Microsoft Office\ro  Suplemento do Excel

Suplementox ohver

Editor:

Compatdiidade: Nenhuma informagso de compatibiidade disponivel

Locat C\Program Files\Microsoft Office\root\Office 16\LibranASOLVER\SOLVER XLAM

Descrigho Ferramenta para otimzagio e soluglo de equagdes

[T Supiementos do Excel -l |

Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.
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Na parte mais a esquerda da Figura 3.1.1 encontra-se a op¢ao de suplementos, clique,

sempre com o botdo esquerdo do mouse, sobre ele e na janela a direita escolha a opgao do

Solver. Na mesma janela, canto inferior ao lado esquerdo, estd o gerenciador de ferramentas

ativas/inativas do Excel, em que no campo existe um botdo drop-down !, que aponta para a

op¢ao suplementos do Excel, acionemos o botao Ir.

Com isso se abrird a caixa de didlogo Suplementos com exatamente 4 opgdes, como

mostra a Figura 3.1.2, ela aparecerd com todas as opg¢des igualmente as trés primeiras, agora

basta marcar a op¢ao do Solver, como ja aparece marcado na Figura 3.1.2, e acionaremos o

botao OK. Caso o suplemento ainda ndo tenha sido instalado, o Excel pede a confirmagao de

instalacdo, clique em sim e o processo se completar, o que pode demorar um pouco. (Manzano,

etal., 2013, p. 137-139)

! A lista suspensa, ou drop-down list, no Excel é uma lista de opgdes predefinidas que o usuario pode selecionas

em vez de digitar manualmente.
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Figura 3.1.2 — Janela de opcdes de suplementos.

Suplementos ?
Suplementos disponiveis:

() Euro Currency Tools A oK

(] Ferramentas de Analise

D Ferramentas de Analise - VBA Cancelar
Solver

Procurar...
Automacdo...
v
Solver
Ferramenta para otimizacdo e solucdo de equacdes

Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021

Se todos os passos foram seguidos corretamente neste momento o Solver ja esté ativo e
aparecera para vocé na Barra Menu-Guia Dados — Solver. Como mostra a Figura 3.1.3, o Solver

se encontra na parte superior direito do seu monitor.

Figura 3.1.3 — Janela de selecdo da guia Dados onde aparece o Solver como opgao.

Fonte: Autoria propria (2025)
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021
3.2 Solucio do problema 1.3 com a ferramenta solver do excel

Antes de iniciar as solugdes dos problemas de programagao, propriamente dito, iremos

primeiro estabelecer alguns critérios que precisardo ser seguidos. (Lachtermacher, 2002) Temos
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que designar cada uma das células, na planilha eletronica do Excel, que ficardo associadas com
0s seguintes elementos:
= Funcao — Objetivo (Expressao a ser otimizada).
= Varidveis de decisdo (Variaveis que o modelador pode alterar seu valor).
= Para cada restri¢ao:
* Uma para o lado esquerdo da restrigdo — LHS (left hand side).
» Uma para o lado direito da restrigdo — RHS (right hand side).
Agora vamos resolver o problema 1.3 que ja foi modelado para a solucao grafica, aqui
iremos modela-lo para planilha do Excel e encontrar sua solu¢do com a ferramenta Solver, ao

final iremos comparar os resultados. Precisamos minimizar o seguinte problema:

MinZ(xq,x,) = 100x; + 200x,
Sujeito a
8x1 +2x, > 16
X1 +x, =26
2x1 + 7x, = 28

X1, %X =0

Nas células B2 e C2 estardo os coeficientes da fungao objetivo, as células B3 e C3 no
momento estardo vazias, mas serdo nossas células variaveis do problema, elas mostrardo o valor
final das varidveis quando a fun¢@o objetivo for resolvida. J4 a célula B4 sera nossa célula alvo,
quando formos definir o objetivo, sera ela que apresentara o resultado 6timo da fungao objetivo,
caso o problema esteja modelado corretamente ou possua solugdo. As células B8, B9 e B10 sao
as células em que estardo os coeficientes das restri¢des da variavel x4, as células C8, C9 e C10
sdo as células dos coeficientes da variavel x, nas restricdes. A coluna de E8 até E10 ¢ o lado
esquerdo das restrigdes, nela aparecera o resultado que informa o quanto a restricdes foram
satisfeitas. Por fim, ndo menos importante, a coluna de G8 até¢ G10 ¢ o lado direito das restri-
¢des, em cada célula estd o coeficiente da sua respectiva restri¢do. Veja na figura 3.2.1 a plani-

lha do Excel antes de quaisquer comandos ou formulas.



&3

1 FUNCAO X1 X2

2 OBJETIVO 100 200

3 Células Varidveis —

4 z=

5

(M VARIAVEIS DAS RESTRICOES ~ Coeficiente das varidveis Constantes
7] N2 DAS RESTRICOES X1 X2 LHS RHS

8 1 8 2 > 16

9 2 1 1 > 6

10 3 2 7 > 28

Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.

Neste problema nos teremos apenas 4 férmulas, veja na Tabela 3.2.1 quais sdo as for-

mulas, o seu endereco de célula e quais células sdo usadas nas formulas.

Tabela 3.2.1 — Tabela de férmulas do problema 2.2, modelagem para o Solver.

FORMULAS DA MODELAGEM DO PROBLEMA

REPRESENTA ENDERECO DE CELULA | FORMULA

VALOR DA (F.0) Z (x4, x5) B4 =B2*B3+C2*C3

LHS DA 1° RESTRICAO ES8 =B8*$B$3+C8*$CS3
LHS DA 2* RESTRICAO E9 =B9*$B$3+CO*$C$3
LHS DA 3* RESTRICAO E10 =B10*$B$3+C10*$CS$3

Fonte: Autoria prépria (2025).

Observemos na Figura 3.2.2 como ficard a planilha apés acréscimo das formulas da
Tabela 4.2.1. Agora basta dar os comandos necessarios para avisar ao Excel qual € nossa célula
alvo (onde serd apresentado o valor da fun¢do objetivo), as células variaveis (onde aparecera o
valor das variaveis do ponto 6timo) e das restricdes do problema.

O $ significa que as e linhas e colunas sdo fixas, a fim de facilitar a copia de comandos
que possuem o mesmo padrdo, nas colunas e linhas adjacentes, isto €, inserir formulas pelo

“click e arraste”.
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7l FUNCAO X1 X2

2 OBJETIVO 100 200

gl Células Varidveis —

4 | z= 0

53

{3 VARIAVEIS DAS RESTRICOES ~ Coeficiente das variaveis Constantes
) N2 DAS RESTRICOES %l X2 LHS RHS

8 1 8 2 0 2 16
3| 2 1 1 0 2 6

10 3 2 7 0 > 28

Fonte: Lima, Jonas 2025.
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021

Abrindo a caixa de didlogo da ferramenta do Solver. Na barra de Menu do Excel, indo
até a guia Dados e com um clique simples, lado esquerdo do mause sobre ela teremos varias
opgoes nessa guia, dentre elas tem a ferramenta do Solver como mostrado na Figura 3.1.3. Com
um clique simples sobre botdo do Solver abrird a caixa de didlogo com nome Pardmetros do

Solver como mostra a Figura 3.2.3.

Figura 3.2.3 — Caixa de dialogo pardmetros do Solver

Definir Objetivo: bl
Para: O Max. O Min. O valor de:
Alterando Células Variaveis:

*

Sujeito as Restricdes:

Adicionar

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

() Tornar Variaveis Irrestritas N3o Negativas

Selecionar um GRG Néo Linear i Opcdes
Método de =
Solucdo:

Método de Solucdo

Selecione o mecanismo GRG N&o Linear para Problemas do Solver suaves e nao lineares.
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves.

Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021

Na primeira linha temos o campo “Definir Objetivo”, € nele que vocé indicard qual ¢
sua c¢lula alvo (célula em que aparecera o valor da fun¢ao objetivo). H4 pelo menos duas ma-
neiras de fazer isso. A primeira ¢ colocando digitalmente o endereco de célula, para o nosso

caso ficard $B$4, a segunda maneira ¢ clicando no botao de selegdo que esta do lado esquerdo
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do campo representado por uma seta virada para cima. Ele te levaré direto para a planilha de
células do Excel, onde vocé ira dar um clique sobre a célula desejada.

Iremos agora para a segunda linha. Ela comega com o nome “Para:” e t€m como opg¢des
“Max, Min e Valor de:” temos que optar apenas pela primeira ou segunda op¢ao, no caso desse
problema marcaremos a segunda opgao.

Terceira linha tem o nome “Alterando Células Varidveis” esta linha possui um campo
logo abaixo do seu nome onde colocaremos as células que foram selecionadas para os valores
das varidveis da fungdo objetivo, no caso do presente problema sdo as células B3 e C3. A forma
de selecionar as células desejadas sdo digitando seus enderecos de células, ou pelo botdo de
selecdo presente no campo e em ambos 0s casos, apds a sele¢do para o nosso problema, ficara
com o campo $B$3:$C$3 nele.

O campo seguinte possui 0 nome “Sujeito as Restricdes” esse campo € maior que 0s
anteriores e tém como opg¢des “Adicionar, Alterar, Excluir, Redefinir Tudo e Carregar/Salvar”
daremos um clique em “Adicionar” o que te levaré para a caixa de didlogo com o nome “Adi-

cionar Restricao” como na Figura 3.2.5.

Figura 3.2.5 — Caixa de dialogo Adicionar Restrigao.

Referéncia de Célula: Restricdo:

g
A
1
»

oK ] Adicionar Cancelar

Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021

No campo “Referéncia de Célula:” esta destinado aos lados esquerdos (LHS) das células
das nossas restricdes. No campo ao meio teremos como opgoes, ao clicar no drop-down, “<, =
,=>, int, bin e dif” dos quais nos interessam apenas as trés primeiras e que escolheremos de
acordo com o sinal de cada restri¢do. J4 no campo “Restricao” ¢ destinado ao lado direito de
cada restricdo, nele serdo selecionados os enderegos das células uma por uma, caso tenham
sinais diferentes ou se for op¢cdo do modelador e também pode ser selecionado varias células
numa unica vez, como veremos a seguir. Selecionando o LHS da primeira restri¢ao (E8), sele-
cionando o sinal de >, selecionando o RHS da primeira restri¢ao(G8) e clicando no botao “Adi-
cionar”. Selecionando as duas células restantes, do lado LHS (E9 e E10), selecionando o sinal

de > e selecionar as duas células restantes do lado RHS (G9 e G10), sempre mantendo a ordem



86

de linha e coluna, clique em OK e retornaremos a caixa de didlogo “Parametros do Solver”.
Terminando as selegdes elas terdo, no campo “Sujeito as Restri¢cdes”, o seguinte formato:
$E$8 >=$G$8

$E$9:$E$10 >=$G$9:510%

Esta sele¢do poderia ter também o seguinte formato:

$E$8:$E$10 >= $G$8:$GS$10.

Com o retorno a caixa de didlogo “Parametros do Solver” temos a proxima linha com o
nome “Tornar Varidveis Irrestritas Nao Negativas” ha um check box que precisamos deixar
marcado.

Logo abaixo ha um outro campo com o nome “Selecionar um Método de Solugao” nesse
campo tem uma drop-down com as opcoes de “GRG Nao Linear, LP Simplex e Evolutionary”
das quais sO estamos interessados na op¢ao LP Simplex e a deixaremos marcada. Seguido todos

0s passos corretamente ficaremos a caixa de didlogo “Parametros do Solver” como na Figura

3.2.6.

Figura 3.2.6 — Caixa de didlogo Pardmetros do Solver com os campos selecionados.

Definir Objetivo: SBS4 4+
Para: O Max. O Min. O valor de: 0

Alterando Células Varidveis:

$BS3:5CS3 4

Sujeito as Restricdes:

[SES8 >= 5GS8

SES9:SES10 >= SGS9:SGS10 Sidonsy

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

Tornar Variaveis Irrestritas Ndo Negativas

Selecionar um LP Simplex s Opcdes
Método de —
Solucdo:

Método de Solucdo

Selecione o0 mecanismo GRG Nao Linear para Problemas do Solver suaves e nado lineares.
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves.

Ajuda Resolver Fechar

Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.
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Com todos os parametros devidamente selecionados sé precisamos dar o comando para
o Solver resolver o nosso problema, para isso basta clicar no botdo resolver e o obteremos nossa
resposta. Como podemos ver na nova caixa de didlogo com o nome “Resultados do Solver”
nela o Solver avisa se conseguiu encontrar uma solugdo com todas as restricdes e adequagoes.

Como mostra na Figura 3.2.7.

Figura 3.2.7 — Caixa de didlogo Resultados do Solver.

O Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restri¢des

e condigdes de adequagdo foram satisfeitas. Relatérios
Resposta
(® Manter Solugdo do Solver Sensibilidade
Limites

QO Restaurar Valores Originais

0O Retornar a Caixa de Dialogo Parametros do
Solver

OK Cancelar Salvar Cenario...

O Solver encontrou uma solucdo. Todas as Restrigoes e condigdes de adequacgao foram satisfeitas.

[] Relatérios de Estrutura de Tépicos

Quando o mecanismo GRG foi usado, o Solver encontrou pelo menos uma solugdo ideal local.
Quando LP Simplex é usado, significa que o Solver encontrou uma solugdo ideal global.

Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.

Neste momento, das opgdes apresentadas, s6 nos interessa marcar em “Relatorios” a
opcao “Resposta” e clicar em Ok, para retornar a tela principal de planilhas do Excel e verificar

nossa resposta e o relatdrio de resposta do nosso problema. Veja nas Figura 3.2.8 e Figura 3.2.9.

1 FUNCAO X1 X2

2 OBJETIVO 100 200

3 Células Variaveis — 2,8 32

4 z= 920

5

[ VARIAVEIS DAS RESTRICOES ~ Coeficiente das variaveis Constantes
7l N2 DAS RESTRICOES X1 X2 LHS RHS

8 1 8 2 28,8 > 16

9 2 1 1 6 2> 6

10 3 2 7 28 > 28

Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021
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Resposta: x; = % = 2,8 dias = 2 dias 19 horas ¢ 12 minutos e x, = % = 3,2 = 3 dias 4 horas
e 48 minutos, com um custo de R$ 920000,00.

Podemos comparar os resultados das solugdes encontradas pelo método simplex anali-
tico, isto €, sem usar a Tabela Simplex, e perceber que sdo os mesmos resultados encontrados

com o Suplemento Solver do Excel.

Figura 3.2.9 — Relatorio de Resposta do problema 2.2 do Solver.

Microsoft Excel 16.0 Relatério de Respostas
Planilha: [Pastal.xisx]Planilha 1
Relatério Criado: 15/02/2025 16:09:33
Resultado: O Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restri¢des e condi¢des de ad do foram
Mecanismo do Solver
Mecanismo: LP Simplex
Tempo da Solugdo: 0,015 Segundos.
Iteragdes: 3 Subproblemas: 0
Opgdes do Solver
Tempo Max. llimitado, Iteragdes llimitado, Precision 0,000001, Usar Escala Automatica
Subproblemas Max. llimitado, Solug. Madx. NGm. Inteiro llimitado, Tolerdncia de Ndmero Inteiro 1%

Célula do Objetivo (Min.)
Célula Nome Valor Original Valor Final
$8S4  Z=X1 920 920

Células Variaveis

Célula Nome Valor Original Valor Final Namero Inteiro
S$BS3  Células Varidveis - X1 2,8 2,8 Conting.
$C$3  Células Varidveis - X2 32 3,2 Conting.

Restri¢des
Célula Nome Valor da Célula Férmula Status Margem de Atraso
SES8  LHS 28,8 SES8>=5GS8  Nio-associa¢do 12,8
SES9  LHS 6 SES9>=5GS9  Associagdo 0
SES10 LHS 28 SES10>=5GS10 Associagdo 0

Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021

O relatorio mostra que foram feitas trés iteracdes, o valor da funcdo objetivo e das vari-
aveis de decisdo com seus respectivos enderecos de células. Na ultima parte do relatorio pode-
mos ver a referéncia ao lado esquerdo da fun¢ao, com seus respectivos enderecos de células e

também que todas as restri¢des do problema foram satisfeitas.

3.3 Um problema de producio de motos

A Motorbike S/A produz os modelos das motos C250, C 750 e C1000. A, B e C sdo os
trés componentes que entram no processo produtivo, cuja a oferta didria é pequena para limitar
a producdo. Os suprimentos didrios A, B e C sdo, respectivamente, de 400 kg, 200kg e 300 kg.
Embora os componentes B e C possam nao ser utilizados ao dia, todos os componentes A exis-

tentes devem ser utilizados ao dia por razdes de seguranca.
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A Tabela 3.3.1 apresenta o lucro unitario e as quantidades de componentes para produ-

zir cada modelo de motocicleta:

Tabela 3.3.1 — Lucro unitario por quantidade de componentes.
Motocicleta Componentes (kg)
Modelo | Lucro unitério A B C
C250 R$ 140,00 2 1 1
C750 R$ 300,00 8 1 0
2 4 1

C1000 R$ 400,00
Fonte: (Lachtermacher, 2002).

Encontre a programacao producdo diaria 6tima utilizando a ferramenta Solver do Excel.
Para modelar o problema chamaremos de x; a quantidades de motos C250 produzidas,
de x, a quantidades de motos C750 produzidas e x5 a quantidades de motos C1000 produzidas.
O lucro total sera dado por L(xq,x,,x3) = 140x; + 300x, + 400x5, ja para as restri¢oes sa-
bemos que o componente A precisa ser usado totalmente ao dia, ou seja, ndo pode haver sobras
por medidas de seguranca, no entanto, os componentes B e C ndo precisam ser usados total-

mente o que levard ao seguinte PPL:

MaxL(xq, x5, x3) = 140x; + 300x, + 400x
Sujeito a:
2x1 + 8x, + 2x3 = 400
X1+ x, +4x3 < 200

x1 +x3 <300
X1,%X2,%3 =0

Para solugdo com a ferramenta Solver do Excel foi elaborada a Tabela 3.3.2
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Tabela 3.3.2 — Plano de modelagem para a ferramenta Solver do Excel do problema 3.3.

FORMULAS DA MODELAGEM DO PROBLEMA

REPRESENTA CELULA | FORMULA

VALOR DA FUNCAO L | B4 =B2*B3+C2*C3+D2*D3

LHS DA 1° RESTRICAO | E8 =B8*$B$3+C8*$C$3+D8*$DS3

LHS DA 2* RESTRICAO | E9 =B9*$B$3+C9*$C$3+D9*$D$3

LHS DA 3* RESTRICAO | E10 =B10*$B$3+C10*$C$3+D10*$D$3
Células Variaveis— [x; = B3]; [x, = C3]; [x3 — D3]

Fonte: Autoria propria (2025)

O problema ja foi modelado e ficara com o formato da Figura 3.3.1.

A

1 FUNGAO X1 X2 X3

2 OBJETIVO 140 300 400

3 Células Variaveis —

4 L= 0

5

[MVARIAVEIS DAS RESTRICOES  Coeficente das Restricdes

7 N2 DAS RESTRIGOES X1 X2 X3 LHS RHS
8 1 2 8 2 0 = 400
9 2 1 1 4 0 = 200
10 3 1 0 1 0 < 300

Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.

Agora iremos dar os comandos para a ferramenta Solver resolver o nosso problema de
programacdo. Os comandos serao:
e Definir objetivo: $B$4
ePara: Marcar a opgao Max
e Alterando células variaveis: $B$3:$D$3
e Sujeito as restricdes: Adicionar $E$8 = $G$8 e SE$9:SE$10 <= $G$9:$G$10
eTornar variaveis irrestritas ndo negativas: Marcar essa opgao.
e Selecionar um método de solugdo: LP Simplex
eResolver: Clicar
¢ Apos o clique marcaremos a “opg¢ao resposta”’, na nova caixa de didlogo que sera
aberta e clicaremos em ok, caso queiramos um relatorio de resposta, caso nao,

basta clicarmos em ok e retornaremos para a planilha do Excel, como a tela da

Figura 3.3.2.
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igura 3.3.2 — Solucdo do Solver problema da producdo de Motos.

Arquivo  P&gina Inicial  Inserir  Layout da Pagina  Férmulas Dados Revisio Exibir  Ajuda

% [B De Text/csv [ Fontes Recentes Pé al ? NZ Limpar

- —
Obter L& DaWeb [B) Conex&es Existentes. Forien 2| Classificor | Filtro N2 Reaplicar
Dados > [Ed De Tabela/Intes
Obter e Tral

[T Consuitas e Conexdes
. [E] Propriedades

FUNCAO X1 X2 X3

OBIJETIVO 140 300 400

Células Variaveis — o} 40 40

L= 28000
[ VARIAVEIS DAS RESTRICOES Coeficente das Restri¢cdes Constantes

N2 DAS RESTRICOES X1 X2 X3 LHS RHS
it 2 8 2 400 = 400
2 1 1 4 200 = 200
3 1 0o : | 40 = 300

Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.

Resposta: x; = 0,x, = 40 e x3 = 40, com um lucro L(x4, x5, x3) = R$28000,00.

3.4 Encontrando o nivel de producio 6tima com solver do excel

Uma empresa industrial fabrica trés produtos p1, p2 e p3, com lucro unitario de, res-
pectivamente, R$ 2,00, R$ 3,00 e R$ 4,00. O gerente de produgao identificou as seguintes res-
trigdes no processo produtivo:

a) A capacidade produtiva total ¢ de 30 unidades por més.

b) Por utilizar material radioativo, a empresa recebe uma autorizacao do governo federal
para importar apenas uma quantidade fixa de 60 kg desse material, o qual deve ser plenamente
utilizado durante o més por razdes de seguranca.

c¢) As quantidades necessarias do material radioativo para a fabricagdo dos produtos p1,
p2 e p3 sdo de, respectivamente, 2kg, 1kg e 3kg.

Encontre o nivel de produgao 6tima utilizando o Solver do Excel. (Lachtermacher, 2002,

p. 101).

Solugao:

Para o modelo o problema podemos afirmar que o lucro L ¢ dado por L = 2p1 + 3p2 +
4p3, para as restri¢des, podemos concluir de a) que, p1 + p2 + p3 < 30, de b) conclui-se que,
esse produto precisa ser utilizado plenamente por razdes de seguranca, o que acarreta para ¢) a
restri¢do 2pl + p2 + 3p3 = 60. E pl,p2 e p3 representardo a quantidade de cada produto

produzido, o que nos leva ao seguinte PPL:

MaxL = 2pl + 3p2 + 4p3

Sujeito a:



pl+p2+p3 <30
2pl1 +p2+ 3p3 =60
pl,p2,p3 =0

Para solugdo com a ferramenta Solver do Excel foi elaborada a Tabela 3.4.1

Tabela 3.4.1 — Plano de modelagem para a ferramenta Solver do Excel do problema 3.4.
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FORMULAS DA MODELAGEM DO PROBLEMA

REPRESENTA CELULA FORMULA

VALOR DA FUNCAO L | B4 =B2*B3+C2*C3+D2*D3

LHS DA 1° RESTRICAO | E8 =B8*$B$3+C8*$C$3+D8*$D$3
LHS DA 2* RESTRICAO | E9 =B9*$B$3+C9*$C$3+D9*$D$3
Células Variaveis— [p1 - B3]; [p2 - C3]; [p3 - D3]

Fonte: Autoria propria (2025).

Com o problema ja modelado ficara da forma mostrada na Figura 3.4.1 na planilha do

Excel.

Inserir  Layoutda Pagina  Férmulas Dados Revisio  Exibir  Ajuda
[® De Text/CsV B e " SZ Limps
(3 | B o L
o [ Da Web [P Conexdes Existentes A [2] Propriedades 7| Cossfenr | i S8 Reap
Dados ~ £ De Tabela/Intervalo. Tudov [3 Links & 8 Avancado
Obter & Transformar Dados

FUNGAO
OBJETIVO
Células Variaveis —
L=

Coeficente das Restri¢des Constantes
pl p2 p3 RHS
1 i} 1 30
2 1 3 60

.| Planiha1 | Relatério de Respostas 13 | Planilha2 | Relatorio de Respostas 14  [JCUULEIR]

Pronto £ Acessibilidade: investigar
Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.

iga

Precisamos apenas dar os comandos necessarios para o Solver resolver o problema, en-
contrando o lucro maximo da funcdo objetivo e a quantidade de cada produto produzido nesse

lucro. Vejamos o resultado na Figura 3.4.2 e o relatorio de resposta na Figura 3.4.3.
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foi proposto no problema 4.4.

Consultas e Conexdes | Classificar e Filtrar | Femamentas de Dados |

Figura 3.4.2 — Resposta dolque

Obter e Transformar Dados

FUNCAO
OBJETIVO 2 3 4
Células Variaveis — 0 15 15
L= 105
VARIAVEIS DAS RESTRICBES ~ Coeficente das Restri¢des Constantes
N2 DAS RESTRICOES pl p2 p3 LHS RHS
1 il 1 1 30 = 30
2 2 1 3 60 = 60

Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.

Resposta: p1 = 0,p2 = 15 e p3 = 15, com um lucro L(p1,p2.p3) = R$105,00.

Figura 3.4.3 — Relatorio de resposta do problema 3.4.

Microsoft Excel 16.0 Relatério de Respostas
Planilha: [Pastal.xIsx]Planilhall
Relatério Criado: 16/02/2025 07:32:22
Resultado: O Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restri¢des e condi¢des de adequagdo foram satisfeitas
Mecanismo do Solver
Mecanismo: LP Simplex
Tempo da Solugdo: 0,016 Segundos.
IteragGes: 2 Subproblemas: 0
Opgdes do Solver
Tempo Max. llimitado, Iterages llimitado, Precision 0,000001, Usar Escala Automatica
Subproblemas Max. llimitado, Solug. Max. Nam. Inteiro llimitado, Tolerdncia de Numero Inteiro 1%, Assumir

Célula do Objetivo (Max.)
Célula Nome Valor Original  Valor Final
SBS4 pl 0 105

Células Variaveis

Célula Nome Valor Original ~ Valor Final Numero Inteiro

SBS3  Células Variaveis - p1 0 0 Conting.

SCS3  Células Varidveis = p2 0 15 Conting.

SD$S3  Células Varidveis - p3 0 15 Conting.

Restrigdes

Célula Nome Valor da Célula  Férmula Status Margem de Atraso
SES8  LHS 30 SES8<=S5GS8 Associacdo 0
SES9  LHS 60 SES9=5GS9  Associagdo 0

Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.

3.5 Problema de um custo de transporte em relacdo a capacidade dos caminhdes utili-
zando a feramenta solver do execel

Uma companhia de transporte dispoe de 4 caminhdes com capacidade para transportar
5.000 kg, 4 caminhdes de 10.000 kg de capacidade e 2 caminhdes de 20.000 kg de capacidade.
O custo por hora dos caminhdes do primeiro tipo ¢ 200 u.c.p., do segundo 300 u.c.p. e do ter-

ceiro 400 u.c.p. Como devem ser usados os caminhdes para transportar uma carga de 80.000
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kg, para que o custo seja o minimo? Vocé pode encontrar esse problema no livro do (Boldrini,

etal.,, 1980 p. 372).

Modelando o problema.

Adotemos x; para a quantidade de caminhdes com capacidade maxima de carregar
5.000 kg, x, para os caminhdes com capacidade maxima de 10.000 kg e x5 os caminhdes com
capacidade maxima de 20.000 kg. Se C ¢ o custo total no transporte, ele sera dado por,
C(xq,x5,x3) = 200x; + 300x, + 400x5 que ¢é justamente a fungdo objetivo. Para as restri¢des
temos; 12 restricdo x; < 4 (quantidade maxima de caminhdes com capacidade de 5000 kg);
22 restricdo x, < 4 (quantidade méxima de caminhdes com capacidade de 10.000 kg); 32 res-
tricdo x3 < 2 (quantidade méxima de caminhdes com capacidade de 20.000 kg); 42 restri¢cao
5000x; + 10000x,+20000x3 = 80000 (quantidade total a ser transportada); por fim as res-
trigdes xq, x5, x5 = 0. A fungdo o objetivo C(xq, x5, x2) = 200x; + 300x, + 400x5 ¢ que de-
vemos minimizar.

Portanto, ficaremos com o seguinte PPL para resolver:

MinC (xq, x4, x3) = 200x; + 300x, + 400x5
Sujeito a:
X, <4
X, < 4
X3 <2
5000x; + 10000x,+20000x5; = 80000

X1,%X2,%3 =0

Na modelagem para o Solver nos levard a Tabela 3.5.1 e Figura 3.5.1 que ¢ o PPL, ja na

planilha do Excel, modelado para o Solver resolver.
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Tabela 3.5.1 — Plano de modelagem para a ferramenta Solver do Excel do problema 4.5

FORMULAS DA MODELAGEM DO PROBLEMA

REPRESENTA CELULA FORMULA
VALOR DA FUNCAO

OBJETIVO Cxs, 2, .) B4 =B2*B3+C2*C3+D2*D3

LHS DA 1°RESTRICAO | E8 =B8*$B$3+C8*$C$3+D8*$D$3
LHS DA 2* RESTRICAO | E9 =B9*$B$3+C9*$C$3+D9*$D$3
LHS DA 3* RESTRICAO | E10 =B10*$B$3+C10*$C$3+D10*$D$3
LHS DA 4* RESTRICAO | Ell =B11*$B$3+C11*$C$3+D11*$D$3

Células Variaveis— [x; = B3]; [x, = C3]; [x3 —» D3]

Fonte: Autoria prépria (2025).

‘ ~

1 FUNCAO x1 X X3

2 | OBIJETIVO 200 300 400

3 Células Variaveis —

4 MinC(xq, x5, X3) = 0

5

W VARIAVEIS DAS RESTRICOES X1 X2 X3 Constantes
7 | N2 DAS RESTRICOES LHS RHS
8 12 1) 0 0 0 < 4

9 22 0 1 0 0 < 4
10 3¢ 0 0 1 0 < 2
11 49 5000 10000 20000 0 > 80000

Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.

Agora basta avisar para o Solver resolver e logo ap6s obteremos como resposta a plani-

lha da Figura 3.5.2.

1 FUNCAO X1 Xy X3
2 OBIJETIVO 200 300 400

3 Células Variaveis — 0 4 2

4 C(x1,x9,x3) = 2000

5

| VARIAVEIS DAS RESTRICOES X1 X X3 Constantes
7/ N2 DAS RESTRICOES LHS RHS

8 1¢ 1 0 0 0 - 4

9 22 0 1 0 4 < 4

10 39 0 0 1 2 = 2

11 42 5000 10000 20000 80000 > 80000

Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.
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Portanto a resposta do PPL é x; = 0,x, = 4 e x3 = 2, com um custo C(xq, X5, X3) =

R$ 2000,00.

3.6 Problema de pl da producio x lucro de vendas de televisores

A Cia. VT produz televisores em cores € em preto e branco. Uma pesquisa de mercado
indicou que mensalmente podem ser vendidos, no méaximo, 4.000 unidades de aparelhos em
cores ¢ 1.000 unidades em preto e branco. O setor de produgdo informou que o numero de
homens-horas disponiveis por més ¢ de 50.000, e um aparelho colorido requer 20 homens-horas
e um aparelho preto e branco requer 15 homens-horas.

O departamento de vendas informou que para atender os pedidos ja efetuados este més,
deverdo ser produzidos, no minimo, 800 aparelhos coloridos. Os aparelhos sao embalados em
caixas de papeldo e o departamento de matéria-prima informou que, por uma falha de previsao,
existem disponiveis somente 4.200 caixas para embalagem dos aparelhos e para este més nao
esta prevista nova compra deste material. Os lucros unitarios dos aparelhos sao Cr$ 50.000,00
(colorido) e Cr$ 28.000 (preto e branco). Deseja-se estabelecer o plano de produgdo que pro-
duzird o lucro maximo para esta industria. Esse problema pode ser encontrado no livro do

(Boldrini, et al., 1980, p. 398).

Solugao:

Para modelar o problema podemos chamar de x, a quantidade de aparelhos coloridos e
de x,, a quantidade de aparelhos em preto e branco. Para a 12 restrigdo teremos x. < 4000 (¢ a
quantidade méxima de aparelhos em cores que poderdo ser vendidos); para a 22 restri¢ao tere-
mos x;,, < 1000 (¢ a quantidade maxima de aparelhos em preto e branco que poderao ser ven-
didos); para a 32 restrigdo teremos 20x. + 15x, = 50000 (quantidade de homens horas para
produzir cada tipo de aparelho vezes a quantidade individual de cada tipo de aparelho ¢ o total
de aparelhos produzidos); para a 42 restri¢do teremos x. = 800 (quantidade minima de apare-
lhos coloridos produzidos); para a 52 restrigdo teremos x. + x, = 4200 (quantidade total de
aparelhos que deverdo ser produzidos terd que ser igual a quantidade de caixas); as restrigdes
triviais x., X, = 0; e a fungdo objetivo serd dada por L(xc, xp) = 50000x, + 28000x,, o que

nos leva ao seguinte PPL:

MaxL(x.,x,) = 50000x, + 28000x,

Sujeito a:



X < 4000
x, < 1000

20x. + 15x, = 50000

x, = 800

Xc +xp = 4200

Xey Xp 2 0
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Nossa modelagem para o Solver nos levara a Tabela 3.6.1 e Figura 3.6.1 que ¢ o PPL,

jé na planilha do Excel, modelado para o Solver resolver.

Tabela 3.6.1 — Plano de modelagem para a ferramenta Solver do Excel do problema 3.6

FORMULAS DA MODELAGEM DO PROBLEMA

REPRESENTA CELULA | FORMULA

VALOR DA FUNGCAO OBJETIVO L(x,, x,) B4 =B2*B3+C2*C3

LHS DA 1° RESTRICAO E8 =B8*$B$3+C8*$C$3
LHS DA 22 RESTRICAO E9 =B9*$B$3+CO*$C$3
LHS DA 3* RESTRCAO E10 =B10*$B$3+C10*$CS$3
LHS DA 4* RESTRICAO Ell =B11*$B$3+C11*$C$3
LHS DA 5* RESTRICAO E12 =B12*$B$3+C12*$C$3

Células Variaveis—

[x. = B3]; [xp - C3]

Fonte: Autoria prépria (2025).

O PPL ja foi modelado com as formulas de comandos do Excel e ficara com o formato

da Figura 3.6.1 na planilha.
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1 FUNCAO Xe X

) OBJETIVO CR$ 50.000,00  CR$ 28.000,00

8 Células Variaveis —

4 L(xp,xc) = CR$ 0,00

5

I3 VARIAVEIS DAS RESTRICOES Coeficiente das varidveis Constantes
7 N DAS RESTRICOES Xe Xp LHS RHS
8 12 il 0 0 < 4000
9 22 0 1 0 < 1000
10 32 20 15 0 = 50000
11 42 il 0 0 > 800
12 52 1 1 0 < 4200

Fonte: Lima, Jonas 2025.
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.

Agora basta avisar para o Solver resolver e logo ap6s obteremos como resposta a plani-

lha da Figura 3.6.2.

OBJETIVO CRS 50.000,00 CRS 28.000,00
Células Variaveis — 2500 0
L(xp,xc) = CR$ 125.000.000,00

VARIAVEIS DAS RESTRICOES Coeficiente das varidveis Constantes
N2 DAS RESTRICOES Xc Xp LHS RHS
12 1 0 2500 < 4000
22 0 1 0 < 1000
32 20 15 50000 = 50000
42 1 0 2500 > 800
52 1 1 2500 < 4200

Fonte: Autoria propria(2025)
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021

Portanto a resposta do PPL ¢ x, = 2500, x,, = 0, com um lucro de

L(xy,x,) = CR$ 125000000,00.

3.7 Diversificar investimento para rendimento maximo com o solver

A Cia. Sovina de Investimento possui Cr§ 6.000.000,00, quantia esta que devera ser
aplicada em 5 tipos de investimentos, sendo que os retornos para cada investimento sao: 1(I1):
10%, investimento 2 (I12): 8%; investimento 3 (I3): 6%; investimento 4 (I4): 5%; investimento
(I5): 9%.

O gerente desta Cia. deseja diversificar os investimentos para obter o maximo rendi-

mento possivel. Dado o elemento de risco envolvido, o gerente restringiu a quantia aplicada no
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I1 a ndo mais que a quantia total que ird investir em 13, 14 e IS (em conjunto). A quantia total
aplicada em 12 e IS deve ser pelo menos igual a quantia aplicada em 13. O 12 deve estar limitado
a um nivel que ndo exceda a quantidade aplicada em I4.

E preciso determinar a alocagdo 6tima de investimento entre as 5 categorias, de uma
forma que o retorno ao final do ano seja 0 maximo possivel. Problema retirado do livro do

(Boldrini, et al., 1980, p.399).

Modelando o problema:

Se x4, x5, X3, X4 € X5 sdo as partes do capital alocados, respectivamente, nos investimen-
tos 11, 12, I3, 14 e IS5, podemos determinar algebricamente, para as restri¢des € o retorno R dos
investimentos o seguinte:

Para a primeira restricdo x; + x, + x3 + x4, + x5 = 6000000; para a segunda restricao
x; < x3 + x4 + xg; para a terceira restricdo x, + X5 = X3; para a quarta restricao x, < x,; as
restrigdes  triviais Xy, Xy, X3, X4, X5 = 0; onde R(xq, x5, Xx3,%4,x5) = 0,1x; + 0,08x, +

0,06x3 + 0,05x, + 0,09x5 ¢ a funcdo objetivo, o que nos leva ao seguinte PPL.

MaxR (xq, X5, X3, X4, x5) = 0,1x; + 0,08x, + 0,06x3 + 0,05x, + 0,09x5
Sujeito a:
X1 + X +x3 + x4 + x5 = 6000000
X1 < x3+ x4+ X5
Xy + X5 = X3
Xy < Xy

X1, X2,X3, X4, X5 = 0

Nossa modelagem para o Solver nos levara a Tabela 3.7.1 e Figura 3.7.1 que ¢ o PPL,

ja na planilha do Excel, modelado para o Solver resolver.
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Tabela 3.7.1 — Plano de modelagem para o problema de diversificacdo de investimento para o Solver.

FORMULAS DA MODELAGEM DO PROBLEMA

REPRESENTA CELULA | FORMULAS DE COMANDO
VALOR DA FUNCAO OB- N
= + * + %

ITIVO R(xs, Xy, X, s, %) B4 B2*B3+C2*C3+D2*D3

~ = * %k * sk
LHS DA 1° RESTRICAO HS Fgfﬂ; l;WNS&;B3$3+C8 $C$3+D8*$DF3+ES*SES3+
LHS DA 2* RESTRICAO H9 =B9*$B$3
RHS DA 2* RESTRICAO J9 =D9*$D$3+E9*$E$3+FISF$3
LHS DA 3* RESTRICAO H10 =C10*$C$3+F10*$F$3
RHS DA 3* RESTRICAO J10 =D10*$D$3
LHS DA 4* RESTRICAO Hll =C11*$C$3
RHS DA 4* RESTRICAO J11 =E11*$E$3
Células Variaveis— [x; = B3]; [x, = C3]; [x3 » D3]; [x, = E3]; [xs — F3]

Fonte: Autoria propria (2025).

Esse problema se difere na modelagem dos problemas anteriores por possuirem varia-
veis do lado direito das restri¢des 2, 3 e 4, e ndo apenas constantes, no entanto, basta ficarmos
atentos as quais pertencem ao lado direito das restri¢cdes, quais pertencem ao lado esquerdo das

restri¢des e seguir os mesmos conceitos das formulas de comando, ao inseri-las.

Figura 3.7.1 — Problema de diversificagdo de investimento modelado para o Solver.

1 FUNCAO x; x, x; X
2 OBIJETIVO 0,1 0,08 0,06 0,05 0,09

3 Células Varidveis —

4 R(x1,X3,X3, X4, X5) = 0

5

(M VARIAVEIS DAS RESTRIC@ES X1 X1 X1 X1 X1 LHS RHS

7/ N¢ DAS RESTRICOES

8 12 1 L 1 1 1 0 = 6000000
9 22 1 0 g 1 1 0 2 0

10 32 0 1 1 0 1 0 = 0

il 42 0 I 0 1 0 0 < 0

Fonte: Autoria prépria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.

Agora basta avisar para o Solver resolver o problema, nada diferente do que foi feito
nos problemas anteriores, assim, obteremos como resposta do Solver o que mostra na Figura

3.7.2 como solugao do problema 3.7.
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L | FUNGCAO % x4 Xy X,

p) OBJETIVO 0,1 0,08 0,06 0,05 0,09

3 Células Varidveis — 3000000 0 0 0 3000000

4 R(x1,x5 X3, X4, X5) = 570000

5

(W VARIAVEIS DAS RESTRIGOES Xy Xy X1 X Xy LHS RHS

7 N2 DAS RESTRIGOES

8 12 1 1 1 1 1 6000000 = 6000000
9 22 1 0 1 1 1 3000000 < 3000000
10 32 0 1 1 0 1 3000000 > 0

11 42 0 1 0 1 0 0 < 0

Fonte: Autoria propria (2025).
Imagem retirada do Excel/Microsoft Office LTSC Professeonal Plus 2021.

Assim podemos concluir que deverao ser investidos uma quantia x; = Cr$ 3.000.000,00
no primeiro tipo de investimento e uma quantia xs; = Cr$ 3.000.000,00 no quinto tipo de inves-

timento, com um rendimento maximo R = Cr$ 570.000,00.
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CONCLUSAO

Com o que foi apresentado no primeiro capitulo sobre Problemas de Programacao Li-
near, apresentamos na Secao 1.1 os fundamentos matematicos que servem de base para a solu-
¢do pelo método grafico e que este método so6 € aplicavel em conjuntos convexos limitados e
conjuntos convexos ndo limitados do R? e R3, espacos em que sdo possiveis visualizagdes
graficas. No entanto, os conceitos apresentados podem ser estendidos para dimensdes maiores,
as ideias conceituais sdo as mesmas ¢ elas podem ser provadas matematicamente.

Nas Secdes de 1.2 — 1.6 foram feitas cinco aplicagdes de solugdo pelo método grafico,
foi possivel perceber que as solugdes sao restringidas ao primeiro quadrante, isto €, se um PPL
possui solucdo(des) esta(as) sera(ao) encontrada(as) no primeiro quadrante. Também foi possi-
vel perceber que todo conjunto formado pelas intersecgdes dos semiespagos das restricdes pos-
suem um valor minimo, mas nem todos possuem um valor maximo para a fun¢do objetivo, a
exemplo podemos citar a regido encontrada no problema 1.3 que ¢ uma regido poliedral con-
vexa ndo limitada. Embora o método grafico ndo seja aplicavel a problemas com mais de trés
variaveis, mas, ainda assim, € possivel resolver muitos problemas envolvendo duas ou trés va-
riaveis.

Foi mostrado no Capitulo 2 a capacidade que o método do Algoritmo Simplex possui
para resolver Problemas de Programacao Linear para n variaveis, até mesmos para duas ou trés
dimensdes, como deu pra ver no problema da 1.2, com uma aplicag¢do desse Algoritmo chega-
mos ao mesmo resultado do método grafico. Esse Algoritmo consiste na construcao de uma
base inicial (matriz identidade) para iniciar o Algoritmo e melhorar a fun¢do objetivo a cada
iteragdo até chegar ao ponto de Otimizacdo. O Algoritmo Simplex, embora ndo tdo trivial per-
ceber, mas parte do mesmo principio do método grafico, podemos perceber isso no método das
duas fases, que ao acrescentar variaveis artificiais no sistema inicial, temos que minimizar a
funcdo soma das varidveis artificiais e, isso € totalmente compreensivel, visto que, ao incluir as
variaveis de excesso estaremos com pontos sobre os hiperplanos do conjunto convexo e, com a
inclusdo de variaveis artificiais ndo negativas no sistema, para constru¢cdo de uma base, s6 ha
uma possibilidade de o PPL possuir solugdo e ¢ que esta soma seja igual a 0, isto ¢, todas
variaveis artificiais precisam, obrigatoriamente, serem iguais a 0 caso contrario a solugdo esta-
ria no semiespaco aberto o que ¢ um absurdo, pois nenhum ponto do semiespaco aberto satisfaz
as restri¢oes do PPL.

Com a concep¢ao do método simplex houve um avango significativo no ramo da pro-
gramagao linear, conceitos implementados aos adventos computacionais foram vistos como

ferramentas poderosas para tomadas de decisdo na alocag@o de recursos e gerenciamento de
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atividades, o que elevou o numero de usudrios buscando estas ferramentas para tomadas de
decisdes, com base nos resultados matematicos obtidos. Podemos citar como modelo de situa-
¢oes deste tipo o problema 3.3 (Produgdo de motos), 3.4 (Nivel de producdo 6tima) e 3.6 (Pro-
dugao de televisores). Problemas desses tipos ou que envolvam um nimero maior de variaveis
sdo resolvidos com bastante facilidade com auxilio computacional o que facilita e muito na
tomada de decisdo de quem conhece e se beneficia dessas ferramentas, visto que, suas decisdes
sdao tomadas com base em niimeros quantitativos que lhe proporciona o melhor resultado.
Apesar dos métodos apresentados serem bastante eficazes nas solugdes PPL, estes mé-
todos, tanto o0 Método grafico quanto o Algoritmo simplex possuem uma limitagdo comum que
¢ o de ndo obterem respostas para problemas lineares em conjuntos ndo convexos. Com base
no texto exposto, nesta limitacao, e no item ii do Teorema B.2.2.5 do APENDICE B deste texto,
que abrange todos os casos de problemas lineares que possuem solugdo Unica, ficard como
proposta de pesquisa, desenvolver um Algoritmo que resolva modelos matematicos tanto em

conjuntos convexos quanto em conjuntos ndo convexos.
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APENDICE A: Teoria sobre a programacio linear

Definicdo 1. Um subconjunto A de um espago vetorial V ¢ uma variedade linear de V

se existe um subespaco W de V e um vetor v, de V, tal que:
A={veV;v=v,+wparatodow € W}

Usaremos a notagdo A = vy + W para indicar a variedade linear. Observe que se vy #
0, entdo A ndo ¢ um subespaco. Por dimensdo de A, denotada dim A, entendemos a dimensao
de W.

Exemplo 1: Um exemplo de variedade linear de dimensédo 1 ao R? é uma reta (que passe
ou nao pela origem), como indica).

Um ponto do plano ¢ uma variedade linear de dimensao zero.

Exemplo 2: Todo subespaco €, em particular, uma variedade linear (v, = 0).

Exemplo 3: De modo geral: se um sistema de equagdes lineares ¢ compativel (isto €,
admite solucao) seu conjunto solugcdo ¢ uma variedade linear de dimensao igual ao grau de
liberdade do sistema.

Um hiperplano divide o espaco vetorial em 2 semiespagos. Por exemplo, ao considerar-

mos o hiperplano em R3 descrito por:

2x+3y+3z—2=0

Teremos o espego dividido em dois semiespagos que sdao os pontos (x, ¥, z) que satisfa-

zem 2x + 3y +3z—2 > 0o0u2x+ 3y + 3z — 2 < 0, respectivamente. Na Figura A.1.

Figura A.1 — Espaco dividido pelo plano.

Fonte: (Boldrinl, et al., 1980).

a regido hachurada representa o semiespaco 2x + 3y + 3z —2 < 0.
Se considerarmos, agora, o hiperplano x + y — 1 = 0 no R? (que é uma reta no plano),

qual € o semiespaco descrito por x +y — 1 = 0?7 (Note que como aqui o espago vetorial ¢ o
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RZ%, o semiespaco sera dado geometricamente por um semiplano). Para resolvermos este pro-
blema, uma vez tragado o hiperplano (no caso da reta) x + y — 1 = 0, escolhemos um ponto
de R2, por exemplo a origem (0, 0) e verificamos se ele satisfaz ou nio a desigualdade. Neste
caso, comoparax =0, y=0, x +y—1=—1 <0, o ponto (0,0) ndo estd no semiespago
procurado; este serd aquele que nao contém a origem. Figura A.2.

Figura A.2 — Espago R? dividido por uma reta.

4%%
(0, 1)

o

(0, 0) (1, 0) /////

IOY“OO

Fonte: (Boldrini, et al., 1980).

Usa-se, ainda, distinguir entre semiespacgo fechado (o que contém o hiperplano) e semi-
espaco aberto (o que ndo contém o hiperplano). No ultimo exemplo, o semiespago aberto, des-
crito por x + y — 1 > 0, serd o semiplano assinalado, excluindo-searetax +y —1 = 0.

Para hiperplanos definidos por uma equagdo de mais do que trés varidveis nao teremos
uma visao geométrica dos semiespagos vetoriais como nos exemplos anteriores, mas estes con-

ceitos sdo abordados da mesma maneira:

Hiperplano H = (x4, ..., x,) ER™; ayx; + -+ apx, = b

E uma variedade afim de dimensdo n — 1 que divide o R™ em dois subespagos fechados:

H* = (x4, .., x) ER™; a;x; + -+ ax, = b e

H =(x,..,x,) ER" a;x; + -+ ax, <b

Definicio 2. Sejam A e B dois pontos do R™. O segmento de extremos A ¢ B ¢ o con-

junto AB de pontos R", dado por:
AB = {(1 —t)A +tB;0 <t < 1} (Boldrini, et al., 1980).
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Esta definicdo corresponde exatamente a nossa intui¢do de segmento em dimensao dois
e trés.

Definicdo 3. Um subconjunto X € R™ ¢é convexo se ¢ somente se, para os vetores
X1,%, € X tem-se que (Ax; + (1 —A)x,) € X e 1 € (0,1). (Boldrini, et al., 1980). Veja os
exemplos da Figura A.3.

Figura A.3 — Regides fechadas convexas e ndo convexas.
)

€ convexo J (Z; Z
N&o € convexo

- —_— e -

(a) ®)

€ convexo

/ " /
/A : o
Nao é convexo
— s

€ convexo
s

®

©

Fonte: (Boldrini, et al., 1980).

Teorema 1. Um semiespaco fechado ¢ convexo.

Teorema 2. A intersec¢do de conjuntos convexos € um conjunto convexo.

Definicio 4. Uma regido poliedral convexa fechada em R" ¢ uma intersec¢do de uma
quantidade finita de semiespagos fechados de R™.

Devido aos dois teoremas anteriores, uma regido poliedral convexa ¢ um conjunto con-
Vexo.

Definicao 5. Um conjunto A < R™ ¢ dito limitado se existirem constantes k;, i = 1, ...,n
tais que, se (xq, ..., X,) € Aentdo x; < k;,i = 1, ..., n. (Boldrini, et al., 1980) Vejamos a Figura

A3.

Fonte: (Boldrini, et al., 1980).
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regido convexa ndo limitada
do R?

(o (@ (b

)

regido convexa limitada
do R?

(c)

()
Figura A.4 — Regides poliedrais convexas fechadas limitadas e ndo limitadas.

Definicdo 6. Dada uma regido poliedral convexa fechada do R™ (determinada por um
sistema de inequagdes lineares), os vértices dessa regido sdo os pontos da regido que satisfazem
um dos possiveis sistemas de n equacdes lineares independentes, obtidas substituindo-se as
desigualdades por igualdades.

Observacgao: Depois de resolver um sistema, a fim de verificar se o ponto esta na regido,
testamos para ver se ele satisfaz todas as desigualdades.

Caracterizacido Geométrica dos Vértices: Os vértices que aqui foram definidos “al-
gebricamente” sdo os pontos extremos da regido poliedral convexa R. Com isto queremos dizer
que eles sdo os pontos da regido que nio estdo contidos no “interior” de nenhum segmento
contido na regido. Mais formalmente: “ P ¢ vértice de R se, e somente se, P estd num segmento

AB contidoem RentioP =Aou P = B”.

Introdugdo a Programacao Linear (PL)
A programagcao linear trata do problema especifico de:
Maximizar ou minimizar (Otimizar) uma fung¢ao do tipo:

f(x1, X)) = 1% + -+ apx, + b,

restrita a um subconjunto A poliedral convexo de R™.
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(Note que f: R™ - R ¢ uma transformagao afim, isto ¢, f(x) = L(x) + b onde L é uma
transformagao linear, b € R.)
Na linguagem de programacao linear (PL), f ¢ chamada fun¢do objetivo (f.o.) e 4 ¢

denominado regido factivel.

M¢étodo de Solugao Geomeétrico e Tipos de Solugao

O procedimento que vamos apresentar ¢ conhecido como método geométrico de reso-
lucdo de PL. Em que para determinar o maximo de f, voc€ deve “caminhar” na regido por retas
perpendiculares ao vetor gradiente da f.o. e no mesmo sentido dele. Para minimizar o conceito

¢ o mesmo, mudando apenas o sentido.

Exemplo 4.
Vamos considerar todos os tipos possiveis de regides poliedrais convexas no R? e pes-

quisar os maximos de uma fun¢éo f(x,y) = ax + by + c. Figura A.5 tomamosa = 1 e b = 2.

A.5 — Tipos possiveis de regides poliedrais convexas no plano.
(2) Regides ilimitadas sem vértice
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(c) Regido limitada (portanto, com pelo menos trés vértices)

(d) Cazos degenerados
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(Boldrini, et al., 1980).

Podemos observar, portanto, que a fungdo
f(x,y) = x + 2y + c naregido

R; assume minimo em toda reta (“fronteira” de R;) e ndo assume maximo.
R, ndo assume maximo nem minimo.

R3 ndo assume maximo nem minimo.

R, assume minimo nos vértices A e B, portanto assume minimo em todo segmento AB,

€ ndo assume maximo.

R5 assume minimo no vértice A € maximo no vértice C.

R ndo assume maximo nem minimo.

R, assume maximo no vértice A e ndo assume minimo.

Rg assume minimo no vértice B e méximo no vértice A.

Rq tem o valor maximo igual ao valor minimo e igual a f(A).

Solugdo Para um Numero Qualquer de Variadveis
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Podemos estender o método geométrico descrito no Exemplo 4 para problemas de PL
em geral. Teremos entdo para f(xq,..,X,) = a;x; + -+ ayx, + b o vetor gradiente ¢ =
(a1, ay, ...,a,) € R™ Em termos de produto interno temos f(x) = {(x,c) + b, x = (x4, ..., X).
A funcdo objetivo serd, portanto, constante nos hiperplanos perpendiculares a c.

No caso de problemas envolvendo trés varidveis ainda ¢ possivel visualizar geometrica-
mente. Os pontos de minimo ou maximo da f.o. serdo procurados varrendo-se a regido factivel
por planos perpendiculares ao vetor gradiente ¢ = (aq, a,, as) € R3.

Fica dificil, trabalhar na pratica com este procedimento geométrico para quatro ou mais
variaveis. Mas esta no¢ao de procurar madximos ¢ minimos da func¢do objetivo por uma varre-
dura de hiperplanos perpendiculares ao gradiente nos permite intuir dois fatos cruciais na pro-
gramagao linear.

i) A fungdo objetivo assume necessariamente um valor maximo e um valor minimo
quando a regido poliedral convexa (factivel) for limitada. (Boldrini, et al., 1980).

i) Os vértices desempenham um papel fundamental na procura de maximos e minimos

para a funcao objetivo. (Boldrini, et al., 1980).

TEOREMA FUNDAMENTAL DA PROGRAMACAO LINEAR

O primeiro resultado nos diz que os valores extremos de uma func¢ao afim sao assumidos
nos pontos extremos dos segmentos.

Lema 1. Seja f(xy, ..., x,) = a1x1 + azx, + -+ + a,x, + b ¢ seja P um ponto interior
aum segmento AB do R™,isto ¢,P =14+ (1—1)B,0 < 1< 1.

Entdo teremos f(4) < f(P) < f(B) ou f(B) < f(P) < f(A4).

Prova: Como P = AA + (1 — A)B ¢ f ¢é uma transformagio afim.

f(x) = L(x) + b,onde L(x) = L(xq, ..., Xp) = a1Xq1 + ayxy + -+ + ayx, ¢ linear.
f(P)=LP)+b=LAA+ (1 —-A)B)+b=ALA)+ (1 —-A)L(B) +b.
Suponha f(A) < f(B) = L(A) < L(B)

Como f(P) = AL(A) + (1 — A)L(B) + b temos

ALCA)+ (1 —=ADL(A)+b < f(b) <AL(B) + (1 — A)L(B) + b.

L(A)+b<f(P)<L(B)+b

Portanto:
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fA) <f(P)<f(B)

Da mesma forma, se tivermos f(B) < f(A) mostramos que f(B) < f(P) < f(4).

Lema 2. Seja f(xq, ..., X)) = a;x; + ayx, + -+ a,x, + b. Se dentre os valores que
f que assumir num segmento AB do R™, o valor maximo (minimo) for assumido num ponto P
interior deste segmento, entdo f sera constante em AB.

Analisando os enunciados dos lemas 1 e 2 e a natureza de uma regido poliedral convexa,
estamos em condi¢ao de enunciar o principal resultado da PL.

Teorema 3. Seja f(xy, ..., X,) = a1x1 + a;x; + -+ + a,x, + b definida numa regido
poliedral convexa A do R™. Suponha que f assuma um valor maximo (minimo) nesta regido.
Entdo, se A possui vértice(s), este valor maximo (minimo) sera assumido num vértice. (Boldrini,
et al., 1980).

Prova: (Para regides A do R2.) Suponhamos que o valor maximo (minimo) de f seja
assumido num ponto P de A.

Considerando todas as regides poliedrais convexas possiveis do R? (vejamos o Exemplo
4), podemos ter:

i) P ¢ um vértice. (Neste caso o teorema ja estara provado.)

ii) P estd numa aresta. Do lema 2, f assumira este valor maximo (minimo) em toda
aresta. Como a regido A possui vértice(s) esta aresta contera um vértice v obrigatoriamente.
Portanto, f(P) = f(v).

iii) P esta no interior de A. Neste caso, f serd constante em toda regido A. De fato:

Figura A.6 — Um ponto interior de uma regido poliedral convexa.

Fonte: (Boldrini, et al., 1980).
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Seja Q um outro ponto interior de A. Como 4 ¢ poliedral convexa, o segmento QP esta
contido em A; além disso, como P ¢é interior, podemos considerar um prolongamento Q Q' deste
ainda contido em A. Do lema 2 segue que f € constante em QQ' e, portanto, f(P) = f(Q).

Observagao 1: A prova deste teorema para n-variaveis vai envolver um niimero maior
de possibilidades: o ponto inicial de maximo (minimo) podera estar

i) num vértice;

ii) numa aresta (solucao de (n — 1) - equagdes). Neste caso, 0 maximo (minimo) sera
assumido em toda a aresta que ¢ um subconjunto de dimensao 1.

iii) numa face (solug¢ao de (n — 2) - equagdes). Neste caso, 0 maximo (minimo) sera

assumido em toda a face que ¢ um subconjunto de dimensao 2;

ni) num ponto interior da regido A (que tem dimensdo n). Neste caso, a funcdo sera
constante em toda regido.

Pode-se mostrar que em todos estes casos, quando a regido tem vértices, conseguimos
um vértice v onde a fungdo assume seu maximo (minimo),

Observagio 2: E este teorema que permite, nos casos em que, pela natureza da fungio,
j& sabemos que ela assume maximo (minimo) encontra-lo apenas determinando seus valores
nos vértices da regido poliedral convexa.

Teorema 4. Seja f(xq, ..., xp) = a;X; + azx, + - + ayx, + b definida numa regido
poliedral convexa limitada A. Entdo f assume seus valores maximo e minimo nos vértices de
A. (Boldrini, et al., 1980).

Defini¢des

Considere o seguinte sistema linear:

aj1Xx, + aAq12Xy + -+ A1pnXn = b1
alel + azzxz + oo+ aann S bz (I)

A1 X1 + QX + -+ Ay Xy = by

que escrito na forma matricial toma-se

Ax =Db
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Suponha que o posto de A sejaigualame que n > m.

(a) Solugdo Basica

Dado um conjunto de m equagdes lineares com n incdgnitas, conforme definido em (I),
vamos chamar de B qualquer submatriz m X m, ndo-singular, formada por m colunas indepen-
dentes de A (se A tem posto igual a m entdo tal submatriz existe. E seja N a submatriz
m X (n —m) formada pelas n — m colunas restantes (aquelas que ndo pertencem a B). Por-

tanto, Ax = b pode ser escrito da seguinte maneira:
BxB + NxN = b

pois A foi particionada em B ¢ N (A = [B,N]) e x em x5 e xy (x = [x5, xy]), onde
xp = [vetor de m componentes formado pelas variaveis associadas as colunas de B] e xy =
[vetor de (n — m) componentes formado pelas formado pelas variaveis associadas a N1.

Entdo, se todos os componentes de x, forem fixos e iguais a zero, a solugdo para o
conjunto resultante, Bxg = b, ¢ dito ser uma solucao basica para (I) com respeito a base B. Os
componentes de xg sdo chamados de variaveis basicas e os componentes de xy de variaveis

ndo-basicas.

(b) Solugao Basica Degenerada

Se uma ou mais varidveis basicas em uma solugdo basica tem valor zero, esta solucao ¢
dita ser solugdo bésica degenerada. Do ponto de vista geométrico, isto ocorre quando temos um
vértice determinado pela interseccdo de mais de duas retas.

Vamos considerar o seguinte sistema

Ax = b} (In)

x=0
o qual, representa as restricoes de um problema de programacao linear na forma padrao.
c¢) Solugéo Factivel

Um vetor x satisfazendo todas as restrigdes de (II) ¢ dito ser factivel para este sistema.

Uma solugdo factivel para (II) que também ¢ basica ¢ chamada de solugdo bésica factivel. Se
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esta solugdo também for uma solug@o basica degenerada, ela serd chamada de solugdo basica
factivel degenerada.

Considere um problema de programagao linear na forma padrao:

Min cx
s/a Ax =D (117)
x=0

d) Solucdo Basica Factivel Otima

E a solugdo basica factivel que dentre todas as solu¢des basicas factiveis de (III) nos da
o valor 6timo (no caso, o valor minimo) para a fung¢ao objetivo.

Teorema 5. Dado um problema de programacao linear na forma padrao (III) onde A4 ¢
uma matriz m X (n + m) de posto m,

i) se ha uma solugao factivel, ha uma solugao basica factivel,

ii) se ha uma solugdo factivel 6tima, ha uma solugdo basica factivel 6tima.

Do Teorema 5 e da equivaléncia entre solugdo basica factivel e vértice temos que o
método simplex ¢ finito, pois um sistema linear de m equagdes com (n + m) incognitas tem

no maximo

n+m (n+m)! . i
= solugdes basicas
n min!
. . , n+my. ~
Logo, o método simplex efetua um nimero menor que m iteragdes para encontrar

a solucao otima, pois o algoritmo simplex ¢ um procedimento de busca, isto €, nove-se de vér-
tice factivel em vértice factivel, ou seja, de solucao basica factivel em solucao bésica factivel

até encontrar o 6timo.
Método Simplex — Uma Visdao Algébrica
Considere o problema de programacao linear (IV) dado na forma padrao

Min z = cx
s/a Ax = b (IV)
x=0
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onde

A€ ]Rmx(n+m)
x € Rlx(n+m)
b € R*™
cE R(n+m)><1
O que nds vamos fazer agora ¢ particionar a matriz A em duas submatrizes, B ¢ N, que
chamaremos de submatriz bésica e submatriz ndo basica, respectivamente. Da mesma forma,
faremos isto com os vetores x[xg, xy] € ¢ = [cg, cy].
Uma vez feito isto, n6s podemos reescrever o problema expresso em (IV) da seguinte

maneira:
Min z = CpXp + CyXy

s/a Bxg + Nxy = b V)

xg = 0,xy =0

Se expressaramos Bxg + Nxy = b na forma xz = B~'b — B~1Nxy e substituirmos

este resultado na linha da funcdo objetivo obtemos:

Min z + Oxg+ (cgB™'N—cpy)xy =cgB™ b
s/a xg +B 'Nxy = B7'b
Xp = O,xN >0

O problema acima ¢ expresso na forma de quadro da seguinte maneira:

Tabela 1 — Quadro algébrico do Algoritmo Simplex.

XB XN
z 0 cgB™IN —cy cgB™1b
Xp I BN B~ b

Fonte: (Boldrini, et al., 1980).

Este(a) quadro/tabela no da a representagdo da linha da fungdo objetivo z e das variaveis
basicas em termos das variaveis nao-basicas. Quando temos uma solucdo basica factivel, ou

seja, uma solugdo do tipo x = (x5, xy) = (x5, 0), no6s obtemos o valor atual de z (pode ser lido
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diretamente do quadro na intersec¢do da linha z com a coluna mais a direita do quadro) e os
valores atuais das variaveis basicas (na coluna mais a direita, logo abaixo da linha de z).

Sempre que temos uma solugdo basica factivel noés desejamos saber se esta solucao ¢
otima ou ndo. Para sabermos se estamos no 6timo basta verificarmos qual € o efeito produzido
no valor da fungéo objetivo quando fazemos uma variavel ndo-basica, digamos x;, sair do nivel
zero e passar para um nivel positivo; se ao fazermos isto ocorrer uma melhoria no valor da
fungdo objetivo, € interessante x; entrar na base. Para compreendermos melhor, vamos expres-
sar a equagio z = cgB™1bh — (cgB™IN — cy)xy de outra maneira:

Z=2zy— (zj — cj)xj V x; pertencente a submatriz N.
onde: z, = cgB~1b = valor atual da fungdo objetivo
zj = cgB7q;

(zj — Cj) = custo reduzido da variavel x;.

Como o problema ¢ minimizar, entdo € interessante que x; entre na base quando o seu
custo reduzido (Zj — Cj) for maior do que zero, porque assim quando x; cresce o valor da fungao
objetivo decresce. (z; — ¢; < 0, entdo o valor da fungdo objetivo aumentara, ou permanecera o
mesmo, quando x; aumentar. Portanto, para um problema de minimizagao as nossas candidatas
a entrar na base serdo as variaveis ndo-basicas cujo custo reduzido (zj — Cj) for maior do que
zero. Quando uma ou mais variaveis nao-basicas satisfazem (Zj — cj) > ( usa-se como o cri-

tério de desempate escolher aquela varidvel ndo-bésica que tiver o custo reduzido mais positivo,

mudancga que acarretara um efeito nas variaveis basicas dado pela equagao:

~

Xg = b — yrxy
onde b = B~1h = valor atual das variaveis basicas

y; = B'a;, = coluna da variavel x; atualizada

que pode ser reescrita da seguinte maneira:

xBl bl ylk
Xp ~
2 b V2
— 21— k x
N Il I . k
me bm Ymk

ou ainda,

S

Xp; = Di = YVikXk
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Quando a variavel x;, cresce podem ocorrer 3 casos:

1) Se yi > 0, entdo a varidvel xp, diminui a medida que x;, cresce, ou seja, X, € can-
didata a sair da base.

2) Se yy = 0, entdo xp, ndo se altera quando x;, cresce.

3) Se yi < 0, entdo xp, cresce 2 medida que x;, cresce.

Nos s6 devemos nos preocupar com o caso 1, yy > 0, pois quando x;, cresce, xp, dimi-
nui € nds devemos tomar o cuidado de ndo deixar que xp, se torne negativo. Cada variavel
basica que tem seu componente em Yy, maior do que zero ¢ uma candidata a deixar a base, e
deixa a base aquele que zerar primeiro.

Tipos de Solugao

Nos podemos verificar através do quadro simplex solugdes do tipo:

a) Alternativa

Se no quadro simplex tivermos o 6timo e existir uma varidvel nao-basica, digamos xy,
com seu custo reduzido (z; — ¢;) igual a zero, entdo nods temos solugdes alternativas. Isso é

facil de ver pois

z=2y— (zx —c)xp e (zx —cx) =0,

entdo x; pode entrar na base que o valor da funcdo objetivo z ndo se altera, ou seja,
mudamos de uma solugdo basica factivel (vértice) para outra sem alterar a fun¢do objetivo; isto
ocorre quando temos solucdes alternativas.

b) llimitada (z — «a)

Se no quadro existir alguma variavel ndo-basica candidata a entrar na base, digamos xy,
e yi tem todos tem todos os seus componentes menores ou iguais a zero, entdo nos temos so-
lucao otima infinita, pois x; pode crescer que nenhuma variavel basica saira da base porque
crescera junto com Xj, mas se as variaveis basicas crescerem sem limite, z que ¢ funcao dessas
variaveis crescera sem limite também.

Observagao: Compare estas observacdes com Exemplo 4.

Resumo do Método Simplex

Passos do Algoritmo Simplex — Problema de Minimizagao
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Passo 1: Ache a solugdo basica factivel com base B. Forme o quadro simplex inicial.

Tabela A.2 — Quadro inicial do algoritmo

XB XN
z 0 cgB7IN —cy cgB™1b
X5 I BN B~ b

Fonte: (Boldrini, et al., 1980).

Passo 2: Calcule (z, — ¢;) = maximo {(z; — c,) = paratodas as variaveis ndo-basicas

Passo 3 (critério de otimalidade): Se (z — c¢,) < 0 entdo pare: a solugdo atual é 6tima.
Caso contrario, va para o passo 4.

Passo 4: Se y, < 0, entdo para: a solu¢do 6tima € ilimitada. Caso contrario, va para o
passo 5.

Passo 5 (teste da razdo): Determine o indice r como se segue

by _ minimo {B

= . —L para apenas os y; >O}
vk 1<i<m o P p ik

Yik

Passo 6: Pivote em y,

Pivoteamento em y,, ¢ definido como.

a) Divida a linha r por y,.

b)Parai =1,2,...,mei = r, atualize a i-ésima linha da seguinte maneira:

“multiplique a nova linha r por —y;;, e some a linha resultante a linha i”.

c) Atualize a linha da fun¢do objetivo da seguinte maneira:

“multiplique a nova linha r por (z; — ¢) e some a linha resultante com a linha da fun-
¢do objetivo”

Passo 7. Atualize as variaveis basicas e ndo-basicas onde x;, entra na base ¢ xp_deixa a
base e volte para o passo 2.

Observacao 1: Se o problema for maximizar, apenas o passo 3 (critério de otimalidade)
sofrera.

Passo 3 (critério de otimalidade): Se (z — c¢,) = 0 entdo pare: a solugdo atual é 6tima.

Caso contrario, va para o passo 4.
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Observacao 2: O método simplex trabalha apenas com varidveis ndo-negativa, ou seja,
x = 0. Na pratica, isso nem sempre acontece; nestes casos precisamos fazer uma transformagao

de variaveis para garantir que todas as varidveis sejam ndo-negativas.

METODO DAS 2 FASES

Quando n6s temos um problema linear com todas as restri¢cdes do tipo < nds temos uma
base factivel inicial 6bvia, que ¢ a identidade formada pelas colunas das variaveis de folga. Mas
nem sempre isso € possivel, neste caso, precisamos de um método que no dé uma solugao basica
factivel inicial. Um desses métodos ¢ o método das 2 fases.

O método das duas fases comeca com a fase 1, que € a minimizagao da soma das varia-
veis, sujeita as restricdes Ax + x, = b,x = 0 e x, = 0. Se o problema original

Ax = b,x = 0, tem solucdo factivel, entdo o valor 6timo para a fun¢do objetivo da fase
1 ¢ zero, pois todas as varidveis artificiais acopladas ao problema original tendem a zero, ou
seja, elas deixam a base, ap6s eliminarmos as colunas pertencentes as variaveis nao-basicas,
comecamos a fase 2 que ¢ resolver o problema original com a base factivel encontrada na fase
1.

RESUMO DO METODO DAS 2 FASES

Fase 1: Para cada restricdo do tipo = ou = associe uma variavel artificial. Resolva o

problema abaixo comeg¢ando com a solugdo basica factivel x = 0 e x, = b.

Min z, =Ix,

s/a Ax + x4

b
x=>0,x,=20
Se no 6timo o valor de z, # 0, entdo pare: o seu problema original ndo tem solucao
factivel. Caso contrario, elimine todas as colunas artificiais e a linha da fungdo objetivo artifi-
cial. Va para a fase 2.
Fase 2: Acople a funcdo objetivo linear original e resolva o problema com a solucao
basica factivel xz = B™1b e xy = 0. Observe que xg contém as variaveis legitimas do pro-

blema original uma vez que as varidveis artificiais deixaram a base. Portanto, n6s devemos

resolver o seguinte problema:
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Min cgxpg + cyxy
-1
s/a xg +B Nxy =B71b

>0
xg = 0,xy =
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APENDICE B: Teoria sobre matrizes e sistemas lineares
B.1 MATRIZES
B.1.1 Resumo sobre matrizes e notagdes de matrizes

Uma matriz A, m X n (m por n), é uma tabela de mn nimeros dispostos em m linhas ¢

n colunas
a1 aqz Ain
A= Az Azz Qzn
Am1  Apa Amn
A i-ésima linha de 4 é
[ain ap " Gin],

parai =1,---,me aj-ésima colunade 4 ¢
azj
Clmj
paraj = 1,...,n. Usamos também a notagcdo A = (ai]-)mxn. Dizemos que a;; ou [A];; ¢
o elemento ou a entrada de posi¢do i,j da matriz A.
Se m =n, dizemos que A ¢ uma matriz quadrada de ordem n e os elementos
a,1,ay3, ..., Apy formam a diagonal (principal) de A.
Uma matriz que s6 possui uma linha ¢ chamada matriz linha, e uma matriz que s6 possui
uma coluna ¢ chamada matriz coluna. Matrizes linha e matrizes coluna sao chamadas de Veto-

Ics.

Dizemos que duas matrizes sdo iguais se elas t€m o mesmo tamanho e os elementos

correspondentes sdo iguais, ou seja, A = (ai]-)mxn eB = (bij)pxq sdoiguaissem =p,n=gq

ea;;=bjparai=1,..,mej=1,..,n
B.1.2 Resumo de operagdes com matrizes

Definicao B.1.2.1: A soma de duas matrizes de mesmo tamanho A = (ai f)mxn eB =

(bl- j) ¢ definida como sendo a matrizm X n
mxn

C=A+8B
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obtida somando-se os elementos correspondentes de A e B, ou seja,
Cij = al-j + bl] B
parai =1,..,mej = 1,..,n. Escrevemos também [A + B];; = a;; + b;;.

Defini¢cao B.1.2.2: A multiplicacdo de uma matriz A = (al- j)mxn por um escalar (nu-
mero) a ¢ definida pela matriz m X n
B =aA
Obtida multiplicando-se cada elemento da matriz A pelo escalar a, ou seja,
b;j = aa;j,
parai =1,..,mej =1, ...,n. Escrevemos também [aA];; = aa;;. Dizemos que a ma-

triz B ¢ um multiplo escalar da matriz A.

Definicao B.1.2.3: O produto de duas matrizes, tais que o nimero de colunas da pri-
meira matriz ¢ igual ao nimero de linhas da segunda, 4 = (al- j)mxp eB = (bi f)pxn ¢ definido
pela matrizm X n

C =AB

Obtida da seguinte forma:
Cij = Qb1 + aipbaj + -+ apby), (B.1.2.1)

A equagdo (B.1.2.1) esta dizendo que o elemento i,j do produto ¢ igual a soma dos
produtos dos elementos da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-ésima co-
luna de B.

A equagdo (B.1.2.1) pode ser escrita de forma compacta usando a notagao de somatorio.

p

[AB]U = ailblj + aizsz + -+ aipbpj = Z al-kbkj
k=1

¢ dizemos “somatorio de k variando de 1 a p de a; by ;™.

Definicao B.1.2.4:. A transposta de uma matriz A = (ai f)mxn ¢ definida pela matriz

nxm
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B=At

Obtida trocando-se as linhas com as colunas, ou seja,

bij = aj;,

parai =1,..,nej =1,..,m. Escrevemos também [At]i]- = aj;.

B.1.3: Propriedades da Algebra Matricial

Teorema B.1.3.1:. Sejam 4, B e C matrizes com tamanhos apropriados, a e § escalares.
Sao validas as seguintes propriedades para as operagdes matriciais: (Santos, 2012).

(a) (comutatividade) A + B = B + A;

(b) (associatividade) A+ (B+C) = (A+B) + C;

(¢) (elemento neutro) A matriz [0];; = 0, parai = 1,..,mj = 1,..,n é tal que

A+0=A4

Para toda matriz A, m X n. A matriz 0 é chamada matriz nula m X n.

(d) (elemento simétrico) Para cada matriz A, existe uma tinica matriz —A, definida por
[—A];j = —ay; tal que

A+ (=A)=0.

(e) (associatividade) a(BA) = (af)A4;

(f) (distributividade) (a + B)A = aA + BA;

(g) (distributividade) a(A + B) = aA + aB;

(h) (associatividade) A(BC) = (AB)C;

(i) (elemento neutro) Para cada inteiro positivo p a matriz, p X p,

1 O 0
L, = 0 1 . O )
0o o - 1

chamada matriz identidade ¢ tal que

Al, = I, = A, para toda matriz A = (ai]-)mxn.
(j) (distributividade) A(A + C) = AB + AC e (B + C)A = BA+ CA4;
(k) a(AB) = (a¢A)B = A(aB);

D @AD" =4
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(m) (A+ B)t = A + BS;
() (ad)" = aA’;
(o) (AB)t = BtAt.

B.2 SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

B.2.1 Objetos matematicos de um sistema linear

Muitos problemas de varias areas da Ciéncia recaem na solucao de sistemas lineares.
Vamos ver como a algebra matricial pode simplificar o estudo dos sistemas lineares.

Uma equacao linear em n variaveis xq, X5, ..., X, € uma equagao da forma

a x, + azx, + -+ apx, = b,
em que aq, dy, ..., 4, ¢ b sdo constantes reais.
Um sistema de equagdes lineares ou simplesmente sistema linear € um conjunto de equa-

¢oes lineares com m equagdes e n incognitas ¢ um conjunto de equacdes do tipo:

ai1Xq + A12X, + -+ A1pnXn = b1
alel + azzxz + -+ aann = bz
Am1X1 + QpaXe + 0+ QnXn = by,

em que a;; € by sdo constantes reais, para i,k = 1,..,mej=1,..,n.
Usando o produto de matrizes que definimos no Apéndice A, o sistema linear acima

pode ser escrito como uma equagao matricial

AX =B,
em que
A1 Qg2 Q1n X1 b,
A= |t 22 Gn|  y_[*2] e p=|P2
Am1 Ao Amn Xm by,

S1
~ . . , . \Y) o .
Uma solucdo de um sistema linear ¢ uma matriz S = | .| tal que as equacdes do sistema
STL

sdo satisfeitas quando substituimos x; = S;,X; = Sy, ..., X, = Sp. O conjunto de todas as
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solugdes do sistema ¢ chamado conjunto solu¢dao ou solugdo geral do sistema. A matriz A ¢

chamada matriz de coeficientes do sistema linear.

B.2.2 Operagdes Elementares

Uma forma de resolver um sistema linear ¢ substituir o sistema inicial por outro que
tenha 0 mesmo conjunto solu¢do do primeiro, mas que seja mais facil de resolver. O outro
sistema ¢ obtido depois de aplicar sucessivamente uma série de operagdes, nao alteram a solu-
¢do do sistema, sobre as equagdes. As operacdes que sdo usadas sdo:

e Trocar a posi¢ao de duas equagdes do sistema;
e Multiplicar uma equacao por um escalar diferente de zero;
eSomar a uma equagao outra equagao multiplicada por um escalar.

Estas operagdes sao chamadas de operacdes elementares. Quando aplicamos operagdes
elementares sobre as equagdes de um sistema linear somente os coeficientes do sistema sao
alterados, assim podemos aplicar as operacdes sobre a matriz de coeficientes do sistema, que

chamamos de matriz aumentada, ou seja, a matriz

1
;1 Az vt Qi 1 by

1
_|az ax - a1 by
[A1B]= : : e 8 i :
. : .
Qm1 Am2 - Apn : bm

Definicao B.2.2.1: Uma operagdo elementar sobre as linhas de uma matriz ¢ uma das
seguintes operagoes:
(a) Permuta das i-ésima e j-ésima linhas, (Ll- —> L]-);

Exemplo B.2.2.1: L, —> L;
1 0 1 0
4 —-1|l—|-3 4
-3 4 4 -1

(b) Multiplicacao da i-ésima linha por um escalar ndo nulo k. (L; — kL;);

Exemplo B.2.2.2: L, — —3L,
1 0 1 0
4 —1|—|-12 3
-3 4 -3 4

(¢) Substitui¢do da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha.
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Exemplo B.2.2.3: L; — L3 + 2L,

1 0 1 0
4 —-1|—|4 -1
-3 4 -1 4

Se A e B sao matrizes m X n, dizemos que B ¢ linha equivalente a A4, se B for obtida de
A através de um numero finito de operagdes elementares sobre as linhas de A. Notacdes: A —
B ou A~B.

O proximo teorema garante que ao aplicarmos operacdes elementares as equagoes de
um sistema o conjunto solucao nio ¢ alterado.

Teorema B.2.2.1: Se dois sistemas lineares AX = B e CX = D, sdo tais que a matriz
aumentada [C | D] ¢ obtida de [A | B] aplicando-se uma operagéo elementar, entdo os dois sis-
temas possuem as mesmas solucdes. (Santos, 2012).

Definicdo B.2.2.2: Uma matriz A = (al- f)mxn estd na forma escalonada reduzida

quando satisfaz as seguintes condigdes:

(a) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas ndo nulas (isto ¢, daquelas que
possuem pelo menos um elemento nao nulo).

(b) O pivo (1° elemento ndo nulo de uma linha) de cada linha ndo nula ¢é igual a 1;

(¢) O pivo de cada linha nao nula ocorre a direita do pivo da linha anterior, isto €, se as
linhas 1, ..., 7 sdo as linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento ndo nulo da linha i ocorre na
coluna k;, entdo ky < k, < -+ < k,..

(d) Se uma coluna contém um pivo, entdo todos os seus outros elementos sdo iguais a
Zero.

A terceira condicao impde a forma escada a matriz:

Figura B 2.2.1: — Desenho da Forma escada de uma matriz



129

-

Fonte:. (Boldrini, et al., 1980).

Isto ¢, o nimero de zeros procedendo o primeiro elemento ndo nulo de uma linha au-

menta a cada linha, até que sobrem somente linhas nulas, se houver.

Exemplo B. 2.2.4:

1 0 0 0
0 1 —1 0| Naoé¢aformaescadapoisasegunda condicdo ndo € satisfeita, ou
0 0 1 0

seja, na terceira linha o primeiro elemento diferente de zero possui na sua coluna outro elemento

diferente de zero que € o -1 e que deveria ser 0 nesta posigao.

Exemplo B.2.2.5:

0 2 1
’1 0 —3| Nao ¢ a forma escada pois ndo satisfaz a primeira e a quarta condi¢des. A
0 0 O

primeira condi¢ao ndo ¢ satisfeita pelo fato de o primeiro elemento ndo nulo da primeira linha
ser 2 que ¢ diferente de 1, ja a quarta condigdo nao € satisfeita poisky =2¢k, =1 =k, <

ky.

Exemplo B.2.2.6:

0 0 0 0 O
0 0 0 -1 2

condi¢do ndo ¢ satisfeita, pelo fato do primeiro elemento ndo nulo da terceira linha ser -1 que ¢

01 -3 0 1
\ Nao satisfaz a primeira nem a terceira condi¢des. A primeira

diferente de 1. Ja a terceira condi¢@o nao foi satisfeita, pelo motivo da linha nula ocorrer acima
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de uma linha ndo nula, ou seja, a segunda linha ¢ nula e a terceira linha ¢ ndo nula o que nao

satisfaz a terceira condigao.

Exemplo B.2.2.7:

01 -3 0 2
0 0 0 1 2| Eaformaescada poistodasas condi¢des sio satisfeitas. Note que
0 0 0 0O

o primeiro elemento diferente de zero da primeira linha ocorre na segunda coluna e todos os
elementos abaixo dele sdo zero. Na segunda linha o primeiro elemento diferente de zero e igual
a 1 ocorre na quarta coluna, com todos os outros elementos da coluna, na qual ele pertence,
iguais a zero.

Se uma matriz satisfaz as propriedades (a) e (c), mas ndo necessariamente (b) ¢ (d),
dizemos que ela esta na forma escalonada.

Em geral, se o sistema linear tiver solucdo e a forma escalonada reduzida da matriz
aumentada possuir colunas sem pivos, as variaveis que nao estao associadas a pivés podem ser
consideradas variaveis livres, isto €, podem assumir valores arbitrarios. As variaveis associadas
aos pivos terdo os seus valores dependentes das varidveis livres.

Lembramos que o sistema linear ndo tem solugdo se a tltima linha ndo nula da forma

escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema for da forma [0 --- 0 | by, ], com b,, # 0.

Teorema B.2.2.2: Sejam A uma matriz m X n ¢ B uma matriz m X 1. Se o sistema

linear AX = B possui duas solu¢des distintas x, # X, entdo ele tem infinitas solugdes. (Santos,

2012).

Definiciao B.2.2.3: Uma matriz A = (al- f)mxn ¢ equivalente por linhas a uma matriz

B = (bl- j)mxn’ se B pode ser obtida de A aplicando - se uma sequéncia de operagdes
elementares sobre as suas linhas. Observacgao: elas sao equivalentes por linhas, ndo sdo iguais!
A relacdo “ser equivalentes por linhas” satisfaz as seguintes propriedades:
e Toda matriz ¢ equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);
e Se A ¢ equivalente por linhas a B, entdo B ¢ equivalente por linhas a A (simetria);
e Se A ¢ equivalente por linhas a B ¢ B ¢ equivalente por linhas a C, entdo A ¢

equivalente por linhas a C (transitividade).
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Teorema B.2.2.3. Toda matriz A = (al- j)mxn ¢ equivalente por linhas a uma inica ma-

triz escalonada reduzida. (Boldrini, et al., 1980).

R = (74),n
Teorema B.2.2.4: Seja R uma matriz n X n, na forma escalonada reduzida. Se R # I,,,
entdo R tem uma linha nula. (Santos, 2012).

Posto e Nulidade de Matrizes

Defini¢cao B.2.2.4: Dada uma matriz A,,x,, seja B;,x, @ matriz-linha reduzida a forma

escada linha equivalente a A. O posto de A, denotado por p, é o numero de linhas nio nulas de

B. A nulidade de A ¢ o nimero n — p.

Observamos que dada uma matriz A qualquer, para achar seu posto necessitamos en-
contrar primeiro sua matriz-linha reduzida a forma escada, e depois contar suas linhas ndo nu-

las. Este namero ¢ o posto de A. A nulidade ¢ a diferenga entre colunas de A e o posto.

Exemplo B.2.2.8: Desejamos encontrar o posto e a nulidade de 4, onde

1 2 10
A=|-1 0 3 5
1 -2 1 1

Assim, efetuamos as seguintes operagdes com matrizes:

1 2 1 oyt 2 01 o),oi, |t 21 Qfuote-a
Ly3— L3— Ly 2772 5| 13—L344L,
[—1 0 3 5]—>[ 0 2 4 5]—> 0 1 2 > _
1 -2 1 1 0 —4 0 1 0 __4 0 1 )
1 0 -3 -5 1 0 o -2
1 0 -3 -5 LY 5L, —L+3L; 8
3—5Lk3 - N
0 1 2 ; g3 0 1 2 5 Lola=2ls | Lo _%
11
0 0 8 11 0 0 1 — 11
8 0 o0 1 5

Opostode Aé3 eanulidadede A¢4—3 =1.

Observagao: Se interpretarmos a matriz A dada acima como sendo a matriz ampli-

ada de um sistema linear, teremos:
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X1 +2x2 +X3=O
_x1+0x2 +3X3=5

x1—2x2 +x3 =1

A matriz reduzida a forma escada ¢ linha equivalente a matriz A. Assim, o sistema que

ela representa:

=
[N
=
N
1 Il
I I
i e o] IRN

=

&
[
|

¢ equivalente ao sistema inicial, possuindo a mesma solugao que este.

Exemplo B.2.2.9: Desejamos encontrar o posto e a nulidade de B, onde

2 -1 3
_ |1 4 2
B=11 5 1
4 16 8
Assim, efetuamos as seguintes operagdes:
Lz_)LZ—ZLl
1
2 _1 3 1 4 2 L3—L3z-L, 1 4 2 LZ_)_BLZ
1 4 2|Lli—=lzl2  —1 3|Li—La—4L|Q —9 —1| Lz—Ls2L,
1 -5 1 1 -5 1 0 -9 -1
4 16 8 4 16 8 0 0 0
1 4 2 o
1 9
0 1 — L1—> L1—4L2 1
9|—|0 1 -
0 0 0 9
0 0 0 0 0 0
L0 0 0

O posto de B ¢ 2, e anulidade ¢ 3 — 2 = 1. Repare que a matriz
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tem o mesmo posto e nulidade de B.
Reinterpretando as matrizes acima como um sistema de equagdes, diremos que o sistema

de quatro equacgdes associado a matriz inicial:

(Zx - y=3
x +4y =2
x —5y=1
4x + 16y = 8

¢ equivalente ao sistema de duas equagdes:

+0y ==
X y_9
0x+y =1
X y—g

Associado a matriz-linha reduzida a forma escada. Este ¢ um caso de sistema com equa-
¢oes redundantes. A terceira e a quarta equacdes (que se tornam nulas no final do processo)

podem ser desprezadas. Isto significa que o sistema inicial € equivalente ao sistema:

{2x—y=3
x+4y =2

Associado a matriz Bj.

Usamos dizer também que, neste caso, as duas primeiras equagdes sao “independentes”
e que as demais sdo “dependentes” destas. Ainda segundo esta terminologia, denominamos
posto de uma matriz o numero de linhas “independentes” desta. Vocé pode observar que uma
linha sera “dependente” de outras (isto ¢, serd igual a zero no final do processo de reducao) se
ela puder ser escrita como soma de produtos destas outras linhas por constantes. Costumamos
dizer também que esta linha ¢ uma combinacdo linear das outras. Por exemplo, na matriz B
podemos dizer que a primeira e a segunda linhas sdo independentes, enquanto que a terceira e

a quarta sao combinagdes lineares das duas primeiras linhas.
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Vocé viu assim que o posto da matriz ampliada de um sistema nos da o nimero de

equagdes independentes deste.

Solugdes de um Sistema de Equagdes Lineares

Caso geral B.2.2.5: Consideremos um sistema de m equagdes lineares com n incognitas

X1, ey Xpp-

ai1Xq + A12Xy + -+ A1pnXn = b1
az1Xq + az2X, + -+ AoynXpy = bz
Am1X1 + QpaXa + -+ + AQunXn = by,

cujos coeficientes a;; € temos b; sdo niimeros reais (ou complexos). Este sistema podera

ter

i) uma unica solugéo:

i) infinitas solugdes

iii) nenhuma solugéo.

No primeiro caso, dizemos que o sistema ¢ possivel (compativel) e determinado.

No segundo caso, dizemos que o sistema ¢ possivel e indeterminado. E no terceiro caso,
dizemos que o sistema ¢ impossivel (incompativel).

Consideremos a matriz ampliada do sistema anterior € tomemos sua matriz-linha redu-

zida a forma escada:

- Cl
aiq in by :
c
.;.k .....
0 0 0: Ck+1
Am1 “t Gmn bm mx(n+1) :

0 0 0 Cmdpxman
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Teorema B.2.2.5: (Boldrini, et al., 1980).

i) Um sistema de m equacdes e n incognitas admite solugdo se, e somente se o posto da
matriz ampliada ¢ igual ao posto da matriz dos coeficientes.

ii) Se as duas matrizes t€m o mesmo posto p € p = n, a solugado sera unica.

iii) Se as duas matrizes tém o mesmo posto p e p < n, podemos escolher n — p incog-

nitas, e as outras p incognitas serdo dadas em fung¢ao destas.

Demonstracao:

12 Parte: Se o posto da matriz ampliada for maior que o da matriz dos coeficientes (me-
nor nao pode ser), entdo esta matriz reduzida 4 forma escada deve ter pelo menos uma linha do
tipo[0 0 - Ck], com ¢, # 0. Isto significa que o sistema associado a esta matriz (que ¢é
equivalente ao inicial) tem uma equacao do tipo:

Ox; ++0x,=c,#0
e, portanto, ndo admite solugdo.
22 Parte: Por outro lado, se o posto da matriz ampliada, P, for igual ao da matriz de

coeficientes, temos dois casos a considerar:

a) se p = n, teremos a matriz-linha reduzida a forma escada:

[ b 0 0 :ocq)
0 ....1 ..... Q . 0 CZ

..... T e S
0 00 0

L o 0 0 0.

A solugdo do sistema sera x; = ¢y, ..., X, = Cp, portanto o sistema admite uma unica
solugao.

b) se p # n entdo p < n (pois p ndo pode ser maior que n)

Neste caso, devemos considerar as varias possibilidades para a matriz-linha reduzida a

forma escada. Podemos analisar inicialmente quando esta matriz de posto p < n tem a forma:



1. _
1.0 0 0  iaper Ain €1
0 1 0 . 0
T OO WO B Qv Gpn Cp
0 0 0
-0 0 0 0 0 0-
Teremos, neste caso: (X; = €1 — Qqpy1Xp41 — *** — A1nXp
Xp = Cp — App+1Xp+1 — "~ ApnXn

€ o sistema terd, portanto, infinitas solugdes, sendo x4, ..., X, variaveis livres.

Uma segunda forma a ser considerada para a matriz reduzida ¢

2.
_O 'n..l... 0 O 0 a1p+2 aln
0 0 I 0
19 O, U i Gpper Apn
0 0 O 0 0
L0 0 0 0 0 0
entao { xz = C1 —_ a1p+2xp+2 — e — alnxn
X3 = €2 = Aop+2Xp+2 — " T UanXn

Xp+1 = Cp — Qpp+2Xp+2 " — ApnXn

136
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sendo assim podemos prosseguir de uma maneira sistematica e ver que em todas as possibili-
dades para a matriz-linha reduzida a forma escada de posto p < n, teremos um sistema com
infinitas solugdes e n — p variaveis livres.

Observe que na 12 parte mostramos usando contra-reciproca, que a igualdade de postos
entre as matrizes ampliada e dos coeficientes ¢ uma condi¢do necessaria para a existéncia de
solucdo do sistema. Na 22 parte mostramos que esta condi¢ao também ¢ suficiente, conside-
rando as possibilidades a) e b). Note ainda que também as condi¢des (ii) e (iii) foram de-
monstradas em a) e b) respectivamente. Dizemos no caso iii que o grau de liberdade do sistema
én —p.

Usamos a notagdo

p. = posto da matriz dos coeficientes e

Pa = posto da matriz ampliada. Se p. = p, denotamos simplesmente por p.

]
B.3 SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS
B.3.1 Objetos matematicos do sistema homogéneos
Um sistema linear na forma
allxl + alzxz + e + alnxn - O
alel + azzxz + + aann = 0 (2)
Am1X1 + ApaXy + - + apnxy, =0

é chamado sistema homogéneo. O sistema 2 pode ser escrito como AX = 0. Todo sis-
X1 0
tema homogéneo admite pelo menos a solugao X = xz = lol chamada de solucao trivial.
Xn 0
Portanto, todo sistema homogéneo tem solugdo. Além disso ou tem somente a solucdo trivial
ou tem infinitas solugoes.
Observagdo: Para resolver um sistema linear homogéneo AX = 0, basta escalonarmos a
matriz A do sistema, ja que sob a acdo de uma operacdo elementar a coluna de zeros ndo ¢

alterada. Mas, ¢ preciso ficar atento quando se escreve o sistema linear associado a matriz
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resultante das operacdes elementares, para se levar em consideragdo esta coluna de zeros que

ndo vimos escrevendo.

Teorema B.3.1.1: Se A = (aij)mxn’ ¢ tal que m < n, entdo o sistema homogéneo AX =

0 tem solucdo diferente da solugdo trivial, ou seja, todo sistema homogéneo com menos equa-

¢oes do que incognitas tem infinitas solugdes.

Proposicao B.3.1.2 Seja A = (aif)mxn'
(a) Se X e Y sdo solugdes do sistema homogéneo, AX = 0, entdo X + Y também o é.
(b) Se X é solucdo do sistema homogéneo, AX = 0, entdo aX também o é.

Observagao: Estas propriedades ndo sdo validas para sistemas lineares em geral.

B.3.2 Matrizes Elementares

Definicdao B.3.2.1 Uma matriz elementar n X n é uma matriz obtida da matriz identi-
dade I,, aplicando-se uma, e somente uma, operagdo elementar.

Vamos denotar por E;; a matriz elementar obtida trocando-se a linha i com a linha j da
matriz I, E;(a) a matriz elementar obtida multiplicando-se a linha i da matriz I,, pelo escalar

a+0eck;; () a matriz elementar obtida da matriz I,,, somando-se a linha j, a vezes a linha i.

1 0 07
o -
. 1
0 1 —
Ei,j = : ] )
1 0 le—J
1 .
.. 0
-0 0o 14
1 O 0
0o -
: 1
Ei(a) =] a e
1 .
... 0
0 o 1
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1 0 0
0o -
1 — i
e Ei,j(a) =
a 1 “le—j
. 0
0 0 1

Aplicar uma operagdo elementar em uma matriz, corresponde a multiplicar a matriz a
esquerda por uma matriz elementar, ¢ o que diz o Teorema B.3.2.1.

Teorema B.3.2.1. Sejam E uma matriz elementar m X n ¢ A uma matriz qualquer
m X n. Entdo, EA ¢ igual a matriz obtida aplicando-se na matriz A a mesma operagao elementar

que originou E. (Santos, 2012).



