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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo das equagoes diferenciais ordinarias, visando apresen-
tar os resultados das pesquisas realizadas, além de enfatizar a relevancia da modelagem
e aplicagao de problemas relacionados a biologia, fisica e quimica. Neste contexto, ao
percorrer brevemente a trajetéria historica das equagoes diferenciais, e revisar conceitos
prévios importantes para a pesquisa, buscou-se a compreensao das equagoes diferenciais,
bem como as classificagoes de acordo com o tipo, a ordem e a linearidade, assim como os
métodos para encontrar solugoes. Em seguida, realizou-se o estudo das equagoes diferenci-
ais ordinarias de primeira ordem e de ordem superior. Culminando na abordagem pratica
que finaliza o produto desta pesquisa trazendo as aplicacoes, evidenciando a relevancia

desse campo de estudo.

Palavra-chave: Equacoes diferenciais ordinarias; Pesquisa; Aplicagoes.



ABSTRCT

This work presents a study of ordinary differential equations, aiming to present the results
of the research carried out, in addition to emphasizing the relevance of modeling and ap-
plication of problems related to biology, physics and chemistry. In this context, by briefly
going through the historical trajectory of differential equations, and reviewing important
previous concepts for research, we sought to understand the equations differentials, as
well as classifications according to type, order and linearity, as well as methods for fin-
ding solutions. Then, the study of the first order and higher order ordinary differential
equations. Culminating in practical approach that finalizes the product of this research

by bringing applications, highlighting the relevance of this field of study.

Keywords: Ordinary Differential Equations; Research; Applications.
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1 Introducao

O presente trabalho representa o desfecho de pesquisas desenvolvidas durante a gra-
duagdo, por meio do Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo Cientifica (PIBIC),
sob a orientacao do Professor Doutor Sebastiao Martins Siqueira Cordeiro. A pesquisa
estendeu-se ao longo de trés anos de intensa dedicagao, culminando na produgao de resul-
tados significativos e na ampliacao do conhecimento acerca da aplicacao da modelagem
matematica.

O objetivo primordial deste trabalho é apresentar os resultados finais das pesquisas
desenvolvidas, mas também destacar a relevancia da modelagem e da aplicagao de pro-
blemas relacionados as questoes bioldgicas, fisicas e quimicas. Ao longo desse periodo, foi
possivel explorar questoes que permeiam diferentes dominios, contribuindo assim para a
compreensao e avanco do conhecimento matematico.

Esta pesquisa esta estruturada em quatro partes distintas. Inicialmente, abrange a
busca histérica das equagoes diferenciais, explorando os principais eventos e contribuicoes
matematicas que moldaram a compreensao atual deste ramo. Nesse contexto, destacam-se
figuras proeminentes como Isaac Newton, Leibniz e Pierre-Simon Laplace, cujas contri-
buicoes foram fundamentais para o desenvolvimento da teoria das equagoes diferenciais.

Em seguida, a pesquisa ¢ dedicada a uma revisao detalhada de conceitos relacionados
ao calculo, com aprofundamento em aspectos da andlise real. Neste capitulo, serao abor-
dados temas essenciais, como funcgoes, limites, continuidade, derivadas e integral. Para
cada conceito, serao apresentadas definicoes, teoremas e corolarios relevantes, estabele-
cendo a base tedrica necessaria para a compreensao dos estudos subsequentes.

Dessa maneira, a pesquisa concentra-se no estudo das equacgoes diferenciais ordinarias,
explorando classificagoes de acordo com tipo, ordem e linearidade. Além disso, apresenta-
se as equagoes diferencias de primeira ordem e de ordem superior. Com isso, serao dis-
cutidos conceitos-chave, fornecendo uma base sélida para a compreensao das aplicagoes
apresentadas na ultima parte do trabalho.

Sendo assim, é apresentando aplicacoes praticas dos conhecimentos adquiridos, apre-
sentando quartos problemas que foram abordados e solucionados por meio da modelagem
matematica. Esse capitulo destaca a aplicabilidade dos conceitos estudados na resolucao

de desafios concretos, evidenciando a importancia do trabalho cientifico.
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2 Historico

Em primeiro momento, apresenta-se o desenvolvimento das Equacoes Diferenciais Or-
dinarias (EDOs) ao longo da histéria da matematica, mostrando que o célculo, como se
conhece hoje, é resultado da evolucao dos antigos métodos usados para a resolucao de pro-
blemas relacionados ao calculo de area e volume. Na antiguidade, os gregos solucionavam
tais problemas utilizando o método de exaustao, que consiste em inscrever um poligono
regular em um circulo e aumentar o nimero de lados desse poligono até alcancar o resul-
tado da area desejada. Esse método ¢ comumente creditado ao matematico Eudoxo de
Cnido (c. 370 a.C), pois, entre os mateméticos de sua época que estudaram o método, ele
se destacou. No entanto, uma demonstragao mais rigorosa foi realizada pelo matematico
grego Arquimedes (c. 287 a.C.), o que permitiu obter resultados mais precisos.

Nesse sentido, outros matematicos que também contribuiram para o desenvolvimento
de conceitos relacionados ao calculo foram Johann Kepler (1571-1630), Bonaventura Cava-
lieri (1598-1647), Evangelista Torricelli (1608-1647), Pierre de Fermat (16017-1665), Isaac
Barrow (1630-1677) e outros. O matematico Isaac Barrow “foi o primeiro a perceber, de
maneira plena, que a diferenciacao e a integracao sao operagoes inversas uma da outra.
Essa importante descoberta é conhecida como o teorema fundamental do célculo” (EVES,
2004, p. 435), surgindo assim um novo ramo da matematica e dando novos rumos para a
histéria, segundo Eves (2004, p. 417):

Primeiro surgiu o célculo integral e sé6 muito tempo depois o calculo
diferencial. A ideia de integracao teve origem em processos somatorios
ligados ao calculo de certas areas e certos volumes e comprimentos. A
diferenciacao, criada bem mais tarde, resultou de problemas sobre tan-
gente a curvas e de questoes sobre maximos e minimos.

Durante o século XVII, com o desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral,
inventado por Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), a con-
tribuicao de ambos para a criacao do calculo realizou-se de forma independente. Newton
utilizou o conhecimento do cédlculo para abordar problemas na fisica, o que é evidenciado
pela notacgao e escrita que ele empregou. Tanto é verdade que ele fez sua descoberta e
nomeou-a de “método dos fluxos”, publicando-a em 1736, embora a tivesse escrito em
1671.

Para Leibniz, a abordagem de desenvolvimento do calculo estava mais voltada para a
area da matematica. Ele inventou a simbologia da integral e da derivada, que conhecemos
e usamos atualmente. Sua descoberta ocorreu entre 1673 e 1676, além de suas outras
contribuigoes para a matemaética, como o teorema dos determinantes, que contribui para
o estudo de sistemas de equacoes lineares.

Ademais, Newton e Leibniz tiveram divergéncias a respeito da invencao do célculo.

Apesar da descoberta de Newton ser anterior, Leibniz foi o primeiro a publicar seus
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resultados, conforme destaca Eves (2004). Apesar dessa disputa, ambos sdo reconhecidos
como inventores do cédlculo diferencial e integral.

A partir do século XVIII, surgiram a teoria das equacgoes diferenciais, gragas aos
avancos no calculo. Os tipos de problemas aplicados as equacoes diferenciais envolviam
assuntos fisicos e astronomicos. Os mateméticos Jakob Bernoulli (1654-1705) e Johann
Bernoulli (1667-1748) foram responsaveis por estudar o calculo de Leibniz e desenvolveram
a modelagem de fenomenos fisicos usando equagoes diferenciais, procurando encontrar
suas solugoes.

Além disso, “no campo das equacoes diferenciais, Jacques Bernoulli contribuiu com o

n»

estudo da ‘equagao de Bernoulli’ ¥ + P(x)y = Q(x)y"”, conforme destacado por Boyer
e Merzbach (2012, p. 293). Leibniz e Johann Bernoulli resolveram essa equagao, sendo
que Johann utilizou o método de redugao da equagao linear por meio da substituigao
z =yl

Adicionalmente, o matemético Leonhard Euler (1707-1783) contribuiu significativa-
mente com o desenvolvimento da técnica dos “fatores integrantes, métodos sistematicos
para resolver equacoes lineares de ordem superior com coeficientes constantes, e a dis-
tincao entre equacgoes lineares homogéneas e nao homogéneas, bem como entre solugao
particular e solugao geral”(BOYER; MERZBACH, 2012, p. 308).

O desenvolvimento dos métodos para a resolucao de equagoes diferenciais ordinarias
iniciou-se assim que se compreendeu a relagao inversa entre a derivada e a integral. Conso-
ante aos estudos das equacoes diferenciais, Euler trabalhou em torno da conhecida equacao
de Riccati, que é expressa da seguinte forma: y' = p(z)y? + q¢(z)y + r(z). Ele conseguiu
observar que, ao encontrar uma solugao particular dada por v = f(z), poderia fazer a
substituicao por y = v + % Desta maneira, transformando-a em uma equagcao diferencial
linear em 2 de forma que pudesse obter a solucao geral. Outras observagoes atribuidas a
Euler, segundo Boyer e Merzbach (2012, p. 309):

Em Commentarii de Petersburgo, de 1760-1763, Euler observou também
que se duas solugoes particulares sao conhecidas, entao uma solugao
geral pode ser expressa em termos de uma simples quadratura. Até
certo ponto, a divida onipresente que temos com Euler no campo das
equacoes diferenciais estd indicada no fato de que um tipo de equagao
linear a coeficientes varidveis tem seu nome. A equacio de Euler 2"y +
anx" 1y~ = f(z) ((onde o expoente entre parénteses indica ordem de
derivacao) se reduz facilmente, pela substituicdo z = €/, a uma equacgao
linear a coeficiente constantes.

Ap6s Euler, percebe-se que os estudos de equacgao diferencial avancaram de maneira
primordial, devido ao conhecimento das propriedades, definicoes e ao entendimento de
algumas fungoes. Daniel Bernoulli (1700-1782) utilizou o trabalho de Euler em seus

estudos. O matematico Alexis Claude Clairaut (1713-1765) é responsével por desenvolver

as equacoes exatas e pela equagao de Clairaut. Além disso, no século XVIII, Joseph Louis
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Lagrange (1736-1813) trabalhou com célculo e, com isso, iniciou o método de aproximagao
das raizes, além das equacgoes gerais de movimento dinamico que levaram o seu nome.
Publicado em 1788, pode-se observar que Lagrange, ao longo de sua vida, contribuiu para
outros ramos além das equacoes diferenciais, como a teoria dos grupos, na qual possui um
famoso teorema conhecido como o Teorema de Lagrange.

Durante o século XIX, encontram-se as principais publicagoes do trabalho de Pierre-
Simon Laplace (1749-1827). O reconhecimento na matemética deve-se a hipétese nebular
cosmogonia conhecida como equacao de Laplace, que pertence a teoria do Potencial, assim
como a transformada de Laplace, a qual tem aplicabilidade a equagao diferencial linear
de ordem n com coeficientes constantes, além do teorema de Laplace. Ademais, outro
matematico, Adrien-Marie Legendre (1752-1833), contemporaneo de Laplace e Lagrange,
também teve suas obras publicadas no século XIX. Sua contribuicao estd ligada a equacao
diferencial (1 —2?)y” — 22y’ +n(n+ 1)y = 0, que tem bastante relevancia na matemdtica
aplicada. Suas solucoes sao conhecidas como fungoes de Legendre.

No decorrer do século XIX, o interesse nas equagoes diferenciais nao lineares foi o
préximo foco dos estudos matemadticos. Neste sentido, Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857) foi um grande contribuidor nas dreas da matemética pura e aplicada, aprofundando-
se em ambas. Publicou vérias pesquisas que ajudaram no avanc¢o da matematica, focando
na convergencia e divergéncia de séries infinitas, na teoria das funcoes reais e complexas,
nos estudos de determinantes, na probabilidade, nas equacoes diferenciais e na fisica-
matematica (EVES, 2004).

A partir das contribuicoes de outros matematicos do século XX, as equacoes diferen-
ciais ordinarias tiveram desenvolvimento em diversos ambitos para além da matematica,
como nas engenharias, biologia, fisica e outras areas. Isso se deve aos conhecimentos
adquiridos, como equagoes de primeira, segunda e ordem superior, além de equacgoes dife-
renciais com coeficientes variaveis e a transformada de Laplace. Portanto, encontram-se

inumeras aplicacoes que, ao longo dos préximos capitulos, serao abordadas.
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3 Preliminares

Neste capitulo, apresenta-se uma breve introducao a analise real, a qual aborda con-
ceitos e defini¢oes sobre funcao, limite, continuidade, derivada e integral. Por meio desse

conhecimento prévio, pode-se dar encaminhamento ao estudo das Equagoes Diferenciais.

3.1 Funcoes

A revisao da definicao de funcéao é necessaria para o estudo da anélise real. Em que D
e Y sao dois conjuntos, uma funcao f é uma lei de formacao que associa cada elemento
d do conjunto D a um unico y do conjunto Y. De maneira formal, uma funcao pode ser

entendida da seguinte maneira.

Definicao 3.1. Uma funcdao “f : D — Y 7€ uma lei que associa elementos de um conjunto
D, chamado o dominio da funcao, a elementos de um outro conjunto Y, chamado o

contradominio da funcao.

Ao analisar uma funcao, percebe-se que ela estabelece uma relagao na qual cada ele-
mento do dominio esta diretamente associado ao seu contradominio. Essa definigao contri-
bui significativamente para um entendimento mais aprofundado de Equagoes Diferenciais,

sendo encontrada no livro de Avila (1999).

3.2 Limite

O conceito de limite é aplicado no estudo do comportamento de uma fungao f em
um dado intervalo I. As defini¢bes, teoremas e corolarios apresentados nesta secao foram

retirados do livro de Avila (1999).

Definicao 3.2. Dada uma funcao f com dominio D , seja a um ponto de acumulagdao de D
(que pode ou nao pertencer a D). Diz-se que um nimero L é o limite de f(z) com x tendendo

a a se, dado qualquer € > 0, existe 6 > 0 tal que x € D,0 < |x —a| <0 = |f(z)— L| <e.

3.2.1 Propriedades do limite

Teorema 3.1. Se uma fungao f tem limite com x — a, entdao |f(x)| tem limite e
lim |f(z)| = | im f(x)|. Em particular, se f € continua em x = a, entdo |f(x)| também é
Tr—a Tr—a

continua nesse ponto,isto €, lim | f(z)| = |f(a)].
r—a

Teorema 3.2. Se uma funcao f com dominio D tem limite L comx — a, e se A< L < B,
entao existe § > 0 tal que x € Vi(a)N D = A < f(x) < B.

Corolario 3.1. Se uma funcao f com dominio D tem limite L com x — a, entdo existe
d > 0 tal que f(x) é limitada em V{(a) N D.

14



Coroléario 3.2 (Permanéncia do sinal). Se uma func¢ao f com dominio D tem limite L # 0
com x — a, entdo existe 6 > 0 tal que, em Vi(a)N D, f(z) > L/2 se L >0 e f(z) < L/2
se L < 0.

Teorema 3.3. Se duas funcoes f e g com o mesmo dominio D tém limites com © — a,

entao
(a) f(x)+g(x) tem limite e lim[f(x) + g(z)] = lim f(z) + lim g(z);
(b) sendo k constante, kf(x) tem limite e im[k f(x)] = k.lim f(x);

(c) f(z)+ g(x) tem limite e im[f(z)g(x)] = lim f(z) - lim g(x);

(d) se, além das hipdteses feitas, lim g(x) # 0, entao f(x)/g(x) tem limite e lim% =
lim f(x)
lim g(z) *

3.3 Continuidade

Nesta subsecao, sera abordado o conceito de funcao continua de maneira breve, podendo-

se encontrar mais detalhes no livro de“Anélise Real”de Lima (2020).

Definicao 3.3. Uma funcao f : X — R, definida no conjunto X C R, diz-se continua
no ponto a € X quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal
que x € X e |z —a| <0 impliqguem |f(z) — f(a)| <e.

Teorema 3.4. Sejam f,g: X — R continuas no ponto a € X, com f(a) < g(a). Existe
0 >0 tal que f(x) < g(x) para todo x € X N (a —6,a +9).

Corolario 3.3. Seja f: X — R continua no ponto a € X. Se f(a) # 0, exite § > 0 tal
que, para todo v € X N (a —d,a+0), f(x) tem o mesmo sinal de f(a).

Corolario 3.4. Dados f,g : X — R continuas, sejam Y = {z € X; f(z) <g(x)} e
Z={re X, f(x) <g(x)}. Existem A C R aberto e F C R fechado tais que Y = X N A
e Z = XNFE. Em particular, se X é aberto entao Y € aberto e se X € fechado entao Z é
fechado.

Teorema 3.5. A fim de que a funcdo f: X — R seja continua na ponto a € necessdrio e

suficiente que, para toda sequéncia de pontos x, € X comlimx, = a, se tenhalim f(x,) =
f(a).

Corolario 3.5. Se f,g: X — R sao continua no ponto a € X entao sao continuas nesse

mesmo ponto as fungoes f+ g, f.g: X — R, bem como a funcao f/g, caso seja g(a) # 0.

Teorema 3.6. Sejam f : X — R continua no pontoa € X,g:Y — R continua no ponto
b= f(a) €Y e f(X) CY, de modo que a composta go f : X — R estd bem definida.

Entao go f € continua no ponto a. (A composta de duas fungoes continuas é continua).
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Com base nos teoremas e corolarios apresentados anteriormente, pode-se compreender
que a continuidade é uma propriedade que certas funcoes possuem, que ocorre em um
intervalo da fungao. As demonstragoes dos teoremas 3.4 e 3.6 podem ser encontradas nas

paginas 72 e 73, respectivamente, no livro Analise Real supracitado.

3.4 Derivadas

A derivagao surgiu do problema de calcular a reta tangente a uma curva da funcao f.
Para resolver este problema, é necessario tracar uma reta secante a f, representada pelo

quociente

rT—a
nele, encontra-se o coeficiente angular da reta secante s ao gréafico de f.
A definicao da derivada de uma funcao f em um determinado ponto a de seu dominio

¢ dada pelo seguinte limite:
L) = f)

r—a Tr— Qa
onde z # a. Calculando o limite de x tendendo para o ponto a, encontra-se o valor do
coeficiente angular da reta tangente a este ponto. A derivada no ponto a pode ser repre-
sentada com as seguintes notagoes: f'(a), d—f(a) e Df(a). A representagao da derivada
x

de f no ponto a, quando este limite existe, é dada por:

f’(a) — lim f(l‘) B f(CL)

r—a Tr — a

Leia-se f “linha”de a. Além dessa representacao, pode-se encontrar esse limite escrito da

seguinte forma:

) — tim L0 = Sla)

h—0 h
A derivacao tem um carater local, ou seja, dado um intervalo I da funcao f, caso

exista o limite da funcao f no ponto a, f possui derivada neste ponto.

Teorema 3.7. Seja f: I — R uma funcao definida em um intervalo I.

(a) Se f € derivdvel a direita em um ponto a € I entdo f é continua a direita em a.

(b) Se f é derivdvel a esquerda em um ponto a € I entdo f é continua a esquerda em a.

(c) Se f € derivavel a direita e a esquerda em um ponto a € I entao f é continua em a.

Em particular, se f for derivavel em a, ela € continua.

Teorema 3.8 (Regras de derivacao). Sejam f,g: I — R derivdveis no ponto a € I. As
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funcgoes f+q, f-g e f/g (onde g(a) # 0) sao também derivdveis no ponto a, com

(f +9)(a) = /'(a) % g'(a),
(- 9)(a) = f'(a) - gla) + f(a) - o' (a) ¢
(1)’(a) (@) - gl@) = f(a) - (a)

9

Teorema 3.9 (Regra da cadeia). Sejam f : I — R e g : J — R duas funcgdes reais
definidas em intervalos I e J, respectivamente, tais que f(I) C J e f(a) é um ponto
interior de J. Suponhamos que f seja derivdavel em a e g derivdvel em f(a). Entdo, a

funcao composta go f: I — R ¢é derivdvel em a e vale a formula:

(g0 f)(a) =g'(f(a))- f(a).

As demonstracoes dos teoremas 3.7, 3.8 e 3.9 podem ser vistos respectivamente a partir
da pagina 77 a 82 do livro de Analise I de Figueiredo (1996).

3.5 Integral

A integral indefinida é um conceito fundamental na analise matematica que esta as-
sociado a antiderivacdao. Dada uma fungdo f(x), sua integral indefinida, como visto na
Figura 1 é uma “familia”de fungdes, do tipo F'(z) + C, onde F(x) e a primitiva de f(z)

e C' é uma constante de integragao arbitraria. Matematicamente, isso é expresso como:

/f(x) de = F(z)+ C.

Figura 1: Familia de Solugoes.

-3 | F(x)+ Cs

-5 f F(z) +Cy

Fonte: Elaborado pela autora.

A integral definida esta associada ao cédlculo de areas sob curvas, sendo utilizada para

determinar a acumulacao total de uma funcao em um intervalo especifico. Considerando
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uma fungao continua f(x) definida no intervalo [a, b], a integral definida de f(z) de a até

/a () d.

representando a area algébrica sob a curva de f(z) entre x = a e x = b. Geometricamente,

b é denotada por:

como ilustrado na Figura 2.

Figura 2: Area sob a curva f(z).

b

Fonte: Elaborado pela autora.

I
I
I
I
I
I
I
I
|
|
I
I
I
I
I
|
a

Resumidamente, a integral indefinida conduz a obtencao de uma familia de fungoes,
ao passo que a integral definida produz um valor numérico, representando o actimulo de

uma quantidade ao longo de um intervalo especifico.

Teorema 3.10 (Teorema fundamental do calculo). Se uma fungdo integravel f : [a,b] —

R possui uma primitiva F : [a,b] — R entdo

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Em outros termos, se uma fun¢ao F : [a,b] — R possui derivada integrdvel, entao

F(b) — F(a) = / F'(x)dx.

O teorema 3.10 se encontra no livro “Curso de andlise”de Lima (2019).
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4 Equacoes Diferenciais

Nos proximos capitulos, apresenta-se as defini¢oes, os conceitos e os métodos de re-
solucdo das Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) de primeira ordem e ordem superior.
No entanto, antes do aprofundamento nesses tépicos, é necessario apresentar ao leitor os

conceitos basicos relacionados as equagoes diferenciais.

Definigao 4.1 (Equacao diferencial). Uma equacdo que contém as derivadas ou dife-
renciaits de uma ou mais varidveis dependentes, em relacao a uma ou Mmais Varidvels

independentes, é chamada de Equa¢ao Diferencial(ED).

A partir dessa defini¢ao, verifica-se que as equacoes diferenciais podem ser classificadas

de trés maneiras distintas, de acordo com a ordem, o tipo e a linearidade.

4.1 Classificacao de acordo com o Tipo

As equacoes diferenciais sao classificadas em relacao ao tipo de duas formas distin-
tas, levando em consideracao que uma equacao diferencial que tenha apenas derivadas
ordinarias de um ou mais varidvel dependente, em relacao a uma tnica variavel indepen-

dente é chamada de Equagao Diferencial Ordinaria, ou EDO.

Exemplo 4.1.
dy
2 5y =1
dx 2
(y —x)dr 4+ 4xdy =0
d’y dy
—_— 2— p—
dx? dx +0y=0

Observa-se que em todas as equagoes, a variavel dependente € y, e uma tinica varidavel
independente é x.

Quando a equagao diferencial possui derivadas parciais de um ou mais varidveis depen-
dentes com duas ou mais variaveis independentes, ela é chamada de Equagao Diferencial
Parcial, ou EDP.

Exemplo 4.2.
du v

dy ox
Verifica-se que a equagao possui duas variaveis dependentes, u e v, assim como duas

variaveis independentes, y e x.

4.2 Classificagao de acordo com a Ordem

Para identificar a ordem de uma equagao diferencial, basta observar a maior derivada

presente na equagao diferencial, como pode ser verificado nos exemplos a seguir.
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Exemplo 4.3.

dy
dr—+y==x
dx Y
Note que, no exemplo 4.3, é apresentada uma equacao diferencial ordinaria de primeira
ordem.
Exemplo 4.4.

d*y dy\’
YV 5(Y) —gy=e
dx2+ (dx) v=e

O exemplo 4.4 trata-se de uma equagao diferencial ordinédria de segunda ordem.

Exemplo 4.5.
, O*u N 0*u
a/ [ [
oxt  Ot?
Observa-se, no exemplo 4.5, que se trata de uma equacao diferencial parcial de quarta

ordem.

4.3 Classificagao de acordo com Linearidade

A classificagao de acordo com a linearidade mostra-se essencial para verificar se uma
equacao diferencial é linear ou nao-linear.

Uma equagao diferencial dita linear pode ser escrita da seguinte maneira

dny dn—ly

an(x)% + an,l(x)dxn_l

+...+a1(;c)—i+a0(x)y:g(x). (1)

Além disso, as equacoes diferenciais lineares podem ser caracterizadas por duas pro-

priedades:

(i) A wvaridvel dependente y e todas as suas derivadas sao do primeiro grau; isto €, a
poténcia de termo envolvendo y é 1.

(ii) Cada coeficiente depende apenas da varidvel independente .

Uma equagao diferencial que nao é linear é chamada de nao linear. Em outras palavras,

uma equacao diferencial nao linear ndo pode ser expressa na forma de (1).

Exemplo 4.6.
y' =2y’ +y=0
Nota-se que é uma EDO de segunda ordem linear, pois os coeficientes que envolvem

y sao iguais a 1.

Exemplo 4.7.

Observa-se que esta EDO ¢é de terceira ordem nao linear, devido ao fato de o expoente

y? ser diferente de 1.
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4.4 Solucoes para uma Equacao Diferencial

Definicao 4.2. Qualquer funcao f definida em algum intervalo [, que quando substituida
na equacao diferencial, reduz a equacao a uma identidade, é chamada de solugao para a

equagcao no intervalo.

A solugao da equagao diferencial pode ser determinada de duas maneiras. Se nao
houver restrigoes, é obtida a solugao geral para a equacao diferencial. No entanto, se
for fornecida uma condigao inicial para a equacgao, encontra-se a solucao particular da

equacao diferencial.

Exemplo 4.8.

dy
r-—+y=1 2
dz Y 2)

A funcao y = £ + 1 é solucao geral de (2) e y,(z) = % + 1 é uma solucao particular,
onde a constante ¢ = 1. Veja a Figura 3 que mostra a solugao geral representada na cor

verde e a solucao particular y,(z) na cor azul.

Figura 3: Gréfico da familia de solugoes e sua solugao particular y,(z) de (2).

~

w

N

Fonte: Elaborada pela autora.
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5 Equacoes Diferenciais Ordinaria de Primeira Or-

dem

No decorrer desta secao, serao apresentadas informacoes a respeito das EDOs de
primeira ordem, bem como, o procedimento para encontrar suas solugoes por meio de
métodos. Vale ressaltar que os principais resultados apresentados foram retirados dos
livros de Equagdes Diferenciais de Zill e Cullen (2001) e Equagoes Diferenciais Aplicadas
de Figueiredo e Neves (2001).

Uma equagao diferencial de primeira ordem pode ser descrita da seguinte maneira.

Y +p(2)y = q(v) (3)

onde p: (a,b) = R e q: (a,b) — R sdo fungoes reais continuas definidas em intervalo
aberto (a,b). Uma func¢ao y: (a,b) — R é uma solugdo de (3) se ela for diferencidvel
e satisfaz a equagdo. Usamos a notacao 3y’ = dy/dx para designar a derivada de y com
relagdo a sua variavel independente x. No estudo da equagao (3) aparecem dois problemas
bésicos: (a) obter a solugao geral da equacao (3), isto é, uma expressao que engloba todas

as solugoes; (b) obter a solu¢ao do problema de valor inicial

Y +p(r)y = q(z)
y(7o) = Yo

(4)

onde ty € (a,b) e zg sdo os dados inciais. Podemos observar que (4) é um problema de
valor inicial onde zy € (a,b) e yp sdo dados iniciais.
5.1 Equacoes Separaveis

Definicao 5.1. Uma equacao diferencial da forma

dy _ g(x) (5)

dz h(y)
¢ chamada separdvel ou tem varidveis separdveis.

Observe-se que a equagao (5) pode ser separada e escrita da seguente forma

logo pode-se integrar ambos os lados de (6), obtendo o seguente resultado
/h(y)dy = /g(x)dx +c.
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Usa-se o método para resolver equagoes do tipo (5) em que pode-se separar as varidveis

como no exemplo a seguir.

Exemplo 5.1. Resolva a equagao diferencial dada.

dy a?
dr vy
Solucao.
y.dy = 2%.dx

usando integracao em ambos os lados, obtemos

/y.dy: /xz.dx
g 2B

3234—0.

Para a solucao de forma explicita pode-se escrever da seguente maneira

2 4,
=/=z3+c
Y=V3

5.2 Equacoes Exatas

Definicao 5.2. Uma expressao diferencial
M (z,y)dx + N(z,y)dy

¢ uma diferencial exata em uma regiao R do plano xy se ela corresponde a diferencial

total de alguma funcdo f(z,y). Uma equacao diferencial da forma

¢ chamada de uma equacao exata se a expressao do lado esquerdo é uma diferencial exata.

Teorema 5.1 (Critério para uma Diferencial Exata). Sejam M(z,y) e N(z,y) fun¢des
continuas com derivadas parciais continuas em uma regiao retangular R definida por a <

xr < b,c<y<d. Entao, uma condicao necessdria e suficiente para que
M (z,y)dx + N(z,y)dy

seja uma diferencial exata é

oM _on
dy  Ox
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Demonstracao. Para simplificar, suponha que M(z,y) e N(x,y) tenham derivadas parci-
ais de primeira ordem continuas em todo plano (x, y). Agora, se a expressao M (x,y)dx +

N(z,y)dy é exata, existe alguma fungao f tal que

M (z,y) dz+ N(z,y) dy = g—i dx—i—g—g dy
para todo (x,y) em R. Logo,
of of
M(z,y) = 2L, N(z,y) = 2L
(@,y) =5, N(z,y) o
e
OM _ 0 (0F\_ @4 _ 0 (ory _oN
dy Oy \ox) Oyoxr 0x\dy) Ox’
A igualdade das derivadas parciais mistas é uma consequéncia da continuidade das
derivadas parciais de primeira ordem de M(x,y) e N(z,y). O

Sendo assim, o Teorema 5.1 é crucial para determinar se uma equagao diferencial é
exata ou nao. E importante salientar que a demonstragao do Teorema 5.1 foi extraida do

livro “Equagoes Diferenciais”de Zill e Cullen (2001).

Exemplo 5.2. Resolva a equacao deferencial
2zydr + (22 — 1)dy = 0.

Solugao. Sendo M (x,y) = 2xy e N(x,y) = x*> — 1, pela condigao tem-se

observe que a equagao ¢ exata, pelo Teorema 5.1, existe uma fungao f(z,y), tal que

of af

— =2y e — =a%—1.

ox oy

Aplicando a integral em % = 2xy, tem-se que,
flz,y) = /2551/ dv = f(z,y) = 2%y + g(y).

Derivando 2%y + g(y) em relagdo a y, obtém-se que
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af_ 2 /
8_y_x +9'(v)

e posteriormente igualando o resultado com N(x,y), segue-se que
v +gy) =2 -1
Logo, ¢'(y) = —1 e g(y) = —y. Sendo f(x,y) = ¢ segue o resultado
fla,y) ="y —y=c

Portanto, obtemos uma familia de curvas com z?y — y = ¢, onde a constante de
integracao ¢ pode assumir diversos valores como por exemplo ¢ = 1 (veja Figura 4 curva

da cor vermelha) ou ¢ = —1 (veja Figura 4 curva da cor azul).

Figura 4: Familia de curvas.

Fonte: Elaborada pela autora.

5.3 Meétodo dos Fatores Integrantes

O método dos fatores integrantes é utilizado para tornar uma equagao diferencial
nao exatas em uma equacao diferencial exatas, e assim, encontrar a solugao da EDO de
primeira ordem.

O fator integrante é dado por

pu(z) = el @)z (7)
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Demonstracao. Considere uma equacao diferencial ordinaria linear da seguinte forma

dy

o + p(x)y = q(=). (8)

Ao multiplicarmos (8) ambos os lados da equagao diferencial u(z), obtém-se:

p@) %4 p(a)p(e)y = (o)) )

observe que o primeiro membro de (9) pode ser escrito como sendo a derivada do fator

integrante vezes v,

d

%[u(x)y] = p(z)q(z). (10)

Substituindo o segundo membro de (10) por pu(z)% + u(z)p(z)y, tem-se

%[,u(x)y] = ,u(a:)j—i + p(z)p(z)y

)y + @) = wl@) P+ plp(e)y
i) = (o). (11)

Fazendo a separacao varidveis de (11), tem-se que
—— (@) = p(z)dz. (12)

Integrando em ambos lados de (12), tem-se

/ %u@) ~ [ bty

Aplicando a exponencial em ambos os lados de (13), tem-se que

i) _ of pl@)da

() = el PO,
]

Dessa forma, pode-se demonstrar que o fator integrante é dado por (7). Um resultado

importante que serve para resolver EDOs de primeira ordem.

Exemplo 5.3. Resolva a equacao 3y’ — 4y = 12.
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Solucdo. Verifica-se que o p(x) = —4 e aplicando a
p(x) = el 1

plz) =e

Encontrando a u(x) pode-se aplicar em ambos os lados a equagao, tem-se

(ﬁ — 4y) e it = 12¢7%
dx

/ (ey) = / 12¢~ 4

ey =3¢ +c. (14)
Na equagao (14) vamos multiplicar ambos os lados por €?*, temos que

64:1:6743:3/ — _36743364:1: 4 Ce4x

logo,
y = —3 + ce™.

5.4 Equacoes de Bernoulli, Riccati e Clairaut

Nesta subsecao, serao apresentadas trés equacoes nao lineares que podem ser trans-
formadas em equacoes diferenciais ja conhecidas, que foram abordadas nas subsecoes

anteriores.
5.4.1 Equacao de Bernoulli
A equacao diferencial

Yt Pla)y = )y (15)

em que n ¢ um numero real qualquer, é chamado de equagao de Bernoulli. Para resolver

(15) usa-se uma mudanca de variavel, dada por
Yyt = 2. (16)

Exemplo 5.4. Resolva a equacao diferencial

dy 1
Doy =y
X

sendo = > 0.
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Solucao. Primeiro passo usar a mudanca de variavel, tem-se que

1-(-2)

Y =z

ol
—~
—_
~
~—

Yy = 23.
Segundo passo é derivar (17), obtém-se o seguinte resultado,

dy 1 —2 dz
_— = —Z 3 . — .
de 3 dx
Terceiro passo, substituir os resultados na equagao, tem-se

1 2 dz

ST S (18)
32 A xZ =T z

vamos multiplicar ambos os membro de (18) por 323

dz 3
é +oz= 3r7t. (19)

Observe que, com a mudanca de variavel, a equacao de Bernoulli se transforma em
uma EDO de primeira ordem. Utilizando o método do fator integrante, é possivel resolver
a equacao, tem-se que

p(z) =2

multiplicando (18) por u(x) segue-se que

(°2) = 327

/(:U3z)’ = /3:62

222 =323+ ¢
z=1+czx3

sabe-se que y = zé, obtém o resultado da solucao da equacao de Bernoulli dado por

W=

y=(1+cx?)s.

5.4.2 Equacao de Riccati

A equacao diferencial nao-linear

y' = P(z) + Q(z)y + R(z)y’ (20)
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¢ chamada de equacdo de Riccati. Se y; é uma solugdo particular para (20), entao as

substituicoes
y=1y+u (21)
¢ d d d
Y Y1 U
-~ _ A, 22
der  dx + dx (22)

em (20) consegue-se redugao equagao em termos de w. Substituindo (21) no primeiro

membro de (20) e no segundo membro y por (21), segue que

dy, | d
% + % = P(z) + Q(@)(y1 + u) + R(x)(y1 + u)’
% + Z—Z = P(z) + Q(x)(y1 + u) + R(z)(y} + 2y1u + u?)
dy , du _

Dy S8 = (P(a) + Qs + R(2)) + Q@)u+ R(@)2yr) + Rla)a®.  (28)
dy,

Note que na equagao (23), e (P(z) + Q(z)y1 + R(x)y?) segue-se que,

U~ Qa)u+ Ba)(2yw) + Ra)u®
Y u(QU) + R(x)(2y)) = Rl (24)

Como (24) é uma equagao de Bernoulli com n = 2, esta equacao pode ser reduzida

através da substituicao w = u~!, se tornado uma equacao linear dado por

dw
(@) + R(x)(2y)) = —R(x). (25)
Exemplo 5.5. Resolva a equacao de Ricatti, onde y; = —e® é uma solucao particular
para
d
ﬁ = e 4+ (1 +2e%)y + 2.

Solucdo. Usando (20) para identificar P(z) = €**, Q(x) = 1+ 2¢® ¢ R(z) = 1 da

equacao e (25) para substituir os valores encontrados, tem-se que

% (14267 +2(—e®) - Dw = —1
dw
i = 1. 26
oo tw (26)
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Utilizando o método do fator integrante para resolver (26) segue-se que

,U/(x) _ efldac

pu(x) = e”. (27)

Aplicando (27) em ambos os lados de (26) tem-se

w=-1+—. (28)

Note que o equagao (28) estd w em funcao de x, para colocar y em fungao de x basta

fazer as seguentes mudancas de variaveis

w=u
uwl=—1+ °
o
mas
u=-e"+y
(e“+y)t=—-1+ e%'
A solugao da equacao é
" 1
v=-c ce™* —1
5.4.3 Equacao de Clairaut
Uma EDO da forma
y=ay + ) (29)

é conhecida como Equacao de Clairaut.

Para resolver essa equagao basta tomar t(x) = y/(x) e aplicando em (29),

y = wt(x) + f(i(x)) (30)
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derivando ambos os lados de (30), tem-se

- At dt

Y = te) + o+ f() T
dt —
Tl =o. (31)
dt

Note que na equagao (31) ou e 0, isto vai implicar que t = ¢, onde ¢ é uma
x

constante, tem-se uma solugao nao singular dada por

y=xzc+ f(c) (32)
ou x + f'(t) = 0, isto implica que = = —f'(¢t) e aplicando em (29), tem-se a solugao
singular dada por

y=—f'(t+ f). (33)
Exemplo 5.6. Obtenha a solucao nao singular e singular da equagao de Clairaut dada
por

dy (dy\’

=x——(—-—1 .
4 dx dx
Solucao. Primeiramente identifica-se f(y') = —(y')3, tomando 3’ = ¢ implica que

) = ¢
obtém-se por (32) uma familia de solugoes dada por

y = xc—c.

Como f'(t) = —3t?, sabendo que x = 3t?, a solugao singular obtida de (33), é

y=3t"t—1t
y = 2t3.

3 3
Note que t* = £, elevando ambos os lados por (t2)2 = (£)2, isto implica que t* = (£)2.

2(5)
y=2(3) -

Logo a solucao singular é
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6 Equacoes Diferenciais de Ordem Superior

Neste capitulo, serao apresentados métodos para resolver equacoes diferenciais line-
ares de ordem n > 1 (n maior que um), bem como problemas de valor inicial e de
contorno, dependéncia e independéncia linear, equagoes homogéneas e nao homogéneas,
funcao complementar, equagoes lineares homogéneas com coeficientes constantes e método
coeficientes indeterminados. As definigbes e teoremas apresentados foram retirados do li-

vro Equagoes Diferenciais de Zill e Cullen (2001).

6.1 Problema de valor inicial

Conforme mencionado nos capitulos anteriores, ao resolver uma equacao diferencial, é
possivel encontrar uma variedade de solugoes que satisfazem a equacao. Entretanto, para
chegar a uma unica solugao de uma equacao diferencial de n-ésima ordem, é necessario
estabelecer condicoes iniciais para o problema. Desta forma, dada uma equagao de n-ésima

ordem, tem-se o sistema

d" dn! d
an(z)d—xz + an_l(x)wng + ...+ a1($)£ + ap(z)y = g(x)
y(w0) = o, ¥/ (x0) =y, y" V(o) = 9" (34)
note que y(zo) = Yo, ¥ (z0) = Yo, ..., YV (z0) = yén_l) sao valores especificos. Sendo

assim, temos um Problema de Valor Inicial (PVI) que envolve condigoes iniciais, em que

se busca uma solu¢ao em um determinado intervalo I que contenha x.

Teorema 6.1 (Existéncia de uma tnica solucao). Sejam a, (), a,—1(x), ..., a1(x), ag(x) e
g(x) continuas em um intervalo I com a,(x) # 0 para todo = neste intervalo. Se x = xq
¢ algum ponto deste intervalo, entdo existe uma unica solugao y(x) para o problema de

valor inicial (34) neste intervalo.

6.2 Problema de valor de contorno

Dada uma equacao diferencial de n-ésima ordem e a varidvel dependente ou suas
derivadas sao pontos distintos, tem-se o Problema de Valor de Contorno (PVC). Para

exemplificar, tomando uma equagao diferencial de segunda ordem, tem o seguinte sistema

() T8+ 01(2) + () 2L+ ao(a)y = o)
y(a) =yo, y(b)=wu (35)

em que y(a) = yo, y(b) = y1 s@o condigoes de contorno ou condigoes de fronteira. Para

solucionar o problema, é necessario encontrar uma funcao que atenda a equacao diferencial
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em um intervalo I, que contenha a e b, e nos pontos (a, ) e (b, y1) em que o grafico (veja

Figura 5) os intercepta.

Figura 5: PVC.

solugdes da ED

12 P

A/

FERFINEE. . D ———

Fonte: Zill e Cullen (2001).

Considerando as equagoes diferencias de segunda ordem, pode-se encontrar trés pos-
sibilidades de contorno, apresentadas abaixo

Uma consequéncia do Teorema 6.1 quando todas as condigoes sao satisfeitas encontra-

se como solugao do problema as seguintes possibilidades como: varias solugoes, uma tnica

ou nenhuma solugao.

6.3 Dependéncia e Independéncia Linear

Para o estudo das equacoes diferenciais é indispensavel ter familiaridade com os con-

ceitos de dependéncia e independéncia linear.

Definig¢ao 6.1 (Dependéncia Linear). Dizemos que uma conjunto de func¢ées fi(x), fo(z),
., fa(z) € linearmente dependente em um intervalo I se existem cy,ca, ..., C, NGO
todas nulas, tais que

afi(x) 4+ cofo(z)+ ...+ cnfulx) =0

para todo x no intervalo.
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O conjunto de fungdes é linearmente dependente (LD) em I quando hé pelo menos
uma constante diferente de zero. Dessa forma, ao combinar linearmente todas as fungoes
com as constantes cy, cg, ..., c, nao sao todas nulas, gera-se uma combinacao para todo
xel.

Exemplo 6.1. As fungoes fi(z) = /z + 5, folz) = Vx + 5z, f3(x) = 2 — 1, f4(z) = 2*
sao linearmente dependente no intervalo (0,00), pois fo(z) pode ser escrita como uma
combinacao linear de fi(x), f3(x) e fi(z).

Note que

falw) =1 fil) +5- fa(2) +0- fal2)
=1-(Vz+5)+5-(z—1)+0-2°
=/ + bz.

Definigao 6.2 (Independéncia Linear). Dizemos que uma conjunto de fungoes fi(x), fa(x),
.y fn(x) € linearmente independente em um intervalo I se ele nao € linearmente de-

pendente no intervalo.

Em outras palavras, a definicao 6.2 mostra que, quando um conjunto de fungoes é
linearmente independente (LI) em I, a tinica solugdo possivel é a combinagao linear, em
que as constantes ¢y, cs, ..., ¢, sao nulas.

6.3.1 Wronskiano

Um critério que permite determinar se um conjunto de funcoes é LI.

Teorema 6.2 (Critério para Independéncia Linear de Fungoes). Suponha que

fi(@), fa(), oos ful)

sejam diferencidveis pelo menos n — 1 vezes. Se o determinante

fi for e S
h fo 1

n—1 -1 —1
A

for diferente de zero em pelo menos um ponto do intervalo I, entdo as funcgoes

fl(x)v fg(l’), ) fn(‘r)

serao linearmente independentes no intervalo.

Veja a demonstragao do teorema 6.2 na pagina 150 do livro de Equagoes Diferenciais

de Zill e Cullen (2001).
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Coroldrio 6.1. Se fi(x), fo(x), -, fu(x) possuem pelo menos n — 1 derivadas e sdo

linearmente dependentes em I, entao

W(fi(x), fa(z), -, fulz)) =0

para todo x no intervalo.

Exemplo 6.2. Considere as fungoes fi(x) = x%e® e fo(x) = x obtenha o Wronskiano.

x2e” x

2xe” + x2e* 1

2

= g2 — 3e”

W (x?%e*, x) =

pelo teorema 6.2 as funcoes f; e fy sao LI

Exemplo 6.3. Considere as fungoes fi(z) = 22 + 3, fo(z) = 22 e f3(x) = 1 obtenha o

Wronskiano.

202 +3 2% 1
Wz +3,221)=| 4 2z 0]=0
4 2

pelo corolario 6.1 as funcoes fi, fo e f3 sao LD.

6.4 Equacoes Homogéneas e Nao-Homogéneas

Nesta subsecao, apresenta-se as defini¢oes de equagoes homogéneas e nao homogéneas,

bem como os teoremas e métodos para se chegar as solugoes para essas equagoes.

6.4.1 Equacoes Homogéneas

Uma equagao diferencial de ordem n é dita homogénea, quando pode ser escrita da

seguinte maneira

mn

dnfl
an(1) Y+ iy () Y

dxn—l

+...+a1(x)%+ao(:c)y:(). (36)

A seguir, apresentam-se as principiais defini¢gdes e teoremas que estao relacionados as

equacoes homogeéneas.

Teorema 6.3 (Principio de Superposigao - Equagoes Homogéneas). Sejam y1,ya, ..., Yk
solugdo para a equagao diferencial linear de n-ésima ordem homogénea (36) em um inter-

valo 1. Entao, a combinacao linear
y = cy1(x) + coyo(x) + ... + cryr (),

em que os ¢;, i = 1,2,.... k, sao constantes, ¢ também uma solucdao no intervalo.

35



Coroldrio 6.2. (i) Um maltiplo y = c1y1(x) de uma solugao yi(x) para uma equagdo

diferencial linear homogénea € também uma solucao.
(ii) Um equacao diferencial linear homogénea sempre possui a solugdo trivial y = 0.

No teorema 6.3, afirma-se que a soma de duas ou mais solugoes para uma equacao
homogénea resulta também em uma solugao, assim como sua combinagao linear também

gera uma solugao. Veja a demonstracao do teorema 6.3 na pagina 153 do livro Equacoes
Diferenciais de Zill e Cullen (2001).

Teorema 6.4 (Critério para Independéncia Linear de Solugoes). Sejam y1, Y2, ..., Yn, N
solugdes para a equagdo diferencial linear homogénea de n-ésima ordem (36) em um inter-
valo 1. Entao, o conjunto de solucdes ¢ linearmente independente em [ se e somente

se

W(ylay27 7yn) 7é 0

para todo x no intervalo

A demonstracao do teorema esta na pagina 155 do livro de Equagoes Diferenciais de

Zill e Cullen (2001).

Definigao 6.3 (Conjunto Fundamental de Solugbes). Qualquer conjunto yi,ys, ..., y, de
n solucoes linearmente independentes para a equagao diferencial linear homogénea de n-
ésima ordem (36) em um intervalo I é chamado de conjunto fundamental de solugées

no intervalo.

Teorema 6.5. Sejam y1, s, ..., Yn N Solucoes linearmente independentes para a equagao
diferencial linear homogénea de n-ésima ordem (36) em um intervalo I. Entao, toda
solugdo Y(x) para (36) € uma combinagao linear das n solugoes independentes yy, Yz, -, Yn,

ou seja, podemos encontrar constantes C1,Cy, ...,C,,, tais que
Y = Ciyi(z) + Coya(x) + ... + Cryn(z).

A demonstracao do teorema se encontra na pagina 156 do livro Equagoes Diferenciais
de Zill e Cullen (2001).

Teorema 6.6 (Existéncia de um Conjunto Fundamental). Existe um conjunto fundamen-
tal de solugdes para a equagao diferencial linear homogénea de n-ésima ordem (36) em

um intervalo 1.

Definigao 6.4 (Solugao Geral - Equagoes Homogéneas). Sejam y1,ys...., yn n solugoes

linearmente independentes para a equacao diferencial linear homogénea de n-ésima ordem
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(36) em um intervalo I. A solugdo geral para a equagdo no intervalo é definida por

y = c1y1(z) + coya(x) + ... + (),

em que 0s ¢;,t = 1,2,....,n sao constantes arbitrarias.

Exemplo 6.4. A equacao 3’ — 9y = 0 possui duas solucoes 1, = €37 e 1, = 3%,

W sy = | & ¢ 3_3——6+£0
e 5 & — = — — — —
3e3r 3737

para todo valor de x,; e yo formam um conjunto fundamental de solugbes em (—o0, 00).

A solucao geral para a equagao diferencial no intervalo é

Yy = 1% + cpe™37.

6.4.2 Equagoes Nao-homogéneas

Uma equacao diferencial de ordem n é dita nao-homogénea, quando pode ser escrita

da seguinte maneira

dny dnfly

an(r)— + an_l(a:)dxn_l

+ ..+ al(x)g—i + ap(z)y = g(2) (37)

sendo g(x) diferente de zero.
Em relacao a definigdo de solugao de (37), dada qualquer funcao y, que satisfaga (37)

¢ conhecida como solugao particular da equacao nao-homogénea.

Exemplo 6.5. Uma solugao particular para y” + 9y = 27 é y, = 3 pois y, =0 e
0+ 9y, = 9.3 = 27.

Teorema 6.7. Sejam yi1, vy, ..., y, solucoes para a equagao diferencial linear homogénea
de n-ésima ordem (36) em um intervalo I e seja vy, qualquer solug¢do para a equagdo

ndo-homogénea (37) no mesmo intervalo. Entdo,

y = c1th(x) + o), ..., cryi(x) + yp(x)

¢ também uma solucao para a equacao nao-homogénea no intervalo para qualquer cons-

tantes ci,Co, ..., Cf.

Teorema 6.8. Seja y, uma dada solugao para a equagao diferencial linear nao-homogénea
de n-ésima ordem (37) em um intervalo I e sejam {yi1, Yo, ..., Yn } um conjunto fundamental

de solugoes para a equag¢ao homogénea associada (36) no intervalo. Entdo, para qualquer
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solug¢do Y(x) de (37) em I, podemos encontrar constantes Cy,Cs, ..., C, tais que
Y = Ciyi(x) + Coya(x) + ... + Cryp(z) + yp(x).

Definicao 6.5 (Solugdo Geral - Equagoes Nao-homogéneas). Seja y, uma dada solugdo
para a equacao diferencial linear ndao-homogénea de n-ésima ordem (37) em um intervalo
I e seja

Ye = ay1(z) + coya(z) + ... + cuyn ()

a solugdo geral para a equag¢ao homogénea associada (36) no intervalo. A solu¢ao geral

para a equacao nao-homogénea no intervalo € definida por

Y = a1y (®) + coya () + o + (@) + Yp(2)
Y = Ye(z) + yp().

A definigao 6.5 monstra que a combinagao linear de y.(z) = c1y1 () +coya+ ...+ cnyn(x)
é chamada de fungdo complementar para (37) ou seja, a solu¢do geral para uma equagao
nao-homogeéneas é composta por uma funcao fungao complementar y. mais qualquer

solugao particular y,,.

Teorema 6.9 (Principio de Superposicao - Equagoes Nao-homogéneas). Sejam yp1, Yp2, ---,
Ypr k solugoes particulares para a equagao diferencial linear de n-ésima ordem (37) em
um intervalo I, correspondendo a k funcgoes distintas g1, g2, ..., gr. 1850 €, suponha que Yy,

seja uma solugao particular para a equagao diferencial correspondente
an(2)y™ + an_1(2)y" TV + L+ ar(2)y + ao(z)y = gi(2),
em que i= 1, 2, ..., k. Entao,
Yp = Yp1(€) + yp2(2) + - + Ypi()

€ uma solucao particular para

an(2)y™ + a1 (2)y ™V 4+ L+ a(2)y + ao()y = g1() + go(2) + ... + gi(z).

6.5 Equacoes lineares homogéneas com coeficientes constantes

Para melhor compreensao deste estudo, toma-se como exemplo as equacoes diferenciais

de segunda ordem da forma

ay” + by' + cy = 0. (38)
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Uma solugao para a equagao (38) se encontre-se na forma y = €™, entao derivando

tem-se y' = me™* e y’ = m2e™™, assim substituindo em (38) obtém-se

am?e™ + bme™ + ce™ =0 ou

e™ (am® +bm + c) = 0. (39)

Note que, em (39) a funcdo e™* # 0 para qualquer valor real de x. Para que a funcao

exponencial satisfaca (38), é necessério escolher m tal que seja a raiz da equagao

am? +bm +c = 0. (40)

A equagao (40) é conhecida como equagao auxiliar ou caracteristica em (38). Dessa

forma, no processo de resolugao da equacao (40), ha trés hipdteses possiveis.

(I) Raizes Reais Distintas: Ocorre quando A > 0 tem-se duas raizes m; e my distin-

tas. Portando a solugao geral tem a seguinte forma

y = 1" + coe™?,

(IT) Raizes Reais Iguais: Ocorre quando A = 0 resulta em duas raizes m; e my iguais.

Portando a solucao geral tem a seguinte forma

y = c1e"" + core™”.

(ITITI) Raizes Complexas Conjugadas: Ocorre quando A < 0 obtém-se duas raizes
my; = a+ i e my = a — i complexas. Portando a solugao geral tem a seguinte
forma

y = e*(cicosfx + casenfr).
Exemplo 6.6. Resolva a equagao diferencial
2y" — 5y + 2y = 0.
Solugao. Primeiramente montamos a equagao auxiliar
2m* —5m+2 =10

calculando A e encontrando as raizes da equacao, tem-se
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Utilizado a formula

b+ VA

m pry
2.0

as raizes encontradas sao m; =2 e mg = % Logo, a solugao geral é
2z 1z
Y = cre”” + cpe2”.
Exemplo 6.7. Resolva a equagao diferencial
y" — 8y + 16y = 0.
Solucao. A equacao auxiliar dada por
m? —8m + 16 = 0

calculando A e encontrando as raizes da equacgao auxiliar, tem-se

A= —4dac
A= (—8)?—4.1.16
A=0

assim, as raizes encontradas sao m; = my = 4. Logo,
y = cre" + cpe™”

é solucao geral.

Exemplo 6.8. Resolva a equagao diferencial
y" — 2y + 5y =0.
Solucao. A equacao auxiliar dada por

m2—2m+5=0
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calculando A e encontrando as raizes, tem-se

b’ —4.a.c
(—

A
A ) — 415
A

assim, as raizes encontradas sao m; = 1+ 2i e my = 1 — 21. Logo,
y = € (c1c082x + cysen2x)

¢é solucao geral.

Generalizado para uma equagao (36) de ordem n > 2 em que os a;, i =0, 1, ...,n, sdo

constantes reais, tem-se a equacao auxiliar de grau n da forma
A" + ap_ym" L+ 4 asm® + aym + ag = 0. (41)

O caso (I) para equacao (41), onde todas as raizes sao diferentes, encontra-se a seguinte

solugao geral para (36) dada por
y = cre" + e + L+ et

Observacao: E dificil estabelecer os casos analogos de (II) e (III) para a equacao (41)
de grau n > 2, pois pode acontecer varias possibilidades de combinagoes dependendo do
grau da equagao (41).

Quando a equagao (41) tem k raizes reais iguais a my, a solugao geral é a combinagao

linear das solugoes LI,

y = 1™ 4 coxe™" + cgx’e™T + .+ cprtlem®,

6.6 Meétodo dos coeficientes indeterminados

Essa técnica permite resolver equacoes diferenciais lineares nao-homogéneas de ordem
n que possuem coeficientes constantes, sendo g(x) uma funcao constante. Para encontrar

a solucao geral da equagdo (37), sdo necessérios dois passos.
Passo 1: Encontrar a fungao complementar ..
Passo 2: Encontrar qualquer solugao particular y, da equacao nao-homogenea.

A funcao complementar ou solucao complementar é a solucao geral da equacao ho-

mogénea associada. A fungao g(x) é constante e por ser uma fungao polinomial, expo-
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nencial, senfz, cosfx, ou somas e produtos dessas funcoes. Para encontrar y, poder fazer

tentativas (veja Tabela 1).

Tabela 1: Tentativas para Solucoes Particulares.

g(x) Forma de y,
1 (qualquer constante) A
dx + 7 Ax+ B
3% — 2 Ax? + Bz + ¢
-z +1 Az® 4+ Ba* + Cx 4+ D
sen 4z A cos 4z + B sen 4x
cos 4x A cos 4z + B sen 4x
e5ac Ae5x
(92 — 2)e™® (Az + B)e™
e’ (Az? + Bx + C)e™
e’ sen 4x Ae’® cos 4x + Be®® sen 4x
Sx? sen 4x (Az* + Bx + ¢) cos 4o + (Da? + Ex + F) sen 4z
re’® cos A (Az + B)e* cos 4x + (Cx + D)e** sen 4x

Fonte: Zill e Cullen (2001).

Exemplo 6.9. Resolva a equagao diferencial nao-homogeénea

y" 4+ 1y’ = e”cosx.

Solugao.
Passo 1. A equacao auxiliar dada por

m3*+m?*=0 ou
m*(m+1) =0
as raizes sao m; = my = 0 e m3 = —1. Logo, a funcao complementar é
x

Ye = C1 + 2T + cze .

Passo 2. Para encontra a solucao particular que satisfaca g(x) = e®cosz, verifica-se

a tabela 1 para a tentativa de y,, neste caso, temos que
yp, = Ae“cosx + Be"senx.

Fazendo a segunda e terceira derivada de y, e substituindo na equacao diferencial
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nao-homogénea, segue que

y;” + y;,’ = e®coszx

(—=2A + 4B)e"cosx + (—4A — 2B)e"senx = e cosx

tem-se, o sistema

—2A+4B =1
—4A—-2B=0.
Resolvendo esse sistema, obtém os valores de A = —% e B= % Portanto, a solugao
particular é dada por
1 . N 1,
= ——e¢"cosx + —e“senz.
CRT) 5

A solugao geral para a equagao diferencial nao-homogénea é

1
= + oz + c3e” ¥ — —e®cosx + —e“senzx.
Yy 1 2 3 10 5
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7 Aplicacoes

Neste capitulo serd apresentado aplicacoes sobre criacao de tildpia, crescimento popu-

lacional, resfriamento de corpos e problema de misturas.

7.1 Criagao de Tilapia do Nilo

A criacao da tilapia do Nilo é uma atividade aquacultura amplamente rentavel, devido
a adaptabilidade da espécie a diversas condicoes ambientais, ao seu crescimento rapido
e a eficiencia na conversao alimentar. A tilapia do Nilo oferece grandes oportunidades
para aquicultores, devido aos baixos custos de producao, aos ciclos de producao curtos e

a crescente demanda global por peixe, especialmente nos mercados internacionais.

7.1.1 Modelo de Malthus

Esse modelo foi criado por Thomas Robert Malthus (1766-1834) e descreve o cres-
cimento populacional considerando uma taxa que depende do tamanho da populacao.

Sendo P a representacao da populagao no instante ¢, desta forma, tem-se

dP
(P

em que a func¢do f descreve a quantidade de individuos de P. Segundo Zill e Cullen (2001,
p. 135), “Malthus argumentou que a forma apropriada para f(P), pelo menos quando a
populagao fosse pequena, deveria ser um multiplo constante de P”. Com isso, tem-se a
seguinte forma

ap
Y _p
aw

sendo r uma constante. O modelo apresenta um comportamento exponencial devido a
solucao ser dada por
P(t)=Py-e™. (42)

7.1.2 Modelo de Gompertz

O Modelo de Gompertz descreve o crescimento exponencial retardado, sendo frequen-
temente aplicado em contextos bioldgicos para modelar o crescimento de populagoes ao
longo do tempo. Este modelo foi proposto pelo mateméatico Benjamin Gompertz no inicio
do século XIX e é amplamente utilizado em biologia, demografia e ciéncias da satude.

Com esse modelo, é possivel observar a taxa de crescimento de massa caracteristica
da espécie em fungao do tempo. Para compreender essa abordagem, Bassanezi (2002, p.

343) apresenta a seguinte equagao diferencial com a condigao inicial:
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dx
dt
z(0)=z9 com a>0eb>0. (43)

=ar —br lnx =z(a—b Inx)

A taxa de crescimento r(z) = a — b Inz > 0 decresce com x e o valor de estabilidade

de z é obtido considerando-se r(z) = 0, isto é,

dx a
%ZO < (a—blnz)=0 <= z,=c¢€b, comz>0.
Observamos que quando z é muito pequeno, r(z) é muito grande pois

lim r(z) = +oc.
z—04
Agora, como 0 = a—b Inz.,, podemos tomar a = b In z,, na equagao (43) e reescreve-

la como

dx
dt

=br Inzoo —b Inz =bx In (%) =z In <%O)b (44)

e neste caso, r(z) = In (“’%’")b

A solugao de (43) é obtida considerando-se a mudanga de varidvel z = [nx:

dz 1 dz

% = E . E = a — bZ.
Integrando,
dz 1
= [ dt —la=bz]=t+ec
/ p— / — ; la — bz] +c

1
Para t=0, obtemos ¢ = ——In|a — b Inzg].
Portanto, In|a — bz| = —bt +1Inja — b Inxy|,

_bt 1 —bt
a—bz=(a—0b Inzy)e = z(t)zz[a—(a—b Inzg)e ™.

Voltando a varidvel x = e*, obtemos

ou

2(t) = oo (5—0> . (45)
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A curva z(t) tem um ponto de inflexdo quando

1 a
t:tm:Eln<Z—lnxo)

a—=b
=e b .

[Ss)

1 1

e

Com base nessas informacoes, foi realizado o estudo desses modelos, tendo como re-

feréncia o trabalho de Poloni (2018), que realiza a comparacao entre esses modelos.

Problema 1. Na tabela a seguir, apresentam-se os dados extraidos do livro “Criacao de
Tilapias”de Borges e Berthier (2019). Para esta aplicagao, serao utilizados os modelos
de Malthus e Gompertz, comparando os resultados e verificando qual é o método mais

adequado para esse cendario de crescimento da tilapia do Nilo.
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Tabela 2: Dados da criacao da tilapia.

t | Dias | Peso (g)
0 7 2

1 14 9,5
2 21 11
3 28 18
41 35 27
5 42 39
6 | 49 95
7| 56 76
8 | 63 103
9 70 133
10 | 77 169
11| &84 209
12 ] 91 254
13| 98 304
14 | 105 356
15| 112 411
16 | 119 466
17 | 126 521
18 | 133 D74
19 | 140 626
20 | 147 676
21 | 154 726
22 | 161 776
23 | 168 826
24 | 175 876
25 | 182 926
26 | 189 976

Fonte: Adaptado de Borges e Berthier (2019).

Solugao: Com a equagao (42), é possivel efetuar a substitui¢ao dos dados apresentados
na tabela 2, para encontrar o fator r. O valor de t é calculado a partir do calculo de

t =189 — 7 = 182 dias. Em segunda, P(t) = 976 gramas e Py = 2 gramas, de acordo com
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os dados calcula-se

976 = 2.e™182
976

7 — er.182
488 — e?‘.182

In(488) = In(e™%?)
In(488) = 182.r
_ In(488)
182
r = 0,0340.
Logo, pode-se escrever a formula geral de Malthus como sendo,

P(t) = 2.0,

Substituindo os valores de ¢t da Tabela 2 na férmula, obtém-se a tabela a seguir.
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Tabela 3: Modelo de Malthus.

t | Dias | Peso (g) | Malthus
0 7 2 2,537
1| 14 5,5 3,219
2 21 11 4,084
3 28 8 5,181
4 1 35 27 6,574
> 42 39 8,340
6 | 49 55 10,581
7| 56 76 13,425
8 | 63 103 17,032
9 70 133 21,609
10 | 77 169 27,416
1] 84 | 209 | 34,783
12 ] 91 254 44,130
13| 98 304 95,988
14 | 105 356 71,033
15| 112 411 90,120
16 | 119 466 114,336
17 | 126 521 160,637
18 | 133 274 184,038
19 | 140 626 233,491
20 | 147 676 296,233
21| 154 726 375,833
22 | 161 776 476,823
23 | 168 826 604,950
24 | 175 876 767,506
25 | 182 926 973,742
26 | 189 976 1235,396

Fonte: Elaborado pela autora.

Ao examinar os dados apresentados na Tabela 3, observa-se que, nos instantes ¢(0)
ao t(8), o crescimento é gradual. Esse comportamento pode ser atribuido a transi¢ao da
tildpia da fase jovem para a fase de crescimento. No intervalo de ¢(9) a ¢(22), ocorre um
aumento mais notavel, caracterizando uma fase de crescimento mais substancial. Posteri-
ormente, nos instantes ¢(23) ao t(26), o crescimento é ainda mais acelerado, representando
uma etapa de crescimento rapido.

Contudo, o modelo de Malthus nao reflete a situagao real, uma vez que, ao analisar o
grafico presente na figura (6), é possivel inferir que a tendéncia é que o crescimento dos
peixes vai ao infinito. Apesar desse afastamento da realidade, o modelo de Malthus é util

para fornecer o termo r, que serd incorporado no modelo Gompertz.
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Figura 6: Gréfico do método de Malthus
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Fonte: Elaborado pela autora

Ao empregar os dados no modelo de Gompertz, utilizando a equacao (45) com ., =
850, conforme indicado por Poloni (2018), que afirmou ser esse o peso ideal para o abate da
tilapia do Nilo, e considerando o termo r obtido no modelo anterior, onde r = b = 0, 0340

e rg = 2, podemos substituir esses valores na equacao, resultando em

() = 850 (%)

novamente, aplicando os dados ¢ da Tabela 2, obtém-se os valores presentes na Tabela 4.

£—0,0340t
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Tabela 4: Modelo de Gompertz.

t | Dias | Peso (g) | Gompertz
0 7 2 7,206
1| 14 5,5 19,792
2 [ o1 11 43887
3 [ 28 18 82,213
4 1 35 27 134,836
5 42 39 199,141
6 | 49 95 270,800
7| 56 76 345,035
8 | 63 103 417,632
9 70 133 485,467
10 | 77 169 546,615
11 ] 84 209 600,193
12 91 254 646,099
13 ] 98 304 684,744
14 | 105 356 716,827
15| 112 411 743,170
16 | 119 466 764,614
17 | 126 521 788,305
18 | 133 574 799,894
19 | 140 626 807,058
20 | 147 676 815,968
21| 154 726 823,060
22 | 161 776 828,694
23 | 168 826 833,161
24 | 175 876 836,699
25 | 182 926 839,499
26 | 189 976 841,712

Fonte: Elaborado pela autora.

Ao analisar os dados apresentados na Tabela 4 e compara-los aos mesmos intervalos
do modelo de Malthus, nota-se que, inicialmente, o crescimento é maior do que no modelo
anterior. No segundo intervalo, o aumento é ainda mais acentuado, enquanto no terceiro,

o crescimento tende a se estabilizar em relacao ao limite previamente estipulado.
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Figura 7: Grafico do método de Gompertz
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Fonte: Elaborado pela autora

Em conclusao, a escolha entre os modelos de Malthus e Gompertz revela-se crucial
ao planejar a criacao de tilapias do Nilo. O modelo de Malthus, embora valioso para
entender as fases iniciais de crescimento, apresenta uma abordagem mais simplificada,
assumindo um crescimento exponencial ilimitado. Por outro lado, o modelo de Gompertz,
ao incorporar fatores de saturacao e desaceleracao do crescimento, oferece uma perspectiva
mais realista, especialmente considerando as complexas interacoes ambientais.

A escolha entre esses modelos depende da necessidade de representar nuances es-
pecificas da dinamica populacional das tilapias do Nilo. Em virtude da natureza mais
complexa do ambiente de criacao, o modelo de Gompertz emerge como a opg¢ao mais
adequada, permitindo uma compreensao mais precisa e aplicavel das tendéncias de cres-

cimento e limitagoes que influenciam essa espécie especifica.

7.2 Crescimento populacional

O modelo do crescimento populacional descreve fenomenos dinamicos em diversas
areas do conhecimento, essa modelagem representa matematicamente a variacao da po-

pulacao ao longo do tempo, ou seja, a taxa de crescimento populacional. Sendo assim,

dP
— =kP 4
o (46)
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onde k é uma constante de proporg¢ao. Para encontra a solugao geral de (46), note-se que

ela pode ser separada, entao

dP

— = kdt
P
dP
— = [ kdt
/%]
In|P| =kt +c
P = fekte,

Verifique que +e¢ é uma constante, que sera representada por Fy, tem-se
P(t) = Pye* (47)

é solugao geral da equacao (46). As aplicagoes apresentadas a seguir foram retiradas de
Zill e Cullen (2001).

Problema 2. Sabe-se que a populacao de uma certa comunidade cresce a uma taxa
proporcional ao numero de pessoas presentes em qualquer instante. (a) Se a populagao

duplicou em 5 anos, quando ela triplicard? (b) Quando quadruplicara?

Solugao: Primeiramente vamos encontrar o valor de k. Sabemos que P(5) = 2F, e

substituindo na solagao geral (47), temos que

2Py = Pye™

2:€5k

aplicando o In em ambos os lados da igualdade, segue que

In(2)
5
k= 0,1386

k=

considerando as quartos primeiras casas decimais. Escrevendo (47) como sendo
P(t) — P0€0,1386t (48)

obtemos a solugao para qualquer instante ¢.
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(a) A populagao triplica quando P(t) = 3P, substituindo os valores em (48), tem-se

3P(] — P060,1386t

In(3) = 0, 1386t
_ @)
~0,1386

t=17,9 anos.

(b) A populagao quadruplica quando P(t) = 4P, entao

4Pg — P060,1386t
In(4) = 0, 1386t
o In(4)
~0,1386

t = 10 anos.

Problema 3. A populacao de uma cidade cresce a uma taxa proporcional a populacao
em qualquer tempo. Sua populacao inicial de 500 habitantes aumenta 15% em 10 anos.

Qual sera a populacao em 30 anos?

Solucgao: O problema apresenta uma populacao inicial de 500 habitantes, ou seja,
P(0) = 500. No entanto, em 10 anos, ela aumentou 15% em relagao & populagao inicial.
Sabe-se que 15% de 500 é igual a 75. Dessa forma, em 10 anos, a populacao passou a ser
de 575 habitantes. Sendo assim, P(10) = 575. Com base nessas informagoes, é possivel

calcular o valor de k, substituindo os valores em (47), segue que

575 = 500.¢'%%

575
(222 = 10k
n(500>

()
10
k=10,013976

Vamos obter a solugao geral para qualquer valor de t, como sendo
P(t) — 500.60’013976't (49)

O problema quer saber quantos habitantes terda em 30 anos, ou seja, P(30) =7. Para
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encontrar P(30) substitui-se os valores em (49), assim

P(30) = 500.¢0:013976:30
P(30) = 760 habitantes.

Portanto, em 30 anos a populagao sera de 760 habitantes.

7.3 Resfriamento de corpos

O modelo de resfriamento de corpos, desenvolvido por Newton, descreve o fenomeno
da variacao de temperatura. Segundo Zill e Cullen (2001, p.107), “a lei de resfriamento
de Newton diz que a taxa de variacao de temperatura 7'(f) de um corpo em resfriamento
¢é proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo e a temperatura constante 7,

do meio ambiente”. Dessa forma, obtém-se
dr
dt
T(0) = T (51)

—k(T — T,,,) (50)

onde k é uma constante.
Note que a equagao diferencial (50) é separavel, e para resolver utiliza-se o0 método de

reparacao de variaveis, dada por

1

Ty =k (52)

Integrando ambos os lados da igualdade de (52), temos

/(T_—le)-dT:—/k-dt

In|T —T,| = —kt + ¢

61n |T—Tm | 7kt€c

=e
porém, e é uma constante, entao vamos representar apenas por c;
T—T, =ce*.
Portanto, a solucao geral da equagcao diferencial (50) é dado por

T=ce ™ +1T,. (53)
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Para resolver o PVI basta subsituir os valores de (51) em (53) tem-se

T() = cle_k‘o + Tm

To=c1+Tnm
CcT = To — Tm
logo, a solucao do PVI ¢ dada por
T = (Ty —Tp)e ™ + T, (54)

A modelagem do resfriamento de corpos pode ser aplicada em cendrios criminais. Os

problemas apresentados foram adaptado de S& (2019) e Bassanezi e Junior (1988).

Problema 4. Um corpo ¢ encontrado as 10 horas da manha com uma temperatura de
33°C e as 11 horas apresenta uma temperatura de 25°C. Moradores do local disseram
que ouviram disparos de arma de fogo por volta das 8 horas e também em torno de
9 horas da manha. A policia prendeu o suspeito A e o suspeito B, autores dos disparos
respectivamente. Qual deles deve ser indiciado por assassinato se a temperatura ambiente

no local do crime era de 20°C?

Solugao: Sabendo que a temperatura ambiente na hora do crime é T,, = 20, sendo a
primeira e segunda medi¢ao do corpo como 77 = 33 e T = 25 em um intervalo de uma
hora. Utilizando a solugao do resfriamento (54) e substituindo os valores para encontra

k, tem-se que

25 = 20 + (33 — 20)e*

25 =20 + 13¢7*
5 —k

— =e

13

In (i) =—k
13
k=—1In (E>
13

k = 0,9555

Considerando a temperatura normal de uma pessoa viva igual a 36,5° C no instante

t =0, tem-se

33 = (36,5 — 20)e "% 1 20
33 — 20 = 16, e 95%5¢
13 _ 6_0’9555t.

16,5
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Aplicando In em ambos os lados da expressao, obtém-se

13
In [ —> ) = —0,9555¢
" (16,5) ’

_ ()
~ —0,9555

t ~ 0,2 = 12 minutos.

A vitima foi assassinada 12 minutos antes de ser encontrada as 10 horas, ou seja, o

horario de ébito foi as 9 horas e 48 minutos. Sendo assim, B sera indiciado por homicidio.

Problema 5. Um empresario é encontrado morto em seu escritorio pela secretaria que liga
imediatamente para a policia. Quando a policia chega, 2 hora depois da chamada, examina
o corpo e sua temperatura é 30°C, uma hora depois, mede novamente, a temperatura é

26,5° C, sabendo que a temperatura do ambiente se manteve constante em 20°C. Uma

hora depois o detetive prende a secretaria. Por qué?

Solugao: Sabendo que T,, = 20, T} = 30 e T, = 26, 5 e o intervalo da primeira medicao

a outra foi de uma hora. Além disso, considere a temperatura de uma pessoa viva igual

a 36,5°C. Substituindo as informagoes dadas no problema em (54) para encontrar o valor

de k, tem-se que

26,5 =20+ (30 — 20)e™*
6,5 = 107"
6,5 i
10

aplicando In em ambos os lados, implica que

6,5
— (22
k n<10>

k = 0,4308.
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Agora podemos encontra a hora que o empresario morreu, considerando Ty = 36,5

30 = 20 + (36,5 — 20)e” 1%
10 = 16, 5¢ %%

10 _ o—0,4308¢
16,5

10

In{—— | = —0, 4308t
t <16, 5) ’
L In <%)5)
©—0,4308

t >~ 1,16 = 69 minutos.

Dessa forma, a morte do empresario ocorreu 1 hora e 09 minutos antes da policia
chegar. Quando a secretaria ligou para a policia, o seu chefe ainda estava vivo, o que

torna a principal suspeita do crime.

7.4 Problema de misturas

A mistura de duas substancia pode ser modelada matematicamente por meio de uma
equacao diferencial ordinaria. De acordo com as explanagoes de Silva (2021), a formagao
de uma mistura homogénea entre duas solugoes requer uma anélise cuidadosa da com-
posicao de soluto e solvente. O soluto, neste contexto, é definido como a substancia
dissolvida na solugao, enquanto o solvente é o meio em que essa dissolugao ocorre.

A compreensao do problema de misturas de duas substancias é fundamental para
diversos campos da ciéncia, e a modelagem matemédtica desse processo frequentemente
recorre a equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem nao homogénea. A aplicacao

consiste na mistura salina realizada em um tanque contendo agua e sal, que pode ser

descrita pela taxa de sal no tanque no instante t, representada por o Essa taxa ¢é igual

a taxa de entrada das substancias menos a taxa de saida, ou seja,

d
—Q = taxa de entrada das substancias - taxa de saida das substancias.

dt

E interessante notar que as unidades de medida desempenham um papel crucial nesse
contexto, destacando-se as unidades de libras (Ib) e galdes (gal). Uma libra, equivalente
a aproximadamente 4355 gramas (g), representa uma medida significativa no calculo
das concentragoes, enquanto um galao, correspondente a 3,785 litros (L), é uma unidade
essencial para quantificar volumes.

Vale ressaltar que o problema apresentado, foi extraido da obra de Boyce e DiPrima

(2010), ilustra a aplicagao prética desses conceitos.
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Problema 6. No instante ¢ = 0 um tanque contém )y libras de sal dissolvidos em 100
galoes de dgua; veja a Figura 8. Suponha que estd entrando no tanque, a uma taxa de
r galdes por minutos, dgua contendo 1/4 de libra de sal por galao e que a mistura bem
mexida esta saindo do tanque a mesma taxa. Escreva o problema de valor inicial que
descreve esse fluxo. Encontre a quantidade de sal Q(f) no tanque em qualquer instante
t e encontre, também, a quantidade limite (); presente apés um periodo de tempo bem
longo. Se r =3 e Qy = 2Q)1,, encontre o instante 7" ap6s o qual o nivel de sal estd a 2% de
(1. Encontre, também, a taxa de fluxo necessario para que o valor de T' nao seja maior

do que 45 minutos.

Figura 8: Tanque de agua.

r gal/min, ; Ib/gal

rgal/min

Fonte: Boyce e DiPrima (2010).

- , 1 .
Solucao: Sabendo que a taxa de entrada de sal é a concentracao é_le/ gal (libra por
galao) vezes a taxa de fluxo r gal/min (galdes por minutos), ja a taxa de saida sabe-se
que a taxa de fluxo r de saida e de entrada sao iguais, além disso, o volume de dgua

no tanque mantém-se constante e igual a 100 gal, além disso, como a mistura esta sendo

“bem mexida’a concentragao é uniforme no tanque, entao % Ib/gal, logo a taxa de saida
é r vezes % Ib/min. A equagao diferencial que descreve esse processo é
d ror
@@ _r_ _Q, (55)
a4 100

com a condigao inicial de Q(0) = Qo.

Reescrevendo (55), nota-se que a equagao ¢ uma EDO de primeira ordem, da forma

aQ ~rQ r
%—i_m_l (56)
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Usando o método do fator integrante, sabendo que p(t) = 155, tem-se que

p(t) = el oo

p(t) = e,

Multiplicando de ambos os lados por p(t) em (56), obtém-se

-, d@Q QT
oot . =% ool . % — _ . oTo0t
€ at ¢ 0" 1¢
ot . o)) = © . emot
(e Q) = e

aplicando a integral em ambos os lados, tem-se

/ (eﬁrot . Q(t))/dt = /% ettt
et - Q(t) 22@

et - Q(t) = 25 - eT00! 4 ¢

¢
- e100” 4+ ¢

assim, a solucao geral é dado por
Q(t) =25+ ¢- e~ T, (57)

Resolvendo o PVI, sabendo que Q(0) = @y, substituindo na solucao geral (57) segue
que

QO =25+4+c- G_ﬁ.o
QO = 25+C

Substituindo (58) em (57) tem-se a solugao para PVI dada pela seguinte equagao
Q(t) = 25+ (Qo — 25)e” 0", (59)
Relembrando que precisa-se encontrar a quantidade limite (). Fazendo o calculo

i Q) = Jim 25 + Jim Qo — 2677
=25+ (Qo — 25) lim e 100!
=25+ (Qo—25)-0
—25

60



portanto, o valor de Q) = 25.
Como ja dito anteriormente r = 3 e Qg = 2()1,, como o valor (), = 25, entao 2¢);, = 50.

Substituindo na equagao (59), tem-se

Q(t) = 25 + (50 — 25)e 00’
Q(t) = 25 + 25e 0%, (60)

Para encontrar o instante T apds o nivel de sal estd a 2% de Q. Sabe-se que 2% de
25 é 0,5, com essa informagao, encontra-se o instante 7' em que Q(t) vale 25,5, ou seja

fazendo t =T e Q(T') = 25,5 na equagao (60) e resolvendo para T', obtém-se que

25,5 = 25 + 25¢ 03T
25,5 — 25 = 25 03T
0,5 = 25¢~ %07

0,5
592 0037
25

0,5
In (== ) =—0,03T
() =0

T = 130, 4 minutos.

Dessa maneira, encontra-se o valor de 7.

O problema pede para encontrar a taxa de fluxo necessaria na qual o valor de 7" nao
seja maior do que 45 minutos. Desse forma, para determinar o valor de r de maneira que
T = 45. Fazendo T' =t e sabendo que Qo = 50, Q(t) = 25,5 e utilizando a equagao (59),

segue o resultado

25,5 = 25 + (50 — 25)e 1004
0,5 = 25¢ " 10045

r = 8,69 gal/min.
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8 Conclusao

Em sintese, este estudo ressalta a importancia das equagoes diferenciais ordinarias, des-
tacando quatro aplicacoes que abrangeram os conhecimentos bioldgicos, fisicos e quimicos.
Dessa maneira, as EDOs sao ferramentas capazes de modelar questoes associadas a criagao
de tilapia do Nilo, crescimento populacional, resfriamento de corpos e problema de mis-
turas, demonstraram desempenhar um papel crucial na modelagem e compreensao de
fenomenos dinamicos. Essas equagoes sao essenciais na andlise de sistemas dinamicos,
onde as taxas de mudanca de uma variavel em relagao a outra, proporcionando a com-
preensao do comportamento do sistema ao longo do tempo.

Ao compartilhar os resultados desta pesquisa, busca-se nao apenas enriquecer o corpo
de conhecimento existente, mas também disseminar a importancia da pesquisa cientifica.
Este trabalho representa, portanto, uma contribuicao significativa para a compreensao e
aplicagao da matematica em contextos tedricos e praticos.

Por fim, almeja-se contribuir para futuras investigacoes nesta area, espera-se que este
trabalho proporcione uma base sélida para o avanco do entendimento dos conceitos abor-
dados e sua aplicabilidade préatica. Recomenda-se, como extensao natural deste estudo,
aprofundar as investigagoes nas aplicagoes, notadamente no estudo do crescimento da
tilapia do Nilo. Sugere-se a conducao de uma pesquisa de campo mais abrangente, incor-
porando outros parametros e modelos, a fim de aprimorar a precisao na descricao desse

cenario especifico.
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