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RESUMO

Este trabalho de carater qualitativo, estuda os conceitos sobre a Teoria da
Probabilidade, a qual o foco é a Analise Combinatoria, que no decorrer do trabalho
percebe-se que tal assunto € um divisor de &gua, pois o alunado possui grandes
dificuldades na analise e interpretacdo do problema, assim foi abordado a fragmentacao
de solucdo para conseguir melhores resultados no ensino, haja vista que foi preciso
abordar o Letramento Matematico para que o aluno possa ter maiores conceitos e
aplicaces matematicas em sua realidade, outrossim, para uma aplicacao desse contetdo
foi escolhido a planilha eletronica (Excel), para que possam desenvolver problemas de

largas escala usando a tecnologia ao seu favor.

Palavra-Chave: Analise Combinatéria, Excel, Letramento Matematico
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INTRODUCAO

Este trabalho tem o objetivo de mostrar a evolugdo do estudo da Teoria da
Probabilidade, a qual vamos dar enfoque na Andalise Combinatdria que sera trabalhada
com o uso do letramento matematico e a sua aplicacdo na planilha eletrdnica (Excel),
visto que o assunto foi abordado por iniumeros tedricos, a qual corroboraram com tratados
e assim o estudo da Analise Combinatéria foi moldando-se com o passar do tempo.

Outrossim, se 0s principais tedricos foram Jerébnimo Cardano, um habil jogador
de jogos de azar, a qual sua paixdo por tais jogatinas o levou a escrever a obra De Ludo
Aleae cujo foi um dos primeiros autores a iniciar o estudo da Teoria da Probabilidade,
despertando assim o interesse na sociedade matematica. Ademais, ilustre nomes da época
auxiliaram com informacdes significativas, todavia, o primeiro tradado a ser considerado
de fato sobre a Teoria da Probabilidade foi do tedrico Christiaan Huygens, publicado em
1657 apresentando de esperanca matematica.

O trabalho esta distribuido no capitulo 1, que aborda o conceito sobre a Historia
da Matematica, por conseguinte no capitulo 2 o Letramento Matemaético, no capitulo 3
Desafios do Ensino na Matematica com a Tecnologia, ademais, no capitulo 4 apresentara
a abordagem que utilizamos no trabalho que sera desenvolvida no capitulo seguinte, que

é o capitulo 5 Anélise Combinatoria e o uso no Excel.
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1 HISTORIA DA ANALISE COMBINATORIA

Neste capitulo vamos abordar o surgimento gradativo do estudo da analise
combinatdria, a qual cada etapa que foi se desenvolvendo sobre o assunto e os principais
tedricos que corroboraram para tais estudos, assim o conhecimento da Teoria da

Probabilidade tendo um maior impulso na matematica.

1.1 Um conceito basico de Teoria da Probabilidade

Se indagarmos o alunado em relacdo aos seus conhecimentos de combinatdria,
grande parte resumira no estudo de arranjos, permutacGes e combinac@es. A qual ndo é
surpresa, pois no ensino de nivel basico o contetdo limita-se ao estudo dessas trés formas
de contagem. Ademais, ndo se trata apenas de tais tipos de contagem, tendo em vista que
Morgado (2006) afirma que trata-se de multiplos problemas e dispGe de varias outras
abordagens como, o principio da inclusdo-excluséo e o principio das gavetas de Dirichlet.
Outrossim, o assunto de analise combinatéria for feito de maneira “mecéanica”, ou seja,
padronizando as questfes sem o intuito de estimular o discente a fazer uma analise e
interpretacdo do problema, o aluno apenas vera o contetudo de analise combinatdria como
um embaralhado de férmulas.

Em sintese, para Morgado (2006), podemos dizer que a analise combinatéria é a
parte da matematica que analisa estruturas e relagdes discretas, a qual aparece na maioria
das vezes dois tipos de problemas. O primeiro seria demonstrar a existéncia de um
subconjunto de elementos de um conjunto finito dado e que satisfazem certas restri¢oes,
tendo em vista o segundo problema seria contar ou classificar os subconjuntos de um
conjunto finito e que satisfazem condigdes dadas.

Para entender como iniciou, na histéria da matematica, o gosto pelo estudo de
Analise Combinatdria, precisamos lembrar uma antiga paixdo humana, 0s jogos de azar.
Os homens sempre se encantaram com o fato de ter a possibilidade de ganhar mais
dinheiro lancando sua sorte em dados, moedas, roletas, baralho entre outras coisas. A
parte elementar da Teoria da Probabilidade, teria inicio nos jogos de azar, pois 0 homem
na maioria das vezes procura maneiras seguras de apostar em um jogo de azar, porém,
possuindo a probabilidade a seu favor, tendo em vista isso ndo é de se espantar que muito
cedo problemas relativos a jogos de cartas e de dados tenham atraidos a atencédo de
pessoas com a mente mais especulativa, a fim de obter lucro por meios de tais jogos de

azar.
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Para Morgado (2006) sendo assim, a primeira obra conhecida em que se estuda
as probabilidades é o livro De Ludo Aleae (Sobre Jogos de Azar) o italiano Jerénimo
Cardano (1501-1576) grande apostador e fascinado pelos jogos de azar, assim sua obra
foi publicada em 1663. E bem possivel quer o interesse que Cardano tinha pelo assunto,
teria como base a sua paixdo por jogos de azar. Segundo Isac Todhunter, em sua histdria
da Teoria Matematica da Probabilidade, o autor explica que seria uma espécie de manual
para jogadores, haja vista que em alguns trechos do livro De ludo Aleae, ensina o leitor a
se defender de adversarios que usariam trapagas para ganhar o jogo, além disso explica
melhores maneiras de ganhar um jogo, no quesito a probabilidade é uma parte pequena
de seu tratado que foi dedicada a Teoria da Probabilidade.

Dessa forma, em relacdo a probabilidade Cardano mostra, entre outras coisas, de
quantas maneiras podemos obter um nimero langando dois dados simultaneamente. Por
exemplo o nimero oito pode ser obtido de duas maneiras, entre outras formas, o primeiro
e 0 segundo sendo iguais, ou seja, obtendo o0 nimero quatro em ambos e a segunda forma
€ 0 primeiro dado o numero seis e o0 segundo dado sendo dois. Ndo s6 Cardano obteve
algumas informacdes sobre o0 assunto probabilidade, o alemdo Johannes Kepler (1571-
1630) fez algumas anotacGes em um livro publicado no ano 1606 De Stella nova in pede
, ha qual examina as diferentes opinides sobre o aparecimento de uma estrela brilhante no
ano 1604.

De acordo com Boyer (2008) um grande pesquisador corroborou com o
crescimento do estudo de probabilidade, sendo ele Galileu (1564-1642) a qual teve énfase
examinando jogos de dados, tendo em vista para responder a pergunta de um amigo: “com
trés dados, o nimero nove e 0 numero dez podem ser obtidos de seis maneiras distintas,
cada um deles. No entanto, realizando a experiéncia obtém-se que o nimero dez é obtido
mais frequente que o numero nove. Como explica isso?” Analisando a pergunta de seu
amigo, Galileu, estudou atenciosamente as probabilidades envolvidas e comprova
corretamente que, de 216 casos possiveis, 27 sdo favoraveis ao aparecimento do nimero
dez e 25 séo favoraveis ao aparecimento do nimero nove.

Com isso, a Teoria da Probabilidade, inicia-se o desenvolvimento a partir dos
estudos de Pascal, aplicando-se seus estudos aos jogos de cartas.

H& muitas relacbes envolvendo os ndmeros do triangulo
aritmético, varias delas envolvidas por Pascal. Pascal nao foi
0 primeiro a mostrar o triangulo aritmético-varios séculos
antes esses arranjos numéricos foram antecipados por
escritores chineses. Como Pascal foi por longo tempo (até
1935) o primeiro a descobrir desse tridngulo, este tornou-se
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conhecido como triangulo de Pascal. Uma das manifestacdes
mais antigas aceitaveis do principio de indugdo matematica
aprece no tratado de Pascal sobre o tridngulo
(EVES,2008,p.365)

Em relacdo ao triangulo de Pascal, teve de suma importancia para resultados e
contribui¢des para o estudo da combinacéo, pois ficou como corroboracao para resultados
futuros. Porém, o primeiro tratado de Teoria da Probabilidade foi de Christiaan Huygens
(1629-1695) publicando o primeiro tratado em 1657 o De Ratiociniis in Ludo Aleae, visto
que estudou e apresentou o conceito de esperanga matematica, ferramenta importante para
o célculo de probabilidade e estatistica, porém, apenas na década de 1930 que surgiu um
conceito mais rigoroso para a probabilidade. (EVENS,2008,p 395)

Outrossim, segundo Pascal- Fermat (2008) a Teoria da Probabilidade nédo
despertou de inicio o interesse dos matematicos na época, devido ao grande fascinio pelo
calculo, criado por Newton e Leibnitz. Todavia, percebeu-se que o estudo sobre a
probabilidade examina situacbes como taxa de mortalidade, prémios de seguros,
economia, variagdo da populacdo, entre outros. Assim, atraindo inimeros matematicos
devido ser um estudo direcionado a situagdes “problemas” e possui grandes nomes da
época aprofundando seus estudos na Teoria da Probabilidade.

Com o decorrer do prestigio de estudos sobre a probabilidade, Jaime Bernoulli,
em sua obra Ars Cnjutandi, cita um teorema de suma importancia para os estudos e
resultados de probabilidade, conhecido como Teorema de Bernoulli, também
denominado Leis dos Grandes Numeros, a qual foi descrita pelo francés Siméar Poisson
(1781-1840) cujo teorema reflete na primeira tentativa de deduzir medidas estatisticas a
partir da probabilidade, pois afirma que se dois eventos sdo igualmente provaveis, apos
um grande numero de experimentos eles terdo sido obtidos aproximadamente 0 mesmo
numero de vezes. A Lei dos Grandes NUmeros deu inicio a discussfes conceituais ou
filoséficas sobre o conceito de probabilidade.

Outro matematico que dedicou-se a Teoria da Probabilidade e que
provavelmente, s6 perca para Laplace (1749-1827) em estudos/contribui¢des aos assunto,
foi Abraham De Moivre, um matematico versatil, ou seja, inimeros trabalhos importantes
em varios campos, a qual foi reconhecido até mesmo por Newton. Em sua obra Doutrina
do Acaso, De Moivre, desenvolve a teoria das sucessdes recorrentes, e a usa para resolver

vérios problemas de probabilidade.
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2 LETRAMENTO MATEMATICO

Neste capitulo iremos apresentar a importancia e o conceito sobre o letramento
matematico, haja vista que demonstraremos o conceito e as teses que 0s autores
corroboram para o estudo do saber pensar do aluno, a analise e interpretacdo das questdes,
tendo em vista que a compreensao de tal assunto € de suma importancia, pois com isso
oferece ao alunado uma visdo mais ampla do conceito de forma pratica e aplicada a

realidade.

2.1 O desenvolvimento dessa metodologia

Segundo Bigge (1977) na época em que a escola foi criada, ensinar deixou de
ser um repasse de informacoes, visto que as matérias ensinadas nas instituicdes de ensino
eram diferentes dos assuntos aprendidos na sociedade, ou seja, 0 discente ndo conseguia
aplicar o conteudo ensinado em sala de aula em sua realidade. Sendo assim, 0 ensino visto
de forma desnecessaria para a economia e na politica. Em meados do século XXI, o ensino
muitas vezes € visto desta maneira, o estudante ndo consegue encontrar um significado
ao que lhe é ensinado, tendo em vista esse grande fator, os estudos de atualmente se
moldam a tornar os discentes criticos e reflexivos, a qual o professor ndo é mais o foco e
sim um orientador/mediador no ensino e aprendizagem, contextualizando problemas reais
aos seus alunos.

No que se refere a educacdo matematica, a area busca sempre melhores formas
de atentar seus assuntos. Todavia, enfrenta desafios em relacéo a disciplina, haja vista
que a sociedade fixou o estere6tipo que a matéria € complexa/abstrata e pouco se
absorvesse dessa tematica, seja no ensino basico ao superior. Outrossim, a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) preza que o educando “desenvolva a capacidade de
identificar oportunidades de utilizacdo da Matematica para resolver problemas, aplicando
conceitos, procedimentos e resultados para obter as solucdes e interpreta-las segundo os
contextos das situagdes”, sintetizando o pensamento que a BNCC, refere-se ao letramento
matematico e sua grande importancia no ensino.

O surgimento dessa metodologia foi por volta de 1980, a qual originou-se da
palavra portuguesa literaci ou literacy de origem americana, cujo significado é alfabetizar
no sentido de uma leitura e escrita mais avanga/complexa em respeito as praticas de

simples leituras e escrita que sdo resultantes de apenas uma alfabetizacao.
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A Organizacdo das Nacdes Unidas para a Educacdo, a Ciéncia e a Cultura
(UNESCO) propos aplicar o conceito de literacy, dando a sugestao as avaliacGes em larga
escala internacionais, para que avaliassem de maneira mais avangada as capacidades do
aluno, ndo sendo apenas o simples ato de ler e escrever (SOARES,2004), ou seja, ha a
diferenca entre alfabetizado e letrado, porém o conceito causa confusdo na maioria das
vezes, pois esta no fato que o individuo que consegue utilizar a leitura em contextos
sociais, psiquicos, politicos é definido como letrado o que somente usa do artificio basico
e ndo ultrapassa essa margem € apenas considerado alfabetizado.

Ademais, a UNESCO propds o letramento matematico através do Programa
Internacional de Avaliacdo de Estudante (PISA), busca-se diferenciar os letrados de
iletrados, a qual enfatiza que ¢ “fundamental ter um discernimento sobre o grau em que
0s jovens egressos das escolas estdo e se estdo preparados para aplicar a Matematica na
compreensdo dos assuntos e na solugdo de problemas significativos” o que seria o retorno

na vida adulta e como esta a analise e compreensédo dos dados.

[...] a capacidade de formular, empregar e interpretar a
Matematica em uma série de contextos, o que inclui
raciocinar  matematicamente e utilizar  conceitos,
procedimentos, fatos e ferramentas matematicas para
descrever, explicar e prever fendmenos. Isso ajuda 0s
individuos a reconhecer o papel que a Matematica
desempenha no mundo e faz com que o cidaddos
construtivos, engajados e reflexivos possam fazer bem
fundamentados e tomar as decisbes necessarios
(BRASIL,2016,p.138).

Por conseguinte, o autor faz-se a sintese do que seria a aplicacdo do letramento
matematico, pois as vezes é confundido por apenas ser o ato de ensinar a matematica
béasica, haja vista que foi mostrado em paragrafos anteriores que é muito mais do que isso,
visto que trata-se da compreensdo e raciocinio mais complexo, ou seja, conseguir
interpretar e colocar em praticas 0s conceitos matematicos que séo vistos em sala de aula,
assim o discente estara “dando um passo a mais” em seu aprendizado e independéncia
para novos estimulos de ensino e aprendizado.

A ideia de tornar o ensino da matematica mais especifico e relevante para a vida
cotidiana fazia parte dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) sob o nome de
Alfabetizacdo Matematica antes de passar a fazer parte das diretrizes da BNCC. Ou seja,
sdo dois nomes diferentes para coisas muito parecidas: o foco do estudo em usar o
conhecimento como forma de desenvolver o pensamento critico e o uso da matematica

para analisar fatos e informagfes do cotidiano. Assim como ha diferenga entre
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alfabetizacdo e letramento na lingua portuguesa, ha diferenca entre conhecer os dados e
procedimentos da matematica e letramento matematico.

Essa diferenca esta justamente relacionada a capacidade de ir além do
conhecimento tedrico e a capacidade de realizar operagdes matematicas. O letramento
matematico € a capacidade de compreender e aplicar conceitos matematicos de forma
pratica no mundo moderno, visando atender as necessidades individuais e resolver
problemas da vida real. O letramento matematico serve como uma ferramenta para 0s
alunos compreenderem o papel especifico da matematica no mundo em que vivem, e
como uma ferramenta e linguagem para a compreensao critica e l6gica do papel da
matematica na sociedade. O letramento matematico também serve como uma motivacao
para aprender e um desejo de aprender mais, traduzindo conceitos matematicos
inicialmente abstratos em conhecimento que é significativo na vida cotidiana e que podem
ser usados para resolver tais problemas.

Sendo assim, a analise, divide-se em estruturas (problemas e solucdes), a qual a
estruturacdo do problema define-se em: saber a tarefa, ou seja, conhecer o que o problema
pede, pois na maioria das vezes os problemas envolvendo contagem se resumem em uma
contagem que seria denominado tarefa a ser realizada, visto que em problemas mais
elaborados 0 mesmo pode-se escrita de maneira restrita, que seria as condi¢cdes para ser

realizada.
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3 DESAFIOS DO ENSINO DA MATEMATICA COM A TECNOLOGIA

Neste capitulo apresentaremos sobre os empecilhos na aplicacdo da educacgdo
com a tecnologia, haja vista que a populacdo brasileira ndo se resume em uma Unica
realidade, tendo em vista esse grande fator, mostraremos as principais dificuldades que
os docentes sofrem ao dar a iniciativa para um ensino com a tecnologia, seja ela na
formacéao profissional, estrutura ndo suficiente em ambientes escolar e a divergéncia entre

redes publicas e privadas.

3.1 Formacéo, Conceitos Sociais e Econdmicos

Segundo o IBGE(2020), o surgimento e popularizacdo da Internet, globalizacéo,
surgimento e melhorias continuas em novas tecnologias impulsionam a mudanca social
sobre maneiras de pensar, se comportar e na organizacdo social e interacdo pessoal. Pode-
se dizer que a educacao também busca adapte-se a nova realidade. No entanto, repensar
0 papel do sistema educacional e as instituicdes de ensino sdo um empreendimento
extremamente dificil e complexo, mas necessario.

Em paises em desenvolvimento com altos niveis de desigualdade, como o Brasil,
socioeconomicamente, a tarefa é ainda mais desafiadora porque o acesso a tecnologia
varia. Impressionantemente, no século XXI ainda temos grande parte da populagdo que
se quer tem acesso a Internet e aos recursos tecnoldgicos basicos.

Embora seja notavelmente crescente, muito por causa da pandemia do COVID
19, o uso de tecnologias nos ambientes escolares, muitos sdo os desafios e barreiras
enfrentadas para que haja uma relacdo de harmonia entre educacdo e tecnologia, e para
que isso se torne uma realidade cada vez mais comum. Grande parte disso se da por conta
das mas condicdes estruturais das escolas, falta de manutencdo e atualizagdo dos
aparelhos e mau uso das ferramentas por parte dos alunos.

Muitas escolas que recebem os aparelhos tecnologicos ndo tém estrutura para a
utilizacdo dos mesmos, em muitos casos acabam improvisando salas sem nenhuma
infraestrutura fisica e elétrica que possa contribuir para a integridade dos aparelhos, e
outras escolas se quer tem aparelhos eletrénicos.

Além da disponibilidade de infraestrutura e recursos basicos, o preparo dos
professores é também indispensavel. Quanto ao papel do professor com relacdo ao uso

dos recursos tecnoldgicos, € possivel considerar haver muitos desafios e obstaculos que
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precisam ser superados. Dentre eles, uma formacao inicial que contemple o uso das
tecnologias no processo de ensino e aprendizagem; e a capacitacdo dos profissionais que
ja atuam na rede de ensino.

De acordo com Prado e Rocha (2018), falta de conhecimento dos professores
sobre como usar as ferramentas digitais € um dos principais desafios do uso da tecnologia
na educacdo. Muitas escolas ainda nao alinharam seus processos para integrar a
tecnologia de forma pratica, capacitando os professores para que eles possam se
familiarizar e entender as possibilidades dos novos recursos. Como a realidade
profissional de cada professor € diferente, ainda mais em um pais grande como o Brasil,
0s proprios profissionais se empenham em adquirir conhecimento. Na ultima pesquisa
TIC Educacéo (2019), 93% dos professores afirmaram se manter atualizados sobre o uso
das tecnologias por conta propria.

O custo de aquisi¢do e manutencdo ¢ um dos desafios do uso da tecnologia na
educacdo que mais impactam as instituicbes de ensino. Adquirir licencas, equipamentos
e ter um profissional de TI para monitorar a rede da escola geram a necessidade de se
investir. As solugdes e ferramentas mudam e evoluem bastante em uma velocidade que
ndo é facil e nem barato de acompanhar. Tendo em isso em vista, é notorio que embora a
escola tenha uma infraestrutura adequada para a utilizacdo de recursos tecnoldgicos, é
indispensavel a presenca de um profissional qualificado para que haja manutencdo e
atualizacao desses recursos.

Um dos grandes desafios do uso da tecnologia na educacdo € o mau uso das
ferramentas pelos alunos. Para alunos ver os computadores e smartphones como meios
de aprendizado e ndo de entretenimento é um desafio comum nos momentos iniciais de
introducdo da tecnologia. Isso se da muito por conta da realidade econémica enfrentada
por cada aluno. Moreira e Kramer (2007) afirmam que € necessario refletir sobre as
relagOes entre escola e tecnologia, levando-se em conta a realidade em que os alunos estdo
imersos, em especial os que estudam na Educacdo Basica. Tendo em vista a importancia
dos avancos tecnologicos e dos impactos na vida das pessoas, assim como a desigualdade
de condicGes de acesso, é preciso refletir e levar tudo isso em conta.

Dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), coletados pela
Pesquisa Nacional por Amostras de Domicilios Continua (PENAD Continua) referente
ao quarto trimestre de 2018, mostram o percentual de acesso dos domicilios brasileiros a
TIC. Embora que, de 2017 para 2018, o percentual de utiliza¢do da internet nos domicilios
subiu de 74,9% para 79,1%, evidencia-se que em mais de 20,0% dos domicilios ndo havia
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acesso. No meio rural a situacao era ainda mais critica, no mesmo periodo, o indice passou
de 41,0% para 49,2%. De acordo com a pesquisa, 0 rendimento médio per capita, dos
moradores que utilizavam internet era quase o dobro do rendimento dos que nao
utilizavam (IBGE, 2020%).

A PNAD Continua apontou que celular foi o equipamento mais utilizado para
acessar a rede, encontrado em 99,2% dos domicilios com o servi¢o; o segundo foi o
microcomputador, usado em 48,1% dessas residéncias. Entre 2017 e 2018, o percentual
de pessoas que tinham celular subiu de 78,2% para 79,3%, chegando a 82,9% nas areas
urbanas e a 57,3% nas rurais. Nos domicilios em que ndo havia internet, os trés motivos
gue mais se destacaram foram: falta de interesse (34,7%); servico de acesso caro (25,4%);
nenhum morador sabia usar (24,3%). Em 7,5% das residéncias, os moradores disseram
que ndo havia disponibilidade de rede na &rea do domicilio e 4,7% justificaram como
motivo, o alto custo do equipamento para conexdo (IBGE, 2020%)

Diante do que foi exposto, nota-se que inimeros sdo os desafios para uma
educacdo mais tecnologica. Obstaculos que comegcam na desigualdade e falta de acesso
aos meios tecnologicos, perduram na insuficiéncia de equipamentos e na infraestrutura
das escolas e se consolidam nas caréncias de uma formacao inicial que prepare para o uso

pedagdgico e aplicacdo dessas ferramentas.
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4 METODOLOGIA

Segundo Minayo (2016) a metodologia é o caminho percorrido para a elaboragéo
de uma pesquisa cientifica, é a pratica exercida na compreensao de fatos da realidade.
Portanto, & um conjunto de ferramentas, em que se inclui o método de analise, as técnicas
de pesquisa e a criatividade do autor na selecédo de dados e na elaboragdo do texto
cientifico, e sua capacidade critica. De modo que, a metodologia a ser utilizada em um
trabalho possui enorme importancia uma vez que determina 0s passos a serem seguidos
para a realizacdo do trabalho.

O presente trabalho caminhou primeiramente no estudo de artigos, livros, sites e
trabalhos sobre Anéalise Combinatéria. A abordagem sobre o conteldo de analise
combinatdria, e 0 uso da tecnologia no ambito escolar e a compreensao do discente em
relacdo ao conteudo (problema). Dessa forma a abordagem de nossa metodologia, sera a
fragmentacdo e analise das questdes por partes, visando que o alunado possa desenvolver
a maturidade na compreensao de problemas de analise combinatéria. A proxima etapa
foi utilizada a planilha eletrénica Excel (versdo 2019, sistema operativo Microsoft
Windows e Mac OS X), de modo a mostrar o uso da tecnologia na resolucéo de problemas
matematicos e em especial a andlise combinatdria. Nesse sentido sera preservado a

qualidade do ensino e ndo o quantitativo.
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5 ANALISE COMBINATORIA E USO NO EXCEL

Nota-se que o0 ensino da Teoria da Probabilidade (analise combinatoria), requer
uma analise e compreensao de seus leitores para a resolucao dos problemas. Desse modo,
observa-se que grande parte do alunado possui diferentes graus de dificuldades no
aprendizado da matematica, haja vista que os discentes “carregam” desde os anos
anteriores tal empecilho na compreensdo da disciplina. Sendo assim, mostramos capitulo
2 a importancia do letramento matematico, visto que preza por um ensino qualitativo e
ndo um ensino quantitativo, assim no decorrer da apresentacdo do contetdo de analise
combinatdria, sera apresentado de forma a ter melhor entendimento para o aluno, afim de
compreender e aplicar o assunto em sua realidade.

O uso da ferramenta Excel (Lapponi, 2005) corrobora com as aplicagdes no
ensino, haja vista que com a planilha eletrénica trouxe contribui¢des significativas no
processo de aprendizagem dos conceitos primarios da estatistica e muitas outras areas de
ensino, por exemplo o conceito basico de analise combinatéria na disciplina de
matematica., que neste caso sera o enfoque dessa aplicacéo.

Neste contexto as atividades vém ao encontro da demanda de um aluno critico,
capaz de analisar informacGes proveniente de pesquisas que séo encontradas na televiséo,
em jornais ou revistas pois em capitulos anteriores frisamos a importancia do letramento
matematico no ensino e aprendizagem, tendo em vista que o saber “pensar” do aluno ¢

reforcado por tal metodologia.

5.1 Processo de fragmentacao de problema de analise combinatoria

Esse processo visa resolver problemas de andlise combinatéria, no qual o

sendo

objetivo € a separacdo da formula usual que aprende-se nas escolas C* =

ri(n-r)!’
gue na maioria das vezes o aluno ndo consegue resolver uma questdo devido a dois
principais fatores: a interpretacdo do problema, ou seja, o que o problema exige do aluno
e por conseguinte o uso da formula, pois muitas das vezes estdo saturados de informacgdes
de varias disciplinas.

Assim esse processo pretende facilitar o entendimento dos problemas de analise
combinatdria, na qual o aluno vai conseguir distinguir o que o problema exige dele e

como pode resolver essa problematica. Tendo em vista esse cenario o recurso que pode-
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se utilizar para a diminuicdo desse problema é o uso do letramento matematico, estudado

no capitulo 2.

5.2 Desenvolvimento do processo de fragmentacao

O processo de fragmentacdo, na estrutura de solugdes, € dividido em trés partes:

(1) identificacdo da tarefa do problema, que sera um modo para a facilitacdo da
resolucéo, pois ficara mais facil saber o que o problema esta se resumindo, visto que faz-
se a observacdo na acdo do problema, tendo em vista isso 0 aluno deve identificar os
verbos que fazem indicagédo de acéo (definicéo de verbo de acéo)

(2) define-se uma estratégia para a realizacdo do problema, na qual faz-se
observacao em primeira pessoa do problema, e imaginando como o individuo em primeira
pessoa resolveria tal problematico passo a passo, respeitando as condi¢fes imposta pelo
problema, e para a finalizagéo

(3) aaplicacdo dos resultados da contagem conforme a (2) estratégia, a qual para
essa etapa precisasse verificar a quantidade de possibilidades de cada etapa, assim aplicar
os resultados da contagem, entretanto, nessa aplicacdo o alunado deve ter uma tenuidade
para os desdobramentos de futuras situacdes problemas (condi¢bes), na escolha do
principio aditivo ou multiplicativo, que mais para frente sera explicado de forma

paulatinamente.

5.3 Conceitos, Exemplos e Solugbes de Analise Combinatoria

Nas proximas subsecdes serdo mostrados os conceitos de Analise Combinatoria,
assim como trés exemplos, sua solugdo de forma fragmentada e também a solugdo no

Excel.

5.3.1 Método dos Principios da Contagem — MPC

O Método do Principio de Contagem sera dividido a priori em dois, aditivo e
multiplicativo. A principio, define-se o principio aditivo em:
Nomeando tarefa - T e modos em siglas M1 e Mz, temos que a uma tarefa T que
deve ser realizada e ha dois modos M1 e M para a realizacdo dessa tarefa, tal que:

l. M1 e M2 sdo mutuamente excludentes;



24

1. H& m maneiras distintas de realizar a tarefa usando o0 modo Mz;

M. Ha n maneiras diferentes para a realizacdo da tarefa usando o modo My;

Portanto, analisando a problematica, existe m + n, para a realizacdo da tarefa,

assim exibido na figura 1:

Figura 1- Diagrama dos modos

Modo =M,
Tarefa=T ou +

n

Modo = M,

Fonte: Prépria do autor, (2023)

Denotar que modos sdo mutuamente excludentes, significa que um modo anula o
outro modo, ou seja, escolhe-se apenas 0 M1 ou M, para que seja realizada a tarefa, nota-
se que para esse método o discente precisa observar o conectivo alternativo “ou”, um
determinante importante para o principio aditivo.

Por conseguinte, o principio multiplicativo denotamos que: se uma tarefa T pode
ser realizada em etapas consecutivas, ou seja, E1 , E> e En, tal que:

l. A etapa E1 pode ser feita de m maneiras distintas;

Il. Para cada maneira de realizar a etapa E1 , ha n formas de realizar a etapa

E>, ou seja, o nimero de maneiras para a realizacao da tarefa ¢ m - n.

Figura 2- diagrama das etapas

Tarefa T

m X n
EtapaM; € EtapaM,

Fonte: Proprio autor (2023)

A figura 2 mostra o diagrama do principio multiplicativo em sintese, observa-se

que tal principio é marcado pelo conectivo de adicdo “e”, visto que a tarefa pode ser
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dividida em n maneiras de etapas, assim o principio multiplicativo segue uma ordem de
varias etapas nao interruptas, visto que os principios aditivo e multiplicativo podem ser
escrito de forma generalizada para um namero finito de qualquer modos ou etapas.

Exemplo 1: Carla precisa fazer uma viagem que tera dois trechos. Na primeira
parte ela possui uma (1) opcao de voo e uma (1) opcdes de dnibus. Ja no segundo trecho,
Carla tem duas (2) opc¢des de voo e (2) de Onibus. Caso ela decida pegar um voo, s
poderd usar este recurso em um dos trechos. De quantas formas diferentes Carla pode
fazer esta viagem?

Solucgéo: Para que possamos resolver o problema de forma mais trivial, e por
consequéncia o alunado possa ter maior entendimento sobre problemas de tais tipo de
contagem, separa-se a solucéo em trés etapas:

I- Tarefa: nessa etapa, o leitor seja ele o professor ou discente, identifica qual
0 problema (tarefa) que o enunciado propde. Na situacdo problema do
exemplo Carla quer fazer uma viagem, dito isso a tarefa se resume a fazer
uma viagem.

II-  Estratégia: Nesse ponto o leitor deve se colocar em primeira pessoa, para

que possa analisar da melhor forma o problema do enunciado, vale
ressaltar que deve respeitar as condi¢des do problema. Nesse caso, Carla

sO poderia pegar um voo.

Nomeando os transportes no primeiro trecho da viagem de Carla, tem-se que
Arara Azul (AA) o primeiro voo e Boa Viagem (BV) para o primeiro 0nibus, por
conseguinte temos que, no segundo trecho da viagem possui 0s 0nibus: Linha Veloz (LV)
e Linha Expresso (LE), para os voos tem-se: Milhas (M) e Sky Transporte (ST),

organizando em um diagrama para que possa ser mais ludico, temos que:

Figura 3- Diagrama das viagens

LV
AA LE
BV
M
Primeiro Trecho Segundo Trecho

Fonte: Préprio autor (2023)
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Nomeando o primeiro trecho da viagem como “x” ¢ a segunda parte da viagem
como “y”, utilizando pares ordenados para indicar o trajeto que Carla utilizou, por
exemplo (AA, LE), significa que Carla utilizou o transporte da Arara Azul (voo) e na
segunda parte do trecho ela utilizou a Linha Expressa (6nibus). Dessa maneira,
descreveremos o conjunto de todas as possibilidades possiveis de viagens, respeitando as
condigdes do enunciado, sendo assim, fazendo um passo a passo do problema, nesse caso
a estratégia sera viajar o primeiro trecho e depois o segundo, pegando no maximo um

VvO0O0.

I11-  Contagem: nessa etapa, aplica-se os principios de contagem conforme foi

estabelecido na etapa anterior (11- estratégia).

Utilizando o recurso mais elementar de todos, ou seja, contar de um a um, todo
0 conjunto de possibilidades que a tarefa possibilita, dessa forma, obtém-se os seguintes

pares ordenados:
S={(AALE), (AALV), (BV,M), (BV, ST), (BV,LE), (BV,LV)}

Portanto, totaliza-se seis pares ordenados, que seriam seis formas diferentes que
Carla poderia fazer sua viagem. Observe gue nesse problema néo foi feita a utilizacdo do
recurso dos principios fundamentais (aditivo e multiplicativo), haja vista que existem tais
problematicas que podem ser resolvidas apenas descrevendo o conjunto de possibilidades
e contando um por um.

Solucéo pelo Excel: primeiro o sinal de igual em uma célula escolhida, a qual
sempre deve ser colocado para que possa ser executado comandos na planilha eletronica,
por conseguinte usamos o comando COMBIN, que seria uma combinagdo sem repeti¢ao
e coloca-se (2;1), ademais, utiliza-se a soma e mais uma vez o comando COMBIN, e
coloca-se (4;1), que apertando enter gera o resultado de 6 maneiras de viajar, a figura 4,

mostra a janela da planilha do Excel.

Figura 4- Resolucéo exemplol

SOMA - X  J | =COMBIN(2;1)+C OMBIN(4;1)|

A B T D E F
1
2

3 |viagem |NIB IN{4;1) .I

4

Fonte: Préprio autor (2023)
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Exemplo 2: Considere uma bandeira formada por 6 listras. Devemos colorir
essas listras usando apenas as cores vermelho, azul e branco. Cada listra deve ter apenas
uma cor e ndo se pode usar cores iguais em listras adjacentes, de quantos modos podemos
colorir esta bandeira?

Solucdo: Seja, na figura 5 os casos particulares

- Tarefa: colorir a bandeira, de modo com que as cores adjacentes ndo sejam
iguais
II-  Estratégia: Alguns casos particulares que podemos formar sdo:

Figura 5- Bandeiras

Fonte: préprio autor (2023)

Uma estratégia que podemos utilizar para realizar essa tarefa é pintar uma listra
de cada vez, iniciando pela primeira e respeitando as restricdes dadas no enunciado do
problema.

Comegamos pintando a primeira listra. Para pintar a segunda listra, podemos
usar qualquer uma das cores disponiveis, excluindo a cor que ja foi utilizada na primeira
listra. Para pintar a terceira listra, podemos utilizar qual quer cor (inclusive a cor usada
na primeira listra), exceto a cor usada na listra que acabamos de pintar. E assim
sucessivamente. Abordando essa estratégia, seguimos pintando todas as listras com cores
adjacentes sempre distintas.

I11-  Contagem. Aplicamos os principios de contagem.

Temos uma tarefa dividida em 6 etapas consecutivas. Para a primeira listra temos
trés possibilidades, pois podemos usar qualquer uma das cores disponiveis. Na segunda
listra temos duas possibilidades, pois qualquer cor pode ser utilizada, com a excec¢éo da
cor usada na primeira listra. Na terceira listra temos também duas possibilidades, pois ndo
podemos usar a cor utilizada na segunda listra. Para a quarta, quinta e sexta listra, temos
duas possibilidades, seguindo o mesmo raciocinio anterior. Aplicando o Principio

Multiplicativo temos o diagrama da figura 6:
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Figura 6- Etapa da bandeira
Colorir a bandeira

3 2 2 2 2 2
X X X X X

Listra 1 Listra 2 Listra 3 Listra 4 Listra 5 Listra 6

Fonte: Prdprio autor (2023)

Dessa forma existem 3x2x2x2x2x2=96 maneiras diferentes de pintar essa
bandeira. Percebe-se que é um problema simples, porém causa confusdao no decorrer da
solucéo do problema se ndo for analisado de maneira mais cautelosa, por isso opta-se para
a divisdo do problema em: Tarefa, Estratégia e Contagem. Visto que o discente possa ter
uma melhor leitura e interpretacdo, dessa forma, possuindo éxito na solucéo da questéo.

Solucéo pelo Excel: primeiro o sinal de igual em uma célula, a qual sempre deve
ser colocado para que possa ser executado comandos na planilha eletrénica, por
conseguinte usamos o comando COMBIN, que seria uma combinacdo sem repeticdo e
coloca-se (3;1), ademais, utiliza-se a multiplicacdo que é o sinal (*) e mais uma vez o
comando COMBIN, e coloca-se (2;1), por mais cinco vezes devido ser um problema de
principio multiplicativo que apertando enter gera o resultado de 96 maneiras de colorir, a

figura 7 exibe a janela com a solugdo do Excel.

Figura 7- Aplicacéo no Excel

M Fe || =COMBIN{3;1)*C O MBIN(2;1)*C O MBIN(2;1)*C O MB IN(2;1)*C O MBIN(2;1)*C O MBIN(2;1)

A B 5 D E F G H | J K

|BA1\DE]RA | Bﬁll

Fonte: Préprio autor (2023)

Exemplo 3: Quantos nimeros de trés algarismo distinto existem?
Solugédo: Seja

I-  Tarefa: formar um ndmero de trés algarismo.
II- Estratégia: colocando alguns casos particulares, temos casos particulares

do problema na figura 8:
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Figura 8- Casos particulares

702 135 804 143

Fonte: Proprio autor (2023)
Para formar nameros de trés algarismo, podemos escolher um algarismo de cada

vez. Desse modo, escolhe-se uma estratégia em trés etapas: escolher os algarismos da

unidade, dezena e centena, respeitando as condi¢des do enunciado.

I11-  Contagem: Aplicando os principios de contagem de acordo com a

estratégia estabelecida.

O algarismo da unidade possui 10 elementos de possibilidades, visto que pode
ser qualquer digito decimal: 0,1,2,3,4,5,6,7,8 ou 9. Em seguida, sobram apenas 9
possibilidades para o algarismo da dezena, devido o enunciado pedir que os algarismos
sejam distintos. Tendo isso em vista, ocorre um problema no decorrer da solugéo, pois

quantos algarismo distintos podem ser escolhidos na casa da centena, figura 9.

Figura 9-Andlise da problema

Formar nimero de 3 algarismos

? X 9 X 10
e e

Fonte: Prdprio autor (2023)

Analisando as possibilidades.

o Primeiro caso: suponha-se que o zero ja tenha sido utilizado nas casas de
unidade e dezena, por exemplo: ?06, ?80 ou ?09. Por consequéncia,
teremos 8 possibilidades para escolher o digito das centenas, devido ndo
haver a possibilidade da repeticdo dos algarismos.

o Segundo caso: Suponha-se que o zero ainda ndo foi utilizado, como por
exemplo: ?39,78,12 e 3. Como resultado, tem-se 7 possibilidades para a
casa da centena, visto que podemos utilizar qualquer digito, desde que nao
tenha sido utilizado nas duas casas anteriores e exceto o zero, logo que um

numero de trés algarismo ndo admite zero na centena.
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Ou seja, ndo é possivel dizer quantas sdo as possibilidades para o algarismo das
centenas. Esse problema ocorre por que hd uma restricdo sobre uma das etapas da
estratégia: a casa da centena ndo pode ser zero. Problemas que possuem restrigdes em
algumas de suas etapas a melhor solucdo € iniciar pela etapa que apresenta tal restricéo,
utilizando essa abordagem a etapa da estratégia sera a priori resolver tais restri¢des.

Sendo assim, ajustando a estratégia, refaz-se a contagem, inicia-se pela casa das
centenas, devido a maior restricdo esta presente nela. O algarismo das centenas possui 9
possibilidades, visto que as centenas ndo admitem o zero. Em seguida, sobram 9
possibilidades para a casa da dezena, devido ja ter sido utilizado um algarismo na casa da
centena, e por fim sobram apenas 8 possibilidades para a casa da unidade, pois ndo ha
possibilidade de repeticdo entre os algarismos. Utilizando o Principio Multiplicativo,

temos que:

Figura 10- Etapas dos algarismos

Formar nimero de 3 algarismos

9 X 9 X 8
Centenas € Dezenas € Unidades

Fonte: Prdprio autor (2023)

Portanto, ha 9x9x8= 648 numeros de trés algarismos distintos.

E importante dizer que n&o existe um método que resolva qualquer problema de
combinatéria. o que apresentamos foi introduzir os raciocinios gerais para abordar
problemas basicos, que sdo estudados até o ensino médio. Ha diversas outras técnicas
conhecidas, visto que iremos abordar no decorrer deste trabalho. No entanto, néo
podemos deixar de comentar que varios problemas costumam ser resolvidos pela analise
e compreensdo do problema, vale ressaltar que para incégnitas mais elaboradas e com
isso uma solucdo mais engenhosa o aluno precisa ter uma base sélida e dominar o
entendimento do Principio Fundamental da Contagem.

Solucéo pelo Excel: primeiro o sinal de igual em uma célula, a qual sempre
deve ser colocado para que possa ser executado comandos na planilha eletrbnica, por
conseguinte usamos o comando COMBIN, que seria uma combinagdo sem repeti¢do e
coloca-se (9;1), ademais, utiliza-se a multiplicacdo que é o sinal (*) e mais uma vez o
comando COMBIN, e coloca-se (9;1),por mais uma vez utiliza-se o sinal da multiplicacéo

(*) e o comando COMBIN, e coloca-se (8;1), apertando enter gera ao todo 648 modos de
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fazer algarismos com trés numeros distintos, a figura 11 mostra a janela de comando da

planilha.

Figura 11- Resolucdo do Exemplo 3 pelo Excel

D3 - fe | =COMBIN(9;1)*C OMBIN(9;1)*C OMBIN(8;1)

A B T D E F G

1
2

s |ALGARISMOS ] es]

Fonte: Préprio autor (2023)

5.3.2 Permutacgéo

Dados n objetos distintos, precisamos saber 0 nimero de modos de arruma-los
em fila. Cada fila possivel é chamada de permutacdo simples dos n objetos.
Representamos por Pn 0 nimero de permutacdes simples de n objetos. Segue-se que o

numero de modos de arrumar em fila n objetos distintos é
Pn=n!

Exemplo 4: De quantos modos podemos arrumar em fila cinco objetos

distintos.

Solucéo: Seja portanto.

I-  Tarefa: arrumar objetos em fila

II- Estratégia: para a melhor compreensdo nomeasse 0s objetos como:
AB.CDeE.

Figura 12- Casos particulares

A B D E C
1o 20 3° 40 5°
E C B A D
1o 20 3 40 5°
B A E C D
I° 20 3 4 5°

Fonte: Proprio autor (2023)
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A estratégia serd arrumar um objeto de cada vez.

I1l-  contagem: aplicagdo do principio da contagem

Ao analisar a estratégia, nota-se que 0 primeiro objeto possui cinco
possibilidades, pois pode ficar em qualquer lugar da fila. O segundo objeto possui quatro
possibilidades, visto que pode ocupar qualquer lugar exceto o que foi ocupado pelo
anterior, assim, seguindo a logica para os demais objetos sdo: 3,2 e 1. Aplicando o
principio multiplicativo temos: 5x4x3x2x1= 120 filas distintas.

Solucéo pelo Excel: primeiro o sinal de igual, a qual sempre deve ser colocado
para que possa ser executado comandos na planilha eletronica, por conseguinte usamos o
comando COMBIN, que seria uma combinacgao sem repeti¢éo e coloca-se (5;1), ademais,
utiliza-se a multiplicacéo que é o sinal (*) e mais uma vez o comando COMBIN, e coloca-
se (4;1), por mais trés vezes, sendo (3;1), (2;1) e (1;1) devido ser um problema de
principio multiplicativo que apertando enter gera o resultado de120 maneiras, a figura 13

mostra a janela de comando da planilha eletrénica.

Figura 13- Resolucéo do Exemplo 4 no Excel

A3 \ e =COMBIN{5;1)*C OCMBIN(4;1)*C OMB IN{3;1)*C OMB IN(2;1)*C O MBIN(1;1)

A B T D E F G H | J

Fonte: Préprio autor (2023)

Problemas como que acabamos de resolver aparece a todo momento. Por esse
motivo vale a pena decorar seu resultado. Para isso definimos fatorial. Chamamos de

fatorial n e representamos por n! o produto de todos os naturais desde 1 até n.
nl=1x2x3... X n
Por exemplo:

° A1= 1x2x3x4= 24
. 51= 1x2x3x4x5= 120
) 61= 1x2x3x4x5x6= 720

Observacgao: Sabe-se que a multiplicacdo é comutativa, ou seja, a ordem do

produto no terd importancia. E comum escrever as vezes, 4!= 4x3x2x1= 24. A notacio
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fatorial possui grande importancia, um exemplo é a compactacao da escrita e uma melhor

facilitacdo dos problemas.

Exemplo 5: Quantos anagramas podemos formar com a palavra
VESTIBULAR?

Solucéo: Primeiro passo sempre fazer a fragmentacao da solucao;

l. Tarefa: formar os anagramas
Il. Estratégia: um anagrama de uma palavra é qualquer sequencia formada
com as letras do mesmo, sem excluir, nem acrescentar letra. Casos

particulares do exemplo, estdo na figura 14.

Figura 14- Anagramas da palavra

VESTIBULAR ESTIBUVLAR

RALUBITSEV SIULRETBVA

Fonte: Préprio autor (2023)
Contando todos os caracteres totaliza-se 10. Analisando a incognita percebe-se que é
uma problematica de permutagdo simples.
M. Contagem: Aplicacédo dos resultados de contagem.
O ndmero de anagramas é P1o= 10! = 10x9x8x7x6x5x4x3x2x1= 3628800

Solucéo pelo Excel: Para iniciar os comandos no Excel, primeiro usa-se o igual para
gerar os devidos comandos, por conseguinte usaremos o comando PERMUT, que seria
permutacdo sem repeticdo, a qual coloca-se (10;10) e gera o resultado 3628800 anagramas

possiveis, assim exibido na figura 15 janela de comando.

Figura 15- Aplicacdo no Excel do Exemplo 5

D3 - e =PER MUT(10;10)
A B T D E F
1
2
3 |VESTIBULAR | 3628800 _l

Fonte: Prdprio autor (2023)
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Exemplo 6: Quantos sdo os anagramas da palavra ENEM?
Solugéo: neste exemplo verificaremos o0 que seria um falso anagrama;

l. Tarefa: formar os anagramas da palavra ENEM

1. Estratégia: casos particulares da palavra ENEM

A figura 16 mostra os casos particulares da palavra ENEM.

Figura 16- Casos particulares de anagramas da palavra ENEM

ENME NMEE MNEE NEME

Fonte: Préprio autor (2023)
A palavra ENEM possui guatro letras, porém elas ndo séo todas distintas, haja

vista que se considerarmos todas as permutacdes das quatros letras o resultado seria Ps=
41, a qual o resultado é 24, todavia, verifica-se que o resultado correto é 12, veja figura
17.

Figura 17- Anagrama

ENEM ENME EENM EEMN EMEN EMNE

NEEM NEME NMEE MENE MEEN MNEE

Fonte: Prdprio autor (2023)

Nota-se que ao considerarmos todas as letras distintas obtemos o dobro do
resultado correto. Nesse sentido, ocorre devido a analise da problematica esta relacionada
ao contarmos os casos em que a letras “E” troca de posigdo com a outra, exibido na figura
18. Ou seja, para cada transposicdo de letra da palavra ENEM ¢ obtido um “falso”

anagrama devido a variagdo das letras “E”.
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Figura 18- Falsos anagramas

ENEM ENME EENM EEMN EMEN EMNE

NEEM NEME NMEE MENE MEEN MNEE

Fonte: Prdprio autor (2023)

Portanto, para obter o resultado correto, supomos inicialmente que todas as letras

sdo distintas e em seguida dividimos o resultado por 2.
M. Contagem: aplicacdo dos métodos de contagem.

Supondo todas as letras distintas obtemos P, = 4! Por conta da repeticdo do

caractere E na palavra ENEM, faz-se a razéo desse valor por dois.

P4_4!_4x3x2xl_24_12
2 21 2x1 2

Solucédo pelo o Excel: Para iniciar os comandos no Excel, primeiro usa-se 0

igual para gerar os devidos comandos, por conseguinte usaremos 0 comando PERMUT,
que seria permutacéo sem repeticdo, a qual coloca-se (4;4) e usaremos o sinal da divisdo
(/) que seré dividido pelo fatorial de 2, a qual para inserir o comando € FATORIAL (2) e
gera o resultado de 12 anagramas, veja figura 19.

Figura 19- Aplicagdo no Excel

c3 - fe =PERMUT(4;4)/F ATORIAL(2)

A B E D E F

1
2

3 |ENEM | 12 _l

Fonte: Proprio autor (2023)

5.3.2 Permutacgdo com repeticdes

Dados n objetos, entre os quais ha
o N1 objetos, repetidos do tipo x1

o N2 objetos, repetidos do tipo X
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o n3 objetos, repetidos do tipo Xz

o nk objetos, repetidos do tipo xk

Necessitamos saber o nimero de maneira de agrupa-lo em fila. Cada fila possivel

é chamada uma permutacdo com repeticdo dos n objetos. Dessa forma, representa-se o

total de permutacdes desse tipo por P,f"l'"z""'"")Visto iss0, 0 numero de modos de arrumar

em fila n objetos, considerando as repeticbes descritas acima é

I
panz.md) _ n.
n

oy lng! !
Visto desse modo, o enunciado das permutagdes com repeticdes pode assustar

um pouco, porém seu uso € bastante simples, como sera exposto nos exemplos a seguir.
Exemplo 7: quantos s3o os anagramas da palavia MATEMATICA?
Solugéo: Seja,

l. Tarefa: formar anagramas utilizando as letras da palavra MATEMATICA.

Il. Estratégia: como visto anteriormente, anagramas sdo permutacdes,
entretanto temos uma palavra com letras repetidas, dessa maneira,
aplicaremos a férmula das permutacdes com repeticoes.

M. Contagem: aplicacdo dos resultados de contagem.

Sondando o problema, podemos ver que a palavra MATEMATICA possui 10,
sendo 2 M’s, 3 A’s (desconsideramos o acento em um dos A’s) e 2 T’s. Dessa forma
temos

10!
(23,2) _ _
Pio ™ = ooy = 151200

Anagramas formados a partir da palavra MATEMATICA

Solucéo pelo Excel: Para iniciar os comandos no Excel, primeiro usa-se o igual
em uma célula para gerar os devidos comandos, por conseguinte usaremos o0 comando
FATORIAL, que seria fatorial, a qual coloca-se (10) e usaremos o sinal da divisdo (/) que
sera dividido pelo fatorial de 2, a qual para inserir o comando é FATORIAL (2), por
conseguinte multiplicaremos inserindo o sinal (*) fatorial de 3 que colocaremos o

comando FATORIAL(3) e multiplica-se por o fatorial de 2 novamente e inserindo o
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comando FATORIAL (2) e gera o resultado de 151200 anagramas, exibido na figura 20

a janela de comando para fazer o exemplo 7.
Figura 20- Aplicacédo no Excel do Exemplo 7

D3 e fe =FATORIAL(10)AFATORIAL(2)*FATORIAL(3)*FATORIAL(2))
A B 18 D E F G H |

1

2

3 MATEMATICA 151200

Fonte: Prdprio autor (2023)

Observacgdo: no exemplo 7, foi necessario calcular 10! =3628800 para chegar
ao resultado 151200. Um calculo que se torna extenso dependendo do fatorial calculado,
entretanto ha uma forma mais simples de resolver aquela conta sem precisar calcular

explicitamente o 10! De acordo com a definicdo de fatorial, temos por exemplo.
71 =7x6x5x4x3x2x1

Observa-se, por exemplo, que 5! =5x4x3x2x1, € claramente uma parte do

P, = 7x6x%x4x3x2x }

ol

desenvolvimento de 7!.

Dessa forma, podemos escrever o 7! Da seguinte forma: 7! =7x6x5!

Assim, dado qualquer fatorial, podemos desenvolvé-lo até certo ponto que seja

conveniente e colocar a exclamacao indicando o fatorial.

Visto isso, usaremos esse recurso para simplificar calculos envolvendo fatorial.
Assim podemos desenvolver o numerador de uma fragdo até simplificar com

. . 7! .
denominador. Por exemplo, precisamos calcular o valor de s Utilizando este recurso

temos:

7! _ 7x6x5! _ 7x6 42
5121 5121 2x1 2

Voltando ao exemplo dos anagramas da palavra MATEMATICA, podemos

agora calcular assim.

(2,3,2) 10! 10x9x8x7x6x5x4x3!
P " = e —
10 213121 213121
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10x9x8x7x6x5x4

2 = 151200

Embora ndo ter sido muito eficaz neste exemplo, essa técnica ajuda muito nas

contas.
Exemplo 8: Quantos sdo os anagramas da palavra combinacéo?
Solugéo:

l. Tarefa: formar anagramas

Il. Estratégia.

Temos um problema com letras repetidas, desse modo, usaremos permutacdo com

repeticéo.
M. contagem. Aplicacdo dos resultados de Contagem.

Haja vista que temos 10 letras, sendo 2 C’s, 2 A’s e 2 O’s. Assim temos:

10!
(2,2,2) _ —
Plo*? = 5557 = 453600

Solucéo pelo Excel: Para iniciar os comandos no Excel, primeiro usa-se o igual
para gerar os devidos comandos, por conseguinte usaremos o comando FATORIAL, que
seria fatorial, a qual coloca-se (10) e usaremos o sinal da divisdo (/) que sera dividido
pelo fatorial de 2, a qual para inserir o comando é FATORIAL (2), por conseguinte
multiplicaremos inserindo o sinal (*) fatorial de 3 que colocaremos o comando
FATORIAL(2) e multiplica-se pér o fatorial de 2 novamente e inserindo o comando
FATORIAL (2) e gera o resultado de 453600 anagramas, exibido na figura 21 a janela de
comandos para a resolucdo do exemplo 8, via planilha eletronica.

Figura 21- Aplicacdo no Excel do Exemplo 8

A3 - X « f | CcOMBINAGAO
A B C D E
:
2
3 |COMBINACAQ| 453600

Fonte: Préprio autor (2023)
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Exemplo 9: Quantos anagramas da palavra COMBINADO comecam por C e

termina por A?
Solucéo: Seja as tarefas

l. Tarefa: formar anagramas.

Il. Estratégia: temos um problema de permutacdo. Ao analisar a
problemadtica, nota-se que existe duas restricdes, que a primeira letra seja
C e aultima letra seja A. Assim fixando C e A como exigido no enunciado
nos restam 7 letras, sendo 2 O’s, para permutar. Com isso, usaremos
permutacdo com repeticéo.

M. Contagem: seguindo a estratégia estabelecida obtemos

= 7x6x5x4x3 = 2520

@) _ 7x6x5x4x3x2!
5= 2!

anagramas da palavra combinado comecando com C e terminando com A.

Solucéo pelo Excel: Para iniciar os comandos no Excel, primeiro usa-se o igual
para gerar os devidos comandos, por conseguinte usaremos o comando FATORIAL, que
seria fatorial, a qual coloca-se (7) e usaremos o sinal da diviséao (/) que sera dividido pelo
fatorial de 2, a qual para inserir o comando é FATORIAL (2), e gera o resultado de

2520anagramas, exibido na figura 22 a janela de comandos.
Figura 22- Aplicacdo no Excel do Exemplo 9

D3 - I =FATORIAL(7}/FATORIAL(2)

A B T D E F
1
2
3 |COMBINADO 2520

Fonte: Préprio autor (2023)

5.3.3 Combinagéo simples

Dado um conjunto A, com n objetos distintos, precisamos saber gquantos
subconjuntos de p elementos, escolhidos a partir de A, podemos obter. Cada subconjunto
formado nessas condic¢des e chamado uma combinacdo simples de A. Representamos 0
total de combinagdes simples de p elementos, escolhidos a partir de n elementos dados
por CP Dessa forma, o nimero de subconjuntos com p elementos, escolhidos a partir de

um conjunto A com n elementos é



40

Cp_n(n—l)(n—z)...[n—(p—l)]
n - p'

Podemos desenvolver a férmula acima e apresenta-la de forma simplificada, ao

qual € mais usual nos livros didaticos.

|
p n:

Cn " pl(n—p)!

Exemplo 10: Suponha que queremos fazer uma vitamina com 3 frutas
diferentes, escolhidas entre 7 que estdo a disposic¢do. Quantas vitaminas diferentes podem

ser obtidas?
Solugéo: Seja,

l. Tarefa: Escolher 3 frutas
Il. Estratégia: Precisamos escolher 3 frutas entre 7 disponiveis. Notamos que
a ordem de escolha dessas frutas ndo é relevante para o enunciado. Logo
temos um problema de combinagdes simples.

M. Contagem: Aplicacédo dos resultados de contagem.

7! 7! 7x6x5x4! _ 7x6x5

== - = 7x5 = 35
31(7—3)! 314l 314] 6 x

C7:

Solucéo pelo o Excel: Usaremos a priori o sinal de igual para dar inicio aos
comandos, por conseguinte usaremos o comando COMBIN, que seria uma combinagéo
sem repeticdo cujo seria (7;3) que gera o resultado de 35 combinacdes de vitaminas,

exibido na figura 23 a janela de comandos.
Figura 23- Aplicacéo no Excel do Exemplo 10

c3 - fe || =comBIN7;3)

A B t D E
1
2
3 |VITAMINAS 35

Fonte: Proprio autor (2023)
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Exemplo 11: Calcule todas as combinacdes possiveis de 10 elementos tomados
de 4 em 4.

Solucéo: Seja,

l. Tarefa: Fazer as combinacdes possiveis de 10 elementos tomando 4 em 4.
Il. Estratégia: como a ordem ndo importa, aplicaremos a formula das
combinagdes simples.

M. Contagem: Aplicacédo dos resultados de contagem.

10! 10! 10x9x8x7x6! 10x9x8x7 5040

= = = = =210
41(10 — 4)! ~ 416! 416! 4x3x2x1 24

4 _
Cio =

Solucéo pelo Excel: Usaremos a priori o0 sinal de igual para dar inicio aos
comandos, por conseguinte usaremos 0 comando COMBIN, que seria uma combinacgédo
sem repeticdo cujo seria (10;4) que gera o resultado de 210 combinag@es, exibido na

figura 24, que seria a janela de comandos da planilha.

Figura 24- Aplicacdo no Excel do Exemplo 11

13 - e =COMBIN(10;4)

A E C D E F G H

3 |COMBINACOES DE 10 ELEMENTOS TOMADO DE QUATRO EM QUATRO 210,

Fonte: Préprio autor (2023)

5.3.4 Combinagao com repeticao
Dado um conjunto com n elementos, definimos como Cr n, p, combinacdo com

repeticdo de n elementos tomados de p a p, todos os agrupamentos ndo ordenados que
podemos formar contendo p elementos, com repeti¢Ges, escolhidos entre os n elementos

do conjunto.

(n+p-—1)!

Chup = p!'(n—1)!
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Exemplo 13: Em um restaurante existem 4 opcdes de sucos feitos da fruta, sdo
eles: abacaxi, laranja, manga e tamarindo. De quantas maneiras distintas um cliente pode

pedir dois sucos?
Solucéo: Seja

l. Tarefa: Mostrar as possibilidades de escolha de dois sucos.

Il. Estratégia: Essa situacdo € uma combinacdo com repeticdo, pois a ordem
dos sabores ndo € importante, ou seja, se o cliente pedir abacaxi e laranja
ou laranja e abacaxi, serd 0 mesmo agrupamento. Além disso, séo
permitidas repeticdes, ou seja, ele pode pedir dois sucos do mesmo sabor.

M. Contagem: aplicacdo dos resultados de contagem.

(4+2-1)! 5! 5x4x3! 5x4 20

CP,, = = = =
Y27 14 —-1) 2131 213! 2 2

Solucéo pelo Excel: Usaremos a priori o sinal de igual para dar inicio aos
comandos, por conseguinte usaremos o comando COMBINA, que seria uma combinagéo
com repeticdo cujo seria (4;2) que gera o resultado de 10 combinages de sucos, exibido

na figura 25.
Figura 25- Aplicacdo no Excel do Exemplo 13

D3 - Fe =C OMBINA(4;2)

A B T D E
1
2

s |oPgOES DE sUCOs | 10]

Fonte: Prdprio autor (2023)

Exemplo 14: Buscando inovacdo, a pamonharia da Tia Joana langcou novos
sabores de pamonha. Sdo eles: pamonha a moda com pequi, pamonha de doce com
chocolate, pamonha de carne moida com bacon, pamonha de calabresa e pamonha de
carne seca. Se 3 clientes decidem escolher 1 pamonha cada entre os 5 sabores novos, o

numero de combinagdes distintas para o pedido deles é igual a?
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Solucéo: Seja

l. Tarefa: mostrar 0 nimero de combinacdes distintas para o pedido dos
clientes.

Il. Estratégia: Ha 5 sabores disponiveis, e 0s clientes escolherdo 3 pamonhas,
distintas ou n&o, entéo, temos um caso de combinagdo com repeticao.

[1. Contagem: Aplicando formula de combinacdo com repeticao, temos que.

(5+3-1)! 7  7x6x5x4! 7x6x5 210

31(5—1)! 3141 3141  3x2x1_ 6 =35

CP5,3 =

Solucéo pelo Excel: Usaremos a priori o sinal de igual para dar inicio aos
comandos, por conseguinte usaremos o comando COMBINA, que seria uma combinagao
com repeticdo cujo seria (5;3) que gera o resultado de 35 combinagdes de pamonhas,

exibido na figura 26 a janela de comando da planilha eletronica.

Figura 26- Aplicacdo no Excel

D3 - F =C OMBINA(5;3)
A B C D E

: T

2

3 [PAMONHA [ 5]

Fonte: Préprio autor (2023)
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CONSIDERACOES FINAIS

Com esse estudo esperamos que o leitor, seja ele um docente ou um aluno, que
possa ter assimilado um conhecimento sobre o assunto de analise combinatdria, haja vista
que 0 mesmo pode ser aplicado com o auxilio de outras ferramentas, nesse trabalho optou-
se pela fragmentagdo da solucdo das questdes e pelo uso da planilha eletronica (Excel),
auxiliando, o leitor no entendimento dos problemas de analise combinatoria.

Além dos exercicios de Analise Combinatoria estudado, em trabalhos futuros
pode-se acrescentar exercicios com Arranjo. Sugere-se que seja continua o estudo da
Teoria da Probabilidade, pois 0 mesmo possui inumeras aplicacbes e estudos de
contagens, em varios ramos, entre eles a Engenharia e Ciéncia Computacéo.

O letramento matematico, € uma metodologia no qual visa facilitar o
entendimento dos problemas; de maneira que possa compreender, utilizar e aplicar em
sua realidade, dando um significado ao que é ensinado em contetdo de sala de aula.

Outras formas de uso de tecnologia para o ensino de analise combinatoria sao

validas, tais como o uso do Calc do Linux e tambem o Geogebra.
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