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RESUMO

Este trabalho demonstra que, por meio da fundamentacao tedrica da Geometria
Analitica e Trigonometria, com énfase nas Identidades Trigonométricas sob a perspectiva
dos conceitos de Angulos em Posicao Normal, é possivel estabelecer uma base tedrica
rigorosa para a demonstracao das Identidades Trigonométricas. Os resultados obtidos
evidénciam a relevancia das demonstracoes para uma compreensao matematica aprofun-
dada, tendo em vista que as Identidades Trigonométricas sao muito utilizadas na sim-
plificacao de expressoes em calculos de Limites, Derivadas, Integrais e Transformadas de

Laplace.

Palavras-chave: Geometria Analitica. Trigonometria. Identidades Trigonométricas.

Angulos em Posicao Normal. Demonstragoes.



ABSTRACT

This work demonstrates that, through the theoretical foundation of Analytic Geo-
metry and Trigonometry, with emphasis on Trigonometric Identities from the perspective
of the concepts of Angles in Normal Position, it is possible to establish a rigorous the-
oretical basis for the proof of Trigonometric Identities. The results obtained highlight
the relevance of proofs for a deeper mathematical understanding, considering that Trigo-
nometric Identities are widely used in simplifying expressions in calculations of Limits,

Derivatives, Integrals, and Laplace Transforms.

Keywords: Analytical Geometry. Trigonometry. Trigonometric Identities. Angles in

Standard Position. Demonstrations.
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INTRODUCAO

A Trigonometria, sendo o ramo da matematica que estuda as relagoes entre os
lados e os angulos dos triangulos, possui aplicagoes fundamentais em diversas areas do
conhecimento cientifico. No ambito académico, o dominio das identidades trigonométricas
é essencial, pois sao frequentemente utilizadas para simplificar expressoes complexas em
calculos avancados. Este trabalho tem como foco principal as demonstracoes das identi-
dades trigonométricas com angulos em posi¢cao normal.

No Capitulo 1, abordam-se as preliminares de conceitos basicos da Geometria
Analitica e as defini¢oes das razoes trigonométricas com angulo em posicao normal.

No Capitulo 2, serao apresentadas as demonstracoes das Identidades Trigonométricas
com Angulos em Posi¢ao Normal.

Por fim, no Capitulo 3, sao abordadas as aplicagoes, nas quais o trabalho busca
oferecer ao leitor uma nocao de como as Identidades sao utilizadas em diversas areas
da ciéncia para facilitar a resolucao de problemas de calculos avancados, como Limites,

Derivadas, Integrais e Transformadas de Laplace.



Capitulo 1

PRELIMINARES

De acordo com os conceitos apresentados por AYAMA [[1],2014] segue:

1.1 Razoes trigonométricas de angulos em posicao normal.

1.1.1 Plano cartesiano e coordenadas de um ponto:

Definigao 1.1.1. A Figura[I.1] representa um plano cartesiano, que é formado a partir da
intersec¢do, na origem, de duas retas numéricas denominadas eixo x (eizo das abcissas) e
eixo y (eizo das ordenadas), de modo que essas retas sejam ortogonais. Essa intersec¢do
divide o plano em quatro quadrantes.

Figura 1.1: Plano cartesiano.

N

Eixo das ordenadas.| v

Segundo Primeiro
qudrante. quadrante.
Eixo das abscissas. 5
© X
Terceiro Quarto
quadrante. quadrante.

Fonte: Elaborado pelo Autor

1.1.2 Coordenadas de um ponto:

Definicao 1.1.2. Dado um ponto qualquer no plano cartesiano, este possuird coordenadas
que definem sua posicdo e o quadrante que estd localizado. A representacdo de um ponto

P é dado por P(z; y) (notagao usada para par ordenado de um ponto P.) sendo = a

11
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coordenada no eixo das abcissas e y a coordenada no eixo das ordenadas. Na Figura

temos a representacao grdfica de um ponto qualquer no plano cartesiano.

Figura 1.2: Coordenadas de um ponto.

A 4

Fonte: Elaborado pelo Autor

1.1.3 Coordenadas do ponto médio de um segmento:

Definicao 1.1.3. Na Figura o segmento AB, formado pelos pontos A(xi;y1) e

B(xa;y2) possui um ponto médio com as coordenadas dadas por:

x1+x2.y1+y2)

M
(2’2

Figura 1.3: Coordenadas do ponto médio de um segmento.

~

Y

j\[(lf} + sz: Y1 JQr;Ilz

)

Fonte: Elaborado pelo Autor

Exemplo 1. Sejam A(1;3) e B(3;1) pontos no plano cartesiano que formam o segmento

AB, determine as coordenadas do ponto médio do segmento.

Solucao.

M(Il 42F$2; % ;?J?) - M(l_%%) = M(2;2).
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1.1.4 Area de uma regiao triangulo:

Definicao 1.1.4. A Figura [1.f,possui a representagcdo de um triangulo qualquer cujos
vértices sao dados por A(x1;y1), B(x2;y2) e C(xs;y3) e ladosly ely, a drea desse triangulo
pode ser calculado através das expressoes:

(1) Aaasc = 3[[(z1y2 + Tays + x3y1) — (T2y1 + 23Y2 + T1y3)|].

(ii) Aaapc = %lllgsen(a).

Figura 1.4: Area de uma regiao Triangular ABC'.

"N

Y

B(x2;y2)

v

Fonte: Elaborado pelo Autor

Exemplo 2. Dado um triangulo cujos vértices sao A(0;0), B(4;0) e C(0;3), determine
a drea desse triangulo usando os dois métodos definidos acima. A sequir temos a repre-

sentagao do triangulo no plano cartesiano.

Figura 1.5: Triangulo ABC.

A(0;0) C(4;0)

L

v

Fonte: Elaborado pelo Autor

Solugao. Usando a Definig¢ao[1.1.4-(i), temos a drea da regido tridangular da figura[1.5

1
Aaape = §[|($1yz + ToY3 + $3y1) - (I2y1 +23Y2 + $1y3)|]

1
= 5[(0.0 +4.3+0.0) - (0.4+0.0+3.0)]
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Por outro lado, calcula-se a drea da regidgo triangular usando a Definicao |[1.1.4-
(i1), temos que o triangulo que se forma a partir dos vértices A,B e C, é um triangulo

retangulo, possuindo os lados AB =4 e AC =3, logo:
1 1 1
Apaape = élllgsen(a) = 53.4.8671(900) = 512 =6.

1.1.5 Distancia entre dois pontos no plano cartesiano:

Definigao 1.1.5. Na Figura[1.6, dado dois pontos quaisquer no plano cartesiano definidos

por A(x1;y1) e B(xa;92), a distancia entre os dois pontos € dado por:

AB =\/(z1 - 22)2 + (1 - 12)2. (1.1.1)

Figura 1.6: Distancia entre dois pontos.

\A(‘-I‘IZ Y1)

v

Fonte: Elaborado pelo Autor

Exemplo 3. Dado dois pontos no plano cartesiano, A(1;1) e B(1;4), determine o com-
primento do segmento AB.

Solucao.

AB=\/(x1-22)*+ (g1 —12)> = /(1 - 1)+ (4-1)2 =9 =3,

1.1.6 Raio Vetor de um Ponto no Plano Cartesiano:

Definicao 1.1.6. A Figura representa o raio vetor de um ponto qualquer A(x;y) que
se dd pela distancia da origem do plano cartesiano até o ponto A(x;y). Essa distancia é

calculada por:

r=va2+y% (r>0).
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Figura 1.7: Raio Vetor de um Ponto no Plano Cartesiano
I\Y

A(z;y)

v

Fonte: Elaborado pelo Autor

Exemplo 4. Encontre o valor do raio vetor do ponto A(2;2).

Solugao.

r=a2+y2=V2+2=/1=2

1.1.7 Angulo trigonométrico:

Defini¢ao 1.1.7. O dngulo trigonométrico € gerado pelo lado inicial (semieizo positivo
das abcissas) e pela rotagdo do raio vetor (lado final).
Na Figura [1.8] o angulo trigonométrico o gerado pela rotacao no sentido anti-

horario possuira sinal positivo.
Figura 1.8: Angulo positivo.

A(z;y)
Lado final,
7

\ @ Lado inicial.

A4

Fonte: Elaborado pelo Autor

Na Figura , 0 Angulo Trigonométrico o gerado pela rotagao no sentido horario

possuira sinal negativo.
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Figura 1.9: Angulo negativo.

Lado inicial.

| a X

v

7
Lado final:

Az y)

Fonte: Elaborado pelo Autor

1.1.8 Angulo em posicio normal

Definigao 1.1.8. O angulo em posi¢cao normal € um angulo trigonométrico (Defini¢do
inscrito no plano cartesiano com as sequintes caracteristicas:
e Seu vértice é a origem do plano cartesiano.
e Seu lado inicial € o semieixo positivo das abcissas.
e Seu lado final estard localizado em qualquer lugar no plano, indicando o quadrante
no qual o angulo pertence.
Na Figura [1.10] temos a representagao grafica do angulo o em posi¢ao normal

inscrito no plano cartesiano, cujo lado final possui o ponto P(z;y).

Figura 1.10: Angulo em posi¢ao normal.

P(x;y)

A 4

Fonte: Elaborado pelo Autor

1.1.9 Definipes das razoes trigonométricas de um angulo em posi¢cao normal:

Definicao 1.1.9. As razoes trigonométricas de um angulo em posicdo normal se de-

finem a partir das coordenadas de um ponto , sendo ele diferente da origem do plano
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cartesiano. Dado um ponto P(x;y) sendo ele o ponto extremo do raio v (r >0), que foi ro-

tacionado a partir do semieizo positivo das abcissas originando um angulo trigonométrico

a como representado na Figura[1.10.
A sequir estao definidas as razoes trigonométricas de um angulo em posi¢cao nor-

mal.

Tabela 1.1: Razoes trigonométricas(RT) de um angulo em posi¢ao normal(Figura m ).
RT RT

_ ordenada do ponto final _ y _ _abscissa do ponto final _ x
86%(04) - beci raéo vetor final T r COt(a) ~ ordenada do ponto final ~ y
_ abscissa do ponto final _ x _ rato vetor _r
COS(O{) - J :lazg vetor £ l_ r S@C(Oé) ~ abscissa do ponto final ~ x
_ ordenada do ponto final _ y _ rato vetor _r
tan(a) ~abscissa do ponto final ~ x CSC(O() ~ ordenada do ponto final ~ y

Fonte: Elaborado pelo Autor
Segundo IEZZI [[7],2011], segue:

1.1.10 Lei dos Cossenos:

Definigao 1.1.10. A Lei dos Cossenos pode ser aplicada em qualquer triangulo, sendo
o quadrado de um lado do triangulo tgual a soma dos quadrados dos outros dois lados,
subtraindo o dobro do produto desses lados pelo cosseno do angulo formado por eles. A

Figura|1.11 representa um triangulo no plano.

AB’ = BC’2+CA2—2(BC’)(C’A)COS(04). (1.1.2)

Figura 1.11: Lei dos Cossenos.

=

v

Fonte: Elaborado pelo Autor

Exemplo 5. Dado um triangulo cujo lados a =3cm e b=5cm e o angulo entre eles € de
60°. Calcule o comprimento do lado c.

Solucgao.
¢ =3%+5%-2.3.5.c05(60°) =9 + 25 - 15 = V/19cm.



Capitulo 2

DEMONSTRACOES DAS IDENTIDADES

2.1 Demonstragoes das identidades trigonométricas com angulos em posicao

normal.

2.1.1 Identidades trigonométricas fundamentais:

Teorema 2.1.1. (Identidades Pitagoricas).
(i) sen?(0) + cos?(0) =1, 6 € R.
(ii) 1+ cot?(0) =csc?(0), 0 e R—{kn};keZ.
(iii) 1+tan®(0) = sec?(0), 0 e R-{(2k +1)5 }; k € Z.

Figura 2.1: Angulo em posicao normal.

\
o

v

P(x;y)

Fonte: Elaborado pelo Autor

Demonstra¢ao. Com base na Figura demonstram-se as identidades trigonométricas

fundamentais.

(7). Pelas Definigoes e|l.1.6, segue:

2 2 o 2 9. .2 2
sen2(9)+6052(9):(g) +(£) L, yre =T_:17
r r

18



Portanto,
sen®(0) + cos*(0) = 1.

(i1). Pelas Definicoes e segue:

2
1+cot’(0) =1+ (f)
Y

513'2 + y2 $2

r2 y2
~ ([E2+y2)y2+7’21‘2

szz
B (r2)y2+r2x2
- r2y2

[\ a?
T\ 2 yz

y2+372

(y2

2
r

y) '

1+ cot?(9) = csc*(0).

(ii7). Pelas Definigoes e|l.1.6} segue:

Portanto,

2
1+tan?(0) =1+ (g)
x

~ (22 +y?)x? +r2y?

1202
~ (r?)az? + r2y?
- r2z2
(@)
“\r2 2

x? +y?

1 +tan?(0) = sec*(H).

Portanto,
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Proposicao 2.1.1. (Identidades auxiliares).
(i) sen*(0) + cos*(0) =1 - 2sen?(0)cos?(0); 6OeR.
(i1) senb(0) + cos®(0) = 1 —3sen?(0)cos?(0); 6OeR.
(iii) tan(0) + cot(0) = sec(0)csc(0); 0eR-{k5} (keZ).
(iv) sec?(0) +csc?(0) = sec*(0)csc?(0); OeR-{k%} (keZ).
(v) (1+sen(0)+cos(0))? =2(1+sen(0))(1+cos(f)); 6OeR.

Demonstra¢ao. Com base na Figura demonstram-se as identidades auxiliares.
(7).Aplicando o item (i) Do Teorema e usando as Definigoes de [1.1.9] segue:

sen?(0) + cos*(0) = 1 = %) + (f) =1

Portanto,
sen*(0) + cos*(0) = 1 - 2sen?(0)cos*(6).

(#i). Aplicando o item (i) Do Teorema e usando as Defini¢oes de(1.1.9] segue:

sen®(0) + cos*(0) = 1 = %) + (z) =1

S| S
(=) (=)

+ +
—_— (O8]

I8 S <
\/@ l\all\3

I}

= 38

| [

) SN—
o
Sl wlw (oY)
SN—

o +
—_—

S8 ﬂMl&m

~— N—
N

Portanto,
sen®(0) + cos®(0) = 1 - 3sen?(0)cos*(6).

(7i1). Usando as Definigoes e|1.1.6] segue:



21

v +a? 2 orr

tan(0) + cot(0) =

x p—
Yy ry  wy Ty

SHESS
+

Portanto,

tan(0) + cot(0) = sec(0)csc().
(iv). Usando as Definigoes d1.1.6] segue:

sec(0) + csc2(0) = ("’2 ) + (12)

22 y?
) r2y2 + 2272
- 332y2
2+ )
72y
r2 (r?)

22 2
2, \2
(-
() 6)
sec’(0) + csc*(0) = sec?(0)csc?(0).
(v). Usando as Definigoes de e aplicando o item (i) do Teorema [2.1.1]

Portanto,

segue:

(1 +sen() + cos(9))? = [1 i (%) ’ (g)r

2 2
xz T T Xz T
=1+g+—+g+y—2++g—+—+—g+—2
ror r r rror rr T
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Portanto,
(1 +sen(0) +cos(0))* = 2(1 + sen(6))(1 + cos()).

2.1.2 Identidades reciprocas:

Teorema 2.1.2. (Identidades reciprocas).
0eR-{kr}; (keZ).

(ii) cos(f)sec(f)=1; GeR-{(2k+1)%}; (keZ).
(iii) tan(@)cot(0) =1 ; OeR-{k%}; (keZ).
Demonstracao. Com base na Figura demonstram-se as identidades reciprocas.

(7). Pela Defini¢ao segue:
,

sen(0)csc(0) = T .
ry

(i) sen(0)csc(0) =1;

Portanto,
sen(f)esc(0) = 1.

(i1). Pela Defini¢ao [1.1.9] segue:
xr

cos(f)sec(0) = i L.

Portanto,
cos(f)sec(0) = 1.

(ii7). Pela Definigao [1.1.9] segue:

tan(6)cot(9) = vT .
ry

Portanto,
tan(0)cot(0) = 1.

2.1.3 Identidades por quociente:

Teorema 2.1.3. (Identidades por quociente).
(i) tan(0) = 22 0eR-{(2k+1)3}; (keZ).
(ii) cot(f) = <= O eR-{kr}; (keZ).
Demonstra¢ao. Com base na Figura demonstraremos as identidades por quociente.
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(7). Pela Definigao segue:

y
w2520
Portanto, ;
tan0) = 0.
(i1). Pela Definigao [1.1.9] segue:
co(0) =7 = - =)
Portanto, ;
con(0) = <205,

2.1.4 Identidades trigonométricas de angulos compostos:

Observagao 2.1.1. (i) Uma fungio f: A - B € denominada Func¢do Par se, e so-

mente, se:

f(2)=f(-2),Vz e A

(i) Uma fungao f: A — B € denominada Fungao fmpar se, e somente, se:

f(=2)=-f(2),Yz € A.

Teorema 2.1.4. (Identidades trigonomélricas de angulos compostos).
(i) sen(a+ ) =sen(a)cos(B) + cos(a)sen(5); «,peR.
(ii) cos(a+ B) = cos(a)cos(fB) — sen(a)sen(f); «,5€R.
(iii) tan(a +B) = {5l o, BeR-{(2k+1)5} e tan(a)tan(B) # -1.
Demonstracao. (i). Considerando « e = angulos em posi¢ao normal da Figura , apli-
camos as Definigdes de e igualamos os itens (i), (i7) da Definigao e Observacao

2.1.1], obtendo:

%rlrgsen(a +83) = Z[ﬂflw —y1y] = sen(a+ )= —= - ==
= sen(a+ ) = sen(a)cos(-f) — cos(a)sen(—[3)

= sen(a+ ) = sen(a)cos(B) + cos(a)sen(S).
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Figura 2.2: Angulo em posicao normal.

Fonte: Elaborado pelo Autor

Portanto,

sen(a + ) = sen(a)cos(fB) + cos(a)sen(f).

(it). Aplicando as Definigoes [1.1.2] [I.1.1],[1.1.9/ e Observagao [2.1.1], segue:

AB’ - 72+ 12 = 2rirocos(a+ B) == (2 —21)* + (Yo —1)? =1} + 13 = 2ryrycos(a + B)
— 22 - 2wowy + 2+ Y2 — 2oy +yF =12 + 12 = 2rrcos(a+ 3)
= (23 +y2) + (22 +y?) = 2(wow1 + y2y1) = 13 + 73 — 2r179c08(a + )
N, 2o, cos(a+ f3)
m e T2 71
= cos(a).cos(=B) + sen(a).sen(-f) = cos(a + )

= cos(«).cos(f) — sen(a).sen(B) = cos(a + f3).

Portanto,

cos(a+ [3) = cos(a).cos() — sen(a).sen(S).

(i77). Usando as Identidades (i) e (i7) provadas anteriormente, usando as Defini¢oes
de e Observacao [2.1.1], segue:

sen(a+ )

cos(a+ f3)

cos(B)sen(a) + cos(a)sen(3)
cos(a)cos(B) — sen(a)sen()
—cos()sen(a) — cos(a)sen(f)
—cos(a)cos(3) + sen(a)sen(B)
—cos(-B)sen(a) + cos(a)sen(-P3)

—cos(a)cos(=f3) — sen(a)sen(-P)

tan(a+ ) =




_Y2r 2 Y1
T2 T1 T2 T1
_v2ry wp
T2 TL T2 71

r2 Tl

2 T1
_Z2r1 Y2 Y1
rQ Ty T T

z2 21

ro T
Y2 21 z2 Y1
ro T ro 1
—TEr T
_ ro 1 r2 1
- z3 T Y2 Y1
ro 1 Ty T1
T T2TL T T2
ro T ro T

_Y2airar1 | T2 PEPA
T2 T1 X2 T1 T2 71 X2 T1

_myxi pAp Yy pA Al

T2 T1 T2 T1 T2 T1 X2 T1

_2am Py
z231  gEm
PP 2 U1
2l T2T1

_ —tan(a) + tan(-[3)
-1 -tan(a)tan(-pB)
_ —tan(a) - tan(p)
—-1 +tan(a)tan(p)
tan(a) + tan(B)
1 -tan(a)tan(B)

Portanto,
tan(a) + tan(B)

tan(a+ §) = 1= tan(a)tan(3)’

2.1.5 Identidades trigonométricas auxiliares:

Proposicao 2.1.2. (Identidades auziliares).
(i) sen(a+ p)sen(a - ) = sen?(a) — sen?(B); «a,BeR.
(ii) cos(a+ B)cos(a—f) = cos?(a) —sen?(5); «,B€eR.
(iii) tan(a) +tan(B) = 2B BeR-{(2k+1)3}; (ke Z).
(iv) tan(a) —tan(B) = =B, BeR-{(2k +1)3}; (ke Z).

Demonstra¢ao. Demonstram-se as identidades trigonométricas auxiliares.

25
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(7). Aplicando o item (i) do Teorema e usando as Definigoes de [1.1.9] segue::

= [sen(a)cos(B) + sen(f)cos(a)][sen(a)cos(B) — cos(a)sen(S)]
[y1 T2 T yz“@@ B ﬁ@]
T el

:_1 B\ _ (v
2 3 7’% r%
2

sen(a + B)sen(a —

2 2
L
2 2"
rHor

Portanto,

sen(a + B3)sen(a - B) = sen?(a) — sen?(3).

(i1) Aplicando a item (#i) do Teorema e usando as Definigoes de |1.1.9] segue:

cos(a+ f)cos(a— ) = [cos(a)cos() — sen(a)sen(B)][cos(a)cos(3) + sen(a)sen(B)]

TiTa  Y1lY2 $1$2+y1@
T T 7“17’2 rL T2 T1T2

2
L1 T2 Y192
7‘1 () r1 T

z2

1
Tl
Ll N}
/_\
|
= |@
[\CRN] 1)
v
|
SR N
=
=N
v
3|
NN | N RO

“iowys Y Ty
r?2orird ooy oried
3 Y3
r? r2

Portanto,

cos(a+ ) cos(a - B) = cos*(a) — sen*().
(i17) Aplicando o item (i) do Teorema e usando as Defini¢oes de|l.1.9] segue:

sen(a) senB) _w b _nm i

cos(a)  cos(B) ooz ey

tan(a) +tan(p) =
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Portanto,
sen(a+ f3)

tan(a) +tan(pB) = cos(a)cos(3)’

(iv) Aplicando o item (i) do Teorema e usando as Definigoes de|1.1.9] segue:

-

tan(a) —tan(B) =

cos(a)  cos(B) B % f_j i_llf_j
Portanto,
sen(a - 3)

tan(a) —tan(B) = cos(a)cos(3)’

2.1.6 Identidades trigonométricas de angulo duplo:

Teorema 2.1.5. (Identidades Trigonométricas de angulo duplo). Sejam 2a e « dngulos
em posi¢dao normal com pontos no lado final P(x,y) e M (%", %) sendo ponto médio entre
P e A(r;0) tal que M'M € mediatriz do segmento PA, entdo

(i) sen(2a) =2sen(a)cos(a); a€R.

(ii) cos(2a) = cos?(a) — sen?(a);  «aeR.

(iii) tan(2a) = o) - o e R - {{kT} - {kn}} com (k€ Z).

1-tan?(a)’

Figura 2.3: Angulo duplo.

7 \
(&1 \ ( 2 ’ 2)
20 AN
0(0;0) o N A(r:0) .
/,/ I \\\ X’
My’

Fonte: Elaborado pelo Autor

Demonstra¢ao. Demonstram-se as Identidades Trigonométricas de angulo duplo com base
na Figura [2.3| considerando A ponto fixo, OA=0OP =r e MO = M'O, tal que M e M’

sao simétricos com respeito a origem. Quando 2« gira, a pode ter como lado final OM
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ou OM’, analiza-se o angulo 2« da Figura [2.3]

20 € RN (2k+1)m), b € 7 = 2c € [2km, (2k + 1)x[ _ aelkm, (2k+1)%[
) 2a€](2k + ), 2(k + 1)7[ a €]k +1)%, (k+1)n[

(i)e Para 2a € R - {(2k + 1)7}, k € Z conforme a Figura tem-se que sen(a) = 5%,

cos(a) =5 - er? = (55)? + (§)% Dal segue:

(20) y ylx+r) ylrx+r) y (x+r) 2y (x+7)
Sen Q)= —= = = — = —
ro r(x+r) 2r2 oy om, 2r

= 2sen(a)cos().

Figura 2.4: Angulo em posicao normal.

VY
P(0;y)
a=(2k+1)w/2
Q(=:0 200= (2 + 1}’.-‘1'\
S D _
X

Fonte: Elaborado pelo Autor

e Para 2a = (2k + 1)m, com k € Z considerando os angulos em posi¢ao normal da
Figura [2.4] tem-se que
0
sen(2a) = sen((2k+1)7)=—=0
x

2sen(a)cos(ar) = 2sen((2k + 1)%)005((2k - 1)%) = %g =0.

Portanto,

sen(2a) = 2sen(a)cos(a).

(it) e Considerando 2 € R — {(2k + 1)} com k € Z, segue da Figura e de raciocinio

analogo ao anterior que:

cos(2a) = L
,

_ x(x+71)
r(z+r)
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2x(x+7)
2 2r2
2+ 22+ 2xr
=
4ry
2+ 22+ 2xr + 12 — 2
= 2
4ry
(x+1r)2 a%2-1r?
= 2 2
4rs 4rs
(x+71)* o2
= T
4ry 4ry

e Considerando 2a = (2k + 1)w com k € Z segue da Figura , tem-se que

—T

cos(2a) = cos((2k + 1)7) = — = -1

cos?(a) - sen?(a) = cos?((2k + 1) 5) - sen?((2k + 1)) = (g)2 - (%)2 - 1.

Portanto,

cos(2a)) = cos*(a) — sen?(a).

(ii7) e Considerando 2 € R - {(2k + 1)7} com k € Z, segue da Figura [2.3] tem-se

que:

tan(2«a) = Y
T

_2y(z+r)
C2z(z+7)
2y(z+7r)
a2+ 2%+ 2xr + 12—
2y(z+7r)
(z+7r)2-y?
2y(x+r)
(z+1)2
(x+1)2

2y
(z+7)
2

~ Gnr?

Considerando 2« = (2k + 1)7 com k € Z segue da Figura tem-se que

tan(20) = tan((2k + 1)) = _% -0

2tan(a)  2cot(a)  2cot((2k+1)3) 2-% 0
1-tan?(a) cot?(a) -1 cot?((2k+1)Z)-1 (%)2 -1
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Portanto,

tan(2a) = %.

2.1.7 Identidades trigonométricas de angulo triplo:

Proposicao 2.1.3. Se a e 3a angulo em posi¢cao normal com pontos no lado final
P(x1,y1) e Q(x3,y3) tal que OP = 0Q =1 e M'M € mediatriz do segmento PQ = 2|y,

entao

(Z) 23;12?41 — y;;i& ;

(ii) x123 + 11y3 = 22 - Y2,

2 2
aa) Xitxs _ T17Y)
(111) ot =

Figura 2.5: Angulo triplo.

\
\
‘
M
\
‘\

Fonte: Elaborado pelo Autor

Demonstragdo. Da Figura 2.5 temos que M e M’ sdo simétricos com respeito a origem.
Quando 3« gira, 2a pode ter como lado final OM ou OM’, analiza-se o angulo 3« da

Figura [2.5

3MR=,{ Bave [2km, (2k + 1)m] =>{ 20 € [4kT,2(2k +1)2], keZ

3ae](2k + 1), (2k + 2)7[ 200€]2(2k + 1), 4(k+1)Z[, keZ

(i) Da Figura[2.5|e o Teorema [2.1.5 temos

221

5
71

sen(2a) = 2sen(a)cos(a) =

Por outro lado, temos 2« angulo em posi¢ao normal tendo ponto no lado final M
ou M'e OM =OM' = |z]. Daf sen(2a) = &322,

2xq
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Portanto,

22141 _ Y1+ Y3

sen(2a) = > o0

(i1) Considerando a definigao de distancia entre dois pontos,

d*(P,Q) = (21 - 23)* + (yf —43)" = (lyi])* = 27 + 23 + yi +y5 - 2(z125 + y1y3)
= (4y7) = 2r - 2(z123 + Y1y3)
= 2y} =17 -~ 2123 — 1Y
= 27 = 7 + yi — 2123 — Y1y
—> 2125+ Y1ys = 27 + 5 - 203

2 2
== 1T3+Y1Ys =] —Y1.

Portanto,

_ .2 2
T1T3+Y1Ys =] —Yy.

(ii7) Da Figura o Teorema [2.1.5(e a[1.1.9] temos

2 2
- +
r T

]

Teorema 2.1.6. (Identidades Trigonométricas de angulo triplo). Se o e 3o angulo em
posicao normal com pontos no lado final P(x1,y1) e Q(x3,y3) talgue OP = 0Q e M'M é
mediatriz do segmento PQ = 2|y1|, entdo:

(i) sen(3a) = 3sen(a) —4sen3(a); aeR.

(i1) cos(3a) = 4cos®(a) —3cos(a);  aeR.
(ii1) tan(3a) = M; ae R-{{G+hm}U{-§+kr} U{(2k+1)5}} com (ke Z).

1-3tan?(a)

Demonstracao. Da Figura |2.5|e a Proposicao [2.1.3] segue:

()

sen(3ar) = %
r

:yly3
T
= ﬂ(—1+1+%
r n
+
:@(3_4_‘_91 ys)
r n

4 2
:@(3_44_%)
T T

U1 (—4r? + 422)
= B-—)
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Portanto,
sen(3a) = 3sen(a) — 4sen®(a).

(i1)

xs3

cos(3ar) =

13

rry

ﬂ(—1+1+x3
”

—)
£y
r1+ 3

)

£y
=—(-1+
=
Iy
=—(1+
=

= ﬂ(—1+
”

= E(—1+

r

Ty, 22
SR
roor

Portanto,

I
2
2(x? + 22 - r?)
2
2(222 —r2))
2

)

3)

cos(3a) = 4cos®(a) - 3cos(a).

(iii)

tan(3a) = 93
T3
Yiys
_ ™
T z13
rTy
2
BE-dr
= a;—Q
T4E-3)
(o (222

4xq

_ 3z

r3 r



Portanto,

tan(3a) =

Y1 yiy o
(3242

T3

it S

3 3

o ) =

(4r3 3’/‘ z}
2

3
-
1 1

4-3%
1

3L (@i+y]) _ 4ﬁ
2 3
Tl oy xy

4-3 (x%-;y%)

3
3
YL _ ¥
T x
—_—.
1-3%4
2
1

3tan(a) — tan3(«)

1 - 3tan?(a)
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Capitulo 3

APLICACOES

3.1 Exemplos das identidades trigonométricas em limites, derivadas, integral

e transformada de Laplace.

3.1.1 Limite
sen(kz)

Observagao 3.1.1. Sequndo, Guidorizzi [3, 2015/, o limite fundamental klimo ’
€T €T

1, onde k constante diferente de zero.

— 3
Exemplo 6. Calcular o L; = lim 3tan(r) - tan®(x)
=0 x(l _ 3tan2(x))

Solugao. Utilizam-se as identidades trigonométrica do Teorema [2.1.01(iii), Teorema

[2.1.3-(i) e Observagio temos,

. tan(3z) .. sen(3x) . 351'753(5336)
L; =lim =1 = -
>0 z=0 xcos(3x)  =-0 cos(3x)

3.1.2 Derivadas

Observagao 3.1.2. Segundo Guidorizzi [3, 2015/, a derivada da funcao y = tan(kx) €
dada por y' = ksec?(kx) onde k € uma constante real nao nula.

™

Exemplo 7. Calcular a derivada da fungao f em x = 55 onde

_ sen(4x)cos(3z) + sen(3z)cos(4x)
cos(4x)cos(3x) — sen(3x)sen(4z)

f(x)

Solugao. Utilizam-se as identidades trigonométrica do Teorema (i) - (ii), Teorema
[2.1.5-(i1) e Observagao temos,

sen(4x)cos(3z) + sen(3x)cos(4x)
cos(4x)cos(3x) — sen(3x)sen(4x)

sen(7x)

co(77) ) = (tan(7x))" = Tsec*(Tx).

f'(x) = (

)=

34



35

Dat,
f'(5g) = Tse(T(50)).

Portanto, f'(55) = 14.

3.1.3 Integral

cos(kx) .

Observacao 3.1.3. Segundo Guidorizzi [4), 2014] a integral de / sen(kx)dr = - ’

c1, onde k constante diferente de zero e ¢y € constante.

3sin(3x) — 4sin3(3x) i

cos(%)
Solugao. Usando-se as identidades trigonométricas do Teorema(2.1.6-(i), Teorem|2.1.5-(i)
e Observagao temos,

Exemplo 8. Calcular a integral /

3sen(3x) —4sen®(3z) . [ sen(9x)
[ cos(%) d = f W%x)d
2sin(%)cos(%)
) / cos(%) da
= f 25in(9§)dx
_4605(97“3)

=———22 4.

9

3.1.4 Transformada de Laplace

Observacgao 3.1.4. Sequndo GUIDORIZZI [5, 2013] a transformada de Laplace da fungdo
f(t) = cos(kt) é L{cos(kt)} = =2, onde k constante e s > 0.

Exemplo 9. Calcular a transformada de Laplace da funcdo

f(t) =4cos®(3t) - 3cos(2t)cos(t) + 3sin(2t)sin(t).

Solugao. Utilizam-se as identidades trigonométricas do Teorema (it), Teorema
[2.1.6-(ii) e Observagao temos,

L{f(t)} = L{4cos®(3t) — 3cos(2t)cos(t) + 3sin(2t)sin(t)}
= L{4cos*(3t) - 3cos(3t)}
= L{cos(9t)}

= i ara s>0
_32+81’p ’



CONCLUSAO

A elaboracao deste trabalho permitiu uma anélise profunda das identidades trigonométricas,
fundamentada nao apenas na memorizacao de féormulas, mas na compreensao de suas
origens geométrica, analitica e trigonométrica. Ao adotar a perspectiva de angulos em
posicao normal no plano cartesiano, o estudo unificou conceitos que, muitas vezes, sao
apresentados de forma fragmentada no ensino basico. Através dessa integracao, foi
possivel superar as limitacoes do estudo restrito ao triangulo retangulo, permitindo a
definicao e a deducgao das razoes e identidades trigonométricas.

As demonstragoes apresentadas para as diferentes identidades trigonométricas revelaram-
se fundamentais para estruturar o raciocinio dedutivo, mostrando que identidades com-
plexas derivam logicamente de principios elementares.

Além disso, as aplicacoes praticas exploradas no capitulo final reforcaram que o
dominio das identidades apresentadas é uma competéncia indispensavel no Calculo Di-
ferencial e Integral. A capacidade de simplificar expressoes para o calculo de limites,
derivadas, integrais e na resolucao de Transformadas de Laplace prova que este conheci-

mento merece mais atencao.
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