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RESUMO

Este trabalho demonstra que, por meio da fundamentação teórica da Geometria

Anaĺıtica e Trigonometria, com ênfase nas Identidades Trigonométricas sob a perspectiva

dos conceitos de Ângulos em Posição Normal, é posśıvel estabelecer uma base teórica

rigorosa para a demonstração das Identidades Trigonométricas. Os resultados obtidos

evidênciam a relevância das demonstrações para uma compreensão matemática aprofun-

dada, tendo em vista que as Identidades Trigonométricas são muito utilizadas na sim-

plificação de expressões em cálculos de Limites, Derivadas, Integrais e Transformadas de

Laplace.

Palavras-chave: Geometria Anaĺıtica. Trigonometria. Identidades Trigonométricas.

Ângulos em Posição Normal. Demonstrações.



ABSTRACT

This work demonstrates that, through the theoretical foundation of Analytic Geo-

metry and Trigonometry, with emphasis on Trigonometric Identities from the perspective

of the concepts of Angles in Normal Position, it is possible to establish a rigorous the-

oretical basis for the proof of Trigonometric Identities. The results obtained highlight

the relevance of proofs for a deeper mathematical understanding, considering that Trigo-

nometric Identities are widely used in simplifying expressions in calculations of Limits,

Derivatives, Integrals, and Laplace Transforms.

Keywords: Analytical Geometry. Trigonometry. Trigonometric Identities. Angles in

Standard Position. Demonstrations.
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INTRODUÇÃO

A Trigonometria, sendo o ramo da matemática que estuda as relações entre os

lados e os ângulos dos triângulos, possui aplicações fundamentais em diversas áreas do

conhecimento cient́ıfico. No âmbito acadêmico, o domı́nio das identidades trigonométricas

é essencial, pois são frequentemente utilizadas para simplificar expressões complexas em

cálculos avançados. Este trabalho tem como foco principal as demonstrações das identi-

dades trigonométricas com ângulos em posição normal.

No Caṕıtulo 1, abordam-se as preliminares de conceitos básicos da Geometria

Anaĺıtica e as definições das razões trigonométricas com ângulo em posição normal.

No Caṕıtulo 2, serão apresentadas as demonstrações das Identidades Trigonométricas

com Ângulos em Posição Normal.

Por fim, no Caṕıtulo 3, são abordadas as aplicações, nas quais o trabalho busca

oferecer ao leitor uma noção de como as Identidades são utilizadas em diversas áreas

da ciência para facilitar a resolução de problemas de cálculos avançados, como Limites,

Derivadas, Integrais e Transformadas de Laplace.



Caṕıtulo 1

PRELIMINARES

De acordo com os conceitos apresentados por AYAMA [[1],2014] segue:

1.1 Razões trigonométricas de ângulos em posição normal.

1.1.1 Plano cartesiano e coordenadas de um ponto:

Definição 1.1.1. A Figura 1.1 representa um plano cartesiano, que é formado a partir da

intersecção, na origem, de duas retas numéricas denominadas eixo x (eixo das abcissas) e

eixo y (eixo das ordenadas), de modo que essas retas sejam ortogonais. Essa intersecção

divide o plano em quatro quadrantes.

Figura 1.1: Plano cartesiano.

Fonte: Elaborado pelo Autor

1.1.2 Coordenadas de um ponto:

Definição 1.1.2. Dado um ponto qualquer no plano cartesiano, este possuirá coordenadas

que definem sua posição e o quadrante que está localizado. A representação de um ponto

P é dado por P(x; y) (notação usada para par ordenado de um ponto P.) sendo x a

11
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coordenada no eixo das abcissas e y a coordenada no eixo das ordenadas. Na Figura 1.2,

temos a representação gráfica de um ponto qualquer no plano cartesiano.

Figura 1.2: Coordenadas de um ponto.

Fonte: Elaborado pelo Autor

1.1.3 Coordenadas do ponto médio de um segmento:

Definição 1.1.3. Na Figura 1.3, o segmento AB, formado pelos pontos A(x1; y1) e

B(x2; y2) possui um ponto médio com as coordenadas dadas por:

M(x1 + x2

2
;
y1 + y2

2
).

Figura 1.3: Coordenadas do ponto médio de um segmento.

Fonte: Elaborado pelo Autor

Exemplo 1. Sejam A(1; 3) e B(3; 1) pontos no plano cartesiano que formam o segmento

AB, determine as coordenadas do ponto médio do segmento.

Solução.

M(x1 + x2

2
;
y1 + y2

2
) =M(1 + 3

2
;
3 + 1
2
) =M(2; 2).
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1.1.4 Área de uma região triângulo:

Definição 1.1.4. A Figura 1.4,possui a representação de um triângulo qualquer cujos

vértices são dados por A(x1; y1), B(x2; y2) e C(x3; y3) e lados l1 e l2, a área desse triângulo

pode ser calculado através das expressões:

(i) A∆ABC = 1
2[∣(x1y2 + x2y3 + x3y1) − (x2y1 + x3y2 + x1y3)∣].

(ii) A∆ABC = 1
2 l1l2sen(α).

Figura 1.4: Área de uma região Triângular ABC.

Fonte: Elaborado pelo Autor

Exemplo 2. Dado um triângulo cujos vértices são A(0; 0), B(4; 0) e C(0; 3), determine

a área desse triângulo usando os dois métodos definidos acima. A seguir temos a repre-

sentação do triângulo no plano cartesiano.

Figura 1.5: Triângulo ABC.

Fonte: Elaborado pelo Autor

Solução. Usando a Definição 1.1.4-(i), temos a área da região triângular da figura 1.5

A∆ABC =
1

2
[∣(x1y2 + x2y3 + x3y1) − (x2y1 + x3y2 + x1y3)∣]

= 1

2
[(0.0 + 4.3 + 0.0) − (0.4 + 0.0 + 3.0)]

= 6.
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Por outro lado, calcula-se a área da região triangular usando a Definição 1.1.4-

(ii), temos que o triângulo que se forma a partir dos vértices A,B e C, é um triângulo

retângulo, possuindo os lados AB = 4 e AC = 3, logo:

A∆ABC =
1

2
l1l2sen(α) =

1

2
3.4.sen(90○) = 1

2
12 = 6.

1.1.5 Distância entre dois pontos no plano cartesiano:

Definição 1.1.5. Na Figura 1.6, dado dois pontos quaisquer no plano cartesiano definidos

por A(x1; y1) e B(x2; y2), a distância entre os dois pontos é dado por:

AB =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2. (1.1.1)

Figura 1.6: Distância entre dois pontos.

Fonte: Elaborado pelo Autor

Exemplo 3. Dado dois pontos no plano cartesiano, A(1; 1) e B(1; 4), determine o com-

primento do segmento AB.

Solução.

AB =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 =

√
(1 − 1)2 + (4 − 1)2 =

√
9 = 3.

1.1.6 Raio Vetor de um Ponto no Plano Cartesiano:

Definição 1.1.6. A Figura 1.7 representa o raio vetor de um ponto qualquer A(x; y) que
se dá pela distância da origem do plano cartesiano até o ponto A(x; y). Essa distância é

calculada por:

r =
√
x2 + y2, (r > 0).
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Figura 1.7: Raio Vetor de um Ponto no Plano Cartesiano

Fonte: Elaborado pelo Autor

Exemplo 4. Encontre o valor do raio vetor do ponto A(2; 2).
Solução.

r =
√
x2 + y2 =

√
22 + 22 =

√
4 = 2.

1.1.7 Ângulo trigonométrico:

Definição 1.1.7. O ângulo trigonométrico é gerado pelo lado inicial (semieixo positivo

das abcissas) e pela rotação do raio vetor (lado final).

Na Figura 1.8 o ângulo trigonométrico α gerado pela rotação no sentido anti-

horário possuirá sinal positivo.

Figura 1.8: Ângulo positivo.

Fonte: Elaborado pelo Autor

Na Figura 1.9, o Ângulo Trigonométrico α gerado pela rotação no sentido horário

possuirá sinal negativo.
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Figura 1.9: Ângulo negativo.

Fonte: Elaborado pelo Autor

1.1.8 Ângulo em posição normal

Definição 1.1.8. O ângulo em posição normal é um ângulo trigonométrico (Definição

1.1.7) inscrito no plano cartesiano com as seguintes caracteŕısticas:

• Seu vértice é a origem do plano cartesiano.

• Seu lado inicial é o semieixo positivo das abcissas.

• Seu lado final estará localizado em qualquer lugar no plano, indicando o quadrante

no qual o ângulo pertence.

Na Figura 1.10, temos a representação gráfica do ângulo α em posição normal

inscrito no plano cartesiano, cujo lado final possui o ponto P (x; y).

Figura 1.10: Ângulo em posição normal.

Fonte: Elaborado pelo Autor

1.1.9 Defini̧oes das razões trigonométricas de um ângulo em posição normal:

Definição 1.1.9. As razões trigonométricas de um ângulo em posição normal se de-

finem a partir das coordenadas de um ponto , sendo ele diferente da origem do plano
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cartesiano.Dado um ponto P (x; y) sendo ele o ponto extremo do raio r (r > 0), que foi ro-

tacionado a partir do semieixo positivo das abcissas originando um ângulo trigonométrico

α como representado na Figura 1.10.

A seguir estão definidas as razões trigonométricas de um ângulo em posição nor-

mal.

Tabela 1.1: Razões trigonométricas(RT) de um ângulo em posição normal(Figura 1.10 ).

RT RT

sen(α) = ordenada do ponto final
raio vetor = y

r cot(α) = abscissa do ponto final
ordenada do ponto final =

x
y

cos(α) = abscissa do ponto final
raio vetor = x

r sec(α) = raio vetor
abscissa do ponto final =

r
x

tan(α) = ordenada do ponto final
abscissa do ponto final =

y
x csc(α) = raio vetor

ordenada do ponto final =
r
y

Fonte: Elaborado pelo Autor

Segundo IEZZI [[7],2011], segue:

1.1.10 Lei dos Cossenos:

Definição 1.1.10. A Lei dos Cossenos pode ser aplicada em qualquer triângulo, sendo

o quadrado de um lado do triângulo igual à soma dos quadrados dos outros dois lados,

subtraindo o dobro do produto desses lados pelo cosseno do ângulo formado por eles. A

Figura 1.11 representa um triângulo no plano.

AB
2 = BC

2 +CA
2 − 2(BC)(CA)cos(α). (1.1.2)

Figura 1.11: Lei dos Cossenos.

Fonte: Elaborado pelo Autor

Exemplo 5. Dado um triângulo cujo lados a = 3cm e b = 5cm e o ângulo entre eles é de

60○. Calcule o comprimento do lado c.

Solução.

c2 = 32 + 52 − 2.3.5.cos(60○) = 9 + 25 − 15 =
√
19cm.



Caṕıtulo 2

DEMONSTRAÇÕES DAS IDENTIDADES

2.1 Demonstrações das identidades trigonométricas com ângulos em posição

normal.

2.1.1 Identidades trigonométricas fundamentais:

Teorema 2.1.1. (Identidades Pitagóricas).

(i) sen2(θ) + cos2(θ) = 1, θ ∈ R.
(ii) 1 + cot2(θ) = csc2(θ), θ ∈ R − {kπ};k ∈ Z.
(iii) 1 + tan2(θ) = sec2(θ), θ ∈ R − {(2k + 1)π2};k ∈ Z.

Figura 2.1: Ângulo em posição normal.

Fonte: Elaborado pelo Autor

Demonstração. Com base na Figura 2.1 demonstram-se as identidades trigonométricas

fundamentais.

(i). Pelas Definições 1.1.9 e 1.1.6, segue:

sen2(θ) + cos2(θ) = (y
r
)
2

+ (x
r
)
2

= y2

r2
+ x2

r2
= y2 + x2

r2
= r2

r2
= 1,

18
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Portanto,

sen2(θ) + cos2(θ) = 1.

(ii). Pelas Definições 1.1.9 e 1.1.6, segue:

1 + cot2(θ) = 1 + (x
y
)
2

= x2 + y2
r2

+ x2

y2

= (x
2 + y2)y2 + r2x2

r2y2

= (r
2)y2 + r2x2

r2y2

= (r
2

r2
)y

2 + x2

y2

= y2 + x2

y2

= (r
y
)
2

.

Portanto,

1 + cot2(θ) = csc2(θ).

(iii). Pelas Definições 1.1.9 e 1.1.6, segue:

1 + tan2(θ) = 1 + (y
x
)
2

= x2 + y2
r2

+ y2

x2

= (x
2 + y2)x2 + r2y2

r2x2

= (r
2)x2 + r2y2
r2x2

= (r
2

r2
)(x

2 + y2)
x2

= x2 + y2
x2

= ( r
x
)
2

.

Portanto,

1 + tan2(θ) = sec2(θ).
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Proposição 2.1.1. (Identidades auxiliares).

(i) sen4(θ) + cos4(θ) = 1 − 2sen2(θ)cos2(θ); θ ∈ R.
(ii) sen6(θ) + cos6(θ) = 1 − 3sen2(θ)cos2(θ); θ ∈ R.
(iii) tan(θ) + cot(θ) = sec(θ)csc(θ); θ ∈ R − {k π

2} (k ∈ Z).
(iv) sec2(θ) + csc2(θ) = sec2(θ)csc2(θ); θ ∈ R − {k π

2} (k ∈ Z).
(v) (1 + sen(θ) + cos(θ))2 = 2(1 + sen(θ))(1 + cos(θ)); θ ∈ R.

Demonstração. Com base na Figura 2.1 demonstram-se as identidades auxiliares.

(i).Aplicando o item (i) Do Teorema 2.1.1 e usando as Definições de 1.1.9, segue:

sen2(θ) + cos2(θ) = 1Ô⇒ (y
r
)
2

+ (x
r
)
2

= 1

Ô⇒ [(y
r
)
2

+ (x
r
)
2

]
2

= 12

Ô⇒ (y
2

r2
)
2

+ 2(y
2

r2
)(x

2

r2
) + (x

2

r2
)
2

= 1

Ô⇒ [(y
r
)
2

]
2

+ [(x
r
)
2

]
2

= 1 − 2(y
r
)
2

(x
r
)
2

.

Portanto,

sen4(θ) + cos4(θ) = 1 − 2sen2(θ)cos2(θ).

(ii). Aplicando o item (i) Do Teorema 2.1.1 e usando as Definições de 1.1.9, segue:

sen2(θ) + cos2(θ) = 1Ô⇒ (y
r
)
2

+ (x
r
)
2

= 1

Ô⇒ [(y
r
)
2

+ (x
r
)
2

]
3

= 13

Ô⇒ (y
2

r2
)
3

+ 3(y
2

r2
)
2

(x
2

r2
) + 3(y

2

r2
)(x

2

r2
)
2

+ (x
2

r2
)
3

= 1

Ô⇒ (y
r
)
6

+ 3(y
r
)
4

(x
2

r2
) + 3(y

2

r2
)(x

r
)
4

+ (x
r
)
6

= 1

Ô⇒ (y
r
)
6

+ 3(y
2

r2
)(x

2

r2
)(y

2

r2
+ x2

r2
) + (x

r
)
6

= 1

Ô⇒ (y
r
)
6

+ (x
r
)
6

= 1 − 3(y
r
)
2

(x
r
)
2

.

Portanto,

sen6(θ) + cos6(θ) = 1 − 3sen2(θ)cos2(θ).

(iii). Usando as Definições 1.1.9 e 1.1.6, segue:
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tan(θ) + cot(θ) = y

x
+ x

y
= y2 + x2

xy
= r2

xy
= r

x

r

y
.

Portanto,

tan(θ) + cot(θ) = sec(θ)csc(θ).

(iv). Usando as Definições 1.1.9 e1.1.6, segue:

sec2(θ) + csc2(θ) = ( r
2

x2
) + (r

2

y2
)

= r2y2 + x2r2

x2y2

= r2(y2 + x2)
x2y2

= r2

x2

(r2)
y2

= ( r
x
)
2

(r
y
)
2

.

Portanto,

sec2(θ) + csc2(θ) = sec2(θ)csc2(θ).

(v). Usando as Definições de 1.1.9,1.1.6 e aplicando o item (i) do Teorema 2.1.1,

segue:

(1 + sen(θ) + cos(θ))2 = [1 + (y
r
) + (x

r
)]

2

= 1 + y

r
+ x

r
+ y

r
+ y2

r2
+ +y

r

x

r
+ x

r
+ x

r

y

r
+ x2

r2

= 1 + 2y
r
+ 2x

r
+ (y

2

r2
+ x2

r2
) + 2(y

r

x

r
)

= 2 + 2y
r
+ 2x

r
+ 2(y

r

x

r
)

= [2 + 2y
r
] + [2x

r
+ 2(y

r

x

r
)]

= 2[1 + y

r
] + 2x

r
[1 + y

r
]

= 2(1 + y

r
)(1 + x

r
).
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Portanto,

(1 + sen(θ) + cos(θ))2 = 2(1 + sen(θ))(1 + cos(θ)).

2.1.2 Identidades rećıprocas:

Teorema 2.1.2. (Identidades rećıprocas).

(i) sen(θ)csc(θ) = 1; θ ∈ R − {kπ}; (k ∈ Z).
(ii) cos(θ)sec(θ) = 1 ; θ ∈ R − {(2k + 1)π2}; (k ∈ Z).
(iii) tan(θ)cot(θ) = 1 ; θ ∈ R − {k π

2}; (k ∈ Z).

Demonstração. Com base na Figura 2.1 demonstram-se as identidades rećıprocas.

(i). Pela Definição 1.1.9, segue:

sen(θ)csc(θ) = y

r

r

y
= 1.

Portanto,

sen(θ)csc(θ) = 1.

(ii). Pela Definição 1.1.9, segue:

cos(θ)sec(θ) = x

r

r

x
= 1.

Portanto,

cos(θ)sec(θ) = 1.

(iii). Pela Definição 1.1.9, segue:

tan(θ)cot(θ) = y

x

x

y
= 1.

Portanto,

tan(θ)cot(θ) = 1.

2.1.3 Identidades por quociente:

Teorema 2.1.3. (Identidades por quociente).

(i) tan(θ) = sen(θ)
cos(θ) ; θ ∈ R − {(2k + 1)π2}; (k ∈ Z).

(ii) cot(θ) = cos(θ)
sen(θ) ; θ ∈ R − {kπ}; (k ∈ Z).

Demonstração. Com base na Figura 2.1 demonstraremos as identidades por quociente.
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(i). Pela Definição 1.1.9, segue:

tan(θ) = y

x
=

y
r
x
r

= sen(θ)
cos(θ)

.

Portanto,

tan(θ) = sen(θ)
cos(θ)

.

(ii). Pela Definição 1.1.9, segue:

cot(θ) = x

y
=

x
r
y
r

= cos(θ)
sen(θ)

.

Portanto,

cot(θ) = cos(θ)
sen(θ)

.

2.1.4 Identidades trigonométricas de ângulos compostos:

Observação 2.1.1. (i) Uma função f ∶ A → B é denominada Função Par se, e so-

mente, se:

f(z) = f(−z),∀z ∈ A.

(ii) Uma função f ∶ A→ B é denominada Função Ímpar se, e somente, se:

f(−z) = −f(z),∀z ∈ A.

Teorema 2.1.4. (Identidades trigonométricas de ângulos compostos).

(i) sen(α + β) = sen(α)cos(β) + cos(α)sen(β); α,β ∈ R.
(ii) cos(α + β) = cos(α)cos(β) − sen(α)sen(β); α,β ∈ R.
(iii) tan(α + β) = tan(α)+tan(β)

1−tan(α)tan(β) ; α,β ∈ R − {(2k + 1)π2} e tan(α)tan(β) ≠ −1.

Demonstração. (i). Considerando α e −β ângulos em posição normal da Figura 2.2, apli-

camos as Definições de 1.1.9 e igualamos os itens (i), (ii) da Definição 1.1.4 e Observação

2.1.1, obtendo:

�
�
�1

2
r1r2sen(α + β) =

�
�
�1

2
[x1y2 − y1x2] Ô⇒ sen(α + β) = x1

r1

y2
r2
− x2

r2

y1
r1

Ô⇒ sen(α + β) = sen(α)cos(−β) − cos(α)sen(−β)

Ô⇒ sen(α + β) = sen(α)cos(β) + cos(α)sen(β).
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Figura 2.2: Ângulo em posição normal.

Fonte: Elaborado pelo Autor

Portanto,

sen(α + β) = sen(α)cos(β) + cos(α)sen(β).

(ii). Aplicando as Definições 1.1.2, 1.1.1 , 1.1.9 e Observação 2.1.1, segue:

AB
2 = r21 + r22 − 2r1r2cos(α + β) Ô⇒ (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 = r21 + r22 − 2r1r2cos(α + β)

Ô⇒ x2
2 − 2x2x1 + x2

1 + y22 − 2y2y1 + y21 = r21 + r22 − 2r1r2cos(α + β)

Ô⇒ (x2
2 + y22) + (x2

1 + y21) − 2(x2x1 + y2y1) = r21 + r22 − 2r1r2cos(α + β)

Ô⇒ x1

r1
.
x2

r2
+ y2
r2
.
y1
r1
= cos(α + β)

Ô⇒ cos(α).cos(−β) + sen(α).sen(−β) = cos(α + β)

Ô⇒ cos(α).cos(β) − sen(α).sen(β) = cos(α + β).

Portanto,

cos(α + β) = cos(α).cos(β) − sen(α).sen(β).

(iii). Usando as Identidades (i) e (ii) provadas anteriormente, usando as Definições

de 1.1.9 e Observação 2.1.1, segue:

tan(α + β) = sen(α + β)
cos(α + β)

= cos(β)sen(α) + cos(α)sen(β)
cos(α)cos(β) − sen(α)sen(β)

= −cos(β)sen(α) − cos(α)sen(β)
−cos(α)cos(β) + sen(α)sen(β)

= −cos(−β)sen(α) + cos(α)sen(−β)
−cos(α)cos(−β) − sen(α)sen(−β)
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=
( − y2

r2

x1

r1
+ x2

r2

y1
r1
)

( − x2

r2

x1

r1
− y2

r2

y1
r1
)

=

(− y2
r2

x1
r1
+

x2
r2

y1
r1
)

x2
r2

x1
r1

(−x2
r2

x1
r1
−

y2
r2

y1
r1
)

x2
r2

x1
r1

=
−

y2
r2

x1
r1

x2
r2

x1
r1

+
x2
r2

y1
r1

x2
r2

x1
r1

−
x2
r2

x1
r1

x2
r2

x1
r1

−
y2
r2

y1
r1

x2
r2

x1
r1

=
−y2

r2

x1

r1

r2
x2

r1
x1
+ x2

r2

y1
r1

��r2
x2

��r1
x1

−x2

r2

x1

r1
��r2
x2

��r1
x1
− y2

r2

y1
r1

��r2
x2

��r1
x1

=
− y2

x2

x1

��x1
+��x2

��x2

y1
x1

−��x2

��x2

��x1

��x1
− y2

x2

y1
x1

= −tan(α) + tan(−β)
−1 − tan(α)tan(−β)

= −tan(α) − tan(β)
−1 + tan(α)tan(β)

= tan(α) + tan(β)
1 − tan(α)tan(β)

.

Portanto,

tan(α + β) = tan(α) + tan(β)
1 − tan(α)tan(β)

.

2.1.5 Identidades trigonométricas auxiliares:

Proposição 2.1.2. (Identidades auxiliares).

(i) sen(α + β)sen(α − β) = sen2(α) − sen2(β); α,β ∈ R.
(ii) cos(α + β)cos(α − β) = cos2(α) − sen2(β); α,β ∈ R.
(iii) tan(α) + tan(β) = sen(α+β)

cos(α)cos(β) ; α,β ∈ R − {(2k + 1)π2}; (k ∈ Z).
(iv) tan(α) − tan(β) = sen(α−β)

cos(α)cos(β) ; α,β ∈ R − {(2k + 1)π2}; (k ∈ Z).

Demonstração. Demonstram-se as identidades trigonométricas auxiliares.
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(i). Aplicando o item (i) do Teorema 2.1.4 e usando as Definições de 1.1.9, segue::

sen(α + β)sen(α − β) = [sen(α)cos(β) + sen(β)cos(α)][sen(α)cos(β) − cos(α)sen(β)]

= [y1
r1

x2

r2
+ x1

r1

y2
r2
][y1

r1

x2

r2
− x1

r1

y2
r2
]

= [y1
r1

x2

r2
]
2

− [x1

r1

y2
r2
]
2

= y21
r21
(1 − y22

r22
) − (1 − y21

r21
)y

2
2

r22

= y21
r21
− y21
r21

y22
r22
− y22
r22
+ y21
r21

y22
r22

= y21
r21
− y22
r22
.

Portanto,

sen(α + β)sen(α − β) = sen2(α) − sen2(β).

(ii) Aplicando a item (ii) do Teorema 2.1.4 e usando as Definições de 1.1.9, segue:

cos(α + β)cos(α − β) = [cos(α)cos(β) − sen(α)sen(β)][cos(α)cos(β) + sen(α)sen(β)]

= [x1

r1

x2

r2
− y1
r1

y2
r2
][x1

r1

x2

r2
+ y1
r1

y2
r2
]

= [x1

r1

x2

r2
]
2

− [y1
r1

y2
r2
]
2

= x2
1

r21
(1 − y22

r22
) − (1 − x2

1

r21
)y

2
2

r22

= x2
1

r21
− x2

1

r21

y22
r22
− y22
r22
+ x2

1

r21

y22
r22

= x2
1

r21
− y22
r22
.

Portanto,

cos(α + β)cos(α − β) = cos2(α) − sen2(β).

(iii) Aplicando o item (i) do Teorema 2.1.3 e usando as Definições de 1.1.9, segue:

tan(α) + tan(β) = sen(α)
cos(α)

+ sen(β)
cos(β)

=
y1
r1
x1

r1

+
y2
r2
x2

r2

=
y1
r1

x2

r2
+ x1

r1

y2
r2

x1

r1

x2

r2

.
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Portanto,

tan(α) + tan(β) = sen(α + β)
cos(α)cos(β)

.

(iv) Aplicando o item (i) do Teorema 2.1.3 e usando as Definições de 1.1.9, segue:

tan(α) − tan(β) = sen(α)
cos(α)

− sen(β)
cos(β)

=
y1
r1
x1

r1

−
y2
r2
x2

r2

=
y1
r1

x2

r2
− x1

r1

y2
r2

x1

r1

x2

r2

.

Portanto,

tan(α) − tan(β) = sen(α − β)
cos(α)cos(β)

.

2.1.6 Identidades trigonométricas de ângulo duplo:

Teorema 2.1.5. (Identidades Trigonométricas de ângulo duplo). Sejam 2α e α ângulos

em posição normal com pontos no lado final P (x, y) e M(x+r2 , y2) sendo ponto médio entre

P e A(r; 0) tal que M ′M é mediatriz do segmento PA, então

(i) sen(2α) = 2sen(α)cos(α); α ∈ R.
(ii) cos(2α) = cos2(α) − sen2(α); α ∈ R.
(iii) tan(2α) = 2tan(α)

1−tan2(α) ; α ∈ R − {{k π
4} − {kπ}} com (k ∈ Z).

Figura 2.3: Ângulo duplo.

Fonte: Elaborado pelo Autor

Demonstração. Demonstram-se as Identidades Trigonométricas de ângulo duplo com base

na Figura 2.3, considerando A ponto fixo, OA = OP = r e MO = M ′O, tal que M e M ′

são simétricos com respeito a origem. Quando 2α gira, α pode ter como lado final OM
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ou OM ′, analiza-se o ângulo 2α da Figura 2.3:

2α ∈ R∖{(2k+1)π}, k ∈ Z⇐⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2α ∈ [2kπ, (2k + 1)π[
2α ∈](2k + 1)π,2(k + 1)π[

Ô⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

α ∈ [kπ, (2k + 1)π2 [
α ∈](2k + 1)π2 , (k + 1)π[

(i)• Para 2α ∈ R − {(2k + 1)π}, k ∈ Z conforme a Figura 2.3, tem-se que sen(α) = y
2r1

,

cos(α) = x+r
2r1

e r21 = (x+r2 )2 + (
y
2)2. Dáı segue:

sen(2α) = y

r
= y(x + r)
r(x + r)

= y(x + r)
2r21

= y

2r1

(x + r)
r1

= 2y

2r1

(x + r)
2r1

= 2sen(α)cos(α).

Figura 2.4: Ângulo em posição normal.

Fonte: Elaborado pelo Autor

• Para 2α = (2k + 1)π, com k ∈ Z considerando os ângulos em posição normal da

Figura 2.4, tem-se que

sen(2α) = sen((2k + 1)π) = 0

x
= 0

e

2sen(α)cos(α) = 2sen((2k + 1)π
2
)cos((2k + 1)π

2
) = y

y
.
0

y
= 0.

Portanto,

sen(2α) = 2sen(α)cos(α).

(ii) • Considerando 2α ∈ R − {(2k + 1)π} com k ∈ Z, segue da Figura 2.3 e de racioćınio

análogo ao anterior que:

cos(2α) = x

r

= x(x + r)
r(x + r)
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= 2

2

x(x + r)
2r21

= x2 + x2 + 2xr
4r21

= x2 + x2 + 2xr + r2 − r2
4r21

= (x + r)
2

4r21
+ x2 − r2

4r21

= (x + r)
2

4r21
− y2

4r21
.

• Considerando 2α = (2k + 1)π com k ∈ Z segue da Figura 2.4, tem-se que

cos(2α) = cos((2k + 1)π) = −x
x
= −1

e

cos2(α) − sen2(α) = cos2((2k + 1)π
2
) − sen2((2k + 1)π

2
) = (0

y
)2 − (y

y
)2 = −1.

Portanto,

cos(2α) = cos2(α) − sen2(α).

(iii) • Considerando 2α ∈ R − {(2k + 1)π} com k ∈ Z, segue da Figura 2.3, tem-se

que:

tan(2α) = y

x

= 2y(x + r)
2x(x + r)

= 2y(x + r)
x2 + x2 + 2xr + r2 − r2

= 2y(x + r)
(x + r)2 − y2

=
2y(x+r)
(x+r)2

(x+r)2−y2

(x+r)2

=
2y
(x+r)

1 − y2

(xn+r)2

.

Considerando 2α = (2k + 1)π com k ∈ Z segue da Figura 2.4, tem-se que

tan(2α) = tan((2k + 1)π) = 0

−x
= 0

e
2tan(α)

1 − tan2(α)
= 2cot(α)
cot2(α) − 1

=
2cot((2k + 1)π2 )

cot2((2k + 1)π2 ) − 1
=

2. 0y

( 0y)2 − 1
= 0.
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Portanto,

tan(2α) = 2tan(α)
1 − tan2(α)

.

2.1.7 Identidades trigonométricas de ângulo triplo:

Proposição 2.1.3. Se α e 3α ângulo em posição normal com pontos no lado final

P (x1, y1) e Q(x3, y3) tal que OP = OQ = r e M ′M é mediatriz do segmento PQ = 2∣y1∣,
então

(i) 2x1y1
r2 =

y1+y3
2x1

;

(ii) x1x3 + y1y3 = x2
1 − y21.

(iii) x1+x3

2x1
= x2

1−y
2
1

r2

Figura 2.5: Ângulo triplo.

Fonte: Elaborado pelo Autor

Demonstração. Da Figura 2.5, temos que M e M ′ são simétricos com respeito a origem.

Quando 3α gira, 2α pode ter como lado final OM ou OM ′, analiza-se o ângulo 3α da

Figura 2.5:

3α ∈ R⇐⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

3α ∈ [2kπ, (2k + 1)π]
3α ∈](2k + 1)π, (2k + 2)π[

Ô⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2α ∈ [4k π
3 ,2(2k + 1)

π
3 ], k ∈ Z

2α ∈]2(2k + 1)π3 ,4(k + 1)
π
3 [, k ∈ Z

(i) Da Figura 2.5 e o Teorema 2.1.5, temos

sen(2α) = 2sen(α)cos(α) = 2x1y1
r21

.

Por outro lado, temos 2α ângulo em posição normal tendo ponto no lado final M

ou M ′ e OM = OM ′ = ∣x1∣. Dáı sen(2α) = y1+y3
2x1

.
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Portanto,

sen(2α) = 2x1y1
r2
= y1 + y3

2x1

.

(ii) Considerando a definição de distância entre dois pontos,

d2(P,Q) = (x2
1 − x2

3)2 + (y21 − y23)2Ô⇒ (2∣y1∣)2 = x2
1 + x2

3 + y21 + y23 − 2(x1x3 + y1y3)

Ô⇒ (4y21) = 2r − 2(x1x3 + y1y3)

Ô⇒ 2y21 = r2 − x1x3 − y1y3
Ô⇒ 2y21 = x2

1 + y21 − x1x3 − y1y3
Ô⇒ x1x3 + y1y3 = x2

1 + y21 − 2y21
Ô⇒ x1x3 + y1y3 = x2

1 − y21.

Portanto,

x1x3 + y1y3 = x2
1 − y21.

(iii) Da Figura 2.5, o Teorema 2.1.5 e a 1.1.9, temos

cos(2α) = cos2(α) − sen2(α) = x2
1 − y21
r2

= x1 + x3

2x1

.

.

Teorema 2.1.6. (Identidades Trigonométricas de ângulo triplo). Se α e 3α ângulo em

posição normal com pontos no lado final P (x1, y1) e Q(x3, y3) talque OP = OQ e M ′M é

mediatriz do segmento PQ = 2∣y1∣, então:
(i) sen(3α) = 3sen(α) − 4sen3(α); α ∈ R.
(ii) cos(3α) = 4cos3(α) − 3cos(α); α ∈ R.
(iii) tan(3α) = 3tan(α)−tan3(α)

1−3tan2(α) ; α ∈ R−{{π6 +kπ}⋃{−
π
6 +kπ}⋃{(2k+1)

π
2}} com (k ∈ Z).

Demonstração. Da Figura 2.5 e a Proposição 2.1.3, segue:

(i)

sen(3α) = y3
r

= y1y3
ry1

= y1
r
(−1 + 1 + y3

y1
)

= y1
r
(3 − 4 + y1 + y3

y1
)

= y1
r
(3 − 4 + 4x2

1

r2
)

= y1
r
(3 − (−4r

2 + 4x2
1)

r2
)
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= y1
r
(3−4(r

2 − x2
1)

r2
)

= y1
r
(3 − 4y

2
1

r2
)

= 3y1
r
− 4y

3
1

r3
.

Portanto,

sen(3α) = 3sen(α) − 4sen3(α).

(ii)

cos(3α) = x3

r

= x1x3

rx1

= x1

r
(−1 + 1 + x3

x1

)

= x1

r
(−1 + x1 + x3

x1

)

= x1

r
(−1 + 2(x2

1 − y21)
r2

)

= x1

r
(−1 + 2(x2

1 + x2
1 − r2)

r2
)

= x1

r
(−1 + 2(2x2

1 − r2)
r2

)

= x1

r
(4x

2
1

r2
− 3)

= 4x
3
1

r3
− 3x1

r
.

Portanto,

cos(3α) = 4cos3(α) − 3cos(α).

(iii)

tan(3α) = y3
x3

=
y1y3
ry1
x1x3

rx1

=
y1
r (3 − 4 +

4x2
1

r2 )
x1

r (4
x2
1

r2 − 3)

=
y1
r
(3 − 4 + (4(r

2−y2)
r2
)

4x1

r3 −
3x1

r
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=
(3y1

r − 4
y31
r3 )

(4x3
1

r3 − 3
x1

r )

r3

x3
1

r3

x3
1

=
3 y1
x1

r2

x2
1
− 4 y31

x3
1

4 − 3 r2

x2
1

=
3 y1
x1

(x2
1+y

2
1)

x2
1
− 4 y31

x3
1
)

4 − 3 (x
2
1+y

2
1)

x2
1

=
3 y1
x1
− y31

x3
1

1 − 3 y21
x2
1

.

Portanto,

tan(3α) = 3tan(α) − tan3(α)
1 − 3tan2(α)

.



Caṕıtulo 3

APLICAÇÕES

3.1 Exemplos das identidades trigonométricas em limites, derivadas, integral

e transformada de Laplace.

3.1.1 Limite

Observação 3.1.1. Segundo, Guidorizzi [3, 2015], o limite fundamental lim
kx→0

sen(kx)
kx

=
1, onde k constante diferente de zero.

Exemplo 6. Calcular o L1 = lim
x→0

3tan(x) − tan3(x)
x(1 − 3tan2(x))

.

Solução. Utilizam-se as identidades trigonométrica do Teorema 2.1.6−(iii), Teorema

2.1.3−(i) e Observação 3.1.1 temos,

L1 = lim
x→0

tan(3x)
x

= lim
x→0

sen(3x)
xcos(3x)

= lim
x→0

3sin(3x)
3x

cos(3x)
= 3.

3.1.2 Derivadas

Observação 3.1.2. Segundo Guidorizzi [3, 2015], a derivada da função y = tan(kx) é
dada por y′ = ksec2(kx) onde k é uma constante real não nula.

Exemplo 7. Calcular a derivada da função f em x = π
28 onde

f(x) = sen(4x)cos(3x) + sen(3x)cos(4x)
cos(4x)cos(3x) − sen(3x)sen(4x)

.

Solução. Utilizam-se as identidades trigonométrica do Teorema 2.1.4−(i)−(ii), Teorema

2.1.3−(ii) e Observação 3.1.2 temos,

f ′(x) = (sen(4x)cos(3x) + sen(3x)cos(4x)
cos(4x)cos(3x) − sen(3x)sen(4x)

)′ = (sen(7x)
co(7x)

)′ = (tan(7x))′ = 7sec2(7x).

34
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Dáı,

f ′( π
28
) = 7sec2(7( π

28
)).

Portanto, f ′( π
28) = 14.

3.1.3 Integral

Observação 3.1.3. Segundo Guidorizzi [4, 2014] a integral de ∫ sen(kx)dx = −cos(kx)
k

+
c1, onde k constante diferente de zero e c1 é constante.

Exemplo 8. Calcular a integral ∫
3sin(3x) − 4sin3(3x)

cos(9x2 )
dx .

Solução. Usando-se as identidades trigonométricas do Teorema 2.1.6−(i), Teorem 2.1.5−(i)
e Observação 3.1.3 temos,

∫
3sen(3x) − 4sen3(3x)

cos(9x2 )
dx = ∫

sen(9x)
cos(9x2 )

dx

= ∫
2sin(9x2 )cos(

9x
2 )

cos(9x2 )
dx

= ∫ 2sin(9x
2
)dx

= −
4cos(9x2 )

9
+ c1.

3.1.4 Transformada de Laplace

Observação 3.1.4. Segundo GUIDORIZZI [5, 2013] a transformada de Laplace da função

f(t) = cos(kt) é L{cos(kt)} = s
s2+k2 , onde k constante e s > 0.

Exemplo 9. Calcular a transformada de Laplace da função

f(t) = 4cos3(3t) − 3cos(2t)cos(t) + 3sin(2t)sin(t).

Solução. Utilizam-se as identidades trigonométricas do Teorema 2.1.4−(ii), Teorema

2.1.6−(ii) e Observação 3.1.4 temos,

L{f(t)} = L{4cos3(3t) − 3cos(2t)cos(t) + 3sin(2t)sin(t)}

= L{4cos3(3t) − 3cos(3t)}

= L{cos(9t)}

= s

s2 + 81
, para s > 0.



CONCLUSÃO

A elaboração deste trabalho permitiu uma análise profunda das identidades trigonométricas,

fundamentada não apenas na memorização de fórmulas, mas na compreensão de suas

origens geométrica, anaĺıtica e trigonométrica. Ao adotar a perspectiva de ângulos em

posição normal no plano cartesiano, o estudo unificou conceitos que, muitas vezes, são

apresentados de forma fragmentada no ensino básico. Através dessa integração, foi

posśıvel superar as limitações do estudo restrito ao triângulo retângulo, permitindo a

definição e a dedução das razões e identidades trigonométricas.

As demonstrações apresentadas para as diferentes identidades trigonométricas revelaram-

se fundamentais para estruturar o racioćınio dedutivo, mostrando que identidades com-

plexas derivam logicamente de prinćıpios elementares.

Além disso, as aplicações práticas exploradas no caṕıtulo final reforçaram que o

domı́nio das identidades apresentadas é uma competência indispensável no Cálculo Di-

ferencial e Integral. A capacidade de simplificar expressões para o cálculo de limites,

derivadas, integrais e na resolução de Transformadas de Laplace prova que este conheci-

mento merece mais atenção.
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