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Resumo

O presente trabalho busca estudar e classificar os pontos criticos de fungoes de duas varia-
veis baseado em resultados da Geometria Diferencial de curvas e superficies. O trabalho
estrutura-se em uma pesquisa bibliografica trazendo varias informagoes sobre curvaturas
de superficies e por meio do efeito geométrico da Curvatura Gaussiana classificar esses
extremos em maximo, minimo ou ponto de sela.

Palavras-chave: Pontos Criticos; Geometria Diferencial; Curvatura Gaussiana; Funcoes
de Duas Variaveis.



Abstract

The present work aims to study and classify the critical points of functions of two vari-
ables based on results of the Differential Geometry of curves and surfaces. The work is
structured in a bibliographic research bringing various information about surface curva-
tures and through the geometric effect of the Gaussian Curvature classify these extremes
into maximum, minimum or saddle point.

Keywords: Critical Areas; Differential Geometry; Gaussian curvature; Function of Two
Variables.
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1 Introducao

Neste trabalho serao apresentados os conceitos fundamentais necessarios para a ela-
boracao deste estudo, comegaremos explorando os primeiros conhecimentos de geometria
e de seu processo historico até a formulacao de seus conceitos pelo matematico Euclides.
Apo6s um breve panorama histérico adentraremos aos conceitos de Geometria Diferencial,
estes sao essenciais para a conclusao deste trabalho, uma vez que nos permite trabalhar
a geometria intrinseca da superficie considerando este objeto independente do espaco a
qual esta inserido.

Por meio das ferramentas da Geometria Diferencial de curvas e superficie, iremos
introduzir o conceito de superficies parametrizadas regulares imersas no espaco de R3,
trabalhando inicialmente sua métrica, e com auxilio desta anélise vamos introduzir o
conceito de curvatura nas diregoes tangentes & superficie, chegando assim ao conceito de
Curvatura Gaussiana e mediante esta fazer uma relacao deste conceito com a classificagao
dos extremos de func¢oes de duas variaveis.

O objetivo da pesquisa é explorar o uso da Curvatura Gaussiana e por meio desta
classificar os pontos criticos de fungoes de duas varidveis com base em resultados obti-
dos por meios da Geometria Diferencial, que surgiu como conhecimento no século XVIII
relacionando este com o célculo diferencial e integral.

Os conceitos matematicos surgem a partir de problemas e a partir destes buscam-
se respostas para solucionar os mesmos, respostas essas que precisam ser comprovadas
cientificamente para poder ser aceita como um objeto de estudo matemaético, pois a ci-
éncia nao aceita suposicoes sem comprovacoes. E necessario comprovar os conhecimentos
observados por meios de definigoes e demonstragoes.

O estudo acerca da Geometria Diferencial surgiu a partir do quinto postulado de
Fuclides, este provocou controversas entre os mateméticos das mais variadas épocas, pois
a sua formulagao era muito complexa, havia pouco apelo intuitivo e seu enunciado era
diferente dos anteriores.

Devido a este fato varios estudiosos tentaram prova-lo como um teorema. De acordo
com Gorosk(2009, p.14) “o resultado desse esfor¢o continuado, que durou cerca de dois
mil anos, culminou com a descoberta das geometrias nao euclidianas por Gauss, Bolyai e
Lobachevski no século XIX”.

Para Silva (2022, p.11) “estudar Geometria Diferencial é de grande importancia em
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matematica devido ao grande ntmero de aplicagoes desta teoria em outras areas das
ciéncias”. Estas aplicagoes servem para modelar numerosos problemas que surgem durante
os estudos na area da matematica, por meio de resolugoes de equagoes diferenciaveis.

O trabalho busca entender e compreender alguns conceitos fundamentais desta geome-
tria e com isso alcancar o objetivo da pesquisa, classificar os pontos criticos de funcoes de
duas variaveis por meio da Curvatura Gaussiana uma ferramenta grandiosa da Geometria

Diferencial.
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1.1 Um Breve Panorama Historico

Entender o processo de construgao do conhecimento de geometria é fundamental para
um entendimento completo de sua origem e de seu processo histérico. A palavra geometria
vem do grego “geometren”, onde “geo” significa terra e “metrem” significa medida, signifi-
cando assim medida da terra. Esta ciéncia surgiu nas antigas civilizagoes e ha duas versoes
de sua existéncia, a primeira ¢ dada pelo historiador Her6doto, para ele a geometria é
resultado da necessidade de efetuar medicoes de terras pelos agrimensores, responsaveis
por medir a terra para as plantagoes. Por outro lado, o filésofo Aristoteles afirmou que
este conhecimento surgiu por meio de um grupo de sacerdotes influentes e estudiosos da
época.

Segundo Boyer e Merzbach

Em cerca de 450 a.c., Herddoto, o inveterado viajante grego e historiador
narrativo, visitou o Egito. Ele viu os monumentos antigos, entrevistou

sacerdotes e observou a majestade do Nilo e as conquistas dos que
trabalhavam ao longo de suas margens (Boyer; Merzbach, 2012, p.29).

Em sua visita ao Antigo Egito, o historiador teve a oportunidade de conhecer e ob-
servar como eram utilizados os primeiros conhecimentos de geometria, através do calculo
de medigoes de terras para o plantio, pois a cada vez que o Rio Nilo transbordava havia
a necessidade de refazer as demarcagoes de terras, pois estas haviam sido apagadas pela
adgua. Entretanto

Ao tratar da matemética, ele manteve que a geometria tinha-se origi-
nado no Egito, pois acreditava que o assunto tinha aparecido 14 a partir

da necessidade pratica de redemarcar terras depois da enchente anual
das margens do vale do rio (Boyer; Merzbach, 2012, p.29).

O historiador Herédoto atribuiu ao povo egipcio os primeiros conhecimentos de geo-
metria, fruto da necessidade do dia a dia de resolver problemas de agricultura. No Antigo
Egito eram os escravos chamados de agrimensores, que realizavam a tarefa de medir e
demarcar a terra para as plantagoes e construcoes de grandes monumentos, estes efetu-
avam as medi¢oes com fios esticados de uma ponta a outra, sendo chamados assim de
“esticadores de corda”.

Ainda segundo Boyer e Merzbach (2012, p.29) “um século mais tarde, o filosofo Aris-
toteles especulou sobre o mesmo assunto e atribuiu a busca da geometria pelos egipcios a

existéncia de uma classe de sacerdotes com o tempo para o lazer”. Nao se sabe ao certo
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qual das duas versoes esta correta, mas os registros histéricos nos revelam que este conhe-
cimento surgiu nas antigas civilizagoes e teve um papel crucial na resolugao de problemas
do dia a dia relacionado as medigoes de terras e nas suas grandiosas construgoes historicas.
Além desta, outras civilizagbes como a babilonia também tinham alguns conhecimentos
acerca da geometria. Coimbra (2008, p.3) assegura que “formas primitivas de geometria
sao encontradas também entre os hindus e chineses, embora nesses povos, a geometria
parece ter sido apresentada apenas como um conjunto de regras empiricas’.
Com o passar do tempo foram surgindo outros matemaéticos que contribuiram para
o estudo deste conhecimento, Tales de Mileto, considerado o primeiro fil6sofo ocidental,
criou o “Teorema de Tales” e iniciou a matematica dedutiva. Em seu teorema, Tales
afirmou que da interse¢ao de um feixe de retas paralelas com duas transversais, surgem
segmentos proporcionais. Mais tarde outros matematicos como Pitagoras e Euclides tam-
bém contribuiram para o estudo da geometria. Sendo que os dois primeiros estudiosos
desenvolveram este conhecimento como sendo um conhecimento dedutivo, feito através
de analise de conhecimentos ja existentes de geometria.
Segundo Coimbra, a geometria teve o seu
Desenvolvimento na Antiga Grécia, notadamente nos textos de Euclides
de Alexandria. Euclides foi o matematico grego responséavel pela com-
pilagao de praticamente toda a matematica desenvolvida até sua época

em uma monumental obra de 13 volumes chamada de Os Elementos
(coimbra,2008, p.3).

De acordo com o autor, foi na Grécia que este conhecimento foi sistematizado por meio
do filésofo Euclides de Alexandria, considerado o pai da geometria, que contou com ajuda
de conhecimentos ja existentes do assunto e por meio destes organizou e concretizou os
conceitos desta ciéncia (conhecida como Geometria-Euclidiana). O pensador se tornou um
mateméatico muito importante ao publicar seu tratado “Os Elementos” composto por treze
volumes, contendo 131 definigoes e 465 proposic¢oes, reunindo assim todo o conhecimento
de geometria que se tinha até aquele momento.

Nestes volumes continham estudos variados, sobre aritmética, &lgebra, proporcoes
e a maioria deles estavam voltados para o estudo da geometria plana e espacial, neles
continham os conceitos basicos de geometria, estudando assim o espaco e os objetos que
podem ocupé-lo. Esta foi a geometria conhecida e estudada por muitos anos até os dias

atuais.
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No que se refere aos estudos da Geometria Diferencial, estes surgiram muitos anos
depois de Euclides ter formulado os conceitos bésicos de geometria, por volta do século
XVIII, por meio de aplicacoes do célculo diferencial e integral na geometria analitica.
Segundo Coimbra (2008, p.4) “postula-se que esta tenha comegado com estudo de curvas
notaveis, que sao abundantemente encontrados nas obras de Euclides, Arquimedes de
Siracusa e Apolonio de Perga”; e para ser compreendida necessita de conhecimentos basicos
de célculo diferencial e de algebra linear. Seus conceitos e defini¢coes foram elaborados
com auxilio de vérios teéricos matemaéaticos da época, que contribuiram grandemente para
a realizacao deste estudo.

A Geometria Diferencial estd dividida em dois aspectos fundamentais para a com-
preensao do contetido: a geometria diferencial classica e a global. A classica estuda o
comportamento das propriedades locais das curvas e superficie, Carmo (2005, p.1) afirma
que, “por propriedades locais entendemos aquelas propriedades que dependem nao apenas
do comportamento da curva ou superficie nas proximidades de um ponto”. Para o estudo
destas propriedades é necessario usar as ferramentas do calculo diferencial com funcoes
derivaveis um certo nimeros de vezes. J& a global, estuda o comportamento das curvas
como um todo e nao apenas nas proximidades de um ponto, encontra-se aqui um estudo
geral das curvas e superficies.

Os primeiros conhecimentos desta ciéncia

Tiveram seu inicio com Carl Gauss em seu trabalho Disquisitiones
generales circa superficies curva, de 1828, e coincide com uma época em
que o famoso “Problema das Paralelas”, que consistia em tentar provar

que o Quinto Postulado de Euclides era independente dos demais, estava,
para ser resolvido (Coimbra, 2008, p.3).

Nesta época varios matematicos tentaram provar por meio do “problema das paralelas”
resultados diferentes dos obtidos por Euclides e a contestacao dos postulados entraram
em vigor. Apds muitos estudos Gauss chegou a conclusao da existéncia de uma geometria
nao euclidiana, pois em suas pesquisas conseguiu provar varios resultados nao euclidianos.
Apesar de suas descobertas Gauss as manteve em sigilo dos demais matemaéticos, pois
tinha medo de repressoes ja que a Geometria-Euclidiana era tida como verdade absoluta.
Além de Gauss outros mateméticos como Nikolai Lobachewsky e Janos Bolyai também
conseguiram provar resultados nao euclidianos.

Coimbra relata que,
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Gauss havia demonstrado que a curvatura de uma superficie do R3,
depende apenas de sua métrica e nao da forma como a superficie esta
mergulhada no R3. Nessa demonstracdo Gauss obteve uma expressio
explicita para a curvatura em termos dos coeficientes da métrica (isto
é, coeficientes da Primeira Forma Quadrética) e de suas derivadas
(Coimbra, 2008, p.4).

A formulacao de conceitos e propriedades desta geometria foram introduzidos primei-
ramente por Gauss, porém apés a publicacao de seu primeiro trabalho sobre as curvas,
outros matematicos das mais variadas instituicoes passaram a se dedicar a esse estudo,
dentre eles Bernhard Riemann (1826-1860), Pierri Bonnet (1819-1892), Joseph Serret
(1819-1885), contribuindo assim significantemente para o aprimoramento desses conceitos
por meio de novas descobertas.

Vamos conhecer um pouco da historia de Gauss, entender como era a vida deste
matematico que durante sua vida se dedicou exclusivamente em seus estudos e realizou
descobertas significativas em vérias dreas do conhecimento, como a matemética, fisica e
astronomia, era considerado um menino prodigio desde a infancia até sua morte aos 78

anos de idade.

1.2 Um Pouco Da Historia De Gauss

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), nascido em Brunswick na Alemanha ¢ considerado o
maior matematico de sua época, nasceu e se estabeleceu na cidade de Brunswick préoximo
a seus pais, seus conhecimentos na matemaética surgem ainda na infancia. Gauss aprendeu
a ler sozinho e estudou na escola local de sua cidade, sendo este o matemético que nunca
saiu de sua terra natal, desenvolvendo assim seus estudos todos eles em sua localidade.

Segundo Boyer,

Seu pai era um laborioso trabalhador de Brunswick, teimoso em seu
ponto de vista, que tentou evitar que seu filho recebesse instrugoes
adequadas, mas sua mae, ela propria sem instrucao, encorajou seu filho

nos seus estudos e orgulhou-se grandemente de seu sucesso até sua
morte aos noventa e sete anos (Boyer, 1974, p.367).

O pai do matemético tentou evitar que seu filho frequentasse a escola, pois eram
bastante humildes e devido a falta de condic¢oes financeiras duvidou que seu filho pudesse
ter um futuro através dos estudos. Mas gracas a sua mae Dorothea Benze Gauss, o

estudioso Gauss teve a oportunidade de ingressar em uma escola aos sete anos de idade,
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comecando assim a ser considerado um menino prodigio devido as facilidades e agilidades
em resolver operagoes em pouco tempo.
Em um dia comum de aula, seu professor passou um problema para seus alunos com
o proposito de deixar a turma ocupada, onde pedia que estes somassem todos os niimeros
de 1 a 100 e pusesse o resultado em sua mesa. Gauss de imediato analisou que a soma
de todos os numeros equidistantes davam 101 e que havia 50 solugoes iguais a 101, logo
multiplicou a solugao 101 por 50 e obteve o resultado 5050. O que chamou atengao de
seu professor, pois o menino de 10 anos havia concluido a tarefa em poucos minutos.
Boyer afirma que,
Aos quinze anos Gauss frequentou o colégio de Brunswick, gragas
ajuda do duque de Brunswick, e em 1975, sempre com a ajuda do
duque, entrou em Gottingen. Nao tinha decidido ainda se seria fildsofo
ou matematico, embora ji tivesse descoberto e justificado o método

dos minimos quadrados — uma década antes de Legendre publicar o
processo (Boyer, 1974, p. 367).

Gauss teve muito sucesso em sua vida académica, além de estudar matematica, tam-
bém estudou fisica e astronomia. Na fisica Gauss desenvolveu as quatro leis de magne-
tismo, que mais tarde receberam o nome de leis de Gauss em sua homenagem. Nessa
época criou um aparelho muito eficiente que conseguia medir a magnitude da terra, cha-
mado de magnetometro, muito utilizado pelos pesquisadores até os dias de hoje. Neste
mesmo ano, criou o telégrafo junto a um colega de trabalho para transmitir mensagens
de sua casa até o seu local de trabalho.

Aos trinta anos de idade Gauss se tornou professor de Gottingen, na mesma institui-
¢ao que estudara como aluno e mais tarde passou a trabalhar no Observatorio da mesma
instituicao. Na astronomia, o matematico alemao passou a observar as 6rbitas dos plane-
tas, nesta época ajudou no aprimoramento de varios instrumentos manuais utilizados na
medicao da luz provenientes dos corpos celestes.

O estudioso se casou duas vezes e teve seis filhos, trés em cada casamento e apds ter
ficado viuvo duas vezes, decidiu ficar sozinho até o fim de sua vida. Gauss morreu de
infarto aos 78 anos de idade e vérios de seus feitos foram publicados logo ap6s a sua morte.
Gauss se dedicou exclusivamente em seus estudos e suas descobertas foram comprovadas
cientificamente ainda em vida, suas contribui¢oes sao reconhecidas mundialmente, pois é

considerado “O Principe da Matematica” e o maior de sua época.
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1.3 Objetivos

Investigar os processos utilizados na construcao do conhecimento sobre as curvas e
superficies, estas sao ferramentas da Geometria Diferencial que surgiu por meio da apli-
cacao do calculo diferencial na Geometria Analitica, responsavel pelo estudo dos objetos
geométricos no espaco. E por meio da Curvatura Gaussiana identificar os pontos criticos
de fungoes de duas variaveis.

Os objetivos abordados para se alcancar os resultados da pesquisa, estao dispostos da

seguinte maneira:

e Relacionar os conceitos de Curvatura Normal e de Gauss por meio e através de

resultados baseados em Geometria Diferencial.
e Analisar ou interpretar o conceito geométrico da Curvatura de Gauss imersa no R3.

e Relacionar e classificar os pontos criticos de func¢oes de duas variaveis com a Cur-

vatura de Gauss da superficie descrita através do grafico de fungoes.
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2 Conceltos Teoéricos Preliminares

Neste capitulo iniciaremos o estudo de superficies parametrizadas no espaco de R3,
estes objetos bi-dimensionais sao definidos como conjuntos abertos contidos no plano,
sendo levados por aplicagoes diferenciaveis em abertos no espaco, resultando assim em
uma superficie S. Contudo ha certas exigéncias para tais aplicagoes, estas precisam ser
diferenciaveis para podermos trabalhar com as ferramentas do calculo de vérias variaveis
no espaco de R3.

Segundo Tenenblat (2008, p.1), “no estudo de curvas e superficies, serao utilizados os
conceitos fundamentais do calculo vetorial e do célculo diferencial de funcoes de uma
ou mais variaveis”, tais conceitos sao fundamentais para definirmos as superficies como
sendo um subconjunto contido no espaco euclidiano formada por vérios pedagos do plano
contido em um aberto U de R%2. O objeto obtido é suave, pois a aplicacio exigida é
diferenciavel nao podendo haver arestas ou auto-interse¢oes na figura resultante. E é por
meio dessa aplicagao diferenciavel, que iremos definir um plano tangente em cada ponto

desta superficie S contida no espaco de R3.

2.1 Superficies Parametrizadas Regulares

Nesta secao iremos tratar da definicao de superficie parametrizada regular no espago
de R? como sendo um subconjunto e nao como uma aplicacio, as curvas também podem
ser entendidas como subconjuntos de R? ou R?, estando estas no plano ou no espaco.

A ideia de superficie se parece de certo modo com a nocao de curvas parametrizadas,
pois em ambas as defini¢oes as aplicacoes chamadas de parametro precisam obrigatori-
amente serem todas diferenciaveis, fazendo com que o objeto resultante seja suave para
que se possa aplicar as nogoes do calculo e suas ferramentas no estudo destes objetos
bi-dimensionais.

Tomando

Um sistema de coordenadas cartesianas z, y, z em R? e consideramos
uma funcao X(u,v) = (z(u,v),y(u,v),z(u,v)), de duas variaveis wu,v,
que variam em um aberto U C R2?. Para cada (u,v) € U, X(u,v)
determina um ponto de R3. Denotamos por S o subconjunto de
R? formado pelos pontos X (u,v). Afim de que possamos utilizar as
técnicas de céalculo diferencial no estudo de superficies, vamos exigir a
diferenciabilidade da fungdo X (Tenenblat, 2008, p.109).
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Para Carmo

A grosso modo, uma superficie regular em R3 é obtida tomando-se
pedacgos do plano , deformando-os e colocando-os em entre si, de tal
modo que a figura resultante ndo apresente pontas, arestas ou auto-
intersecoes: e que tenha sentido falar em plano tangente nos pontos
desta figura. A ideia é definir um conjunto que seja, em certo sentido,
bi-dimensional e que seja também suficientemente suave de forma que
as nogoes usuais do calculo possam ser estendidas a um tal conjunto
(Carmo, 2005, p.61).

Esta superficie seré constituida por varias aplicagoes de conjuntos abertos do plano,
sendo que estes abertos sao transformados em um subconjunto de R?, formando assim
a superficie por meio de aplicagoes diferenciaveis. Estas aplicacoes precisam necessaria-
mente serem diferenciéveis, pois iremos trabalhar com objetos bi-dimensionais suaves no
espaco de R3.

Definicao 2.1.1: Uma superficie S C R? ¢ uma superficie regular se, para cada p € S,
existe um aberto V C R? com p € V e uma aplicacdo X : U — V N S definida em um

aberto U de R? tal que:

1. X:U—-VNS, X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), é diferenciavel, isto &, as fung¢oes

x,y, z: U — R tém derivadas parciais continuas de todas as ordens em U.

2. X : U —- VNS éum homeomorfismo, isto é, X é uma bijecao continua cuja

X1V NS — U é continua.
3. dX, : R? - R? ¢ injetora para todo ¢ € U.

A aplicacao X é chamada de parametrizagao ou sistema de coordenadas locais em

uma vizinhanca de p, e VNS é chamada de vizinhanga coordenada de S em p.

Figura 1: Vizinhanca coordenada do ponto p € S.

fonte: Delgado e Frensel (2017, p.82).
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Na figura 1 apresentada, podemos compreender a definicao de superficie por meio de
uma aplicagdo que atua em um conjunto aberto U do plano onde X esta definida, essa
aplicagao estabelece uma correspondéncia entre os pontos de U e V', sendo estes conjuntos
abertos do plano e do espaco.

O ponto p localizado no espaco tri-dimensional é o ponto de interseccao entre o con-
junto V' com a superficie em questao. Portanto, p faz parte tanto do conjunto V' quanto
da propria superficie S.

E importante notar, que essa superficie ¢ composta por uma colecdo de tais conjuntos
V NS, cada um deles é obtido através de uma aplicacdo X em diferentes abertos de R2.
Cada uma dessas transformagoes por meio de X resultara em pontos de intersecgao com a
superficie S. Sao esses pontos de interse¢ao que quando combinados formam a superficie
completa.

Portanto, a superficie é formada pela uniao desses conjuntos V' NS, onde cada conjunto
¢ gerado por meio das aplicacoes X em abertos de R%2. Essas intersecoes em pontos
especificos sao essenciais para a composicao integral da superficie como um todo.

A defini¢ao 2.1.1 é um elemento crucial em nosso contexto e merece uma analise mais
detalhada.

Observacgao 2.1.1

A condigao (1) é natural se esperarmos fazer alguma Geometria Diferencial sobre

S. Por exemplo, permite definir o conceito de plano tangente.

A injetividade de X na condi¢ao (2) tem como objetivo excluir a possibilidade de
auto-intersecoes em superficies regulares, que é necesséario para podermos falar, por

exemplo, sobre o plano tangente em um ponto de S.

A continuidade da inversa na condicao (2) serve para provar que certos conceitos que
dependem aparentemente da parametrizacao, na realidade s6 dependem do ponto

p € 9, isto é, independem da parametrizacao X : U — V NS com p € S.

A condigao (3) garante a existéncia de um plano tangente em todos os pontos de S.

Vejamos algumas formas equivalentes de expressar a condi¢ao (3). Sejam e;, es a base
canonica de R? e fi, fo e f3 a base canonica de R3. Para cada ¢ = (ug,v) € U, sabemos

ue a matriz associada a dX, nas bases canonicas de R? e R? é a matriz jacobiana.
q
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0 0
a—z(uoﬂfo) %(UO,UO)
0 0

J(an vp) = a_z(“"’ ’Uo) 8_3(%’ Uo)
0 0
= (w0 v0) 5 (0, vo)

pois,

Denotamos esses dois vetores por X, (ug, vg) € X,(uo, vg), respectivamente, observamos
que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

1)dX, é injetora,

2) A matriz J(ug,vy) tem posto 2;

3)Os vetores X, (ug, vg) e X, (ug, vg) sdo linearmente independentes;

4) X, (ug,v0) N Xy(ug,vo) # 6)

Exemplo 2.1.1: Vamos mostrar que a esfera de centro na origem e raio 1,

S ={(z,y,2) eR® | 2* + > +2* =1}

¢ uma superficie regular.

Seja a aplicacao X5 : U — R? dada por

X (u,v) = (u,v, /1 — (u2 +v2)),

definida no aberto U = {(u,v) € R? | u* +v? < 1}.

Entdo X satisfaz as condi¢oes da defini¢ao 2.1.1. De fato:

(1) X5 (U) = S?*N Hy , onde H = {(x,y,2) € R*| 2 > 0} é¢ um aberto de R3.
(2) X5 ¢ diferenciavel, pois 1 — (u? + v?) > 0 para todo (u,v) € U.

ANw,y), |1
(>8(u,v) q) = -

=1+ 0 para todo ¢ € U.
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(4) X5 é um homeomorfismo, pois X3~ ¢ uma bijegao continua sobre S N Hy", e
(X))~ = 7|S? N Hy é continua, onde 7 : R? — R? ¢ a projecao sobre o plano-xy dada
por 7(z,y,z) = (z,y).

Podemos cobrir a esfera com seis parametrizagoes similares a esta. Para isto, conside-

ramos as aplicacoes:

X5 X0, X X, XS Xy U - R

dadas por:

XFE(u,v) = (£/1 — (u? + v2),u,v);
XE(u,v) = (u, £/1 — (u2 + v2),v);
X (u,v) = (u,v,+£/1 — (u2 +v2)).

De modo analogo ao feito para X3, podemos provar que X f[, Xzi e X5 sao parame-
trizacoes de S? sobre S% N Hli, S2N HQi, 52N H3i, respectivamente, onde

HY ={(2,y,2) eR’ | x> 0}; Hy = {(z,y,2) € R* | 2 < 0};

Hy ={(z,y,2) €eR* |y > 0}; Hy = {(z,y,2) e R® |y < 0};
Hf ={(z,y,2) € R*| 2> 0}; Hy = {(z,y,2) e R® | 2 < 0},

sao abertos de R3. Como

XF(U)UXT(U) =5~ {(z.y.2) € S’|y* +2° =Lew =0}

XS (OHUX, (U)=8*—{(z,y,2) € S®|a* +22=1ey =0}

XS (OHUX;(U)=8*—{(n,y,2) € S®la* +y* =1 e z=0}.
Temos que

S?=XHU)UX (D UXS(U)UX, (U)UXS(U)U X, (D).

Logo S? é uma superficie regular.
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Figura 2: Cobertura da esfera pelas 6 parametrizacoes Xli, X2jE e X3i.

e &@(U) )

fonte: Delgado e Frensel (2017, p.85).

As proposigoes a seguir simplificam a tarefa de mostrar por meio das trés condigoes
que um subconjunto de R? ¢ uma superficie regular.

Proposigao 2.1.2: Se f: U — R é uma fungao diferencidvel em um conjunto aberto
U de R?, entao o gréfico de f, isto ¢, o subconjunto de R?* dado por (z,v, f(z,y)) para
(x,y) € U, é uma superficie regular.

Demonstracao. Basta mostrar que a aplicacao X : U — R? dada por

X(u,v) = (u,v, f(u,v))

é uma parametrizagao do grafico, cuja vizinhanca coordenada cobre todos os pontos do

grafico. A condi¢ao 1 é verificada sem problemas, e a condi¢ao 3 também nao oferece
O(, 2)
d(u,v)

imagem por X de um tnico ponto (u,v) = (z,y) € U. Consequentemente, X é bijetiva,

dificuldade, uma vez que = 1. Finalmente, cada ponto (z,y,z) do grafico ¢ a

e como X ! é a restrigao ao gréafico de f da projecao (continua) de R3 sobre o plano zy,
X1 & continua.[]

Exemplo 2.1.2.1: O Paraboléide Eliptico

2 2
_ 31, <L Yy
P—{(x,y,z)E]R ’Z_¥+b_2}’

onde a e b sao constantes positivas, ¢ uma superficie regular.
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De fato, P = Graf(f), onde f: R?* — R ¢ uma fungao diferenciével dada por

.T2 y2

+b2.

Figura 3: Paraboloide Eliptico.

T

fonte: Delgado e Frensel (2017, p.89).

Exemplo 2.1.2.2: O Paraboléide Hiperboélico

T

, 42 2
H = {(x,y,z) eR |z:§—¥},

onde a e b sao constantes positivas, é uma superficie regular.

Com efeito, H é o grafico da funcdo f : R? — R dada por

fonte: Delgado e Frensel (2017, p.89).

Definigao 2.1.3: Seja F' : U — R™ uma aplicacao diferenciavel definida no aberto

U de R". Dizemos que py € U é um ponto critico de F' se a dF,y : R® — R™ nao ¢é
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sobrejetora.

Um ponto b € R™ é um valor critico de F' se existe um ponto critico pg € U tal que
F(po) = b.

Um ponto a € R™ que nao é um valor critico de F' é chamado um valor regular de F,
isto &, dF), é sobrejetora para todo p € F~*(a).

Observagao 2.1.3: Pela propria definigao, se a ¢ F(U), entdo a é um valor regular
de F'.

Proposigao 2.1.4: Se f: U C R?* — R é uma fungao diferenciavel e a € f(U) é um
valor regular de f, entdo f~!(a) ¢ uma superficie regular em R3.

Demonstragao: Ver (Carmo, 2005, p.69).

Exemplo 2.1.4: O Elipsoide

l’2 2 22

¢ uma superficie regular. De fato, é o conjunto f~1(0), onde

:L.Q 2 22

¢ uma funcao diferenciavel e 0 é um valor regular de f. Isso segue-se do fato das derivadas
parciais

2x 2y 2z

fmzﬁafyzﬁafzzc_g

se anularem simultaneamente apenas no ponto (0,0,0), que nao pertence a f~!(0). Este
exemplo inclui a esfera como um caso particular (a = b=c=1).

Proposicao 2.1.5: Seja S C R?® uma superficie regular e p € S. Entdo existe uma
vizinha V de p em S tal que V' é o gréafico de uma funcao diferenciavel que tem uma das
seguintes formas: z = f(x,y),y = g(x, z),x = h(y, 2).

Demonstracao: Seja X : U C R? — S uma parametrizacao de S em p, e escreva
X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € U. Pela condi¢do 3 da definigdo 2.1.1, um dos

determinantes jacobianos

nao se anula em X ~!(p) = q.
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Primeiramente suponha que 9(z,y)/0(u,v)(q) # 0, e considere a aplicacdo mo X :
U — R?, onde 7 é a projegao m(z,y,2) = (x,y). Entdo 7o X (u,v) = (z(u,v),y(u,v)),
e, como d(z,y)/0(u,v)(q) # 0, podemos aplicar o teorema da fun¢ao inversa para ga-
rantir a existéncia de vizinhangas V; de ¢ e V5 de m o X(q) tais que m o X aplique V;
difeomorficamente sobre V,. Decorre dai que 7 restrita a X (V) = V é bijetiva e tem
uma inversa diferenciével (o X)~! : V5 — V;. Observe que, como X é um homeomor-
fismo, V' é uma vizinhanga de p em S. Agora, considerando a composi¢ao da aplicagao
(mroX)™': (x,y) = (u(x,y),v(z,y)) com a funcio (u,v) — z(u,v), podemos notar que
V' é o grafico de uma fungao diferenciavel z = z(u(z,y),v(x,y)) = f(z,y), e isso encerra
a demonstracao deste primeiro caso.

Os casos que restam podem ser tratados da mesma maneira, fornecendo-nos z = h(y, z)
ey=g(x, 2).0

Exemplo 2.1.5: O cone C' de uma folha dado por

N T

nao é uma superficie regular.

Nao podemos concluir isto s6 pelo fato da “parametrizagao natural” de C' dada por

(z,y) = (z,y, V2% +3?)

nao ser diferenciavel na origem, pois poderia existir outra parametrizagdo em p = (0,0, 0)
satisfazendo as condi¢oes da definicao 2.1.1. Provaremos que isto nao ocorre, utilizando

a proposicao 2.1.5.

De fato, se C' fosse uma superficie regular, existiria, pela proposi¢ao 2.1.5, um aberto
V C S com (0,0,0) € V, que seria o grafico de uma fungao diferenciavel de uma das trés

formas:

z:f(x,y), y:g(ZL‘,Z), ou x:h(y,z)

definida num aberto U C R? com (0,0) € U.
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Figura 5: Cone de uma folha.

< l

fonte: Delgado e Frensel (2017, p.97).

A fungao nado pode ser da forma y = g(z,2) nem da forma x = h(y, z), pois numa
vizinhanga da origem (0, 0,0) as proje¢oes de C sobre os planos xz e yz nao sao injetoras.
E também néo pode ser da forma z = f(z,y) numa vizinhanga da origem, pois teriamos
flz,y) = \/m que nao ¢ diferenciavel em (0,0).

Proposigao 2.1.6: Seja p € S um ponto de uma superficie regular S e seja
X:UCR* =R

uma aplica¢do com p € X (U) tal que as condigoes 1 e 3 da def. 2.1.1 sejam satisfeitas.
Suponha que X seja bijetiva. Entao X! ¢ continua.

Demonstragao: Ver ( Carmo, 2005, p.74).

2.2 Curvas Coordenadas

Chamamos de curva uma funcao que mapeia pontos de um intervalo da reta, para
pontos do espaco bi-dimensional ou tri-dimensional, as curvas descrevem uma trajetoria
ou um caminho nesse espaco, ao qual é denominado de contradominio da funcao.

Definicao 2.2.1: Uma curva parametrizada diferenciavel no plano é uma aplicacao
a: I — R? de classe C* definida em um intervalo aberto I = (a,b) da reta.

Se af(t) = (x(t),y(t)), t € I, dizemos que t & o pardmetro da curva; a(l) = {a(t) |t €
I} é o trago da curva, e o vetor o/ (t) = (2/(t),y'(t)) & o vetor tangente (ou vetor velocidade)
acurvaaemt € [.

Observacao 2.2.2: Lembre que uma aplicacao a : I — R? é de classe C™ se, e s6 se,
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suas funcoes coordenadas x,y : I — R sao de classe C'™°.
Definicao 2.2.3: Dizemos que uma curva parametrizada diferenciavel o : I — R? ¢é
regular em ¢t = t, € I quando o/(tp) # 0. Nesse caso, a reta ry, que passa por «(ty) e é

paralela ao vetor o/(ty) ¢ chamada de reta tangente a a em t( e é dada por

T, = {a(to) + sa'(ty) | s € R}.

Um ponto singular de o é um valor do parametro ¢ € R tal que o/(¢) = 0.
Quando «a é regular em todos os pontos ¢t € I, dizemos que a é uma curva parametri-
zada diferenciével regular.

Vejamos a seguir alguns exemplos de curvas.

x,y)

Exemplo 2.2.1.1: A aplicacao 3 : R — R2, ,

definida por

B(t) = (rcost,rsent), com r > 0.

E uma curva parametrizada diferencidvel

regular, pois f'(t 0,0), cujo traco é um
& pois F'(¢) # (0,0), cuj ¢ fonte: https://br.neurochispas.com/wp-

circulo de centro na origem e raio 7.
content /uploads,/2021/09/Equacao-da-

circunferencia-com-centro-na-origem-

768x846.png .

4

Exemplo 2.2.1.2: A aplicacao v : R — R3,
dada por

v(t) = (acost, asent,bt), com a > 0 e b # 0.

E uma curva parametrizada diferenciavel

regular, pois 7'(t) = (—asent,acost,b) #

(0,0,0), seu trago é uma hélice circular.

fonte: Carmo, 2005, p.3.
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Exemplo 2.2.1.3: A curva a : R — R?

dada por

a(t) = (13, t2).

=

E diferencidvel, mas ndo é regular, pois
o/ (t) = (3t%,2t) = (0,0) para t = 0, ou seja,

, . fonte: Delgado e Frensel (2017, p.2).
t = 0 ¢ um ponto singular. onte: Delgado e Frensel ( p-2)

Definigao 2.2.4: Dizemos que uma curva parametrizada o : I — R? é simples quando
a aplicagao « é injetora, isto é, a(t1) # a(ta) se t; # to, 11, € I.

Em outras palavras, cada ponto (/) no trago da curva é percorrido uma tunica vez.

Percebe-se que as curvas dos exemplos 2 e 3 sao exemplos de curvas simples, enquanto
que no exemplo 1 temos um exemplo de curva nao simples, visto que o trago do circulo é
percorrido mais de uma vez.

Duas curvas u e v representadas a seguir,

u(t) = (u(t),vg) — chamada curva coordenada v = vy

v(t) = (ug, v(t)) — chamada curva coordenada u = g

sao chamadas de curvas coordenadas sobre uma superficie S. E sao obtidas quando
fixamos uma das variaveis, digamos u e variamos v ou simplesmente variamos v e matemos
u constante. Esta curva é uma curva parametrizada no plano e é levada por X em uma
curva contida na imagem da superficie S. As cuvas coordenadas sao chamadas assim,
pois dependem das coordenadas u e v que sao os parametros da aplicagao X.

A seguir abordaremos a condi¢ao 3 uma condicao ja abordada anteriormente, ela ga-
rante a existéncia de planos tangentes em todos os pontos de uma superficie S, lembrando
que o ponto ¢ é um ponto € U onde esta definida a aplicagao X.

Vamos calcular a matriz da transformagcao linear d.X,, com os vetores da base canonica
de R? e R3, representados respectivamente pelos vetores (e; = (1,0), ex = (0,1)) de R? e
pelos vetores (f1 = (1,0,0), fo = (0,1,0), f3 = (0,0,1)) de R3.

Tomando g = (ug,vp) um ponto € U, o vetor e; ¢ tangente a curva u(t) = (u(t), vy).
Aplicando X a esta curva contida no plano, a imagem adquirida é uma curva cuja imagem

esta contida na superficie S
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A essa curva chamamos de curva coordenada v = wvy. Para obter o vetor X, (ug,vo)

tangente a esta curva passando por X (q), cujo traco esta em S, calculamos a
0X ox dy 0z
dX =—q)=|=— —= — )
o(er) = 5 -(9) ( 50D 5,9 5, (q)>

Para obter o vetor X,(ug,vy) tangente a curva v(t) = (ug,v(t)), chamada de curva

coordenada u = ug, cuja imagem também esté contida em S, calculamos a

iX,fer) = G0 = (G, 50 50 ).

Contudo a matriz jacobiana é a matriz que representa a transformacao linear entre
esses vetores, ela descreve uma aplicagdao que transforma vetores do plano em vetores do

espago tri-dimensional.

0 0
a—z(UO, Uo) (9_j(u0’ Uo)

9, 0
dXy = J(uo, vo) = a—z(uo,%) a_z(uo’ vo)
Dz 0z

%(Uo, Uo) %(Um Uo)

Observe a representacao grafica a seguir.

Figura 6: Vetores tangentes as curvas coordenadas.

U =1y (]Xq Xu(q)

€9 /\ S

: ey ) V=1 Xu(q)
0 q=(uop, Yo LN
U X(U)

wo U

fonte: Delgado e Frensel (2017, p.83).

Os vetores tangentes as curvas coordenadas obtidos por meio das derivadas parciais
da aplicacao X em relacao a cada uma de suas variaveis, formam as colunas da matriz
jacobiana nas bases canonicas de R? e R3.

A condigao (3) da definigao 2.1.1, nos diz que dX, : R* — R? ¢ injetora, o que significa
que as duas colunas da matriz jacobiana acima sao linearmente independentes, ou seja,

que o produto vetorial é diferente de zero:
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Ou ainda, que um dos menores de ordem 2 da matriz de dX,, isto ¢, um dos determi-

nantes:
5(z.1) 8x
.y o
8(u,v)(q>: g gy
8u 8?}
ay
oy, z
TroiCh zu r
8u 81}
o(z.2) 3:1:
a(uzv)@: gu gz
8u 8”0

é diferente de zero.

Contudo, em uma superficie parametrizada regular podemos obter uma curva para-
metrizada a(t) = X (u(t),v(t)), onde u e v sdo fungdes diferenciaveis que dependem de
um parametro t,t € I C R. Essa curva representa uma trajetéria ou caminho no espaco
tri-dimensional, com coordenadas z(t), y(t), z(t) e seu trago esta contido na superficie S.

Definigao 2.2.5: Sejam S C R? uma superficie regular e p € S. Dizemos que v € R? é
um vetor tangente a .S em p se v = '(0), onde « : (—¢,€) — S é uma curva parametrizada
diferenciavel em 0 e «(0) = p.

Dizemos que um vetor v é tangente a esta superficie em um ponto p, se ele for tangente
a esta curva parametrizada cujo traco esta contido na superficie. Os vetores X, (q) e X,(q)
sao tangentes a superficie S, pois sao tangentes as curvas coordenadas sobre a superficie
S.

O plano tangente designado por 7,5, ¢ o conjunto de todos os vetores tangentes a
superficie S no ponto p. Os vetores X,(q) e X,(¢) sdo linearmente independentes e
formam uma base para o 7,5, isso significa, que cada vetor v em T,S pode ser obtido
como uma combinacao linear dos vetores da base.

Assim,

Vo em 1,58 = v = aX,(q) + bX,(q).
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2.3 Formas Fundamentais e Aplicacao Normal de Gauss

Neste capitulo apresentaremos as Formas Fundamentais e a Aplicacao Normal de
Gauss, veremos que a Primeira Forma Fundamental nos permite trabalhar a geometria
intrinseca da superficie S, ou seja, permite trabalhar a geometria dentro da propria su-
perficie. A Aplicacao Normal de Gauss associa em cada ponto da superficie S um vetor
normal unitario, obtendo assim um campo diferenciavel de vetores normais e unitarios o
que nos da a orientacdo da superficie. E uma aplicacdo da superficie S na esfera S2.

Por meio da Aplicagao Normal de Gauss iremos medir a taxa de variagao do plano
tangente 7,5, essa taxa de variacao é obtida restringindo esse campo de vetores normais
unitarios a uma curva parametrizada cujo trago esta contido na superficie S. Uma vez
especificado um vetor normal & superficie equivale a especificar um plano tangente 7,5.
Assim, estudar a taxa de variagao do plano tangente equivale a estudar a taxa de variagao
do campo de vetores normais unitarios restrita a esta curva.

Em um ponto p € S passam vérias curvas parametrizadas e por tanto ha varias dire-
¢oOes tangentes nesse ponto, dessa forma calculamos a curvatura em todas essas dire¢oes
tangentes desse ponto especifico. Para medir a curvatura utiliza-se a Segunda Forma

Fundamental que retne todas as informagcoes acerca das curvaturas de uma superficie.

2.3.1 Primeira Forma Fundamental

A Primeira Forma Fundamental nos ajuda a entender como a geometria funciona
dentro da superficie, permitindo definir distancias, comprimentos de curvas, ou seja, nos
permite usar a geometria dentro da superficie .S, considerando a superficie como sendo o
proprio espaco em questao apesar desta estd mergulhada em R3.

Sendo S uma superficie parametrizada regular, o produto interno canoénico de R3,
induz o produto interno em cada plano tangente & superficie S num ponto p, este produto
interno ¢ denotado por (-,-),. Dessa forma dados dois vetores u = (uy,uz,u3) e v =
(v1,v2,v3) C T,59, o produto interno entre eles ¢ obtido da mesma maneira em que obtemos

entre os vetores de R3. Isto ¢ equivalente a dizer que:
(u,v), = ugvy + ugve + ugvs.

Este produto interno é uma forma bilinear simétrica, isto é (u,v), = (v,u), e (u,v), é

linear nas duas entradas, além disso corresponde a forma quadrética, definida da seguinte
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forma:
IL,:T,S =R
Iy(v) = (v,v), = [[v]]* > 0.

Isso significa que para cada vetor v em 7,5 a imagem de v por I, vai ser (v, v),,.
Definicao 2.3.1.1: A forma quadratica I, : 7,5 — R, I,(v) = (v,v), é chamada de
primeira forma fundamental da superficie regular S em p € S.
Para expressar a forma quadratica na base {X,,, X, } associada a uma parametrizagao
X :U— X(U) C S, escolhemos um vetor v em 7,5 tangente a uma curva parametrizada
a(t) = X(u(t),v(t)), sendo definida num intervalo (—e, €) com imagem em X (U), com
a(to) =p e /(to) = v, onde ¢ = (uo, vo) € X(q) = p.

Lembrando que qualquer vetor v em 7,5 é obtido por:
v = aXy,(ug, vo) + bX,(uo, vp).

Observe a demonstragao a seguir:

Ip(v) = (v, v)
= (aXu(q) + 0Xy(q), aXu(q) + bXo(q))p
= (aXu(q) + bXo(q), aXu(q))p + (aXu(q) + bXu(q), 0X0(q))p
= (aXu(q), aXu(q))p + (bXu(q), aXu(q))p + (aXu(q), bX0(q))p + (Xu(q), bXu(q))p
= a*(Xu(q), Xu(q))p + 2ab(X. (), Xu(0))p + (X, (9), Xo (@)
(Xu(q), Xulq))p = E(uo, vo)
(Xu(q), Xo(a))p = F(uo, vo)

Dessa forma
I,(v) = a®*E(ug, vo) + 2abF (ug, vo) + b*G (ug, vo)-

Onde E(ug,vq), F(ug,vo) e G(ug,vo) sdo chamados de coeficientes da Primeira Forma
Fundamental expressa na base {X,, X, } de T,S.

Observagao 2.3.1.1: As fungoes E, F,G : U — R sao de classe C*, E(u,v) > 0,
G(u,v) >0 e (EG — F?)(u,v) > 0 para todo (u,v) € U, pois
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HXu /\Xv“2 = HXuWHXvW - <Xu’Xv>2 = EG - F? > 0,

ja que X, (u,v) e X,(u,v) sdo LI

Comprimento de Curvas

Definigao 2.3.1.2: Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. Se
a(t) = X(u(t),v(t)),te I CR

¢ uma curva diferenciavel da superficie, entao, para ty,t; € I,tg < t;, o comprimento de

to a t; é dado por:

/t1Ha’(t)Hdt:/tl\/I(a’(t)) dt.

Ou simplesmente

t1
/ Va2E + 2abF + b2G dt.
to

Angulo entre Curvas
O angulo # que duas curvas parametrizadas regulares o, § : [ — S que se intersectam

em «(ty) = B(ty) fazem nesse ponto é dada por

(o' (to), B'(to))
llo(to) [H1 8" (to) I

Em particular, o angulo ¢ de interse¢ao das curvas coordenadas de uma parametrizacao

X:U—-XU) e

cosf =

(Xu, Xo) F
cos p = =

X X VEG

Figura 7: Curvas coordenadas.

S X,
X U= ('()llhT//;/( v_X.
/ \77 v = const
A\ /,//3
\ >
/

v

fonte: Delgado e Frensel (2017, p.130).



2 Conceitos Teoricos Preliminares 26

Entao, as curvas coordenadas de uma parametrizagao sao ortogonais se, e somente se,
F(ug,v9) = 0 para todo (ug,vg) € U. Uma tal parametrizagao é chamada uma parame-
trizacao ortogonal.

Exemplo 2.3.1.1: Consideremos a superficie

X (u,v) = (cosu,sinu,v), (u,v) € R?,

que descreve o cilindro circular S = {(z,y,2) € R%2z?* + y* = 1}. Os coeficientes da

primeira forma quadratica sao também dados por E(u,v) = G(u,v) =1, F(u,v) = 0.

2.3.2 Aplicagao Normal de Gauss

De acordo com Aratjo (1998, p.55) “uma superficie é orientavel quando nela for possivel
diferenciar o lado de cima do de baixo, de modo que um observador 14 colocado possa
distinguir esquerda de direita”. A orientacao do plano tangente a uma superficie induz
a orientacao da mesma, pois em cada plano tangente obtém-se dois vetores normais,
um apontando para cima e outro para baixo. Se for possivel obter um campo de vetores
normais unitarios de modo que estes vetores apontem unicamente para fora ou para dentro
da superficie, entao dizemos que S é uma superficie orientavel. A esse campo de vetores
normais chamamos de uma orientagao de S (Aratjo, 1998).

Definigao 2.3.2.1: Se X (u,v) é uma superficie e p € S, dizemos que um vetor de R3
¢ normal a X em p se é ortogonal a 1,95, isto &, é ortogonal a todos os vetores tangentes
a S em p.

Defini¢ao 2.3.2.2: Um campo de vetores normais unitéarios diferenciavel (resp. con-
tinuo) em um aberto V' de uma superficie S é uma aplicacio N : V — R? diferenciével
(resp. continua), tal que |[N(p)|| =1 e N(p) L T,,S para todo p € V.

Sendo X : U C R? — S a parametrizacao de uma superficie regular, com p € S,
podemos escolher um vetor normal unitario em cada um de seus pontos, por meio da
regra

Xu N X,

N =
) =X A X

(q), com p € X(U).

Desse modo, a cada ponto p € X (U) a aplicagao diferenciavel N : X (U) — R? associa um

vetor normal unitario N(p), no ponto p da superficie. Variando (u,v) € U, temos uma
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aplicagao diferenciavel N : X (U) — R3 denominada Aplicagao Normal de Gauss, definida

por

Xu N X,

N(X(u,v)) = TXu A ]

(u, )

Figura 8: Aplicagao Normal de Gauss.

fonte: Delgado e Frensel (2017, p.165).

cuja imagem esté contida na esfera centrada na origem e raio 1.

Proposicao 2.3.2.3: Uma superficie regular S C R3 é orientéavel se, e s6 se, existe
um campo de vetores normais unitarios N : S — R? diferencidvel em S.

Observagao 2.3.2.3: A escolha de um campo diferenciavel de vetores normais uni-
tarios N : S — R3 é chamada de uma orientacao de S.

Quando for possivel a escolha de um campo diferenciavel de vetores normais unitarios
dizemos que S é uma superficie orientével, o que significa que ha duas orientacoes possiveis

para S. Estas podem ser obtidas pela Aplicacdo Normal de Gauss da seguinte maneira:

Xu N X,

N(X(u,v)) = im

(u,v).

Exemplo 2.3.2.3: Uma superficie que é o grafico de uma funcao diferenciavel é
uma superficie orientével, pois toda superficie que é coberta por uma tnica vizinhanca
coordenada ¢é orientavel.

Na superficie S a seguir nao é possivel a escolha de uma campo diferenciavel de vetores
normais.

Contudo, nem toda superficie é orientéavel. A faixa de Mobius é uma superficie regular,
porém nao é orientavel, pois nao é possivel obter um campo de vetores que apontem

unicamente em uma tnica dire¢ao ao longo da faixa de Mobius.
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Figura 9: A faixa de Mobius.

fonte: Carmo, 2005, p.160.

2.3.3 Diferencial da Aplicagcao Normal de Gauss

A Diferencial da Aplicagao Normal de Gauss, ajuda a entender o comportamento dos
planos tangentes de uma superficie em torno de um ponto p € S. Para isso é utilizado
um campo de vetores normais unitarios NV, o que nos fornece a orientacao de superficie S.
Tem o objetivo principal medir o quao rapidamente uma superficie S se afasta do plano
tangente em torno de uma vizinhanga de p. Em outras palavras estamos medindo a taxa
de variagao deste campo de vetores normais unitarios N em torno desse ponto especifico.
Contudo a taxa de variacao corresponde a uma aplicacao linear Auto-Adjunta.

A Diferencial dN,, ¢ uma aplicacao linear que opera levando vetores do plano tangente,

indicado por 7,5 em vetores do plano tangente a esfera S? em N(p), dada por

de : TpS — TN(p)SQ.

Sendo uma aplicagao de T),S em T, 52, observa-se que o espaco tangente é o mesmo,

uma vez que
N, : T,S — T,S

leva vetores do espacgo tangente de 7,S para o mesmo espago tangente 7,5, o que significa
que esta aplicagao age dentro do préprio espaco em questao. A aplicagao dN, representa
a derivada da Aplicacao Normal de Gauss, esta funcao mede a taxa de variacao do vetor
normal ao longo da superficie S restrito a curva a(t).

Para cada curva parametrizada a(t) em S, com «(0) = p, consideramos a curva
parametrizada N o (t) = N(t) na esfera S?; isso equivale a restringir o vetor normal N a
curva «(t). O vetor tangente N'(0) = dN,(a/(0)) ¢ um vetor de 7,S. Ele mede a taxa de

variac@o do vetor normal N, restrito a curva «(t), em ¢ = 0. Assim, dN, mede quanto N
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se afasta de N(p) em uma vizinhanca de p. No caso das curvas, esta medida ¢ dada por
um nimero, a curvatura. No caso das superficies, esta medida é caracterizada por uma

aplicagao linear.

Figura 10: A Diferencial da Aplicacao Normal de Gauss.

fonte: Carmo, 2005, p.162.

Seja V' um espago vetorial de dimensdo 2 munido de um produto interno (, ). Dizemos

que uma aplicacao linear A : V' — V é auto-adjunta se
(Av,w) = (v, Aw),

para todos u,v € V.

Proposicao 2.3.3.1: A Diferencial dN,, : T,S — T,S da aplicacao de Gauss é uma
aplicacao linear auto-adjunta.

Demonstragao. Como dN,, ¢é linear, basta verificar que (dN,(wy), wa) = (wy, dN,(ws))
para uma base {wy,ws} de T),S. Seja X (u,v) uma parametrizacdo de S em p e {X,, X, }
a base associada de T,,S. Se a(t) = X (u(t),v(t)) é uma curva parametrizada em S, com

a(0) = p, temos

dN,(c/(0)) = dN,(X,u'(0) + X,v'(0))

d
= 5 NV (u(t),v(t))]
= N,u'(0) + N,v'(0);

t=0

em particular, dN,(X,) = N, e dN,(X,) = N,. Portanto, para provar que dN, ¢ auto-

adjunta, é suficiente mostrar que

<NU7 Xv> - <Xua Nv>'
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Para ver isto, derivamos (N, X,) = 0 e (N, X,) = 0, em relacdo a v e u, respectiva-

mente, e obtemos

Assim,
<NU7XU> - _<N7 Xuv> = <NvaXu>D

O fato de ser dN,, : T, — TS uma aplicacao linear auto-adjunta nos permite associar

a dN, uma forma quadratica () em 7,5, dada por Q(v) = (dN,(v),v) v € T,,S.

2.3.4 Segunda Forma Fundamental

A Primeira Forma Fundamental nos fornece informagoes da geometria intrinseca de
uma superficie, veremos nesta se¢ao que a Segunda Forma Fundamental nos da a curvatura
intrinseca da superficie S em um ponto p descrevendo o quanto a superficie se curva nesse
ponto especifico.

Esta aplicagao associada a derivada da Aplicacao Normal de Gauss, nos da a curva-
tura normal de uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco contida na
superficie S. Seguindo a abordagem de Aratjo(1998, p.80) “a Segunda Forma Funda-
mental retne toda a informagao acerca das Curvaturas Normais, Curvaturas Principais e
Curvaturas Gaussiana dos pontos da superficie”.

Definicao 2.3.4.1: A forma quadratica I, : 7,5 — R definida por I[,(v) =
—(dN,(v),v), é chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Com intuito de facilitar o entendimento ao invés de usar a notagao 11,(v) = —(dN,(v),v)
vamos usar I1,(v) = («”’(0), N(p)), uma vez que ambas as expressoes sao equivalentes.

Para dar uma interpretacao da segunda forma fundamental /7, considere uma curva
regular C' C S parametrizada por a(s), onde s é o comprimento de arco de C, com
a(0) = p. Se indicarmos por N(s) a restri¢ao do vetor normal N & curva a(s), teremos

(N(s),d'(s)) =0, donde

(N(s),a"(s)) = =(N'(s),d/(s)).

Portanto,
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11,(/(0)) = = (dNy(c/(0)), ' (0))

Considerando qualquer curva que passa pelo ponto p na direcao de v, o resultado da
Segunda Forma Fundamental nao se altera, uma vez que esta aplicagao nao depende da
escolha da curva e sim do vetor v e do ponto p fixado. A Segunda Forma Fundamental nos
permite analisar a Curvatura Normal desta curva a(s) em ralagao ao vetor normal unitario
no ponto p, isso ocorre uma vez que estamos restringindo este vetor normal unitario a
esta curva a(s) contida na superficie.

Assim tomando um vetor v qualquer em 7,5, o plano que intersecta com S e é paralelo
aos vetores v e N(p) é chamada se¢do normal de S em p, na vizinhanga desse ponto
especifico, a Secao Normal corresponde a uma curva regular contida em S passando por
p na diregao de v. A normal n desta curva pode ser +N(p) ou zero, uma vez que n pode
esté alinhado a N(p) ou em dire¢do oposta, no caso em que € zero a se¢do nao se curva e

¢ considerada plana.

Figura 11: Se¢ao Normal.

fonte: Aratjo, 1998, p.73.

Contudo, a Segunda Forma Fundamental aplicada em um vetor unitario v € 7,5 ¢é
igual a Curvatura Normal de qualquer curva regular em S que passa por p e é tangente

avem p.
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2.3.5 Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

Mostraremos a seguir que a Segunda Forma Fundamental nao depende da curva es-
colhida. Tomando um vetor v em 7,5, onde v = aX,(q) + bX,(¢) e considerando uma

curva at) = X (u(t),v(t)) tal que (u(ty),v(to)) = ¢ e &'(0) = v, isto &,
(u(to), v(to)) = (uo, o), (w(to),v'(t0)) = (a,b)

a/(t) = u' () Xu(u(t), v(t)) + v'(t) Xy (u(t), v(t))

o' (t) = u" (1) Xu(u(t), v(t)) + (' (£))* Xuw (u(t), v(£)) + 20/ ()0 (8) Xuw (ult), v(1)) +
(0"(£))* X (u(t), 0(1)) + 0" (1) X (ult), (1)),

temos que

I1,(v) = (a"(to), N (uo, vo))
= a*(Xyu, N)(ug, vo) + 2ab{ X, N) (uo, vo) + b*( Xy, N)(ug, ),

onde a ultima expressao nao depende da curva a.

Usando a notacao

temos que
I1,(v) = a®e(ug, vo) + 2abf (ug, vo) + b*g(ug, vo).

As fungoes e(u,v), f(u,v) e g(u,v) sdo fungoes diferenciaveis e sdo chamados coeficientes
da Segunda Forma Fundamental na base {X,, X,}.

Exemplo 2.3.5.1: Consideremos a superficie

X(u,v) = (u,v,v* —u?), (u,v) € R?,
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que descreve o paraboloide hiperbolico. Calculando os coeficientes da primeira e segunda

formas quadréaticas em ¢ = (0,0), obtemos

E(0,0) =1, F(0,0) = 0,G(0,0) = 1,

e(0,0) = —2, £(0,0) = 0, ¢(0,0) = 2.

Exemplo 2.3.5.2: A superficie

X(u,v) = (u,v,u® — 3uv?), (u,v) € R?,

descreve a chamada sela de macaco. E fécil verificar que os coeficientes da segunda forma
quadrética se anulam em ¢ = (0,0). Portanto, a curvatura normal e a segunda forma

quadratica em ¢ sao fungoes nulas.



3 Curvaturas de Superficies 34

3 Curvaturas de Superficies

Vimos no capitulo anterior, que a Segunda Forma Fundamental aplicada na direcao de
um vetor v em 7,5 nos fornece a Curvatura Normal de uma curva contida na superficie
S. A seguir sera introduzido os conceitos de Curvatura Normal ao longo de uma diregao v
na superficie, afim de definir a Curvatura Normal da superficie S em um ponto p € S. As
curvas na superficie ajudam a entender o quao curva a superficie é em pontos especificos

de S, permitindo calcular a curvatura da superficie nesses pontos.

3.1 Curvatura Normal

Seja C' uma curva regular em S, com p € C, e o : I — C' uma parametrizagao de C'
pelo comprimento de arco tal que a(0) = p e o/(0) = v.

Defini¢ao 3.1.1: Seja C' uma curva regular em S que passa por p, k(p) a curvatura
de C' em p e cos® = (n(p), N(p)), onde n(p) ¢ o vetor normal a C em p e N(p) é o vetor

normal a S em p. O namero k,(p) = k(p) cosf é chamado de curvatura normal de C' em

p-

Figura 12: k, é projecao do vetor kn sobre a normal N da superficie em p.

fonte: Delgado e Frensel (2017, p.172).

Observagao 3.1.1.1: No caso em que k(p) = 0, consideramos n(p) = 0.
Observacgao 3.1.1.2: kn(p) = k(p)(n(p), N(p)) é o comprimento da proje¢ao do vetor
k(p)n(p) sobre o vetor N(p) com o sinal dado pela orientagao N(p) de S em p.
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Observagao 3.1.1.3: A curvatura normal kn(p) de C' em p ndo depende da orientagao
de C, pois k(p) e n(p) nao se alteram quando mudamos a orientagao de C', mas muda de
sinal quando mudamos a orientacao N da superficie para —N.

Proposigao 3.1.2: (Meusnier) Todas as curvas regulares de uma superficie S que
passam por p € S e tém a mesma reta tangente nesse ponto, possuem a mesma Curvatura
Normal em p.

A proposicao acima nos permite definir a curvatura normal de S no ponto p € S

segundo uma dada diregao v em 7,5 da seguinte maneira:

kng)(v) = ]Iip((vv)), veT,S—{0}.

Observe que kn)(v) = kn,)(Av) para todo v € T,5 — {0} e A € R.

Definicao 3.1.3: Seja v € 7,5 um vetor unitario e seja 7(NN(p),v) o plano que passa
por p e é paralelo aos vetores v e N(p). A interse¢ao de S N7 (N(p),v) é chamada segao

normal de S em p ao longo de v.

Figura 13: Representacao do teorema de Meusnier.

Se¢ao normal em
p ao longo de v

fonte: Delgado e Frensel (2017, p.173).

Assim, o valor absoluto da curvatura normal em p de uma curva « é igual & curvatura
da se¢ao normal de S em p ao longo de v.
Observagao 3.1.3: Estamos considerando a curva plana C' C w(N(p),v) como uma

curva no espago, e portanto, k(p) > 0.
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De acordo com Aratjo (1998, p.73) “para analisar as curvaturas normais em p €
S basta estudar as curvaturas das se¢oes normais; e o sinal de k, vai depender de a
concavidade em p de tal curva apontar no sentido de N(p) ou no oposto”.

Exemplo 3.1.3.1: Se S é um plano, entao todas as se¢oes normais a S sao retas.
Portanto, todas as curvaturas normais sao nulas. Logo a Segunda Forma Fundamental
de S ¢ identicamente nula em todos os pontos, ou seja, dN, = 0 para todo p € S.

Exemplo 3.1.3.2: Seja a esfera unitaria S* : 22 + y?> + 2> = 1 com a orientacao
N : 8% — S? dada por N(p) = —p.

Entao toda secao normal C' a S? é um circulo centrado na origem e, portanto, de raio
1 e curvatura igual a 1 em todos os pontos. Além disso, com n(p) = N(p) para todo ponto
p € C, temos que todas as curvaturas normais sao iguais a 1, isto é, I1,(v) = 1 para todo
p € SetodowveT,S com |[v]| =1

Assim, —1 é o tnico autovalor de dN,, ou seja, dN,(v) = —v e I[,(v) = (v,v) para
todo p € 5% e todo v € T,5%.

Curvaturas Principais

Sendo a derivada de Gauss uma aplicagao linear, para cada p € S existe uma base
ortonormal {ej,es} de 1,5 tal que dN,(e;) = — kieq, dNy(e2) = — koeo. Além disso,
ki e ky (k1 > k2) sdo o méaximo e o minimo da Segunda Forma Fundamental 7, restrita
ao circulo unitario de 7,55 isto é, sao os valores extremos da curvatura normal em p. E
cuja matriz A associada a esta base é uma matriz diagonal, e os elementos da diagonal
principal corresponde aos valores de maximo e minimo k; e ko respectivamente.

Definicao 3.1.4: O maximo da curvatura normal k; e o minimo da curvatura nor-
mal k5, sao chamados curvaturas principais em p; as direcoes correspondentes, isto é, as
diregoes dadas pelos auto-vetores e; e e sao chamadas dire¢oes principais em p.

A curvatura principal k1 mede a maior curvatura que a secao normal a superficie pode
ter em um ponto especifico, consequentemente ky mede a menor curvatura da mesma
secao normal no mesmo ponto p € S.

Exemplo 3.1.4:

e Num plano, todas as dire¢oes em todos os pontos sdo principais, pois ki (p) = ka(p) =

0 e, portanto, kn,(v) = 0 para todo p e toda direcao v.

e O mesmo ocorre para a esfera S?, pois ki (p) = ko(p) = 1 e, portanto, kn,(v) = 1

para todo p € 5% e todo v € T,,5% — {0}.
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3.2 Curvatura Gaussiana

A Curvatura de Gauss é um invariante geométrico que s6 depende da geometria in-
trinseca da propria superficie. A seguir apresentaremos dois conceitos fundamentais no
estudo da curvatura de uma superficie regular, a Curvatura Gaussiana e Média. A Cur-
vatura Gaussiana é obtida por meio do produto das Curvaturas Principais e a Curvatura
Média é a média aritmética das Curvaturas Principais.

Definicao 3.2.1: Sejam p € S e dN,, : T,,S — T,,S a Diferencial da Aplicagao Normal
de Gauss em p. O determinante de dN, ¢ chamado a Curvatura Gaussiana K de S em
p, e o negativo da metade do trago de dN, é chamado a Curvatura Média H de S em p.

Assim,
1
K(p) = det(dN,) e H(p) = —§tra(;o (dN,).

No caso em que {ej, e2} é uma base ortonormal de 7,5 formada de autovetores de

dN,, com dN,(e1) = —kje; e dNy(e2) = —kaea,

ki +k
K(P):/ﬁ/@ € H(p)= 12 2'

Observacao 3.2.1: Se mudarmos a orientagao de S, a Curvatura Gaussiana nao
muda, mas a Curvatura Média muda de sinal.
Ainda, podemos representar as Curvaturas Gaussiana e Média em termos dos coefici-

entes da Primeira e Segunda Forma Fundamental da seguinte maneira;

eg—f?
Kb =g6—

_ leG—2fF +gE
2  EG - F?

H(p)

Demonstragao: Ver ( Carmo, 2005, p.181-184) ou (Aratjo, 1998, p.80-82).
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4 Classificacao de Pontos Criticos

Os extremos de uma funcao referem-se aos valores méximos e minimos que a funcao
pode assumir em seu dominio e sao obtidos por meio de um ponto critico, que é um ponto
onde as derivadas parciais se anulam ou nao estao definidas, e sao os candidatos a serem
os extremos de uma fungao. Sao classificados como méximo e minimo local ou relativo,
aqui estamos analisando o ponto critico em uma vizinhanga , e méaximos e minimos globais
ou absolutos, estudados no dominio como um todo ou em regioes fechadas. Um ponto

considerado nem méximo e nem minimo é chamado ponto de sela.

4.1 Maximos e Minimos

Definicao 4.1.1: A funcéo f de duas variaveis tem um valor maximo relativo no
ponto (xg, o) se existir um disco aberto B((xg,y0);7), tal que f(xo,y0) > f(z,y) para
todo (z,y) em B.

Definicao 4.1.2: A funcao f de duas variaveis tem um valor minimo relativo no
ponto (g, ¥yp) se existir um disco aberto B((zo,yo);7), tal que f(xo,v0) < f(z,y) para
todo (z,y) em B.

Observacao 4.1.1: Um ponto que nao é méximo nem minimo é chamado ponto de
sela.

Teorema 4.1.3: Seja f(x,y) definida em todos os pontos de algum disco aberto
B((z0,y0);7) e tendo um extremo relativo em (xg, o). Entdo, se existirem f,(zq,yo) €
fy(x0, o), teremos f,(zo,y0) =0 e f,(x0,90) = 0.

Definigao 4.1.4: Um ponto (xg, yo) para o qual temos ambas as igualdades f.(zo, yo) =
0 e fy(zo,y0) = 0, é chamado de ponto critico.

Teorema 4.1.5: Seja f de classe C? e seja (g, yp) um ponto interior do dominio de f.

Uma condi¢ao necesséria para que (2o, yo) seja ponto de maximo local de f é que (o, yo)
2 2

seja ponto critico de f e, além disso, —=(xp, <0e —%(wo, < 0.
Ja b f é)J:Q(Oyo)_ ayz( 0,%0) <
o2 2
Se as condigoes do teorema acima forem trocadas por W(l’o, yo) > 0e m(xo, Yo) >0
T Y

teremos um minimo local em f.

Exemplo 4.1.1: Determine os candidatos a extremantes locais de

flz,y) =2*+9* — 32 — 3y + 4.
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Solucao:

Os tnicos candidatos a extremantes locais sao os pontos criticos, pois o dominio de

f(D; = R?) aberto. De

af

—_— — 2 —
pe (r,y) = 3z 3

of o2
8—y(w,y)—3y 3.

resulta que os candidatos a extremantes locais sao as solugoes do sistema

322 -3=0

32 —3=0.

As solugbes do sistema sao:(1,1), (—=1,1), (1,-1), (—1,—1). Temos:

0*f 0*f
@(%9) = b a—y2(1’>y) = by.
) 82_f(1 l)=6e 82—f(l 1) = 6; logo, (1, 1) é candidato a ponto de minimo local
81’2 ) - 83/2 ) - g0, ) P .
o 82—f(—1 1)=—-6¢ a2—f(—1 1) = 6; logo, (—1,1) néo é extremante local. O mesmo
axz ) - 8y2 ) - g ) ) .
acontece com o ponto (1,—1).
0*f o*f

o —(—-1,-1) = —6 e —(—1,—1) = —6; logo, (—1,—1) é candidato a ponto de

0x?

maximo local.

oy?

Definicao 4.1.6: A funcao f de duas variaveis tera um valor maximo absoluto em seu

dominio D, no plano xy, se existir algum ponto (g, yo) em D, tal que f(zo,v0) > f(z,9)

para todos os pontos (x,y) em D. Em tal caso, f(xo,0) é denominado o valor maximo

absoluto de f em D.

Definicao 4.1.7: A funcao f de duas variaveis tera um valor minimo absoluto em seu

dominio D, no plano zy, se existir algum ponto (z,yo) em D, tal que f(xo,v0) < f(z,y)

para todos os pontos (z,y) em D. Em tal caso, f(xg,y) ¢ denominado o valor minimo

absoluto de f em D.

Exemplo 4.1.7: Seja f(z,y) = 2* + y*. Como D; é um conjunto aberto (D; = R?),
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de

O (a,y) =22

g—i(%y) =2y

segue que (0,0) é o tnico candidato a estremante local. Como f(z,y) > f(0,0) = 0, para
todo (z,y) em R?, resulta que (0,0) é um ponto de minimo global de f.

Teorema 4.1.8: Seja R uma regiao fechada no plano zy, e seja f uma fungao de duas
variaveis continua em R. Entao, existe pelo menos um ponto em R onde f tem um valor
méaximo absoluto, e pelo menos um ponto em R onde f tem um valor minimo absoluto.

Observacao 4.1.8: Para determinar os valores méaximo e minimo absolutos de uma

funcao continua f em um conjunto fechado e limitado D:
1. Determinar os valores de f nos pontos criticos de f em D.
2. Determinar os valores extremos de f na fronteira de D.

3. O maior dos valores dos passos 1 e 2 é o valor méaximo absoluto; e o menor desses

valores é o valor minimo absoluto.

Exemplo 4.1.8: Determine os extremantes de f(x,y) = 2x+y em A dado por z > 0,
y>0,z+y<4dedr+y<6.

Solugao

f assume em A valor maximo e valor minimo, pois f é continua e A, compacto. Como

f nao admite ponto critico, os valores maximo e minimo sao atingidos na fronteira de A.
z=2r+vy

Como f é uma funcdo afim e a fronteira de A é formada por segmentos de retas (A é
um poligono), resulta que entre os vértices de A existe pelo menos um ponto de maximo

e pelo menos um ponto de minimo. Calculando os valores de f nos vértices encontramos:

f(1,3) = bvalor méaximo

£(0,0) = 0 valor minimo.
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Figura 14: Representacao grafica.

(1, 3)

fonte: Guidorizzi, 2014, p.409.

4.2 Concavidade e Curvaturas

Embora sejam conceitos diferentes estao-interligados, uma vez que ambos descrevem
caracteristicas especificas de um determinado grafico de uma fungao representado por uma
curva. Ambos os conceitos dependem do comportamento da reta tangente ao grafico. A
curvatura descreve a taxa de variagao da reta tangente, a velocidade com que elas mudam
de direcao.

Em outras palavras mede o quao curva é uma curva ou simplesmente a velocidade com
que um objeto se dobra. Ja a concavidade é a maneira, a forma de como a curva esta se
curvando, se esta se curva no formato de uma concha para cima, ou no formato de uma
concha para baixo. Se ela se curva para cima dizemos que é concava para cima, mas se
ela se curva para baixo, dizemos que a concavidade é voltada para baixo.

Teorema 4.2.1: Seja f continua no intervalo .
1. Se f'(z) > 0 pra todo x interior a I, entdo f sera estreitamente crescente em 1.

2. Se f'(z) < 0 pra todo z interior a I, entao f sera estreitamente decrescente em 1.
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Definicao 4.2.2: O grafico de uma fungao f sera concavo para

(. f(e))

cima no ponto (¢, f(c)) se f'(c¢) existir e houver um intervalo

aberto I contendo ¢, tal que para todos os valores de x # ¢ em

1Y

I, o ponto (x, f(x)) do gréfico estarda acima da reta tangente

ao grafico em (c, f(c)).
fonte: Leithold, 1994, p.242.

Y

(c f))
N\~

Definicao 4.2.3: O grafico de uma funcao f sera concavo para
baixo no ponto (¢, f(c)) se f'(c) existir e se houver um intervalo

aberto I contendo ¢, tal que para todos os valores de x # ¢ em

O e e —_——

I, o ponto (x, f(z)) do grafico estara abaixo da reta tangente

a0 grafico em (c, f(c)). fonte: Leithold, 1994, p.242.

Teorema 4.2.4: Seja f uma funcao diferencidvel em algum intervalo aberto contendo

c. Entao,
1. se f"(c) > 0, o grafico de f é concavo para cima em (c, f(c));
2. se f"(¢) <0, o grafico de f é concavo para baixo em (¢, f(c)).

Exemplo 4.2.4: Se f for a funcio definida por f(x) = 22, entdo f'(x) = 2z e
f"(z) = 2. Assim, f”(x) > 0 para todo z. Além disso, o grafico de f, esta acima de suas

retas tangentes. Entao, o grafico de f é concavo para cima, em todos os seus pontos.

L1 19 1 g g
4 L\

fonte: Leithold, 1994, p.242. fonte: Leithold, 1994, p.242.

Se g for a funcdo definida por g(z) = —z?

, entao ¢'(r) = =2z e ¢"(x) = —2. Logo,
g"(x) < 0 para todo x. Também, o grafico de g, esté abaixo e suas retas tangentes. Logo,
o grafico de g é concavo para baixo em todos os seus pontos.

Os pontos criticos que nao sao maximo e nem minimo, sao chamados de pontos de

inflexao. Os pontos de inflexao sao identificados onde hé a mudanca de concavidade da
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fungao, porém ¢é necessario haver uma reta tangente neste ponto, caso contrario nao sera
um ponto de inflexao.

Definig¢ao 4.2.5: O ponto (¢, f(¢)) serd um ponto de inflexdo do grafico da funcao f
se o grafico tiver nele uma reta tangente e se existir um intervalo aberto I contendo c, tal

que se x estiver em I, entao

L. f"(z) <0sex<ce f'(x) >0sex>c ou

2. f"(z) >0sex<ce f'(r) <0sex>c.

Teorema 4.2.6: Se a funcao f for derivavel em algum intervalo aberto contendo ¢ e
se (¢, f(c)) for um ponto de inflexdo do grafico de f, entao se f”(c) existe, f”(c) = 0.

Veremos a seguir a descricio de uma curva no plano do R?, dada em sua forma
paramétrica e logo apoés relacionar o conceito de curvatura com o de concavidade de uma
fungao.

Por uma curva em R? entendemos uma funcao que a cada t pertencente a um inter-
valo I associa um ponto (z(t),y(t)) em R?, em que z(t) e y(t) sao fungoes definidas em

I. Dizemos que

Definigao 4.2.7: Uma curva parametrizada diferenciavel no plano é uma aplicagao
a: I — R? de classe ¢ definida num intervalo aberto I = (a,b) da reta.

Seja o : I — R?, a(s) = (z(s),y(s)), uma curva regular parametrizada pelo compri-
mento de arco, isto é, ||a/(s)|| = 1 para todo s € I.

Para cada s € I, o vetor /(s) ¢ um vetor unitério e sera designado por t(s), isto ¢,
ts) = (@/(s), ()

A curvatura de aw em s € [ é dada por k(s) = (t'(s),n(s)), e muda de sinal de acordo
com a concavidade da fungao.

A partir das defini¢cGes acima, podemos fazer a seguinte relagao:

1. Se f"(z) > 0, a concavidade ¢ voltada para cima e k(s) > 0.

2. Se f"(x) < 0, a concavidade ¢ voltada para baixo e k(s) < 0.
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Figura 15: Variagao do sinal da curvatura.

fonte: Delgado e Frensel (2017, p.19).

Como ja mencionado anteriormente, a curvatura e a concavidade de uma funcao,
dependem do comportamento da reta tangente ao grafico em cada ponto da curva. O
crescimento e o decrescimento nos da a concavidade da curva, e a velocidade com que as

retas tangentes ao grafico mudam de direcao é chamada de curvatura.

Figura 16: Representacao grafica.

a(sq) t(s0)

K(so) <0

a(sg) t(s0)

r(sg) >0

fonte: Delgado e Frensel (2017, p.31).

Se a curva é concava para baixo, a curvatura é negativa, mas se for concava para cima

a curvatura é positiva.

4.3 Da demonstracao e entendimento do Teste do Hessiano

No calculo de uma variavel, ha o teste da primeira e da segunda derivada para de-
terminar os extremantes de uma funcao, de maneira analoga ha ambos os testes para

determinar os extremantes de uma func¢ao de duas variaveis reais. Ja vimos a condigao
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necessaria, agora veremos a condicao suficiente para um ponto critico de uma funcao de
duas variaveis ser um extremante local. Essa condigao é dada pelo teste do hessiano, o
determinante da matriz hessiana e de acordo com este determinante podemos classificar
os pontos criticos em méximo, minimo ou ponto de sela.

A matriz hessiana foi desenvolvida pelo matemaético alemao Ludwig Otto Hesse(1811—
1874), é uma matriz representada por uma matriz quadrada com n linhas e n colunas,
onde n indica as fungdes de duas ou mais variaveis. Suas linhas e colunas sao formadas
pelas derivadas parciais de segunda ordem, e pela derivada mista.

Seja f(z,y) de classe C?. A fungao H dada por

82—f(1‘ y) 77 (z,y)
Hey=| 5 5

denomina-se hessiano de f. Observe que

92 92 92 2
Hia) = S G A = [ 5w

Teorema 4.3.1: Sejam f(z,y) de classe C? e (x9,y0) um ponto interior de Dy.

Suponhamos que (zg, o) seja ponto critico de f. Entao

o2
1. Se a—‘é(xo, Yo) > 0 e H(zo,y0) > 0, entdo (zo,yo) sera ponto de minimo local de f.
T
O f < ) f o
2. Se W(%’ Yo) < 0 e H(zg,y0) > 0, entdo (xg, yo) serd ponto de maximo local de f.
x

3. Se H(zo,y0) < 0, entdo (zo,yo) ndo sera extremante local. Neste caso, (zg,yo) sera

ponto de sela.

4. Se H(xg,yo) = 0, nada se pode afirmar.

Exemplo 4.3.1.1: Seja f(z,y) = 23 + y> — 3z — 3y + 4. Os pontos criticos de f
sao:(1,1), (1,—-1), (=1,1) e (=1, —1). Temos:

Entao:
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2
e H(1,1) =36 >0¢ %(1, 1) =6 > 0; logo, (1,1) ¢ ponto de minimo local. Note
T
que (1,1) ndo é ponto de minimo global, pois f(—3,0) < f(1,1).
0*f , o
e H(-1,—1)=36>0c¢ W(_l’ —1) = —6 < 0; logo, (—1,—1) é ponto de maximo
T

local; entretanto, (—1, —1) néo é ponto de maximo global, pois f(4,0) > f(—1,—1).

e Como H(—1,1) <0e H(1,—1) < 0, segue que (—1,1) e (1, —1) nao sao extremantes,

sao pontos de sela.

Exemplo 4.3.1.2: Seja f(x,y) = 3z* + 2y*. O tnico ponto critico de f ¢ (0,0) e
temos H(0,0) = 0; logo, o teorema nao nos fornece informagao sobre este ponto critico.
Trabalhando diretamente com a fungao verifica-se sem dificuldade que (0,0) é ponto de

minimo global.

4.4 Um Efeito Geométrico da Curvatura de Gauss

A classificacao dos pontos de uma superficie regular depende do resultado da Curvatura
Gaussiana, usaremos a seguir a Curvatura Gaussiana para classificar os pontos criticos
em uma superficie regular, fazendo uma relacao dos resultados da Curvatura de Gauss
com os conceitos de maximos e minimos locais de uma funcao de duas variaveis.

Definicao 4.4.1: Um ponto p de uma superficie regular S é chamado:

1) Eliptico, se det(dN,) > 0;

2) Hiperbolico, se det(dN,) < 0;

3) Parabélico, se det(dN,) = 0, com dN,, # 0;

4) Planar, se dN, = 0.

Observacao 4.4.1.1: Num ponto eliptico, a curvatura Gaussiana é positiva e, por-
tanto, as curvaturas principais tém o mesmo sinal. Assim, todas as curvaturas passando
pelo ponto tém seus vetores normais apontando para um mesmo lado do plano tangente.

Observacgao 4.4.1.2: Em um ponto Hiperbdlico p, a curvatura Gaussiana é negativa.
Assim, as curvaturas principais tém sinais opostos e, portanto, existem curvas passando
pelo ponto p cujos vetores normais em p apontam para lados diferentes do plano tangente.

Observacao 4.4.1.3: Em um ponto parabdlico, a curvatura Gaussiana é nula, mas
uma das curvaturas principais é diferente de zero. No cilindro, todos os pontos sao

parabodlicos e tém curvatura média constante %
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Observacao 4.4.1.4: Em um ponto planar p, todas as curvaturas normais sao nulas.
Portanto K (p) = H(p) = 0.

Proposicao 4.4.2: Seja p € S um ponto eliptico de uma superficie S. Entao existe
uma vizinhanca V' de p em S tal que todos os pontos de V' estao do mesmo lado do plano
tangente 7,S. Seja p € S um ponto hiperbélico. Entao em cada vizinhanca de p existem
pontos de ambos os lados de T,S.

Demonstracao: Seja X (u,v) uma parametrizagao em p, com X (0,0) = p. A distancia

d, de um ponto ¢ = X (u,v) ao plano tangente 7,5 ¢ dada por
d= <X(U7U> - X(0>O)7N(p)>

Como X (u,v) ¢é diferenciavel, temos a formula de Taylor:

1
X (u,v) = X(0,0) + Xyu + X,v + §(quu2 42X uv + X,p0?) + R,

onde as derivadas sdo calculadas em (0,0) e o resto R satisfaz a condicio

lim — =
(uw)—(0,0) u2 + v2
Segue-se que

d= <X<u7 1)) - X(()? 0>7 N<p>>
= X N + 2o, V@) + (X, N7} + B

1 1
= 5(6UQ + 2fuv + gv?) + R = §Hp(w) + R,

onde w = X,u+ X, v, R = (R, N(p)), gjig%)(Rﬂw\Q) = 0.

Em um ponto eliptico p, I1,(w) tem um sinal fixo. Portanto, para todo (u,v) sufici-
entemente proximo a p, d tem o mesmo sinal que I1,(w); isto ¢, todos os pontos (u,v)
estao do mesmo lado de 7},S.

Para um ponto hiperbolico p, em cada vizinhanga de p existem pontos (u,v) e (@, v)
tais que IT,(w/|w|) e II,(w/|w|)tém sinais opostos (aqui w = X,u + X,0); tais pontos
pertencem, portanto, a lados distintos de 7,5.0]

Observacgao 4.4.2: Quando p é um ponto parabdlico ou planar, nada podemos afir-

mar.
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Figura 17: Representacao da proposicao.

fonte: Carmo, 2005, p.187.

Nao se pode fazer afirmagoes analogas a proposi¢ao acima para pontos parabolicos
ou planares, uma vez que na vizinhanca de pontos paraboélicos ou planares, a superficie
S estd em um lado de 7,5, podendo haver uma reta em comum com o plano tangente
(Manfredo, 2005).

Os maximos e minimos das curvaturas das se¢oes normais ki e kg, vem com um sinal,
indicando a concavidade da curvatura. De acordo com a proposi¢ao para pontos elipticos
e hiperboélicos, se a curvatura de Gauss é positiva e as curvaturas principais forem ambas
positivas, a superficie S estara abaixo do plano tangente, logo p é ponto de méximo local,
se a curvatura de Gauss é positiva e ambas as curvaturas principais forem negativas, a
superficie S estara acima do plano tangente, logo p é ponto de minimo local.

Contudo, se a curvatura de Gauss for negativa a superficie S apresentara pontos em
ambos os lados do plano tangente, dizemos que p é um ponto de sela. Serao pontos de
méximos e minimos locais, pois a afirmacao da proposicao 4.4.2 é valida apenas em
torno de um ponto p especifico, ou seja, na vizinhanga de p.

Levando em consideracao este fato, e tomando como ponto de partida o Teorema

2
4.3.1, quando H (zg,y0) >0 a Ere] nos dara a concavidade da fungao, assim:
x

62

1. Se a—J; < 0; k1 e ks > 0e K(p) > 0, indicando um ponto de maximo local de S
x
2

0
2. Se 8_J; > 0; k1 e ks <0 e K(p) > 0, indicando um ponto de minimo local de S.
x

3. Se K(p) < 0 dizemos que p é um ponto de sela.
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4. Se K(p) = 0 nada podemos afirmar.

A proposicao se aplica apenas aos pontos elipticos e hiperbolicos, devido ao fato de
nos pontos parabolicos e planares a I1,(v) = 0, ou seja, ndo esta definida, a direcao v é
nula.

Aplicagao 1: Considere-se o paraboléide hiperbolico {(x,y, z) : z = 2* — y*} com a

orientagao induzida pela parametrizagao ¢(u,v) = (u,v,u? — v?), ou seja
1

N(u,v) = i (—2u,2v,1).

No ponto O = ¢(0,0) temos

_Nu = <2a 070) = 2¢ua

—N, =(0,-2,0) = —2¢,.

As curvaturas principais em O sao assim 2 e —2, as dire¢Oes principais sao as dos
vetores ¢, = (1,0,0) e ¢, = (0,1,0), e a curvatura gaussiana ¢ negativa, igual a —4.

Aplicagao 2: Seja S a superficie regular, denominada sela de macaco, que é o grafico
da fungao f : R? — R dada por f(z,y) = 2> — 3y°z.

Entdo X : R? — R3,

X (u,v) = (u,v,u® — 3v°u)

é uma parametrizacao que cobre toda a superficie S.
Afirmagao: O ponto py = X(0,0) = (0,0,0) é um ponto planar e em qualquer vizi-
nhanca desse ponto existem pontos de ambos os lados de seu plano tangente.
De fato, como
Xu(u,v) = (1,0,3u? — 30%);
Xy(u,v) = (0,1, —6vu);
Xuw(u,v) = (0,0, 6u);

Xuw(u,v) = (0,0, —60);
Xpo(u,v) = (0,0, —6u);

temos que:

X.(0,0) = (1,0,0); X,(0,0) = (0,1,0)
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Figura 18: Sela de macaco S.

fonte: Delgado e Frensel (2017, p.196).

qu(0> O) = Xuv(07 0) = va(oa O) = (07 0, 0)

Portanto, T,,,S = plano zy, e(0,0) = f(0,0) = ¢(0,0) = 0, isto é I, = 0.

Logo, pg ¢ um ponto planar.

Seja a(t) = X (t,0) = (t,0,t3),t € R. Como > < 0set<0et®>0set >0, temos
que toda vizinhanca de py possui pontos em ambos os lados do plano tangente 7,, =
plano zy.

Aplicagao 3: Considere o paraboléide circular z = % + y2, onde
X (u,v) = (u,v,u? +v?)

¢ uma parametrizagao de S. Classifique o ponto p = (0,0,0).
Solugao: Calculando as derivadas de primeira e segunda ordem, temos:
Xu(u,v) = (1,0, 2u);
X’U(u7 U) = (07 1> QU)a
Xuyu(u,v) =(0,0,2);
Xuw(u,v) = (0,0,0);
Xow(u,v) = (0,0,2);

Xu AN X,y = (—2u, —2v,1)
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—2u, —2v,1
N(u,v) = (“2u, —2v, 1) )
Viau? + 402 + 1
Coeficientes da Primeira e Segunda Formas Fundamentais.

e = (Xyu, N) =

2
qu?2 +4v2 + 1

E=(X,,X,) =1+4u*
f: <Xuv7N> =0

2
= = 2 = (Xp, N) =
G=(X,, Xy) =1+4v 9= ) VA2 140 + 1

p(0,0) = (0,0,0).

F=(X,,X,) =4uv

Coeficientes das primeiras e segundas formas fundamentais calculadas no ponto p =

(0,0).
E(0,0)=1 e(0,0) =2
F(0,0) =0 £(0,0) =0
G(0,0) = 1 9(0,0) =2
onde,
eg — f*
K= EG — F2 K=4>0
temos,
0 f
H(0,0) =4 >0 5,200 =2>0

Figura 19: Grafico da funcio z = 22 + 3.

4

fonte: Imagem construida no Geogebra por JOSENILDA,J.B. em 30/11,/2023.

Logo p = (0,0) é um ponto de minimo local.
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o2

Aplicagao 4: Considere o paraboléide circular z = —2? — y?, onde
X(u,v) = (u,v, —u® —v?)

¢ uma parametrizacao de S. Classifique o ponto p = (0,0, 0).
Solugao: Calculando as derivadas de primeira e segunda ordem, temos:

XU(“u U) - (]-7 07 —271,),

Xo(u,v) = (0,1, —2v);
Xyu(u,v) = (0,0, —2);

Xuw(u,v) = (0,0,0);
Xow(u,v) = (0,0, —2);

Xu A X,y = (2u,20,1)

2u,2v,1
N(u,v) = (2u,2v, 1) .
Viu? + 402 + 1
Coeficientes da Primeira e Segunda Formas Fundamentais.
—2
_ _ 2 e=(Xyu,, N) =
E=(Xy,Xy) =1+44u < ) du? + 40?2 + 1
F = (X, X,) = duv f = (Xus N = 0
—2
= = 2 = (Xpo, V) =
G = (X, Xo) =1+ g=1 ) du? + 4% + 1

p(0,0) = (0,0,0).

Coeficientes das primeira e segunda formas fundamentais, calculadas no ponto p =

(0,0).
E0,0)=1 e(0,0) = -2
F(0,0)=0 £(0,0)=0
G(0,0) =1 9(0,0) = =2
onde,
eg — f*
K=—rrm K=4>0
temos,
0 f
H(0,0)=4>O @(0,0):—2<0.

Logo p = (0,0) é um ponto de maximo local.



Figura 20: Grafico da fungio z = —x? — 32

fonte: Imagem construida no Geogebra por JOSENILDA,J.B. em 30/11,/2023.
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Conclusao

O presente trabalho buscou classificar os extremos de uma funcao de duas variaveis por
meio de estudos baseados na geometria de curvas e superficies, destacando a Curvatura
Gaussiana como uma ferramenta grandiosa da Geometria Diferencial. Por meio dela foi
possivel relacionar os conceitos de calculo com os conceitos de Geometria Diferencial e
assim classificar os pontos criticos de acordo com o sinal dado pela curvatura de Gauss.
Observa-se uma enorme relagao deste com o conceito de maximos e minimos encontrados
no livro de célculo, neste caso mais complexo, pois exige um estudo mais abrangente do
assunto.

O estudo detalhado de alguns conceitos em Geometria Diferencial ajudou durante todo
o percurso deste trabalho, com a investigacao podemos analisar e demonstrar os conceitos
de curvatura, Curvatura Gaussiana e os passos a serem seguidos para se classificar os pon-
tos criticos de fungoes de duas variaveis, trazendo um longo processo de desenvolvimento
do assunto por meio de vérias defini¢oes e demonstracoes.

Com base nos estudos necessarios e com o auxilio das ferramentas do calculo junto
as ferramentas desta geometria, foi possivel relacionar e classificar os pontos criticos de
funcoes de duas varidveis. A proposicao para pontos elipticos e hiperbdlicos, desempenhou
um papel fundamental nesse processo, possibilitando interligar os conceitos de méximos
e minimos com o de Curvatura Gaussiana, possibilitando assim, alcancar com éxito o

objetivo deste estudo.
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