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Resumo

O presente trabalho aborda alguns métodos numéricos nao convencionais para determinar
raizes de equagoes nao lineares de uma variavel, sendo eles: Illinois, Pegasus, Miiller, Brent,
Halley, Chebyshev e Newton—RM. A pesquisa ainda relaciona alguns aspectos que os métodos
numéricos classicos enfrentam na convergéncia do problema. O trabalho apresenta explana-
¢oes relacionando as desvantagens dos métodos classicos e como abordagens mais sofisticadas
resolvem esses problemas, bem como as simulacoes geométricas comparativas. No decorrer
desta pesquisa sera apresentada a descricao dos métodos com breves abordagens histéricas.
Sera feita a analise dos dados obtidos levando em consideracao a quantidade de iteracoes e o
erro relativo aproximado, bem como o tempo gasto.

Palavras-chaves: Raizes de Funcoes, Métodos Numéricos Classicos, Métodos Numéricos
nao Convencionais.



Abstract

The present work addresses some unconventional numerical methods for determine roots
of nonlinear equations of one variable, they are: Illinois, Pegasus, Miiller, Brent, Halley,
Chebyshev and Newton-RM. Research also lists some aspects that classical numerical methods
face in the convergence of the problem. The work presents explanations relating the disad-
vantages of classical methods and how more sophisticated approaches solve these problems,
as well as comparative geometric simulations. In the course of this research, a description of
the methods will be presented with brief historical approaches. The data obtained will be
analyzed taking into account the number of iterations and the approximate relative error, as
well as the time spent.

Keywords: Roots of Functions, Classical Numerical Methods, Unconventional Numerical
methods .
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Introducao

Muitos fenémenos naturais conhecidos sao modelados acerca de parametros nao lineares (com
fungdes nao polinomiais), isto é, problemas que em sua estrutura apresentam tal complexidade
de obter-se uma solugdo, nao havendo métodos analiticos para encontrar tal resposta. Varios
modelos matematicos de areas, como engenharia, biologia e economia ocorre a necessidade de
determinar um termo que sera a solucao. Recorre-se aos métodos numéricos que, em suma,
sao processos iterativos com o objetivo de encontrar um ntmero suficientemente préximo da
solugao exata.

Neste presente trabalho sao propostos métodos nao convencionais decorrente dos conhe-
cidos na literatura e que nao sao apresentados em geral a nivel de graduagao. Sao eles: Método
de Pegasus, Illinois, Muller, Brent, Chebyshev, Halley e Newton—RM. Esses métodos sao va-
riagoes ou modificagoes dos métodos mais conhecidos. Os métodos apresentados sao baseados
em trés classes distintas: Interpolacao linear, polinomial e derivadas de segunda ordem. A
partir dessas novas classes de métodos é possivel notar uma aceleracao de convergéncia para
aproximar zero de fungoes, pois os métodos tradicionais enfrentam alto custo computacional
em funcoes que apresentam algum tipo de anomalia.

Os métodos de Illinois e Pegasus pertencem a classe de interpolagao linear e sao variagoes
do método da Falsa Posicao que contam com atualizagoes em seu processo iterativo com o
objetivo de resolver problemas relacionados a retencao de extremos fixos presente no método
classico; os métodos de Miiller e Brent, por sua vez, sdo algoritmos generalizados pertencentes
a classe de interpolagao quadratica, ou seja, o processo iterativo desses métodos sao mediantes
parabolas; por fim, os métodos de Halley, Chebyshev e Newton-RM sdo métodos baseados
em derivadas de segunda ordem que, em suma, apresentam modificacoes que aceleram a
convergéncia para raiz em relacdo ao método de Newton tradicional.

O presente trabalho aborda métodos que sdo mais eficientes que os métodos tradicionais
e que sao pouco explorados ou utilizados no meio académico elementar, ou seja, um tnico
método nao é capaz de solucionar todos os problemas, por esse motivo o assunto abordado
é relevante, pois novos métodos sao desenvolvidos para resolver as limitacoes dos métodos
anteriores.

O trabalho esté dividido em quatro capitulos, sendo o primeiro (capitulo 1) designado a
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alguns breves conceitos importantes para o andamento do trabalho. O capitulo 2 apresenta de
forma resumida os métodos classicos e algumas vantagens e desvantagens. O terceiro capitulo
(3) apresenta os métodos modificados que estao separados em segoes, e que serao explanados
breves introdugoes histéricas e, posteriormente, o conceito geral dos métodos e algumas si-
mulagoes geométricas entre os métodos estudados. No capitulo quarto (4) serdo apresentados
testes numéricos em algumas fungoes com caracteristicas distintas, com o intuito de compa-
rar os métodos estudados. Por fim, numa tltima se¢ao (4.5) sao feitas as consideragoes finais
deste trabalho.



Prioris

A determinacao de raizes costuma ser associada instantaneamente a famosa “férmula de
Bhaskara” pelos alunos em geral, pois é conhecida como método fechado para encontrar
zeros de fungoes quadraticas. Nesse caso especifico, a férmula analitica resolve problemas
de natureza polinomial de grau 2, mas existem fendmenos nao lineares que sao modelados
por fungoes ditas transcedentes (ndo polinomiais) e, que consequente, ndo existem sempre
ferramentas analiticas para determinar tal solugdo. A existéncia de métodos para funcoes
polinomiais até o 4° sdo conhecidos na literatura. Para solucao polinomial de grau 3° utiliza-
se 0 método de Cardano (sob condigoes especiais nos coeficientes); Nas fungoes até grau 4°
tem-se o método de Ferrari (NASCIMENTO et al., 2015).

Considere o problema em determinar as raizes da equacao
x 5 x
20e¢” + —(e* — 1) — 0,7=0.
x

Nao existe férmula analitica para determinar uma solucao exata para essa equacgao. A
determinacao de zeros para equagoes nao lineares esta presente em diversas areas de aplicacao
(projetos, engenharia, crescimento populacional, etc). Portanto hé necessidade de se obter

uma solucao aproximada.

1.1 Método Grafico

O método mais basico para estimar a solugdo de uma equagao f(z) = 0 é construir um grafico
e observar onde essa funcao intercepta o eixo x. Esse ponto representa uma aproximacao da
raiz, mas serd uma estimativa dita como grosseira, pois o critério sera apenas visual.

A construgao do grafico pode ser feita utilizando softwares como matlab, python ou
GeoGebra, mas técnicas graficas sao limitadas, pois fornecem resultados distantes do real, no
entanto, a interpretagao grafica proporciona entender as caracteristicas da funcao, e escolher

o método numérico mais apropriado (CHAPRA, 2013).
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1.2 Meétodos Iterativos

Os métodos iterativos sao algoritmos de repeticao que servem para aproximar numericamente
a solucao de um problema, dessa forma, esse processo ¢ denominado de iteragdao. O principal
objetivo das iteragoes é encontrar a cada passo uma melhor aproximacao para o problema.
Segundo Souza (2015) existem critérios que devem ser definidos para cada problema a fim
de encontrar uma solugao aproximadamente razoavel, mas que evite um ntimero excessivo de

iteragoes.

1.3 Funcoes com Anomalias

Os métodos iterativos tradicionais sob condigoes favoraveis funcionam perfeitamente, no en-
tanto, quando a funcao apresenta complica¢des no intervalo em que a raiz se encontra, seu
desempenho é afetado. Dessa forma, o niimero de iteragoes costuma ser elevado para métodos
dessa classe.

Existem problemas intervalares que dificultam o processo iterativo dos métodos classicos
na busca pela raiz. Destacam-se os problemas de convezidade/concavidade e multiplicidade da

raiz. Na figura 1.1 sao exemplos de fun¢des com raizes em intervalos com essas caracteristicas.

Seja I um intevalo de R e f : I — R uma fungdo. Dizemos que f é convexa em /I, ou

seja, tem concavidade voltada para cima em I (figura 1.1-a), se
FAD(L = Na) < Af(b) + (1 —AN)f(a), tomando A\ € [0,1] (1.1)

com a,b € I. A funcao f é dita concava no intervalo I, quando tem a concavidade voltada

para baixo (figura 1.1-b), se
FAD(L = N)a) > Af(b) + (1 —A)f(a), tomando A € [0,1] (1.2)

para cada a,b € I.
Quanto as caracteristicas gréficas de fungoes com raizes multiplas (figura 1.1-c) é ficil

perceber o “achatamento” no intervalo em que a raiz se encontra.
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Figura 1.1: Fungoes com caracteristicas de Concavidade/Convexidade e Multiplicidade

(a) Raiz no intervalo convexo (b) Raiz no intervalo concavo
y ; T T y ; ;
y = o' + 122 + 542% + 108z + 81 y=—2>+1In(z) +2
x* "
0 0
-10 -5 0 5 T 0 1 2 T

(c¢) Raiz com multiplicidade

Y T T
x*
0 -
y = + 122% + 542% + 1082 + 81
-6 -4 -2 x

Fonte: Autoria prépria



Alguns Métodos Classicos

Neste capitulo explanaremos alguns métodos classicos que sao apresentados na literatura.
Embora funcionem corretamente sob certas condigoes, existem desvantagens quando a fun-
¢do nao é bem comportada ou apresenta alguns tipos de anomalias. Diante disso, serao
apresentadas desvantagens significativas na obtencao de uma solucao razoavel para equagoes
nao lineares.

Todos os programas dos métodos numéricos apresentados aqui foram confeccionados
por autoria prépria e disponibilizados no apéndice A. Eles foram construidos na linguagem
matlab sob o formato de functions (subprogramas), os quais podem ser facilmente executados
também no octave. Além disso, todas as figuras de discussao dos métodos também foram
criadas no matlab e sendo os codigos-fontes disponiveis para qualquer interessado mediante

o contato com o autor deste trabalho.

2.1 Método da Bissecao

O método da bissecao é a primeira ferramenta apresentada para resolver problemas dessa
natureza, pois apresenta um algoritmo simples para obtencao de uma raiz. O método baseia-
se necessariamente em uma divisao intervalar, tendo a cada iteracao um novo subintervalo

utilizando o ponto médio

ar + by,

. (2.1)

Tp41 =

Para que o método funcione corretamente, é necessario conhecer o intervalo em que a raiz
se encontra; e, além da funcdo ter que ser continua nesse intervalo ela deve ter sinais opostos
nos seus extremos. O método permite determinar o niimero maximo de itera¢des necessarias
para calcular a raiz para uma certa tolerdncia a partir do intervalo em que z esta (FILHO,
2018).
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Teorema 1 (Teorema de Bolzano). Seja F(x) uma fungdo continua no intervalo [a,b]. Se

F(a)- F(b) < 0; entdo a fung¢io F(x) tem pelo menos um zero no intervalo |a, b.

Uma vantagem significativa do método da bissecao refere-se a sua convergéncia garan-
tida sob as condigdes do teorema (1), no entanto, uma desvantagem predominante é sua
convergéncia lenta para solucao. Isso ocorre, pois a cada iteragao do método, o intervalo é
reduzido pela metade (adotando-se intervalo de extremos com imagens de sinais contréarios)
e, consequentemente, gerando alto custo computacional que compromete seu desempenho na
busca pela raiz.

A ordem de convergéncia linear pode ser entendida da seguinte maneira. Adotando-se um
intervalo incial, com amplitude [by — ax] que contém a raiz de f(z) = 0. Esse comprimento do
intervalo é uma estimativa do erro, onde se define como: e, = z — &, com x = (ay — by)/2.
Depois da primeira iteracao, tando o intervalo quanto o erro sao reduzidos pela metade e,
dessa forma, |e;| = |eg|/2, e assim por diante. Generalizando, temos:

ek|

lext1| = BN fazendo k=0,1,---

No geral, o método da bisse¢ao é mais custoso do que métodos mais avangados, como
o método de Newton, que geralmente converge mais rapidamente para a raiz da fungao sob

condic¢oes ideais. O método da bissecdo confeccionado para este trabalho apresenta-se em
Al

2.2 Meétodo de Newton (Newton-Raphson)

O método de Newton é o mais classico na busca de zeros de equagoes nao lineares. Foi
proposto por Isaac Newton em 1669 e depois por Joseph Raphson em 1690.

No método de Newton, dado um chute inicial g € R, o método gera um sequéncia
{xx} que converge para a raiz procurada. E conhecido também como método das tangentes,
pois suas iteragOes representam retas que tangenciam o grafico de f no ponto [z, f(z)]
(FERREIRA et al., 2013).

Segundo Franco (2006), o método constrdi uma sequéncia que converge quadraticamente
para a raiz x por meio de um modelo linear da funcao em dado ponto xj, determinando
uma nova aproximacao zy,1. Ferreira et al. (2013) explica que podemos obter o zero de f
através do polindmio de Taylor de primeiro grau, isto ¢, Newton utiliza o truncamento linear

de Taylor para aproximar suas raizes. Dessa forma, temos:

plx) ~ f(z) + f(z)(x — 7), (2.2)
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onde o zero de p(x) é:

(2.3)

Definigao 1. Dada uma fungao f real ou complexa, derivavel com f'(xy) # 0, define-se a

fungao de Newton associada a Ny(x):

. f(xr)
f'ae)’

Ny(x) = 1 = a3, k=0,1,... (2.4)

Assim, o método de Newton funciona partindo de um ponto inicial o para a solugao de f
construindo uma sequéncia de aproximacoes, no entanto, se o ponto inicial é muito distante
da solucdo o método diverge ou converge para outra raiz. Além disso, duas desvantagens
significativas comprometem a eficéncia do método, tanto no sentido de aproximacao para a
raiz, quanto na velocidade de sua convergéncia.

A primeira desvantagem estd ilustrada na figura 2.1, que mostra as trés primeiras apro-
ximacoes para a funcao f(x) = v/22 — 9, explicitando que o método nunca convergiré para
a raiz. Isso fica explicito, pois as retas No(z), Ni(z) e Ny(z) que tangenciam f criam uma
sequéncia de aproximacgoes (zg, 1,2, - ,Tx) que se afastam da raiz. Isso mostra a defi-
ciéncia do método em pontos préximos a regioes de inflexdo, isto é, quando a f"(z) = 0
(CHAPRA; CANALE, 2011).

Figura 2.1: Simulagdo geométrica de divergéncia do método de Newton em pontos de inflexao

Y

2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 x

Fonte: Autoria prépria

A segunda desvantagem se ilustra na figura 2.2. Apresentamos as primeiras iteragoes na
busca por uma raiz multipla, pois a fung¢ao f(z) = (z —3)®log(z) tem o 3 com multiplicidade

5.
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Figura 2.2: Simulagdo geométrica das iteragdoes de Newton para raizes multiplas

Yy L L S |

0 z
...|.A'/'.|.../|...|...|...|...

2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0 T

Fonte: Autoria prépria

E notével que as retas No(z), Ny(z) e Na(z) que tangenciam o grafico de f, se aproximam
de pontos onde a curva é quase constante. Em casos dessa natureza, o método de Newton tem
sua velocidade de convergéncia reduzida, isto é, quando as aproximacoes tendem a valores
proximo de zero o método passa a convergir com taxas lineares e, dessa forma, o método
falha quando f’(x) = 0 visto que a defini¢do (1) restringe essa caracteristical

E importante destacar que a escolha do z, implica no aumento ou diminuicdo na quan-
tidade de iteragoes neste caso, isto €, um chute inicial mais proximo da raiz teria um com-
portamento grafico diferente desta simulacao.

O método de Newton foi programado por function e estéd registrado em A.7

2.3 Meétodo da Falsa Posicao (Regula Falst)

A abordagem do método da falsa posi¢ao é similar ao método da secante, que por sua vez,
resolve a deficiéncia do método de Newton referente a avaliagdo de f’(z) em seu processo

iterativo. A modificagdo ocorre mediante a substituicao de f'(x) pelo quociente das diferengas:

T — Th—1

Substituindo (2.5) em (2.4) obtemos:

e f (k) I (z — 2-1) f (1)
w " fxg) = flop1) g flrg) — frp1)’
(Tr — 2p—1)
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realizando algumas manipulacoes na expressao anterior, obtemos a férmula iterativa do mé-

todo da secante:

" _ ka(ﬂfk;—l) - ﬂsz—lf(ﬂfk)
e f(xp-1) — f(zn)

. k=01, (2.6)

Nesse sentido, o método da falsa posicao é considerado uma modificacao do método da
secante, pois consiste em tomar duas aproximagcoes iniciais x_1 e £ com a adi¢ao do Teorema
de Bolzano (1) que sugere f(zgx—1) e f(x) tenham sinais opostos, garantindo que a raiz
esteja sempre isolada (FRANCO, 2006). Partindo de um intervalo [z}_1, zx] que cumpram
as condigoes do teorema (1), e utilizamos a férmula iterativa do método da secante.

Segundo Palenzuela et al. (2019) teremos sempre a raiz procurada no intervalo desejado,
pois assim como o método da bissegao, nossa convergéncia esta assegurada pelo teorema (1),
e assim podemos determinar o critério de parada mais adequado.

O método é intuitivamente simples comparado ao de Newton, mas a condi¢ao do teorema
(1) garante convergéncia para raizes reais simples. No entanto, quando a funcao f apresenta
anomalias de concavidade e convexidade no intervalo em que a raiz se encontra, sua velocidade

de convergéncia diminui. Palenzuela et al. (2019, p. 21) explica que:

Portanto, mais uma vez temos um método simples que dificilmente requer
quaisquer condigdes iniciais além das do Teorema de Bolzano. A velocidade
de convergéncia é reduzida a um nivel linear sempre que a funcdo f no
intervalo é concava ou convexa porque uma das extremidades do intervalo

permanece fixa ao longo do processo, torna-se um impasse, o que atrasa
muito o método. (PALENZUELA et al., 2019, p. 21) (Tradugao livre)

Teorema 2 (Teorema da convergéncia linear do método da falsa posig&o). Seja f
tal que f(xg—1) - f(xr) < 0 com unico zero T em [xy_1,xk], se [ for convera ou concava

em [Tg—1,xx] (ou seja f" > 0 ou f" < 0 respectivamente) entdo o método da falsa posi¢io

e '(z
converge e € linear klim Rl M, com 0 < M < 1 obtida da formula M =1 — ]{,((i)) com
—00 €

w € [Z,x], se [ for convera ou w € [xy_1,Z], se f for concava.

A retencao do ponto fixo nas iteragoes desse método em fungdes concavas e convexas
representa aumento de iteracoes! A aproximacao para raiz procurada é gerada através de
uma reta g(x) que intercepta o eixo z. Entdo temos que g(x) > f(z) ou g(z) < f(x) no
intervalo da raiz, uma relagao de convexidade ou concavidade é tida, respectivamente.

Em suma, o método da falsa posicdo converge globalmente para raizes simples, mas
a velocidade de convergéncia ¢é reduzida drasticamente na presenca de raizes multiplas e
anomalias referentes as caracteristica da funcao no intervalo em que a raiz se encontra.

O método da falsa posicao esta codificado pela function A.2.



Métodos nao Convencionais

Nesse capitulo abordaremos métodos modificados que contam com certas atualizagoes para

resolver problemas como, o alto niimero de iteragdes em fun¢des com caracteristicas andémalas.

3.1 Métodos Baseados em Interpolacao Linear

Essa classe de métodos utiliza polinomios lineares para aproximar raizes de equagoes, ou seja,
em termos graficos a representacao dessa estimativa sera uma reta que intercepta o eixo x.
De acordo com Filho (2018) a velocidade de convergéncia para uma determinada raiz pode

ser aumentada aproximando f por um polinémio de grau 1 em um intervalo apropriado.

3.1.1 Meétodo de Illinois

O método de Illinois, o qual esta codificado na function A.3, é uma modificagdo do classico
método da falsa posi¢do, proposto por Dowell & Jarratt (1971). Os autores acreditam que
originalmente a ideia surgiu no centro de informética da Universidade de Illinois por volta
de 1950, dai o nome proposto para o método.

A principal caracteristica dessa modificagao, consiste em solucionar o problema dos extre-
mos fixos que ocorre no método tradicional da falsa posi¢ao. O procedimento para encontrar
a melhor aproximagao da raiz ¢ similar ao método ja apresentado no capitulo anterior, que é

dado por (2.6) como:

O (G R/ WACTY
" flag—1) = f(zg) 7

k=01,

Existem duas situagoes que sao parte do algoritmo de Illinois:

(i) se f(zg) - f(zrs1) < 0 entdo [zg_1, f(xr_1)] é substituido por [z, f(xk)];

(ii) se f(zg) - f(zgs1) > 0 entdo [zg_1, f(xk_1)] é substituido por {xk_l, f(xg‘l)]
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Assim, estamos relacionando a modificagdo quando ocorre a situagdo (ii). Dessa forma,

a formula iterativa é dada por:

f(@K—1)
X — — Tf— i
Thpo = — ot st o) g (3.1)
S5 = flae)

Segundo Palenzuela et al. (2019) esse cdlculo modificado do novo ponto zg 9, evita a
retengdo em um dos extremos que fica fixo no método da falsa posicao.

Na figura 3.1 podemos observar que no método tradicional (a), as retas iteradoras
Fo(x), Fi(x) e Fy(x) ficam fixas em um dos extremos do intervalo, enquanto no método
de Illinois (b) a reta iteradora Iy(x) (em magenta) tem seu ponto fixo reduzido e, conse-
quentemente, deslocado em um ponto fora da curva. Isso ocorre porque o ponto f(zg_1) é

substituido pelo passo modificado %

Figura 3.1: Simulagoes geométricas das iteracoes da Falsa posicao e Illinois

(a) Método da Falsa posicao (b) Método de Illinois

Y T T T
y=2z°-0.1

FonLtEe: Autoria pr(';p())f?a 0 05 ! ‘

O método da falsa posicdo converge lentamente quando a solucdo de f se encontra

préoximo de regides de concavidade ou convexidade conforme o Teorema da convergéncia

linear do método da falsa posigdo (2), pois o ponto mais distante da solugao fica fixo
e, em muitos casos, pode ser mais lento que o método da bissecao.

Diante disso, o método de Illinois reduz esse ponto fixo pela metade, e consequentemente

define outro ponto de rentengdo para proxima iteracdo xy.ys.
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3.1.2 Método de Pegasus

Os autores Dowell & Jarratt (1972) apresentam uma nova modificagdo que mostra conver-
géncia assintética superior ao método da falsa posicao, onde suas caracteristicas de evitar as
retengdes em extremos fixos sdo as mesmas do método de Illinois.

Assim, observamos que o método de Pegasus (codificado na function A.4) é uma variante
do método de Illinois, pois segue o mesmo principio iterativo, no entanto, agora existe um

valor v que multiplica f(xy_1) com objetivo de otimizar a velocidade de convergéncia.

(@) —mef(m) o g

e V= Tamerer 0 <7 <L 3.2
i [’yf(xk—lﬂ - f(Ik) v f@rg1)+f(xk) Y ( )

fazendo £k =0,1,---
Diferente do método anterior, o valor de v é adaptativo a cada passo do processo de

busca pela raiz. Entao segue a mesma situagao no segundo passo do método.

(i) se f(xg) - f(zrs1) < 0 entdo [xg_1, f(xk_1)] é substituido por [z, f(zk)];

Sy s ]

(ii) se f(zg) - f(xry1) > 0 entdo [xg_1, f(xg_1)] é substituido por [:Uk_l, oo

Dessa forma, estamos reduzindo f(zj_1) mediante a um fator  para evitar reten¢oes em
um dos extremos fixos. Essa reducao de f(zy_1) implica em uma melhor aproximacgao para

a raiz procurada e, consequentemente, diminuicao em suas iteracoes.

Figura 3.2: Simulagoes geométricas das iteragoes da Falsa posi¢do e Pegasus

(a) Método da Falsa posicao (b) Método de Pegasus

x
Fonte: Autoria prépria

Na figura 3.2 mostramos que geometricamente o método de Pegasus (a) tem a mesma
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ideia do método de Illinois, ou seja, a reta Py(x) (em magenta) tem seu extremo fixo reduzido
mediante ao fator 7.

Os fatores dos métodos de Illinois e Pegasus sao apenas dois de uma familia de parametros
7, isto é, existem outros valores que reduzem o ponto f(xy_1) como a mesma eficiéncia ou até
maior. Na tabela 3.1 sdo apresentados fatores com outra estrutura que podem ser substituidos

nas functions A.3 ou A.4.

Tabela 3.1: Familia de fatores

Vi FATOR

f(xkfl) - f(l’k)
§a! 5
Y f(xr—1) — f(zri)

2+ f(zrra)/ f(zr)

flxr—1) — f(ore)

B et e/ f@)p S
N f(xr—1) + f(Trg1)

) 2+ f ()] fze))?
N f(zr1)

’ 1+ f ()] fze))?
" J(zr1) ; f(xri1)
- f(iUkH) ) f(a;kfl)

f(ze) + f(2rs1)

Fonte: Elaborada pelo autor mediante Galdino (2011)

Diante disso, fica evidénte a existéncia de métodos niimericos modificados que ainda sao
pouco conhecidos no meio académico, pois o método da falsa posi¢ao tem outras abordagens
como visto no método de Illinois e Pegasus, que teoricamente deixam o processo iterativo
mais eficiénte na busca pela solucao de f. Existem outros métodos baseados em ponto fora

da curva, os quais utilizam aspectos de diferencas divididas! em suas férmulas iterativas.

1830 conhecidos como métodos de Anderson & Bjorck, que utilizam operadores de diferencas divididas em
sua féormula iterativa
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3.2 Meétodos Baseados em Interpolacao Quadratica

A classe de métodos baseados em interpolacao quadratica consiste em aproximacao zeros de
equagoes nao lineares através de parabolas que interceptam o eixo z. Filho (2018) explica
que aproximar as raizes de f(z) = 0 por um polinémio quadratico pode ser melhor do que
um polindémio interpolador de grau linear. Serdao apresentados dois métodos pertencentes a

essa classe: método de Miller e o método de Brent.

3.2.1 Meétodo de Miiller

Esse método foi proposto pela primeira vez por David E. Miiller em 1956. Basicamente o
método consiste em aproximar raizes de equagoes através de polindomios quadraticos. Alguns
autores associam a esse método como sendo uma extensao ou modificacdo do método da
secante e falsa posicao, pois o método de Miiller necessita de trés aproximagoes iniciais,
que diferentemente dos anteriores, utilizam apenas duas aproximagdes (BURDEN; FAIRES;
BURDEN, 2016).

Em Obsieger (2015) é descrito que o método utiliza os tltimos trés pontos para definir
os coeficientes da parabola, e ainda considera sua intersec¢do com o eixo x como a préxima
aproximacao para raiz. Esses coeficientes determinam sua interseccao com o eixo x.

Chapra & Canale (2011, p. 144) explicam que:

O método consiste na determinacéo dos coeficientes da parabola que passa
pelos trés pontos. Esses coeficientes podem entdo ser substituidos na for-
mula quadratica para se obter o ponto no qual a parabola intercepta o eixo
x — isto é, a estimativa da raiz. O método se torna mais facil escrevendo-se
a equacio da pardbola em uma forma conveniente, P(x) = a(x — x1)? +
b(x — x) + ¢.(CHAPRA; CANALE, 2011, p. 144)

Como citado acima, para determinar a aproximacao, ¢ utilizado a férmula quadratica na
equagdo da pardbola na forma P(z) = a(z — z)* + b(x — zx) + ¢. Os coeficientes? da equagao
acima podem ser encontrados seguindo as condigoes P(xy) = f(zx), P(zp_1) = f(ap_1) e

P(z_2) = f(xr_2), assim temos que:

P(xg_s) = f(wp_0) = a(vp_o — 2x_2)* + b(zh2 — T4_2) +
P(xp-1) = f(2p-1) = a(@p-1 — Tp_2)® + b(zp_1 — Th—2) + ¢,
P(xy) = flar) = alay, — 24-2)* + b(x) — 232) + ¢,

2As constantes (coeficientes) deveriam estd subescritos como ay, by e ci, pois dependem da iteracdo do
método, mas eliminamos para simplificar a notagao
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observe que f(zy_2) = ¢, assim definimos que:

o = @1 = we2)[f (k) = flans)] = (2r — 22)[f(@r-1) = flr-2)]
(zr — Tp—2)(Th—1 — Tp—2)(Th — Tp—1) ’

p— (@1 — wp—9)?[f(xr1) = [(we2)] = (w1 — p2)?[f (2) — [l 2)]

(Ik - l‘k—2)(xk—1 - xk—z)(xk - xk—l)

c= f(xp_2).

Sendo assim, a nova aproximagao para solugdo xy,1 serd P(z) = 0 dada pela férmula

iterativa® (3.3), no entanto, essa expressao esta da forma que resolve problemas de estabilidade
numérica’.

2c
Thtp1 = T — ,
e T sinal[b]/b? — 4ac

k=01, (3.3)

Podemos observar na figura 3.3 que geometricamente o método de Miiller, representado
pelas curvas iteradoras My(x) e Mi(x) ji estam mais préximas da raiz em relacao as retas
Fy(x) e Fi(z) que descrevem o método da falsa posicao, isto é, métodos baseados em interpo-
lagdo quadratica geralmente tem uma melhor estimativa para a raiz comparados a métodos

baseados em interpolagao linear (é adotado o mesmo intervalo para os dois métodos).

Figura 3.3: Simulagoes geométricas das iteragoes da Falsa posi¢do e Miiller

(a) Método da Falsa posicao (b) Método de Miiller

x
Fonte: Autoria prépria

Miiller tem convergéncia superior ao método da secante, mas para raizes multiplas, sua

velocidade de convergir para raiz diminui. No entanto, umas das principais vantagens ¢ a nao

3Na expressdo, sinal[b] é a funcdo que retorna o mesmo sinal do coeficiente b, ou seja + ou —, e sendo
portanto a operacao entre b e /b2 — 4c
4Essa formulacdo é utilizada para minimizar o cancelamento na subtracio
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utilizacao de derivadas em sua féormula iterativa, bem como a possibilidade de determinar
zeros complexos.

A function A.5 é o programa em matlab do método de Miiller criado para este trabalho.

3.2.2 Método de Brent

Este método, codificado na function A.6, pertence a classe de hibridos, pois combina trés mé-
todos: Interpolagao linear, Interpolagao Quadratica Inversa (IQI) e Bissegao. Foi apresentado
por van Wijngaarden em 1963 e modificado por Theodorus Dekker em 1969 e, finalmente,
refinado por Richard Peirce Brent em 1973 (FILHO, 2018). A robustez do método de Brent
conta com a rapidez dos métodos baseados em interpolacao linear, quadraticas e a garantia
de convergéncia do método da bissecao.

Inicialmente, a combinagao contava apenas com o método da secante e bissecao, que foi
proposto por Dekker para garantir a convergéncia rapida utilizando métodos baseados em
aproximacao linear. No entanto, o método da secante apresenta falhas de convergéncia se a
fungdo nao for bem comportada no intervalo e, consequentemente, divergindo do intervalo
escolhido. Brent sugere a modificagao do método, implementando a interpolacdo quadratica
inversa (IQI). O processo iterativo do método de Brent é descrito em Morais (2021, p. 8):

Basicamente o método de Brent utilizard a interpolacao quadratica inversa
de modo a interpolar usando uma parabola, caso ela falhar usara o método
da secante, de modo a convergir mais rapido para a raiz. Porém, caso esses
métodos produzam um resultado onde a estimativa da raiz nao esteja no
intervalo desejavel, o algoritmo passara a utilizar o método da bisseccao, que
possui maior garantia de convergéncia, gerando assim uma estimativa para
a raiz aproximada estar dentro do intervalo que contém a raiz. (MORAIS,
2021, p. 8)

Na interpolagao inversa o polinémio interpolador de grau dois

Py(z) = f(y) == (3.4)

é construido a partir das coordenadas [f(xg_2), Zx_ol, [f(zr_1), zx_1] e [f(xk), x1]. Para obter
uma aproximacao de f~1(t), é necessdrio avaliar P(t). Entao, esse polinomio P»(y) pode ser
um polinémio quadratico de Lagrange (FILHO, 2018).

O algoritmo de interpolagao quadratica inversa tem a seguinte relacao de recorréncia:

-1 _ _ ly—f(zr—D)]ly—f(zr)] ly—f(zr_2)]ly—f(z)]
F7 W) =2 = T e o Tl T S T f o o) —Foe]

ly—f(zr—2)]ly—f(xr—1)]
+ Tk P = Fana) [T ar)~ e (3:5)
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Filho (2018) explica que como y = f(z) = = = f~!(x), entdo haverd um ponto de
abscissa em correspondéncia a f~!(0) tendo em vista uma aproximacio da raiz de f(z) =0,
onde essa aproximacao ¢ dada por P»(0) em razao de (3.4).

Como acontece no método de Miiller, podemos inferir aproximacoes mediante polinémios
quadraticos, isto é, construir uma funcao quadratica que passe por trés pontos distintos. A
estimativa para raiz sera melhor, pois, a utilizacdo de uma curva normalmente gera aproxima-
¢Oes mais satisfatorias que uma reta, entretanto, a abordagem por um polinémio quadrético
pode falhar em alguns casos que a parabola nao intercepta o eixo z, gerando zeros complexos
(CHAPRA, 2013). Nesse sentido, a abordagem da interpola¢ao quadrética inversa resolve o
plobrema de falha na interseccao da parabola.

A figura 3.4 apresenta uma pardbola normal P,(z) (em magenta) que ndo cruza o eixo
horizontal, mas é facilmente resolvida pela implementacao de uma parabola inversa Py, (y)

(em azul) que agora intercepta o eixo x.

Figura 3.4: Parabolas ajustadas aos mesmos pontos

Y T T T T T T T T T T T T T T T

x = Py (y)

/x*

-10 -9 0 ) T

Fonte: Autoria prépria

Por conseguinte, existe o clculo de um ponto de aproximagao (s) que é obtido primei-
ramente atraves da IQI e pelo método da secante, com f(zx) # f(xr—1) # f(xk—2), caso esse
processo seja insatisfatério, o algoritmo utilizard o método da bissegao (m).

Segundo Teixeira & Silva (2018) o método de Brent faz um teste inicial para o método
da secante mediante duas comparagoes sob uma tolerancia e. Dessa forma, caso o método
da bissecao seja utlizado e a condigdo |e| < |rx — zx_1| seja satisfeita, o algoritimo utilizard
interpolagao (IQI ou secante), sendo, o resultado do método da bissegao é avaliado na proxima
iteragao. Por outro lado, se na iteragdo ocorreu um passo de interpolacao (IQI ou secante)
e le| < |xp_1 — mp_o| é satisfeito, utiliza-se novamente a interpolagdo, sendo, o método da
bissecao é usado novamente. Além disso, se na iteracdo anterior for utilizado o método da

bissecgao e |s — x| < %]mk — 51| deve ser satisfeito, caso contrario, o método da bissecgao
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é realizado e seu resultado é aplicado na iteracao posterior. Por fim, se a iteracao anterior
realizou a interpolacdo (IQI ou secante), entdo |s — x| < $|@gp_1 — 22| deverd ser satisfeito.
E descrito em Teixeira & Silva (2018, p. 5) as vantagens dessa modificacéo:

Esta modificacdo garante que a iteragao k, o método da Bissecdo serd reali-
zada em, no maximo 2logy(|zx_1 —xk_2|/€) iteragdes adicionais, a condi¢ao
citada forca o uso da interpolacdo reduzindo pela metade a cada duas ite-
racoes até que o tamanho do passo seja menor que e. Brent provou que o
seu método requer no miximo N? iteracoes, em que N indica o nimero de
iteracoes para o método da bissegao. (TEIXEIRA; SILVA, 2018, p. 5)

Nesse sentido, o processo de busca pela raiz se repete até que o criterio de parada seja
satisfeito.

A figura 3.5 representa o processo de isolamento da raiz, onde a reta Py..(x) (em magenta)
representa uma iteracdo do método da secante, ja a curva Py,,(z) (em preto) é a interpola-

¢ao quadrética inversa e ponto m (em vermelho), faz referéncia ao resultado do método da

bissecao.
Figura 3.5: Simulagdo geométrica do método de Brent

y T T T
— y=f(2)
_____ Yy = Psec(x)
-—- y=Pu(z)

[ m = (ak + bk)/2
0
0 0.5 1 1.5 2 T

Fonte: Autoria prépria

De acordo com Chapra (2013 apud MOLER, 2004, p. 166) o método de Brent tem seu
algoritmo presente na base da funcao fzero da biblioteca do matlab. Ademais, existem va-
riagoes do algoritmo de Brent que utilizam no lugar do método da secante os métodos de
Mlinois e Pegasus, pois eles aceleram a convergéncia em intervalos de concavidade/convexi-

dade conforme visto na (segao 3.1).
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3.3 Meétodos com Derivadas de Segunda Ordem

Os métodos dessa classe contam com derivadas de primeira e segunda ordem em sua férmula
iterativa. O método de Newton apresentado anteriormente utiliza a primeira derivada de f
em sua iteracao e, geometricamente, representa uma reta que tangencia o grafico da funcao
e que converge quadraticamente para uma raiz simples.

E descrito em Eustaquio (2013) que a utilizagdo do polinémio de Taylor de segunda
ordem pode gerar um modelo para f que interpola suas derivadas f’ e f”. Tal manipulagao no
polinémio cria uma classe de métodos de convergéncia cubica, destacando-se nesse trabalho:
método de Halley e de Chebyshev.

3.3.1 Meétodo de Halley

O método de Halley® foi proposto pelo astronomo e matematico Edmond Halley em 1694,
quase no mesmo perfodo do surgimento do método de Newton. E conhecido por sua conver-

géncia cubica e pelo fato de utilizar derivada de segunda ordem em sua féormula iterativa.

e — 2f (wg) f' (1)
i 2f"(xr)? = flar) f" (xr)’

k=01, (3.6)

De acordo com Ferreira et al. (2013) o método de Halley constr6i uma sequéncia de
aproximacoes para a solucao de f, modelando a situagao original. O método de Halley consiste
em aproximar as raizes de f mediante a uma funcao h que geometricamente representa uma
hipérbole tangente® ao grafico da funcio (FERREIRA et al., 2013).

Ferreira & Mello (2012, p. 276) explicam as caracteristicas geométricas da seguinte forma:

Geometricamente, podemos determinar a férmula iterativa do método de
Halley tomando a cada passo a aproximacao cujo grafico é uma hipérbole
tangente ao grafico da funcdo em torno do ponto atual. Esta hipérbole é o
grafico de uma funcao que interpola f e suas derivadas de ordem um e dois
no ponto atual. Dai a denominacao, também encontrada para o método de
Halley, de método das hipérboles tangentes. (FERREIRA; MELLO, 2012,
p. 276)

Assim como o método de Newton utiliza um modelo de reta tangente ao grafico de f para

aproximar raizes, o método de Halley faz uso de um modelo baseado em hipérbole tangente

SEdmond Halley (1656 — 1742) foi um astrénomo e matemético britanico, célebre por ser o observador da
orbita e decifrar o tempo do cometa Halley, em 1696
50 método de Halley também é conhecido como método das hipérboles tangentes
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que é definida por:

(x —xp) +c

@) = a(z —x) + b’

onde as constante a,b e ¢ sao dadas por:

" —2f" (k)
2f"(xr)? — flar) f"(2x)’
_ 2f"(x)
2f"(w)? — flap) f" (1)
e 2f (zp) ' (1)
2f"(wr)? — flap) f"(x)

Para que o método de Halley esteja bem definido, os denominadores das constantes a, b
e ¢ devem ser nao nulos. Além disso, Ferreira et al. (2013) explica que na férmula iterativa
(3.6), se f"(zg) = 0 a férmula iterativa torna-se igual ao método de Newton.

Na figura 3.6 apresentamos uma comparacao geométrica de duas iteragdes no método
de Newton e Halley na fungao f(x) = e* —2/1000, com zy = 10. Podemos perceber que as
hipérboles Hy(x) e Hi(z) do método de Halley estdo mais proximas da raiz em relagdo as

retas tangentes Ny(z) e Ni(z) do método de Newton.

Figura 3.6: Simulagdes geométricas das iteragoes de Newton e Halley

(a) Método de Newton (b) Método de Halley
Y y T T Y T T =T
y =e” —2/1000 | y =e* —2/1000 i
— — =y = No(z) I — — —y = Ho(x) i
’ D
)
)
I
|
|
|
0
5 6 7 8 9 6 7 8 9 x

T
Fonte: Autoria prépria

Podemos obter o método de Halley através do polinomio de Taylor de ordem dois e

aplicar um fator de corre¢do de Newton. De acordo com Eustaquio (2013) um fator (z — xy,)

do termo quadratico do polinémio de Taylor sera aproximado por — ]{,((z’;)).
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Seja pr, um polindomio de Taylor de segunda ordem, que é dado por:

f" ()

5 (z — xp)°. (3.8)

pi = fog) + f'(xp)(z — 2p) +

Assim como o método de Newton pode ser obtido truncando esse polindémio na ordem
de grau um, e consequentemente extrair sua raiz, podemos seguir da mesma forma e obter o
zero de pp (FERREIRA et al., 2013).

Dessa forma, manipulando algebricamente (3.8), obtemos:

f(x)
Jar) + 57 (@) (x — )

(3.9)

r— T = —

Aplicando a corregao de Newton (z — xp) = — ]]: I((x;)) no lado direto da equacao (3.9),
k
temos:
v — f(zx) e 2f (@) ' ()

7 - C57
dessa maneira, chegamos na férmula iterativa do método de Halley. Ainda existe outra ma-
neira de obter tal férmula, pois podemos aplicar o passo de Newton ao produto f - g, pois
seus zeros contém solugoes de f. Dessa forma, utilizamos g = ﬁ e tem-se a mesma férmula
(FERREIRA; MELLO, 2012).

Na figura 3.7, observamos que o método de Halley representado pelas hipérboles tangentes
Ho(x) e Hy(z) criam uma sequéncia (zg, 1,2, - ,Tx) que converge para raiz da fungio
flz) = V22 — 9, tendo em vista que o método de Newton diverge préximos a pontos de

inflexao conforme foi explicitado na figura 2.1.

Figura 3.7: Simulagoes geométricas de Halley em uma raiz proxima a pontos de inflexao

) ¥ T T 1
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Fonte: Autoria prépria
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O método de Halley esta codificado na function A.8.

3.3.2 Método de Chebyshev

O método de Chebyshev é outro método de convergéncia ciibica que utiliza a segunda derivada
em sua formula iterativa. Na literatura Russa ele é creditado a Chebyshev, mas Traub (1982)
associa esse método a Fuler.

Pertencente a classe de métodos Chebyshev-Halley, o método consiste em obter f~! para
calcular a raiz de f~1(0). Nesse sentido, f possui uma inversa h = f~! tendo o polindémio de

Taylor de segunda ordem de h no ponto y, = f(zx) dado por:

/l(yk)
2

Q

pr(y) = g(ye) + 9" () (Y — ) + (y — ur)*, (3.10)

e defini-se xy1 como sendo pg(0), assim a equagao (3.10) fica:

9" (yr)
2

i1 = pe(0) = g(yr) — 9’ (r)ye + (yr)?. (3.11)

No entanto, em casos especificos é complicado obter a inversa de uma funcao, pois
nem sempre ela estd disponivel (EUSTAQUIO, 2013). A solugao para definir o método de
Chebyshev, trata-se de obter uma expressao para xj,; em termos de f. Definimos esses
termos como:

— / _ 1 e d" _ f”(l‘)
9y) =z, ¢ iy Y (v) Pl

dessa maneira, temos o método de Chebyshev, substituindo os termos na equacao (3.11):

k=01, (3.12)

Thar = Tp — ll N f(l’k)f"(:ck)] )

2" (xe)? | f(wk)

O modelo usado pelo método representa geometricamente uma pardbola osculante” que
tangencia o grafico de f. Conforme é descrito em Esmaeili & Rezaei (2012) a derivagdo em
termos de uma parabola satisfaz as condigbes de tangéncia m(xy) = f'(zg), m/(xx) = f'(zx)

e m”(xy) = f"(xy). Portanto, a pardbola é definida por:

r = amy(z)? + bmg(z) + ¢, (3.13)

"Na geometria diferencial , uma curva osculante é uma curva plana de uma determinada familia que possui
a maior ordem possivel de contato com outra curva
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onde a, b e ¢ sao:

oo A o f@) o fa) () f(xy) [1 N f(wk)f”(xk)] .

_2f’(xk)3’ f(xx)? ) 2f’($k)2

E observe que a constante ¢ é solugdo da equagao (3.13).

Além disso, historicamente podemos encontrar na literatura uma forma equivalente de
escrever o método de Chebyshev, o qual é conhecido como método de Schroder®. A férmula
de Schroder é uma modificacdo do método de Newton para resolver problemas com raizes
multiplas quando sua multiplicidade é conhecidada. O método de Schordder tem a seguinte

féormula de recorréncia:

S (@)
Lht1 = T — M s k‘:O,l, 3.14
+ f/(xk) ( )
onde m é a multiplicidade da raiz.

Na figura 3.8 abaixo, comparamos as primeiras iteragoes de Newton e Chebyshev, expli-
citando a geometria de suas iteragdes na fungio f(x) = e®sen(z) + log,,(1 + %), partindo
de um zy = 1.5. Destacando que Ny(z) e Ni(x) representam o modelo de reta tangente do

método de Newton e Cy(x) e C(x) as parabolas inversas tangentes do método de Chebyshev.

Figura 3.8: Simulagoes geométricas das iteracoes de Newton e Chebyshev

(a) Método de Newton (b) Método de Chebyshev

y . . . . y T . .
y = e”sin(z) + logyy(1 + 2?) y = e sin(z) + logyy(1 + z*)
—— —y = No() . ———z=Co(y)

-0.5 0 0.5 1 1.5

T -0.5
Fonte: Autoria prépria

O método de Chebyshev estd no cédigo em function A.9.

8Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schroder (1841-1902) foi um Matemético Alemao.
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3.3.3 Meétodo de Newton para raizes miltiplas

O método de Newton é muito robusto no calculo de raizes simples, no entanto, quando a
raiz procurada passa a ter presenca de multiplicidade, o método de Newton tem seu desem-
penho prejudicado. De acordo com Chapra & Canale (2011), a presenga de raizes multiplas
compromete o desempenho do método de Newton, pois a primeira derivada é nula na raiz e,
consequentemente, gerando divisao por zero.

Além disso, é descrito em Souza et al. (2018b apud RALSTON; RABINOWITZ, 2001,
p. 6) que:

Ralston & Rabinowitz (2001) observaram que nos casos em que a raiz possui
multiplicidade o método de Newton-Raphson tem sua convergéncia compro-
metida, tornando-se apenas linear, ao invés de ser pelo menos quadratica,
o que significa que o erro calculado serd proporcional ao anterior, ao invés
de ser proporcional ao seu quadrado. Para contornar isso, os mesmos resol-
veram definir uma nova func¢ao u(x), que possui as mesmas raizes de f(x).
(SOUZA et al., 2018b apud RALSTON; RABINOWITZ, 2001, p. 6)

Nesse sentido, definimos uma fungdo auxiliar u(x) com o objetivo de retirar f'(z) do

denominar no método de Newton:

f(x)

u(xr) = , 3.15
@) = fy (3.15)
aplicando na equacao de Newton (2.4), tem-se:
u(xy)
e 1
Tl = Tk =S (3.16)
derivando a equagao (3.15) através da regra do quociente, obtemos:
/ / . "

f'(x)?

Substituindo as equagoes (3.15) e (3.17) na equagao (3.16), obtemos o método de Newton

para raizes multiplas.

e S (@) ['(z)
TR Fan)? = faw) ()

Essa modificacdo no método de Newton resolve o problema de indeterminagdo quando

(3.18)

a primeira derivada se anula. Além disso, no método tradicional a convergéncia para zeros

multiplos é apenas linear, enquanto na modificacao, a convergéncia quadratica é recuperada.
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Uma fato interessante é mencionado em Souza et al. (2018a), pois para fungdes poli-
nomiais que possuam uma Unica raiz, o método converge em apenas uma iteracao. Desse
modo, dada uma funcao f(x) = (x — )™, em que T e m sdo raiz e multiplicidade de f,

respectivamente, aplicando na equagao (3.18), temos:

T (=) TP = (m? ) (g — ) — )
m(zy — 7)*m !
Tt = Tk m?(xy — 2)?m=2 — (m? — m)(xp — )>m2
m(xy, — z)*m!
Tpy1 = Tk —

Tpy1 =T

A programacao método de Newton para raizes miltiplas esta na function A.10.



Testes e Resultados

Este capitulo é destinado aos testes numéricos dos métodos mencionados. Apresentaremos
comparagoes com os métodos tradicionais em fungoes com caracteristicas especificas que
afetam o custo computacional para encontrar a solu¢ao. Serao explicitados graficos com as
aproximagoes em funcao das iteragoes de ambos os métodos. A configuragdo da maquina para
realizar o calculos tem as seguintes caracteristicas: Processador Intel Core 15 de 8* Geracao,
15 Gigabytes de memoria RAM, SSD de 160 Gigabytes de armazenamento e Windows 10.
Os testes numéricos serao feitos em fungdes com aspectos mais complexos, ou seja, em
fungoes com anomalias de convexidade/concavidade e multiplicidade. Algumas dessas fun-
goes serao retiradas de Ganchovski & Traykov (2023). Inicialmente, os testes serdo feitos
separadamente nos métodos baseados em interpolagdo linear, quadratica e com derivadas
de segunda ordem, ou seja, a comparacao serd referente aos métodos classicos apresentados
anteriormente. A tabela 4.1 abaixo relaciona as caracteristicas de convergéncia dos métodos

classicos e métodos nao usuais.

Tabela 4.1: Caracteristicas dos métodos

METODO TIPO CONVERGENCIA ORDEM
Bissegao (BSS) Classico Linear 1
Falsa Posigao (FP) Classico Superlinear 1.618
[linois (ILL) Modificado Superlinear 1.442
Pegasus (PGS) Modificado Superlinear 1.642
Brent (BRT) Modificado (hibrido) Superlinear 1.839
Muller (MLL) Modificado Superlinear 1.84
Newton (NT) Classico Quadratica 2
NT raizes multiplas (NT-RM) Modificado Quadratica 2
Halley (HLL) Modificado Cubica 3
Chebyshev (CHV) Modificado Cubica 3

Fonte: Elaborada pelo autor mediante Ganchovski & Traykov (2023)
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4.1 Desempenho Computacional

Na analise do desempenho entre dois algoritmos é relevante avaliar os recursos computacionais
disponiveis, existindo varios parametros de medidas nesse tipo de andlise. As mais utilizadas
estao relacionadas a eficiéncia temporal e eficiéncia espacial.

E valido ressaltar as configuracoes do computador o qual foram realizados os testes ni-
mericos, pois 0 mesmo possui especificagoes muito boas, que de certo modo torna a avaliagao
de tempo computacional quase insignificante para as configuracoes de hardware da maquina,
tal como a utilizacao do Wise Memory Optimizer que tem o objetivo de liberar/desfragmen-
tar a memoria, como também esvaziar a memoria em espera. O aplicativo mencionado esta

disponivel em (<https://www.wisecleaner.com/wise-memory-optimizer.html>).

4.1.1 Eficiéncia Temporal

De acordo com Souza (2015) a eficiéncia temporal leva-se em consideragao as seguintes me-
didas: tempo de resposta, tara de transferéncia e complexidade computacional. O tempo de
resposta ¢ uma medida que relaciona o tempo em que um determinado algoritmo reage a
entrada de dados. A taza de transferéncia consiste na avaliacdo de processamento dos dados
de entrada e salda dentro de um periodo de tempo. Enquanto a complexidade computacional

relaciona a quantidade de operagoes, seja logicas ou aritméticas para resolver um problema.

4.1.2 Eficiéncia Espacial

A medida de eficiéncia espacial relaciona a quantidade de memoria disponivel que um algorit-
mos necessita para funcionar corretamente (SOUZA, 2015). Neste trabalho, as modificagoes
de métodos nao garantem que um problema serd resolvido mais rapido que os métodos classi-
cos em alguns casos, pois algumas modificagdes incluem mais operagoes de légica e aritmética.

Dessa forma, tanto a medida de eficiéncia temporal quanto a eficiéncia espacial sao
pertinentes, mesmo com a evolucao dos hardwares, o tempo e quantidade de memoria sao

imprescindiveis.

4.2 Comparacao entre Métodos Classicos e Métodos

em Interpolacao Linear Modificados

O método da Falsa Posi¢ao tem, como registrado na tabela 4.1, ordem de convergéncia 1.618,

mas quando o método estd em um intervalo com anomalias de concavidade/convexidade,


https://www.wisecleaner.com/wise-memory-optimizer.html

4.2 Métodos Classicos x Métodos em Interpolacao Linear Modificados 39

o método passa a convergir com taxas lineares (RALSTON; RABINOWITZ, 2001). Diante
disso, a primeira comparacio entre os métodos serd na funcdo abaixo, pois ela é um caso
extremo sobre concavidade. Dessa forma, podemos observar o comportamento dos métodos

classicos com os métodos modificados da classe de interpolacao linear.

f(x) = -+ Inx) — 100 (41)

Figura 4.1: Gréfico da fun¢do f(z) = 1 + In(z) — 100

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0. 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

50 1

-100 L
Fonte: Autoria prépria

Foi escolhido o intervalo [0.002,0.1] ¢ um zy = 0.002 com um critério de parada de erro
relativo |41 — zx|/|Trs1| < € e nimero limite de 100 iteragoes, com precisio de € = 1075.

As functions de todos os testes serao executados um total de 50 vezes para calcular a
média aritmética do tempo de processamento, a qual estd codificada em A.11.

Os resultados obtidos estao na tabela 4.2 e na figura 4.2. Na tabela, além do erro relativo,
sao apresentados o tempo de processamento e o nimero de iteragoes. J& as imagens possuem

as aproximagoes e as curvas dos erros relativos em funcao das iteragoes.

Tabela 4.2: Desempenho dos métodos em f(z) = 1 + In(z) — 100

METODOS ITERACOES ERRO RELATIVO TEMPO (s)

Falsa posicao 83 9.851 x 107° 9.684 x 107
Bissecao 30 9.551 x 107° 4.116 x 107
Newton 7 1.051 x 10713 2.504 x 107
Illinois 13 1.405 x 10~ 2.109 x 107
Pegasus 11 1.122 x 10710 2.240 x 107

Fonte: Autoria prépria

De acordo com o resultados obtidos para a fungao (4.1), que apresenta anomalias de
convexidade no intervalo da raiz, os métodos da falsa posi¢ao e bisse¢ao tiverem um niimero de
iteragoes consideravelmente alto em relacao ao método de Newton e aos métodos modificados

de Illinois e Pegasus. Isso mostra que o método da falsa posi¢ao bastante custuoso nesse tipo
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Fonte: Autoria prépria

de problema. O método de Newton é extremamente robusto na busca por raizes simples, foi
o método com menos iteragoes e melhor erro relativo nesse problema. Comparando o método
da falsa posicao com suas variantes, o método de Illinois teve uma eficiéncia de 538,5% no
numero de iteracoes em relacao ao método tradicional, enquanto o método de Pegasus teve
eficiéncia de 654, 5% em suas iteracoes. O método da bissecao apresentou iteracoes razodveis
para o problema comparado ao método da falsa posicao. Isso demonstra a dificuldade do
método em fungdes com caracteristica de concavidade/convexidade, mas o método da falsa
posicao converge para solu¢ao mesmo precisando de mais iteragoes.

Observando-se os tempos de processamento o leitor sem experiéncia em aplicagdes pode-
ria se questionar se a maioria ndo tém os objetivos alcancados satisfatoriamente! Isso é verdade
quando se busca uma sé raiz. No entanto, podemos dar um exemplo que foge disso! Em mo-
delagens numéricas em engenharia é bastante comum aparecerem integrais impréprias (com
um dos limites de integragao infinito), e em muitos casos, as quadraturas Gauss-Lobato ou
Gauss-Laguerre por exemplo nao sao satisfatorias. Para contornar essa ineficiéncia, tomam-
se quadraturas limitadas entre as raizes dos integrandos, que num método iterativo realiza

extrapolagao para aceleracao da convergéncia (uma boa referéncia disso é Key (2012). Tam-
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bém existem boas referéncias nesse artigo!). O nimero de subintervalos para as quadraturas
nao pode antecipadamente ser conhecido, e por isso um grande ntimero de raizes deve ser
encontrado antes das quadraturas, demandando um tempo agora computacional bem signifi-
cativo, e cuja escolha do método que possui o menor para uma tnica raiz é crucial para uma

otimizagao.

4.3 Comparacao entre Métodos Classicos e Métodos

em Interpolacao Quadratica

Agora vamos comparar os métodos classicos em relagao aos métodos baseados em interpolacao
quadrética, que sao algoritmos que utilizam a estratégia de aproximar raizes por pardbolas. O
método de Miiller é conhecido por sua convergéncia rapida e por determinar zeros complexos,
enquanto o método de Brent é um algoritmo hibrido, que combina trés abordagens distintas
na busca pela raiz, e no qual podemos encontrar a base de seu algoritmo na rotina fzero do
matlab.

O comparativo serd analisado na func¢ao (4.2), pois as caracteristicas intervalares onde
a raiz se encontram sao menos complexas que a fun¢ao (4.1). Dessa forma, analisaremos o

desempenho dos métodos baseados em (IQ) em relacao aos métodos cléssicos.
flx)=a2"—a* -2 -1 (4.2)

Figura 4.3: Gréfico da funcio f(z) =23 — 22 —x — 1

Fonte: Autoria prépria

O intervalo escolhido foi [0.5,3], g = 3, j4 o critério de parada é novamente |x;4; —
zk|/|zra1] < € sob a tolerdncia € = 107® e o niimero limite de 100 iteragoes. Os resultados
estdao apresentados na tabela 4.3 e na figura 4.4.

Com base nos resultado obtidos é possivel concluir que para fung¢des onde a raiz encontra-
se em um intervalo com menos complexidade, os métodos baseados em interpolacao quadra-

tica possuem uma eficiéncia superior aos métodos classicos, mas isso depende tambem da
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Tabela 4.3: Desempenho dos métodos em f(x) = x

3 2

—xc—x—1

METODOS

ITERACOES ERRO RELATIVO TEMPO (s)

Falsa posicao 31 1.762 x 1078 5.301 x 107
Bissecgao 27 2.025 x 1078 4.930 x 107
Newton 5 2.134 x 107° 2.009 x 107
Miiller 6.610 x 1078 2.053 x 1075
Brent 8 3.649 x 107 3.424 x 107

Fonte: Autoria prépria

Figura 4.4: Aproximagoes e curvas do erro relativo dos métodos
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amblitude do intervalo escolhido, pois uma amplitude menos pode gerar outros resultados.

Com exce¢ao ao método de Newton que mesmo com chute inicial relativamente longe da raiz,

convergiu em poucas iteracoes

O método da falsa posigdo convergiu para a raiz aproximada, no entanto, apresentou

convergéncia lenta em relagao aos outros métodos. O método da bisse¢ao é confidvel embora

tenha um numero relativamente alto de iteragdes. O método de Newton é o tnico dos algo-

ritmos classicos que mantem sua eficiéncia em comparacao aos métodos nao convencionais e
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tem sua convergéncia para raiz em poucas iteragoes. Os métodos modificados sao tao eficien-
tes quanto o método de Newton e muito superiores aos métodos da falsa posicao e bissecao

por terem abordagens destinadas a contornar ineficiéncias de alguns métodos cléssicos.

4.4 Comparacao Entre Métodos Classicos e Métodos

com Derivadas de Segunda Ordem

Os métodos baseados em derivadas de segunda ordem sao variagoes do método de Newton
que possuem convergéncia superior. Os métodos de Halley e Chebyshev tem suas explica¢oes
geométricas bem definidas, mas o método de Newton-RM nao tem uma interpretacao geo-
métrica fundamental, pois esse algoritmo serve exclusivamente para manter a convergéncia
quadratica em raizes multiplas.

Os testes numéricos desta classe foram executados em duas func¢oes com caracteristicas
distintas, pois queremos analisar o desempenho dos métodos em fungoes que tenham raizes
simples e multiplas. A primeira funcao possui raiz simples, e a segunda possui uma raiz com
multiplicidade 2.

A primeira fungao, (4.3), tem sua raiz analisada no intervalado [—2, 1] e aproximagao
inicial g = —2. O teste foi com tolerancia ¢ = 107® sobre o critério de parada do erro

relativo |xg11 — 2g|/|xks1]| < €, e sob um limite de 100 iteragoes.
f(z) =52 + 2% — ' 2" 4 cos(z) + 20. (4.3)

Figura 4.5: Gréfico da func¢io f(z) = 523 + 22 — e172% + cos(z) + 20

-50 +

Fonte: Autoria prépria

Os resultados numéricos para esse problema estao apresentados na tabela 4.4 e na figura
4.6.

Para a fungao (4.3) todos métodos convergiram para a raiz analisada. Os métodos de
Halley e Chebyshev tiveram melhor eficiéncia tanto no nimero de iteragdoes quanto no erro

relativo, se destacando Halley. O método de Newton-RM apresentou ntimeros de iteragoes
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Tabela 4.4: Desempenho dos métodos em f(x) = 523 + 22 — e!72% + cos(z) + 20

METODOS ITERACOES ERRO RELATIVO TEMPO (s)
Falsa posicao 54 7.709 x 107 8.705 x 107
Bissecao 29 6.011 x 107 6.557 x 107°
Newton 6 4.483 x 10711 2.143 x 107°
Halley 4 1.194 x 10716 3.247 x 1075
Chebyshev 4 7.069 x 1012 3.900 x 107
Newton raizes multiplas 7 6.712 x 10712 3.840 x 1075

Fonte: Autoria prépria

Figura 4.6: Aproximagdes e curvas do erro relativo dos métodos.
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semelhantes a Newton, e teve o erro relativo superior, mesmo que o proposito do método

seja resolver problemas com raizes multiplas, manteve convergéncia semelhante a Newton

para raizes simples. Os métodos da falsa posigdo e bisse¢ao foram menos eficientes tanto no

numero de iteragoes quando no erro relativo.

A segunda fungao sera analisada no intervalo [1,4] com os mesmos pardmetros do teste

anterior. No entanto, a fun¢ao (4.4) tem uma raiz com multiplicidade par, isto significa
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graficamente que a funcdo nao cruza o eixo x no intervalo em que a raiz se encontra. Dessa
forma, métodos intervalares que utilizam o Teorema de Bolzano (1) em seu algoritmo nao
funcionam, pois por hipétese os sinais de f(a) e f(b) devem ser opostos.

Seré definido um chute inicial zo = 4. A figura 4.7 abaixo mostra o grafico da funcao

estudada.

flx) =22 -2+ 1. (4.4)

Figura 4.7: Gréfico da funcio f(z) =23 — 22 —x + 1

-2 -1 1 2

Fonte: Autoria prépria

Os resultados obtidos para este teste estao explanados na tabela 4.5 e na figura 4.8, res-
saltando que nesses teste os resultados para os métodos intervalares nao estao presentes pelos
motivos caracteristicos de uma fungao com raiz com multiplicidade par e, consequentemente,

sua implicacao nos algoritmos da bissecao e falsa Posicao.

Tabela 4.5: Desempenho dos métodos em f(z) = 2% — 2% — 2 +1

METODOS ITERACOES ERRO RELATIVO TEMPO (s)
Falsa posicao - - -

Bissecao - - -

Newton 29 4.6070 x 107 7.628 x 107°
Halley 18 5.1128 x 107 7.126 x 107°
Chebyshev 21 9.8347 x 107 7.410 x 107°
Newton raizes multiplas 4 1.5152 x 1078 2.438 x 107°

Fonte: Autoria prépria
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Figura 4.8: Aproximagoes e curvas do erro relativo dos métodos
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Na func@o (4.4) ocorre o problema de determinar uma raiz multipla, e somente os mé-
todos baseados em derivadas convergem para a solucao. No entanto, o método de Newton
na presenca multiplicidade passa a convergir com taxas lineares. Os métodos de Halley e
Chebyshev sao mais eficientes que Newton no ntimero de iteragdes e com erros relativos pro-
ximos. O método de Newton-RM mostra-se muito robusto e eficiente nesse tipo de situacao,
em relacdo ao método cldssico. Ele é 625% mais eficiente em quantidade de iteragoes. Com-
parado a Halley e Chebyshev, o método de Newton-RM foi 375% e 425% mais eficiente em
numero de iteragoes, respectivamente. Quanto ao seu erro relativo, Newton-RM apresentou

pouca discrepancia em relagao aos demais.

4.5 Comparacao Geral entre os Métodos

Nesta secao apresentaremos o comparativo em trés funcoes com caracteristas diferentes. No
entanto, utilizar um conjunto de fungoes para comparar o desempenho é longe do ideial, isto
é, a depéndencia na escolha da fungao e suas caracteristicas, bem como a escolha dos valores

iniciais e também a amplitude do intervalo ao qual a raiz se encontra pode caracterizar esco-
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lhas que demandem melhor resultados num método que em outro, pois os diversos métodos
numericos em cada exemplo tem uma caracteristica distinta; e consequentemente um unico
método nao é capaz resolver inimeros problemas sozinho. Entretanto, é interessante analisar
o desempenho geral dos métodos estudados nos capitulos anteriores, pois a deficiéncia de um
método pode ser facilmente resolvida por outro algoritmo.

Para todos os métodos foram usados os mesmos parametros dos teste anteriores: maximo
de 100 iteragoes, tolerancia e = 107® sob critério de parada |zyy1 — ox|/|Tke1|. Ademais, o
tempo de processamento também esta presente nesta analise.

Para os métodos que necessitam de uma estimativa inicial xg, ela foi escolhida baseado-
se em uma das extremidades dos intervalos para os métodos que utilizam o teorema de
Bolzano (1).

As fungoes escolhidas para serem analizadas estao listadas a seguir com os seus devidos

intervalos.
o fi(z) =22% + 42 + 32% — 100 — 15, T € [0, 3], 2o = 3, raiz em intervalo convexo.
o folz) = —2?+In(x) + 2, T € [1,3], 7o = 3, raiz em intervalo concavo.
o fi(z) =2 — 112% + 3622 — 160 — 64, T € [3.8,4.5], 29 = 4.5, raiz com multiplicidade.

Os resultados obtidos para as fungoes fi, fo e f3 estao apresentados nas tabelas 4.6, 4.7

e 4.8 a seguir.

Tabela 4.6: Desempenho dos métodos em f;

METODO ITERACOES ERRO RELATIVO TEMPO (s)

Falsa posicao 34 1.146 x 1078 6.290 x 1075
Bissecao 27 1.422 x 1078 5.674 x 107°
Newton 5) 8.102 x 107* 2.097 x 107°
[llinois 10 1.120 x 107? 2.805 x 107°
Pegasus 9 3.432 x 10711 2.729 x 107°
Miiller 4 4.695 x 1077 2.245 x 1075
Brent 8 9.480 x 1078 3.627 x 107
Halley 3 1.472 x 1078 2.023 x 107°
Chebyshev 4 1.413 x 10716 2.454 x 107°
Newton raizes multiplas 6 1.695 x 1071 2.802 x 107°

Fonte: Autoria prépria
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Tabela 4.7: Desempenho dos métodos em fo

METODO ITERACOES ERRO RELATIVO TEMPO (s)
Falsa posicao 20 6.639 x 107 3.783 x 107
Bissecao 27 9.525 x 107 5.211 x 107°
Newton 5 1.812 x 10713 2.063 x 107°
[linois 8 1.442 x 10~ 3.152 x 1075
Pegasus 7 4.504 x 10710 2.808 x 1075
Miiller 4 6.447 x 1078 2.273 x 107°
Brent 7 3.743 x 1077 3.078 x 1075
Halley 3 4.079 x 10~ 2.773 x 107°
Chebyshev 3 3.935 x 107 2.868 x 107°
Newton raizes multiplas 5t 1.353 x 107° 2.308 x 107°
Fonte: Autoria prépria
Tabela 4.8: Desempenho dos métodos em f3
METODO ITERACOES ERRO RELATIVO TEMPO (s)
Falsa posicao 100 4.952 x 1074 1.920 x 10~*
Bissecao 26 2.608 x 1078 5.687 x 107°
Newton 67 3.612 x 1076 1.163 x 10~
[linois 39 5.138 x 1078 7.923 x 107°
Pegasus 59 3.576 x 1077 9.137 x 107
Miiller 54 2.289 x 107® 1.548 x 1074
Brent 43 6.982 x 107° 8.840 x 107°
Halley 24 1.773 x 1076 8.394 x 1075
Chebyshev 50 7.683 x 1077 1.647 x 10~*
Newton raizes multiplas 5 4.226 x 1078 2.860 x 107°

48

Fonte: Autoria prépria

Os dados obtidos nas tabelas 4.6 e 4.7 demostram o mesmo direcionamento dos testes
preliminares, pois os resultados dos métodos classicos sao similates. O método de Newton ja
é muito consolidado para determinar raizes, e convergiu rapidamente para solucao. Por outro
lado, 0 método da bissecao apesar de contar com a vantagem de garantia de convergéncia,
ainda é muito custuoso na busca pela raiz. O algoritmo da falsa posi¢ao é muito ineficiénte
quando esta diante de func¢ées com anomalias.

Os métodos baseados em interpolagao linear modificados sao execelentes alternativas, por

contar com um fator de reducdo de extremos fixos em seu processo iterativo, fica evidente
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nos resultados a diminugao de suas iteragoes, e até mesmo no tempo de processamento.

Ja os métodos baseados em interpolacdo quadrdtica sao mais eficientes que os métodos
classicos (com excecao de Newton, em alguns casos), mesmo que a complexidade computa-
cional de Miiller e Brent sejam maior, o tempo de processamento foi pequeno pelo fato de
convergirem em poucas iteracoes.

Nos métodos com derivadas de sequnda ordem o numero de iteragoes em relagdo aos
métodos classicos sdo extremente baixos (com excegao comparando-se a Newton). Nos re-
sultados ntimericos de Ferreira et al. (2013) o método de Halley (isso inclui o método de
Chebyshev) que tem convergéncia ctbica para raizes simples é mais preciso que o método de
Newton, pois obtém-se uma aproximagao com erro relativo menor.

Na tabela 4.8 estao apresentados os resultados dos métodos para a funcao f3, que pode
ser considerado um problema patologico para a maioria dos métodos que determinam uma
aproximagao para raizes reais simples. A funcio analizada f3(r) = 2*—1123+362%—162—64 =
(r —4)3(x 4+ 1) tem o 4 com multiplicidade 3.

Os métodos classicos tiveram elevado niimero de iteragoes e aumento do tempo de pro-
cessamente, se destacando o método da falsa posi¢ao, que atingiu o limite de iteragoes esta-
belecido, isso demonstra a deficiéncia na busca por zeros multiplos. Todos os métodos nao
convencionais tiverem iteragoes e tempo de execucao aumentados, com excecao ao método de
Newton para raizes miltiplas, que tem objetivo de recuperar a convergéncia quadratica pra
esse tipo de situagao. Nesse sentido, quando o problema é determinar uma raiz multipla, o
método de Newton — RM ¢ o mais indicado para se determinar uma raiz com multiplicidade.

Ainda é valido ressaltar que os métodos de Illinois, Pegasus e Miiller também podem ser
modificados para raizes multiplas, pois podemos utilizar a func¢do (3.15) para recuperar sua

convergéncia (Filho (2018) apresenta como essas modifica¢oes pode ser implementadas).
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Consideracoes Finais

O uso de métodos numéricos é imprescindivel para resolver problemas nao lineares, pois apa-
recem nas mais diversas areas do conhecimento. A pesquisa possibilitou analisar amplamente
a utilizacao dos métodos estudados e, dessa forma, compreender sua aplicagdo em diversos
tipos de funcgdes que possuem caracteristicas distintas. Assim tem-se métodos com diferentes
abordagens que proporcionam mais eficiéncia em determinado tipo de situagao comparado
aos métodos ja conhecidos.

Com andlise dos dados obtidos podemos observar que as modificagdes presentes nos mé-
todos nao convencionais funcionam perfeitamente, e podem ser facilmente implementados em
qualquer linguagem de programacao. Vale ressaltar a importancia do ambiente de progra-
macao matlab, que possibilitou a codificagao dos métodos e a plotagem de todas as figuras
presentes neste trabalho, além de resultados satisfatorios.

Nossa andalise baseou-se na escolha de fung¢oes com caracteristicas intervalares mais com-
plexas para comparar a eficiéncia dos métodos estudados. De modo geral, os métodos de
Illinois e Pegasus sao substitutos diretos dos métodos da Falsa Posicao, e até mesmo do
metodo das Secantes. Os métodos de Miiller e Brent sdo uma 6tima escolha quando o mé-
todo de Newton necessita do célculo analitico de fungdes mais complexas. Os métodos de
Halley, Chebyshev e Newton-RM sao modificagées que contam com derivadas segunda em
seu processo iterativo. Halley e Chebyshev por exemplo sdo mais eficientes que o método
tradicional de Newton, pois conseguem convergir mais rapidamente para solugao. Por fim, o
método de Newton para raizes miultiplas é robusto tanto na determinacao de raizes simples
quando multiplas.

Neste trabalho foram abordados trés classes distintas para determinar raizes reais sim-
ples/miiltiplas, mas existem outros métodos até mais eficientes que os estudados aqui. Assim
¢ pertinente destacar a investigagdo de outros algoritmos de determinacao, tanto de raizes

reais quando raizes complexas.
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Cddigo A.1: Método da Bissegao
% UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
% Autor: Henrique Pinheiro Galvao
% Titulo: Metodo da
% Data: 01/11/2023

Bissecao

function [x, iter ,aprox| Bissecao (f,a,b,tol)

format long

fa = f(a); fb = f(b);
iter = 0;

aprox = [];

absx = led;

errel = 1e8 % tol *x absx;

(%4—
if fa x fb > 0

error ( 'Mesmo sinal )
end
(A_*
while errel > tol * max([1l,absx])
(a + b)/2;
absx = abs(x);
errel = min([abs(x—a)./abs(x),abs(x—b)
if f(a) « f(x) <0

b = x;

X =

Jabs(x)]);
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else
a = X;
end
Yo——
aux = iter;
iter = aux + 1;
aprox(iter) = x;
if iter > 100
break
end
end
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Cddigo A.2: Método da Falsa Posicao
% UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA

% Autor: Henrique Pinheiro Galvao
% Titulo: Metodo da Falsa Posicao
% Data: 01/11/2023

function [x, iter ,aprox| = Falsaposicao(f,a,b,tol)
format long

fa = f(a); fb = f(b); iter = 0; aprox = [];

absx = led;errel = 1e8 * tol % absx;

%
if fa x fb > 0

error ( 'Mesmo sinal ")

end
%
while errel > tol % max([1l,absx])
x = b—fbx(b—a) /(fb—fa);
fx = f(x);

absx = abs(x);

errel = min([abs(x—a)./abs(x),abs(x—b)./abs(x)]);

e

if isnan(fx)
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fx = fb;
X = b;
break
end
Y%

if isnan(x)

fx = fb; x = b;

break
end
Y%
if sign(fx)~=sign(fb)
a =x; fa = fx;
else
b =x; fb = fx;
end
iter = iter + 1; aprox(iter) = x;
if iter > 100
break
end
end
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Cédigo A.3: Método de Illinois
% UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA

% Autor: Henrique Pinheiro Galvao
% Titulo: Metodo de Illinois
% Data: 01/11/2023

function [x, iter ,aprox] = Illinois(f,a,b,tol)
fa = f(a); fb = f(b); iter = 0; aprox = [];
absx = led; errel = 1e8 x tol x absx;

%

it fa x fb > 0
error ('Mesmo sinal )

end
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while errel > tol * max([1,absx])

x = b—fbx(b—a) /(fb—fa);

fx = f(x); absx = abs(x);

errel = min([abs(x—a)./abs(x),abs(x=b)./abs(x)]);
%
if isnan(fx)

fx = fb; x = b;

break

end
if isnan(x)
fx = fb; x=b;
break
end
%
if sign(fx)~= sign(fb)
a =b; fa = fb;
else
fa = fa/2; % Passo Modificado

end
Y%
iter = iter + 1; b = x; fb = fx;
aprox (iter) = x;
if iter > 100
break
end
end
end

Cédigo A.4: Método de Pegasus
% UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA

% Autor: Henrique Pinheiro Galvao
% Titulo: Metodo de Pegasus
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% Data: 01/11/2023

function [x, iter ,aprox]| = Pegasus(f,a,b,tol)
fa = f(a); fb = f(b);iter = 0; aprox = [];

= le8 % tol *x absx;

absx = led; errel

%

if fa x fb > 0

end

error ( 'Mesmo sinal ")

while errel >

tol % max([1l,absx])

x = b—fb*(b-a)/(fb—fa);

fx = f(x);

absx = abs(x)

errel = min([abs(x—a)./abs(x),abs(x—b)./abs(x)]);

%
if isnan(fx)
fx = fb; x =
break
end
%
if isnan(x)
fx = fb; x=b;
break
end
%

if sign(fx)~= sign(fb)

end

o

?

b;

a =>b; fa = fb;

else

fa=(fa.xfb)/(fb+fx); % Passo Modificado

b =x; fb = fx;

if

end

iter > 100
break

iter

iter + 1; aprox(iter)

X:

)
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end
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Cdédigo A.5: Método de Miiller
% UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
% Autor: Henrique Pinheiro Galvao
% Titulo: Metodo de Muller
% Data: 01/11/2023

function [x, iter , aprox] = Muller(f a,b,tol)

format long

iter = 0; aprox = [];
absx = led; errel = 1e8 % tol x absx;
fa = f(a); fb = f(b); %Avalia a funcaoo em (a) e (b)

x = (a+Db)/2; fx = f(x); %Obtencao do terceiro ponto via
Bissecao

while errel> tol % max([1,absx])
%Computar os coeficientes da parabola
ha = x — a; hb =b — x;
da = (fa — fx)/ha; db = (fb — fx)/hb;
AA = (da + db)/(ha + hb);
BB = (ha % db — hb % da)/(ha + hb);
CC = fx;
% Computa o denominador do metodo;
h = sqrt (BB™2 — 4 = AA x CC);
if abs(BB + h) > abs(BB — h)

raiz = — 2 % CC/(BB + h);
else

raiz = — 2 % CC/(BB — h);
end
t = x; ft = fx;
X = X + raiz; fx = f(x);

absx = abs(x);
if abs(raiz) <= tol && abs(fx) <= iter
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break
end
%Atualizacaoo das variaveis
a =b; fa = fb;
b=1t; fb = ft;
errel = abs(t — x)./abs(t);

%
iter = iter + 1; aprox(iter) = x;
if iter > 100
break
end
end
end
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Cédigo A.6: Método de Brent
% UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA

% Autor: Henrique Pinheiro Galvao
% Titulo: Metodo de Brent
% Data: 01/11/2023

function [x, iter , aprox] = Brent(f,a,b,tol)

format long

iter = 0; aprox = [];

absx = led; errel = 1e8 x tol x absx;

fa = f(a); fb = f(b); %Avalia a funcao em (a) ¢ (b)

if fa x fb > 0 % Verifica o sinal do intervalo
error ( 'Funcao tem o mesmo sinal nesse intervalo!!”)

end

%

x = b; fx = f(x); fx = fb;

while errel > tol * max([1,absx])

%Alteracao a, b e ¢ para que b seja a melhor aproximacao da
)

raiz

if fb % fx > 0
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x = a; fx = fa;

end

%
if abs(fx) < abs(fb)
a=>b; b=x; x=a;
fa = fb; fb = fx; fx = fa;
end
Y%
toler = 2xeps*xabs(b)+0.5xtol;
xm = 0.5%x(x — b);
if abs(xm) <= toler && fb = 0
break
end
% Escolha entre Interpolacao e Bissecao!
if abs(e) >= toler && abs(fa) > abs(fb)
s = fb/fa;
if a=—x Y%Metodo das Secantes!
p = 2s%xmxs; q = 1l—s;
else %interpolacao Quadratica Inversa!
q = fa/fx; r = fb/fx;
p = sx*(2xxmxqx(q—1)—(b—a)*(r—1));
q = (q=1)*(r=1)x(s—1);
end
Y%
if p>20
q = —q;
else
p = abs(p);
end
%

if 2xp < min(3*xmxq — abs(tolerxq) ,abs(exq))

e =d; d =p/q;

else %Uso da bissecao devido a falha na interpolacao!

d =xm; e = d;

end
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%Uso da bissecao por causa da reducao lenta dos limites!

else

d =xm; e = d;

end
Vs
a = b;
fa = fb; %Calcula a nova estimativa;
if abs(d) > toler
b=>b + d;
else
b =b + sign(xm)xtoler;
end
errel = abs(b—x)/abs(b);
%
fb = f(b);

iter = iter + 1;

aprox (iter) = b;

if iter > 100
break

end

end

end
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Cédigo A.7: Método de Newton
% UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA

% Autor: Henrique Pinheiro Galvao
% Titulo: Metodo de Newton
% Data: 01/11/2023

function [x, iter , aprox] = Newton(f,df,x0,tol)
format long

iter = 1; %Compensa uma iteracao feita fora do loop!
aprox = [];

x = x0 — f(x0)/df(x0);
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absx = abs(x); errel = abs(x—x0)/absx;
e

while errel > tol % max([1,absx])

xold = x;

x =x — f(x) / df(x);

absx = abs(x);

errel = abs(x—xold)/abs(x);

Y%

iter = iter + 1;

aprox(iter) = x;

if iter > 100
break

end

end

end
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Caédigo A.8: Método de Halley

% UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA

% Autor: Henrique Pinheiro Galvao
% Titulo: Metodo de Halley

% Data: 01/11/2023

function [x, iter , aprox]| = Halley(f,6df,df2,x0,tol)

format long
iter = 1; %Compensa uma iteracao feita

aprox = [];

x =x0 — (2 % f(x0) * df(x0)) / (2 % df(x0)72 — f(x0) % df2(x0));

absx = abs(x); errel = abs(x—x0)/absx;
6

while errel> tol % max([1,absx])

xold = x;

x =x — (2 % f(x) = df(x)) / (2 x df(x)72 — f(x) x df2(x));

absx = abs(x);
errel = abs(x—xold)/abs(x);

fora do loop!
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%

iter = iter + 1;

aprox(iter) = x;

if iter > 100
break

end

end

end

Cddigo A.9: Método de Chebyshev
% UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA

% Autor: Henrique Pinheiro Galvao
% Titulo: Metodo de Chebyshev
% Data: 01/11/2023

function [x, iter , aprox| = Halley(f,6df,6df2,x0,tol)

format long

iter = 1; %Compensa uma iteracao feita fora do loop!

aprox = [];

x = x0 — (f(x0)/df(x0))*(1 + (f(x0)xdf2(x0) / (2 = df(x0)"2)));

absx = abs(x); errel = abs(x—x0)/absx;

VG

while errel > tol % max([1,absx])

xold = x;
x =x — (f(x)/df(x))*(1 + (f(x)*df2(x) / (2 % df(x)"2)));
absx = abs(x);

errel = abs(x—xold)/abs(x);
%
iter = iter + 1;
aprox(iter) = x;
it iter > 100
break

end

end
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end

Cdédigo A.10: Método Newton-RM
% UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA

% Autor: Henrique Pinheiro Galvao
% Titulo: Metodo de Newton—-RM
% Data: 01/11/2023

function [x, iter , aprox] = NewtonRM(f,6df,df2,x0,tol)

format long

iter = 1; %Compensa uma iteracao feita fora do loop!
aprox = [];

x = x0 — (f(x0)*df(x0))/(df(x0)72 — f(x0)=*df2(x0));
absx = abs(x); errel = abs(x—x0)/absx;

Y%

while errel > tol * max([1,absx])
xold = x;
x = x — (f(x)xdf(x))/(df(x)72 — f(x)xdf2(x));
absx = abs(x);
errel = abs(x—xold)/abs(x);
Yo
iter = iter + 1;

aprox(iter) = x;
if iter > 100

break

end

end

end
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Cddigo A.11: Média aritmética dos tempos

cle;

tempTotal = 0; YTempo inicial!

numTeste = 50; %Numero de testes!

for i = l:numTeste
tic;
[x, iter ,aprox] = Metodo(f,a,b,tol);
T = toc;

tempTotal = tempTotal + T; %Somatorio dos tempos!

end

tempMedio = tempTotal / numTeste; YMedia aritmetica dos tempos!

disp ([ "Tempo medio de execucao:’ ,num2str(tempMedio),’ segundos’]);
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