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RESUMO

Este trabalho visa destacar a importancia do GeoGebra 3D no estudo de solidos geométricos,
apresentando uma proposta de atividade de ensino, vinculado as possibilidades que o programa
pode fornecer, em termos de contribui¢do a aprendizagem com relacdo ao calculo do volume
de solidos geométricos. Nesse contexto, a fundamentagdo tedrica foi articulada usando a
definicdo de alguns s6lidos geométricos convencionais como o prisma, a piramide, o cilindro e
a esfera e a demonstragdo das respectivas formulas para o calculo de volume. Trés aplicagdes
foram desenvolvidas de forma analitica. Posteriormente o passo a passo da construgdo no

GeoGebra 3D para comprovagao dos resultados obtidos.

Palavras-chave: Solidos geométricos; GeoGebra 3D; Volume.

ABSTRACT

This work aims to highlight the importance of GeoGebra 3D in the study of geometric solids,
presenting a proposal for a teaching activity, linked to the possibilities that the program can
provide, in terms of contribution to learning regarding the calculation of the volume of
geometric solids. In this context, the theoretical foundation was articulated using the definition
of some conventional geometric solids such as the prism, the pyramid, the cylinder and the
sphere and the demonstration of the respective formulas for the calculation of volume. Three
applications were developed analytically. Later the step by step construction in GeoGebra 3D

to prove the results obtained.
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1 - INTRODUCAO

A geometria esta vigente na sociedade desde a antiguidade, sendo um dos ramos mais
antigos da matematica é estd presente em situacOes recorrentes do cotidiano. O primeiro
conhecimento geométrico que o homem possuiu, sobre geometria, surgiu da necessidade em
compreender melhor o meio em que vivia.

O ensino de s6lidos geométricos é de grande relevancia para o avanco de habilidades e
competéncias do aluno. Tal abordagem trata das variadas formas planas e tridimensionais e suas
caracterizacdes em desenhos, planificacdes e objetos. De acordo com a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC).

A geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedimentos
necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes areas do
conhecimento. Assim, [...] estudar posicdo e deslocamento no espaco, formas e
relacGes entre elementos de figuras planas e espaciais pode desenvolver o pensamento
geométrico dos alunos. Esse pensamento é necessario para investigar propriedades,
fazer conjecturas e produzir argumentos geométricos convincentes (BRASIL 2018, p.
271).

Nesse sentido, o aprendizado de geometria € fundamental para potencializar no
individuo o conceito geométrico. Contudo, é perceptivel as dificuldades de visualizagdes
tridimensionais que existem. Assim 0s recursos digitais podem ser utilizados pelos professores
em sala de aula como uma ferramenta objetivando promover mudancas na forma de ensinar,
contribuindo para potencializar a compreensdo de contetddos. Toleto (2015, p. 26) afirmar que:

O uso de recursos tecnolégicos (computador, recursos multimidias, softwares
educativos), que auxiliam tanto o professor quanto o aluno durante o processo de
aprendizagem, proporcionando condi¢des, ao professor, para ministrar aulas de forma
mais criativa, acompanhando as transformacdes e mudangas que ocorrem quando o
aluno passa a exercer sua independéncia na procura e sele¢do de informaces e na

resolugdo de problemas, tornando-se assim o ator principal na construgdo de seu
conhecimento.

Uma dessas ferramentas € o GeoGebra que possui uma janela de visualizacdo
tridimensional 3D, a qual possibilita a construcdo de geometrias de forma interativa e dinamica,
permitindo visualizar e manipular um sélido geométrico nas mais variadas perspectivas.
Especificamente, no presente trabalho aborda a interface do programa e as defini¢cbes dos
solidos geométricos de forma resumida, a demonstracdo da formula de volume de cada um e
apresenta aplicacGes em relacdo a teoria e 0 programa.

2 -0 GEOGEBRA 3D

O GeoGebra ¢ um programa gratuito que permite o estudo de Algebra, Geometria,

Planilha de Célculo, Graficos, Probabilidade e Estatistica. Pereira (2012, p.32) destaca que “As

caracteristicas do GeoGebra potencializam a constituicdo de cendrios para investigacdo, nos



quais o aluno ¢ capaz de experimentar situagdes em um processo dindmico”. Dessa forma,
possibilita a visualizagdo de objetos construidos no programa de maneira pratica e versatil.

Como afirma Fanti (2010, p.1).

O Geogebra é um software livre e pode ser usado facilmente como uma importante
ferramenta para despertar o interesse pela busca do conhecimento matemético
principalmente com alunos dos ensinos fundamental e médio. Possibilita trabalhar de
forma dinamica em todos os niveis da educacdo basica permitindo a abordagem de
diversos contetidos especialmente os relacionados ao estudo da geometria e funcoes.

Assim, o programa disponibiliza de recursos que oportuniza aos docentes, criar aulas
dindmicas e atrativas para os alunos. Sendo um facilitador no processo de ensino e
aprendizagem aos contetidos de volume de s6lidos geométricos. Como Souza (2017, p.16)
ratifica “Isso pode favorecer o desenvolvimento do pensamento geométrico, inclusive da nogao
espacial, e dessa forma, auxiliar na resolu¢ao de problemas”. Um desses recursos ¢ a janela de
visualizagao 3D mostrada na Figura 1, que possibilita a visualiza¢ao de figuras tridimensionais
de forma clara, permitindo movimentar e criar objetos de forma precisa.

Figura 1 —Interface do programa GeoGebra com a Janela de visualizagdo 3D
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A Figura 2 mostra as ferramentas de medi¢ao, sendo utilizadas neste trabalho apenas a
ferramenta “Volume”, que possibilita com um clique determina o volume do solido.

Figura 2 — Interface do programa GeoGebra com as ferramentas de medicdo

€2 Janela 30 - Geoebra

RlAA D> b

- o
o asc efs (o}
* G & Anguio

7 Distancia, Comprimento ou Perimetio

g Il

<«— Ferramentas de medicédo

“Kg Area
54 Voluma

Fonte: Autoria Propria



3 - SOLIDOS GEOMETRICOS

Esta secdo apresentara algumas definicdes dos principais solidos geométricos
apresentados durante a educagdo bdasica: prisma, piramide, cilindro e a esfera, bem como a
demonstragdo da féormula do volume dos respectivos soélidos, sendo retirados de Dolce e
Pompeo (2013).
3.1 Prisma
Definicao 3.1 Considera-se um poligono convexo (regido poligonal convexa) ABCDEF situado
num plano @ e um segmento de reta PQ, cuja reta suporte intercepta o plano a. Chama-se prisma
(ou prisma convexo) a reunido de todos os segmentos congruentes e paralelos a PQ, com uma
extremidade nos pontos do poligono e situados num mesmo semiespaco dos determinados por

a, sendo a altura de um prisma a distancia h entre os planos das bases como mostra a Figura 3.

Figura 3 - Prisma construido no GeoGebra
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Fonte: Autoria propria
Proposicao 3.1.1 O volume de um prisma ¢ o produto da area da base pela medida da altura.
Demonstragio. Seja um prisma P; de altura h e 4rea da base B; igual a B e um paralelepipedo
retangulo P, de altura h e é4rea da base B, também igual B, sendo que o prisma e o

paralelepipedo tém alturas congruentes e bases equivalente como mostra a Figura 4.
Figura 4- Prisma pentagonal e paralelepipedo retangulo
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Supondo, que ambos os s6lidos estdo num mesmo plano a e estejam situados num
mesmo semiespago deste plano, tem-se que, qualquer plano  paralelo a @ que secciona P; e
P,, gerando as secgdes (B'; e B', respectivamente) tém 4areas iguais, pois sdo congruentes as
respectivas bases (B'; = B;,B’, = B,,B; =B, =B),

Portanto,

B'y =B',.

Entdo, pelo principio de Cavalieri, o prisma P; e o paralelepipedo P, tém volumes

iguais. Assim, seja Vpq € Vp,, 0s volumes de P; e P, respectivamente, entdo seque que
Vp1 = Vps (D

Como o volume do paralelepipedo é o produto da area da base (Ab) pela medida da
altura.

Logo de (1) tem-se:

Vpy =Ab-h 2)

Portanto, o volume de um prisma € o produto da area da base pela medida da altura.
3.2 Piramide
Definicao 3.2 Considera-se um poligono convexo (regido poligonal convexa) ABCDE situado
num plano a € um ponto V fora de @. Chama-se piramide (ou pirdmide convexa) a reuniao dos
segmentos com uma extremidade em V e a outra nos pontos do poligono. Sendo a altura da

piramide a distancia h entre o vértice V e o plano da base, conforme a Figura 5.

Figura 5 - Piramide construida no GeoGebra

Fonte: Autoria propria.

Proposic¢iao 3.2.1 O volume de uma pirdmide ¢ um ter¢o do produto da area da base (Ab) pela
medida da altura.
Demonstragdo. Seja um prisma triangular ABCDEF (ver a Figura 6). Cortando esse prisma

pelo plano (A, C, E), obtém-se o tetraedro T1 = E(ABC) e a piramide quadrangular E(ACFD).



Cortando a piramide E(ACFD) pelo plano (C, D, E), obtemos o tetraedro T> = C(DEF) [ou T»
=E(DEF)] e T3=E(ACD).

Figura 6- Decomposi¢do do prisma triangular
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Tem-se, entdo que:

O prisma ABCDEF =T; + T, + T3, entdo Vy,yismq = Vp, + Vp, + Vg

As piramides T1 = E(ABC) e T>= C(DEF) tém o mesmo volume, pois possuem as bases
(ABC e DEF) congruentes e a mesma altura (a do prisma). Portanto,

Vr, = Vr, 3)

E as piramides T> = E(CDF) e Tz = E(ACD) tém o mesmo volume, pois tém as bases
(CDF e ACD) congruentes ¢ mesma altura (distancia de E ao plano ACFD).

Entao,

Vr.

2

= Vr, 4)
De (3) e (4) tem-se:

Assim, conclui-se que as trés piramides possuem o mesmo volume.

VT1 = VTZ = VT3
Logo, o volume de cada pirdmide corresponde a ter¢a parte do volume do prisma. Entdo,
vV _ Vprisma
piramide — 3
Logo de (2),
Ab-h (5)
Vpirémide =0
3

Portanto, o volume de uma pirdmide € um terco do produto da area da base pela medida
da altura.

3.3 Cilindro

Definicdo 3.3 Considera-se um circulo (regido circular) de centro de centro O e raio 7

10



localizado num plano a, € um segmento de reta PQ, ndo nulo, ndo contido e nao paralelo a a.
Chama-se cilindro a reunido dos segmentos congruentes e paralelos a PQ, com uma
extremidade nos pontos do circulo e situados num mesmo semiespago dos determinados por a.
A altura de um cilindro ¢ a distancia h entre os planos das bases, conforme apresentado na
Figura 7.

Figura 7 - Cilindro construido no GeoGebra
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Fonte: Autoria propria.

Proposicao 3.3.1 O volume de um cilindro € o produto area da base pela medida da altura

Demonstracao. Considera-se um cilindro M; de altura h e area da base B, = B ¢ um prisma
M, de altura h e 4rea da base B; = B (o cilindro e o prisma tém alturas congruentes e bases
equivalentes). Supondo que as bases B; ¢ B, estdo num mesmo plano « e situada num dos

semiespacgos determinados por a (Figura 8).

Figura 8 — Prisma e Cilindro construidos no GeoGebra

Fonte: Autoria propria.
Sejam um plano £ paralelo a a, que secciona o cilindro e o prisma, gerando as secgdes
(B'y € B';) com areas iguais, pois as respectivas bases sdo congruentes (B'; = B;, B, =
B,, B, = B, = B), portanto B'; = B',.
Entdo, pelo principio de Cavalieri o cilindro M; e o prisma M, tém volumes iguais.
Veitinaro = Vprisma (6)

Assim, seja Vi1 € Vyyo, 0s volumes do cilindro e do prisma respectivamente, como

11
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V2 = Ab - h, portanto de (2).
Vi1 =Ab-h
Como Ab = nr?, tem-se:
Veitinaro = 7%+ h (7)

Portanto, o volume de um cilindro ¢ o produto da area da base pela medida da altura.
3.4 Esfera
Definicao 3.4 Considera-se um ponto O e um segmento de medida . Chama-se esfera de centro
O e raio 7 ao conjunto dos pontos P do espaco, tais que a distincia OP seja menor ou igual a 7,

conforme a Figura 9.

Figura 9 - Esfera construida no GeoGebra
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Proposicao 3.4.1 O volume de uma esfera de raio r ¢

Demonstracao. Seja um cilindro equilatero de raio r e altura 2r e seja C o ponto médio do eixo
do cilindro. Considere dois cones tendo como bases as do cilindro e C como vértice comum. A
unido desses dois cones ¢ chamada clépsidra e o so6lido que estd na parte interna do cilindro e
fora da clépsidra ¢ chamado anticlépsidra.

Seja uma esfera de raio r tangente a um plano «, plano este que contém uma base do
cilindro que originou a anticlépsidra e ambos estejam num mesmo semiespagco dos
determinados por a (ver Figura 10).

Considere um plano S, qualquer paralelo a a, que secciona a esfera e a anticlépsidra a
mesma distancia d do ponto O. A sec¢do do plano f determina um circulo na esfera de raio 7,
pelo teorema de Pitagoras, tem-se 72 = d? + r'? = r'2 = r? — d?, como a area do circulo é
dadapor: A = r'? = A = n(r? — d?).

E a secc¢do do plano f na anticlépsidra determina uma coroa circular de raios r e d, cuja

a area ¢ dada por: A = tr? — nd? = n(r? — d?).



Figura 10 — Anticlépsidra e Esfera

Fonte: Autoria propria.
Portanto, as areas das seccdes da esfera e da anticlépsidra sdo iguais. Entdo, pelo

Principio de Cavalieri.

Vesfera = Vanticlépsidra
Mas,
2 4mr3
Vanticlépsidra = Viitinaro — 2Veone = wr?-2r—2- (§7TT'2 ) T') =nr?-2r— §T[T3 = 3
Logo,
4mr3 (8)

Vesfera = =

4 - APLICACAO COM O AUXILIO DO GEOGEBRA

Para analisar o célculo de volume de s6lidos geométricos, trés problemas foram
resolvidos, seguidos da construcdo e verificagdo dos resultados obtidos usando o programa
GeoGebra 3D. Os problemas a seguir foram retirado e adaptado de Andrade (2020).
4.1- Problema 1
4.1.1- Descrigao do problema

Para armazenar seus produtos, uma fabrica utiliza caixas de papeldo em formato de
paralelepipedo reto retangulo. Um novo modelo de caixa serd utilizado conforme a Figura 11.

Qual o volume dessa nova caixa?

Figura 11 - Caixa no formato de paralelepipedo
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Fonte: Andrade (2020).
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o Resolugao:
Volume do paralelepipedo (V) utilizando a equagéo (2).

(Vo) =Ab-h = 60016 = 9.600 cm?
o Para a construgdo do paralelepipedo da Figura 12 foram realizadas as seguintes agdes:
Passo 1: No menu “Exibir” selecionar a janela de visualizagdo 3D.
Passo 2: Utilizar o “Campo de Entrada” digitar respectivamente os pontos A= (10, -15, 0), tecla
Enter, B = (-10, -15,0) tecla Enter, C = (-10,15,0) tecla Enter, D = (10,15,0) tecla Enter, sera
formado os vértices do poligono da base.
Passo 3: Apos utilizar a ferramenta “Poligono™ e ligar os pontos da base, serd formado um
retangulo de 20 cm de largura e 30 cm de comprimento.
Passo 4: Em seguida selecionar a ferramenta “Extrusdo para Prisma”, apds selecionar o
poligono e especifica a altura “-16 e clicar em “OK”.

Passo 5: Por fim acionar a ferramenta “Volume” e apds clicar no paralelepipedo que aparecera

o valor do volume.

Figura 12 - Construgio do paralelepipedo
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Fonte: Autoria propria.

4.2- Problema 2
4.2.1- Descri¢ao do problema
Os reservatdrios de combustivel dos postos geralmente, sdo tanques no formato de um

cilindro de 4 m de comprimento e raio 2 m. Adotando = = 3,14, qual e a capacidade do tanque
da Figura 13 em metros cubicos?

Figura 13 - Tanque de combustivel
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Fonte: Andrade (2020).
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o Resolugao:
Volume do cilindro (V) utilizando a equagéo (7):
V. =nr’h=3,14-2%2-4 =50,27 m?

o Para a construgdo do cilindro da Figura 14 foram realizadas as seguintes acdes:
Passo 1: No menu “Exibir” selecionar a janela de visualizagdo 3D.
Passo 2: Utilizar o “Campo Entrada” digitar A = (-2,0,0) teclar Enter, novamente “Campo
Entrada” digitar B = (2,0,0) teclar Enter, os pontos serdo criados na Janela de 3D.
Passo 3: Selecionar a ferramenta “Cilindro”, apos selecionar os pontos A e B e especifica o
comprimento do raio “2” e clicar em OK.
Passo 4: Por fim acionar a ferramenta “Volume” e clicar no cilindro que aparecera o valor do
volume.

Figura 14 — Construgdo do Tanque
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Fonte: Autoria propria.

4.3 - Problema 3
4.3.1- Descricao do problema

O Prefeito de uma cidade pretende colocar em frente a prefeitura um mastro com uma
bandeira, que serd apoiado sobre uma pirdmide de base quadrada feita de concreto macigo como
na Figura 15.

Figura 15 - Piramide Quadrangular

Fonte: Andrade (2020).

Sabendo-se que a aresta da base da pirdmide terd 3 m e que a altura da piramide sera de

15



4 m, o volume de concreto, em metros cubicos, necessario para a construcao da pirdmide sera:
° Resolugao:
A 4rea da base da pirdmide (4b) = L? = 3?2 = 9 m?

Volume da pirdmide (V) utilizando a equagdo (5):

=——=—=12m3
3 3
. Para a constru¢do da piramide da Figura 16 foram realizadas as seguintes agdes:

Passo 1: No menu “Exibir” selecionar a janela de visualizagao 3D.

Passo 2: Utilizar o “Campo Entrada” digitar respectivamente os pontos A = (0,0,0) tecla Enter,
B =(-3,0,0) tecla Enter, C = (0,3,0) tecla Enter, D = (-3,3,0) tecla Enter, E = (0,0,4) teclar Enter,
sera formado os vértices da piramide.

Passo 3: Apos utilizar a ferramenta “Poligono” e ligar os pontos da base, serd formado um
quadrado de lado 3.

Passo 4: Em seguida usar a ferramenta “Pirdmide” e clicar no quadrado e no ponto E. Assim
uma piramide de base quadrangular sera construida.

Passo 5: Por fim acionar a ferramenta “Volume” e em seguida clicar na piramide que aparecera

o valor do volume.

Figura 16 — Construgdo da Piramide
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Fonte: Autoria propria

5 - CONCLUSAO

Neste trabalho foram resolvidas algumas aplicagdes relacionadas ao calculo de volume
de s6lidos geométricos, com a utilizagdo do programa GeoGebra 3D como ferramenta auxiliar
na comprovacdo e visualizacdo dos resultados. Os fundamentos tedricos destacados neste
trabalho sdo amplamente abordados no ensino médio. Assim, com a utilizagdo do programa em
sala de aula possibilita, que os estudantes tenham um mecanismo facilitador no processo de
ensino e aprendizagem no célculo de volumes, em especial na visualizacdo e representacao de

solidos geométricos.

16



Como perspectivas recomenda-se um estudo mais aprofundado com relacdo aos
conceitos deste trabalho, para situacdes de construgdes de outros solidos ndo convencionais

levando em considerag@o os teoremas ¢ axiomas da Geometria.
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