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RESUMO

Este artigo apresentara um estudo sobre a evolugédo dos numeros complexos,

em particular, sobre calculos de raizes e sua representacdo geomeétrica utilizando o
software Mathematica, sua finalidade e calcular as raizes complexas e esbocar o
seu gréfico utilizando um software de matematica. A principio iniciou com uma
abordagem histérica e tedrica, procurando entender como surgiram 0S numeros
complexos e quais foram os principais matematicos envolvidos que contribuiram
para o seu desenvolvimento. Buscando de esse modo desenvolver e compreender
como séo realizados os calculos das raizes complexas assim como a utilizacdo do
Mathematica como forma de suporte para facilitar a interpretacdo geométrica das
raizes, auxiliando os estudantes na realizacdo dos célculos e tornando o mesmo
mais rapido de ser realizado. A metodologia empregada envolve a aplicacdo do
calculo de raizes complexas, fundamentada em pesquisas bibliograficas. Desta
forma, mostram-se as definicbes dos numeros complexos, as propriedades do
mesmo bem como da férmula de Moivre, seguido de algumas aplicacbes com o
intuito de mostrar em diversas situacdes a aplicabilidade desse assunto.

Palavras-chave: Numeros complexos; Representacdo Geométrica; Mathematica



ABSTRACT

This paper will present a study on the evolution of complex numbers, in
particular, on calculations of roots and their geometric representation using
Mathematica software, their purpose and calculate the complex roots and sketch
their graph using mathematical software. At first it began with a historical and
theoretical approach, trying to understand how the complex numbers arose and
which were the main mathematicians involved that contributed to its development. In
this way, we try to develop and understand how complex root calculations are
performed as well as the use of Mathematica as a support to facilitate the
geometrical interpretation of the roots, helping the students to perform the
calculations and making it faster. The methodology used involves the application of
the calculation of complex roots, based on bibliographical research. In this way, the
definitions of the complex numbers, the properties of the same as well as of the
formula of Moivre are shown, followed by some applications with the intention of
showing in several situations the applicability of this subject.

Keywords: Complex numbers; Geometric Representation; Mathematica
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INTRODUCAO

Dentro da mateméatica os numeros complexos se tornaram importante na
resolucdo de problemas que até entdo nédo tinha solucdo como foi 0 caso das
equacdes do segundo grau, dai em diante foram evoluindo e chegaram a
praticamente todas as &reas que envolvem matemética como fisica quantica,
engenharia, teoria do caos, principalmente na solucdo de equacdes algébricas e
equacOes diferenciais. Este projeto consiste em realizar uma abordagem historica,
de conceitos, propriedades e aplicacdes das raizes complexas através do software
MATHEMATICA.

Os numeros complexos, apesar de serem descobertos ha muitos anos é um
dos temas que ainda gera duvida entre os estudantes de matematica em especial
com relacdo as raizes complexas, por esse motivo o referido trabalho buscou
mostrar a partir da sua origem, da dificuldade em resolver problemas que envolvem
raiz quadrada de numeros negativos assim como sua evolucdo que teve
participacdo de diferentes matematicos, e também algumas aplicacdes na realizacao
do calculo das raizes complexas através da formula de De Moivre com o auxilio do
software MATHEMATICA, levando em consideracao a importancia dessa ferramenta
no auxilio aos estudantes.

Esse trabalho teve como metodologia adotada a pesquisa quantitativa, onde
se baseou em levantamentos bibliograficos e foram utilizadas as seguintes
ferramentas como suporte na construcédo do trabalho que séo livros, sites, registro
de pesquisas ja publicadas, e o software MATHEMATICA assim como algumas
aplicacoes através das pesquisas realizadas.

O nosso trabalho esta dividido em 8 capitulos. No capitulo 1, foi feito uma
abordagem em relacdo a historia dos numeros complexos a dificuldade que os
matematicos tinham em resolver problemas envolvendo raizes de nuameros
complexos assim como o0 surgimento de outros matematicos que vieram a colaborar
durante o seu periodo de evolugdo na matematica.

No capitulo 2, foi apresentado uma definicAo sobre os numeros complexos
em particular a respeito do seu reconhecimento, como se apresenta um numero
complexo, também foi realizado algumas opera¢des com os niumeros complexos de
soma, subtragdo, multiplicagcdo e divisdo, mais adiante foi apresentado as suas

propriedades com as suas seguintes demonstracoes.
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No capitulo 3, nos referimos as poténcias de i foi mostrado como elas sao
criadas obedecendo uma serie de repeticdes seguido da formula do termo geral.

O capitulo 4 nos referiu ao conjugado de um ndamero complexo e suas
propriedades foi mostrado a sua forma algébrica seguido da sua representacao
geométrica no plano complexo, também foram feitas demonstracdes conforme as
suas propriedades.

No capitulo 5 foi mostrado o aspecto geométrico do modulo de um numero
complexo, e a seguir foram apresentadas as propriedades, também foi feito a
demonstracao em relacao a elas.

No capitulo 6 encontram-se a representacdo trigonométrica dos numeros
complexos, através do plano complexo se mostrou da onde surgem as equacoes
trigonométricas e como séo convertidas para a forma polar, também mostra como é
encontrado o médulo dos numeros complexos como também da definicdo de
argumento, e a formula que se utiliza para encontrar esse angulo, foram feitas
alguns exemplos dentre eles se mostra como calcular o médulo e o argumento de z,
o valor principal do argumento, e como escrever um numero complexo na forma
polar. No subcapitulo 6.2 mostramos como séo feitas as operacdes de multiplicacéo
e divisdo na forma polar obedecendo algumas regras tanto para multiplicacdo como
para a divisao.

No capitulo 7, mostra-se a formula de De Moivre onde falamos sobre sua
importancia para determinar poténcias de expoentes naturais de numeros
complexos, como também para calcular raizes de nimeros complexos. Essas raizes
correspondem a vértices de poligonos regulares de n lados expressos no plano de
Argand- Gaus. Mostramos como a formula de De Moivre se apresenta assim como
da sua estrutura, descrevendo minuciosamente cada detalhe da mesma. Buscamos
mostrar algumas aplicacdes onde calculamos raizes complexas fazendo a aplicacéo
da férmula.

No capitulo 8, foi abordado a respeito do software MATHEMATICA com um
breve resumo da sua historia e de como é empregado em diferentes problemas que
envolve calculos. Sua finalidade e suas funcionalidades foram citados neste capitulo,
também foi relatado a importancia desse software para a otimizacao na realizacéo
de calculos mateméticos proporcionando mais rapidez e seguranca para O

estudante. Em seguida foram realizados alguns calculos de raizes complexas onde
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foi utilizado o MATHEMATICA para encontrar as raizes junto com a representacao
grafica dessas raizes no plano de Argand-Gaus.
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1. HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Os numeros complexos surgiram na matematica a partir do século XVI, foi
nesse periodo que se houve as primeiras indagacfes a respeito das raizes de
nameros complexos, nessa época alguns matematicos europeus em especial
italianos produziram pesquisas, e foi através da troca de conhecimentos entre esses
matematicos que se chegou a uma formalizagdo da estrutura que hoje conhecemos.

A histéria dos numeros complexos comecou a ser tracada gracas ao
matematico italiano Girolamo Cardano(1501-1576). Ele foi o responsavel por mostrar
gue mesmo tendo um termo negativo em uma raiz quadrada poderia se chegar a
uma solugéo para uma equacéo do segundo grau.

Portanto a forma como se calculava equacdes do segundo grau até o século
XVI consistia de se chegar a uma solucdo onde as raizes seriam sempre de
nimeros positivos, equacdes do segundo grau do tipo ax?+bx+c=0coma# 0

quando utilizando a formula de Baskara e frequente usarmos a formula

—b +Vb?% — 4ac
X =
2a

Existem situagdes em que pode se obter que o nimero A= b? — 4. a.c seja um
ndmero negativo nesse caso ndo haveria solu¢cdo dentro dos numeros reais essa
definicdo era utilizada pelos matematicos da época que ate aquele momento nao
tinha uma ideia clara de como manipular os nameros negativos. Mas a partir das
ideias de Cardano os numeros complexos comecgaram a ser vistos com outros olhos.

Em 1945 G.Cardano lanca em seu livro Ars magna (Arte magna), um
problema que consiste em dividir o numero 10 em duas partes cujo produto € 40, ou

seja, determinar as seguintes equacoes:

x+y=10 (1.1)

xy =40 (1.2)
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Para resolver essas equacdes Cardano eleva a equacdo 1.1 ao quadrado e

multiplica a equacao 1.2 por 4, assim,

x% + 2xy +y%2 =100 (1.3)

4xy = 160 (1.4)

Fazendo a subtracdo da equacdo 1.4 pela equacao 1.3, temos

x% —2xy +y?=-60 (1.5)

E sabendo que x% — 2xy + y%2 = (x — y)?, e utilizando a regra de fatoracdo do

trindbmio do quadrado perfeito, iremos obter da equacéo 1.5,

(x —y)? = —60
Logo
x—y=+42V-15 (1.6)

Formando entdo um novo sistema constituido pelas equacdes 1.1 e 1.6.

x+y=10 (1.7)
{x —y =+2V-15 (1.8)

Assim fazendo a soma entre as equacdes 1.7 e 1.8, formamos a seguinte

equacdo 2x = 10 + 2v—15. Que equivale a,

10+ 2v/—-15

x 2

Simplificando a equacgao temos,
x=5-v-15 ou y=54+v-15
e também

x=5+v-15 ou y=5-v-15
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Onde as suas raizes correspondentes séo 5 ++/—15 e 5—+/— 15. Cardano

ao multiplicar as raizes consegue encontrar o seguinte valor e encontra a solugéo.
(5 +v=5)(5 = V=5) = 25 — (—15) = 40.

Esse problema foi um dos primeiros que surgiu no desenvolvimento dos
nameros complexos e foi a partir dele que Cardano demonstrou abertamente o
primeiro caso de raiz quadrada de um numero negativo.

Porém a partir do momento que foi descoberto Cardano se deparou com outro
problema que ficou conhecido como numeros sofisticados, ou seja, as raizes
quadradas de numeros negativos e ele conclui que o resultado dessas raizes seriam
nameros insignificantes e indteis 0 que mas tarde seria desmitificado por outros
matematicos, 0s numeros negativos tiveram varias definicdes ao longo da sua
evolugdo eram conhecidos como numeros imagindrios, sofisticos, ficticios,
impossiveis e por serem incompreensiveis ficaram algum tempo sem serem
estudados. Mas foi através dos polindmios de 32 grau que o estudo dos numeros
complexos obteve sua evolucéo, quando Cardano ao tentar resolver a equagao x3 —

15x + 4 = 0, utilizando a formula conhecida pelo seu nome férmula de Cardano (1.9)

(1.6)

Alcancou os seguintes valores x = v/2+ V=121 e x=412—-+vV—121 a
partir dai ndo soube resolver as expressées de modo que o valor obtido seja o
namero 4, que era uma das raizes do problema. Para tirar Cardano desse empecilho
surge o matematico bolonhés Rafael Bombelli (1526 - 1573) que foi o precursor no
desenvolvimento da regra que veio a facilitar a resolucdo de equacfes de niumeros
negativos e dos nimeros complexos, foi ele que introduziu os niumeros complexos
na solucéo de equacdes de 3° grau.

Para resolver esse problema, Bombelli faz a substituicdo das raizes cubicas

por raizes quadradas de numeros negativos, e passa a adotar as seguintes

equacdes x = Y2+ V=121 como se fosse a+bvV—1 e x = /2 —+V—=121 como

sendo a —bVv—1 onde a, b € R ou seja, existem numeros reais a e b tais que:

Vi v_izl =a+v—Te Y2—v-12l = a—v=1.
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Fazendo isso ele obteve a =2 e b = 1.

Assim substituindo na equagéo temos,

x=3V2+ V=121 + V2 -v=121
2+4vV=1 + 2-V=1 = 4.

Foi a partir desse método que Bombelli consegue encontrar a solucdo do
seguinte problema. Mas a utilizagdo da formula foi visto com desconfianca pelos
matematicos da época embora a utilizacdo tenha sido aceita por demonstrar um
resultado concreto mais que ninguém conseguia explicar. Bombelli avancou ainda
mais nos seus estudos, em sua algebra de (1572) surge um artigo inédito, ele
apresenta a teoria dos numeros complexos de forma mediana, mas bem estruturada

também utiliza uma notacéo especifica: o nimero 3i, por exemplo, era representado

por R[0 m .9] (R de raiz, m de menos ), isto é, R[0 m.9] =0 — 9.

A partir da ideia de Bombelli de como manipular os numeros complexos, foi
necessario mais de dois séculos para que se conseguisse, por meio de Euler, ter o
conhecimento necessario para extrair raizes de nUmeros complexos.

Entretanto ao longo dos anos os numeros complexos foram sendo
incorporados na matematica, mais com certa aura de mistérios que perdurou até o
século XVIII para o XIX. Nessa época a aceitacdo dos nimeros complexos ainda era
vista com certa desconfianca por outros matematicos, a sua legalizacdo s6 foi
consolidada quando obtiveram a sua representacdo geométrica visto que ate entéao
0 maior problema em admitir a sua existéncia era a dificuldade em demonstrar
graficamente tal funcgéo.

Foi nesse sentido que surgem diferentes matematicos, e juntos contribuem
com suas ideias na organizacao e formacao da estrutura dos niumeros complexos foi
através deles que os numeros complexos obtiveram sua representacdo geométrica e
pode ser modelado para a forma que se em contra atualmente. Entre esses
matematicos temos:

O matematico suico Leonharde Euler(1707-1783) sugeriu, em 1777, a
substituicdio do nimero v—1 pelo simbolo i e progrediu nos seus estudos criando os
trés simbolos matematicos e,m,i Euler descobriu ainda as raizes da equacédo

z" =1 e definiu como sendo os vértices de um poligono regular de n lados e
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determinou a fungcdo dos nimeros complexos pela formula conhecida até hoje como
identidade de Euler e‘® = cos6 + isen#.

Carl Friedrich Gauss(1777-1855) foi o matematico que nomeou 0 termo
nameros complexos e utilizou a sua representacdo geométrica através de pontos em
um plano. Através dessa representacdo Gauss usa 0S complexos para obter
resultados em relacdo a geometria plana, e sobre numeros reais e também os
nameros inteiros. Ao utilizar o plano complexo Gauss demonstra que todo polinémio
de coeficientes reais pode ser decomposto em fatores de grau maximo 2.

Jean Robert Argand(1786-1822) e Caspar Wessel (1745-1818), fizeram uso
da representacdo dos numeros complexos como sendo uma estrutura que orienta e
facilita a interpretacdo geométrica tendo uma grande aceitacgdo no ambiente
matematico. Foi por meio de Wessel e Argand que se percebeu que 0s nimeros
complexos podem ser trabalhados algebricamente empregando segmentos de reta
orientados ou vetores coplanares. Mais foi no ano de 1800 com Argand e Gauss
empregando um sistema de coordenadas retangulares que estabelece uma relagéo
entre um complexo com um par ordenado, ou seja, a + bi representado pelo par
ordenado (a;b), obteve uma maior aprovacdo pelos mateméticos da existéncia
desses numeros. Assim com essas conversées um complexo a + bireproduz
geometricamente um ponto (ou um vetor), no plano bidimensional que é conhecido
hoje como plano de Argand-Gauss.

Contudo ainda havia um ponto importante a ser esclarecido: era entender
como a expressdao algébrica a + bi de nimero complexo apresenta a soma de duas
parcelas a e bi de naturezas completamente distintas. Quem resolveu esse problema
foi o irlandés William Rowan Hamilton(1805-1865). Hamilton nasceu em Dublin
Irlanda, era 6rfédo de pai e mée ainda crianga, entretanto mesmo antes de ter ficado
orfao sua educacao fora concedida pelo seu tio, que era linguista. Talvez por conta
disso sua incomum precocidade intelectual foi voltada inicialmente para o
aprendizado de linguas, William aos 5 anos de idade lia grego, hebraico e latim; aos
8, francés e italiano; aos 10, arabe e sanscrito; aos 14, persa. Ao ter um contato
relampago com um calculista poucos anos depois aticou o interesse ja forte de
Hamilton pela matematica. Sendo assim comegou a ler os grandes classicos da
matematica como os principia de Newton e a Mecéanica celeste de Laplace, no qual
neste ultimo encontra um erro isso aos 18 anos de idade. Em 1824 entrou no Trinity

College de Dublin, onde passaria a exercer o cargo de docente de astronomia em
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1827 antes mesmo de se graduar. Por conta disso passa a ser, inclusive, o
astronomo real da Irlanda.

Em um artigo de 1833, apresentado a Academia Irlandesa, Hamilton
introduziu uma algebra formal de pares de nUmeros complexos no qual as regras de
combinacdo sdo as que hoje utilizamos. Segundo Hamilton os nimeros complexos
passavam a ser vistos como pares ordenados (a,b) de numeros reais, onde se
operava da seguinte forma

(a,b) + (¢c,d) =(a+c,b+d)
(a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Segundo sua légica, um par (a,0) representa 0 numero real a; sendo assim
um par ordenado (—1,0) = —1. Portanto fazendo i = (0,—1), i? = (0,—1).(0,—1) =
(—1,0) = —1. Obtendo assim um esclarecimento l6gico para o simbolo vV—1.

Contudo Hamilton ao criar uma nova algebra pretendia chegar mais longe e
foi com esse intuito que ele desenvolve uma algebra que fosse para os vetores do
espaco tridimensional o mesmo que a algebra dos niameros complexos é para os
vetores de um plano. Portanto ele pensou que da mesma forma que um numero
complexo e escrito como par ordenado (a,b) = a + bi, uma nova expressdo pode
ser escrita como sendo (a, b, c) = a + bi + ¢j. Entretanto com essa nova descoberta
Hamilton percebeu que a soma e a subtracdo era feita naturalmente mais em
relacdo a multiplicacdo ndo obteve sucesso, o que levou a uma procura em vao que
durou por mais de 10 anos para encontrar uma regra que viesse a multiplicar esses
termos.

Mas no dia 16 de outubro de 1843 ao caminhar com sua mulher em direcao
ao conselho da Real Sociedade da Irlanda onde iria participar e presidir teve uma
enxurrada de pensamentos onde se chegou a descoberta que tanto procurava a
formula fundamental dos simbolos i, j, k onde i? = j? = k? = ijk = —1, que contem a
solugcdo do problema. Nasciam assim 0s quatérnions a + bi + ¢j + dk, em que
i2=j2=k*=-1, ij=k=—ji, jk=i=—kj e ki=j=—ik.

Com a descoberta da multiplicacédo definida dessa forma, o conjunto dos
quatérnions estabelece o primeiro exemplo de anel ndo comutativo com divisao.

Essa descoberta foi de grande importancia para Hamilton que ver a sua

aplicacdo para o desenvolvimento da fisica.
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2. NUMEROS COMPLEXOS E SUAS PROPRIEDADES
2.1. NUMEROS COMPLEXOS

Nesta primeira parte do trabalho seré feito um breve resumo dos numeros
complexos e iremos apontar algumas propriedades importantes para elucidar e
tornar mais facil a compreensao dos capitulos subsequentes em especial problemas
de geometria e as representacdes dos niumeros complexos.

Sera utilizado o simbolo i que o denominaremos como unidade imaginaria, e

seré representado pela expressdo v—1 estabelecendo a propriedade como sendo
i?= —1. Desta forma a identificacdo dos nimeros complexos estara obedecendo as
seguintes definicoes.

Definicdo 1.1 Um numero complexo € um numero da forma z = a + bi, onde
a e b sd0 numeros reais e i e a unidade imaginaria.

Definicdo 1.2 Todo numero complexo pode ser escrito de uma maneira Unica
na forma a + bi onde a e b sdo reais ( a € chamado de parte real e b é chamado de
parte imaginaria do complexo a + bi). Usa - se a notacdo Re(a + bi) = a e Im(a +
bi) = b.

Onde Re(z) = a. Definiremos como sendo parte real a de z, Im(z) =b, b
como sendo a parte imaginaria de z. Sendo assim se o numero complexo for da
forma z=a+ bi, a=0, b € R*, afrmamos que z e um ndmero imaginario puro,
também acontece se a expresséo for z = a + bi, a € R*, b = 0, nesse caso dizemos
gue z e um numero real. Em seguida estabelecemos os requisitos para que dois
nameros complexos sejam iguais.

Definicdo1.3 Dois numeros complexos sdo iguais se exclusivamente suas

partes reais e imaginarias forem exclusivamente iguais, isto €,

a+bi=c+di @{Z:fl (2.1)

Portanto determinamos que z; = z, exclusivamente se Re(z;) = Re(z,)

e Im(z,) = Im(z,).
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2.2. OPERACOES COM NUMEROS COMPLEXOS

Os numeros complexos formam um conjunto C, onde estdo definidas
operacoes de adicéo, subtracéo, multiplicagéo e diviséo isso ocorre do mesmo modo
para 0s numeros reais.

Sendo assim iremos mostrar como se apresenta as seguintes operacoes
envolvendo numeros complexos. Considere dois numeros complexos z; = a + bi e

z, = ¢ + di. Vamos definir as operagdes citadas para os elementos desse conjunto.

1. Adig&o e Subtracao:

Com o objetivo de somarmos ou subtrairmos nimeros complexos somamos
ou subtraimos as partes reais e a parte imaginaria separadamente. Assim sendo,

zy =a+bi e z, =c+di, dois nimeros complexos temos que:

zi+z,=(a+bi))+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i (2.2)

z1—2z;=(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—4d)i (2.3)

Exemplo 1: Considere dois numeros complexos z =10+ 2i e x =5 — 3i, calcule
Z+ x.

Solucédo: segundo as informagdes anteriores.
z+x=(10+2i) + (5 —3i)
=104+5+ (2 —13)i
=15+ (—-1)i
=15-1i

Lembramos que a soma de um numero complexo com seu conjugado € um
numero real.

2. Multiplicacéo:
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Na multiplicacdo de numeros complexos utilizamos a regra da multiplicacéo
de binbmios. Assim sendo, z; = a + bi e z, = ¢ + di, dois niUmeros complexos temos
que:

zy.2, = (a + bi)(c + di)

Z1.Z, = (a + bi).(c + di) = ac + adi + cbi + bdi?
Zy.Z, = ac + adi + bci — bd
Logo:

z1.Z, = (ac — bd) + (ad + bc)i (2.4)

Exemplo 2: Considere dois numeros complexos z; =2+ 4i e z, =1+ 3i, Calcule
Z1.Zo.
Solucdo: E s6 multiplicarmos os bindmios aplicando a propriedade distributiva
da multiplicacao.
212, = (2+4)(1+3i)) =2+ 6i +4i +12i.i> = —10 + 10i.

3. Divisao

Na divisdo de dois numeros complexos precisamos inserir o conceito de
conjugado de um namero complexo onde z = a + bi, e o conjugadode z é Z=a —
bi , para realizar a divisdo colocamos o quociente na forma de fracdo e fazemos a
racionalizacdo, multiplicando o numerador e o denominador pelo conjugado do
denominador. Assim temos,

zy 7y Z; (a+bi) (c—di) (2.5)

ZZ ZZIZ_Z_(C+dl).(C_dL)

Exemplo 3: Considere dois numeros complexos z; = 3+ 2i e z, = 1 +i. Calcular a

divisdo ? .

2

Solugdo: sabemos que para dividir ndmeros complexos precisamos

racionalizar o denominador entao,
zZy 3+2i

Zy, 141
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Fazendo a racionalizagao, temos

zy 3420 3+2i (1-i) 3-3i+2i—2i* 5-—i
z, 1+i 1+i 1-9) 1—-i+i—-i2 2

2.3. PROPRIEDADES DA ADICAO

Para quaisquer z,vew € C,onde z = (x,y),v=(a,b)ew = (¢, d), a

operacéao de adicdo estabelecida nos C, abrange as propriedades a seguir:

1. Propriedade associativa

z+ (W+w) = (z+7v) +w. (2.6)

2. Propriedade comutativa
zZ+v=v+z (2.7)

3. Propriedade do elemento neutro
z+ 0=z (2.8)

4. Existéncia do elemento simétrico

z+ (—z)=0. (2.9)

De acordo com as propriedades acima iremos fazer as seguintes
demonstracoes:
1. Propriedade associativa
z+@W+w) =(y)+ [(ab) + (cd)]
=(,y)+(@a+cb+d)

=(x+a+cy+b+d).
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Utilizando a associatividade dos numeros reais, observamos que a ultima

expresséo equivale a:

((x+a)+c,(y+b)+d) =(x+ay+b)+(cd) =(z+v)+w).
2. Propriedade comutativa
z+v=(x,y)+ (ab)
=(x+ay+Db).

Utilizando a comutatividade dos numeros reais, observamos que a ultima
expressao equivale a:

(a@a+x,b+y)= (a,b)+ (x,y) =v+2z

3. Propriedade do elemento neutro

Considerando o numero complexo v, temos z+ v =z. Trocando estes

nameros por coordenadas, obtemos:
(x,y) + (a,b) = (x,y) =

xt+a=x = a=0

(x+a,y+b)=(x,y)=>{y+b=y = b=0

De maneira que v = (a,b) = (0,0) = 0, desta forma existe (0,0), denominado
elemento neutro para adicdo, que ao se somar com qualquer nimero complexo z

seu resultado sera o préprio z, sendo assim z + 0 = z.

4. Propriedade do elemento simétrico

De acordo com o numero complexo z, desejamos encontrar v € C tal que

z+ v = 0. Trocando a equacéo por coordenadas, temos:

(x,y) + (a,b) = (0,0) =

x+a=0 = a=—x

(x+a,y+b)=1(00) (:){y+b=0 = bh=—y.
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Sabendo que v =(a,b)=(—x,—y), portanto existe (—x,—y), chamado

de (—z) simétrico ou inverso aditivo de z, ou seja, z + (—z) = 0.

2.4. PROPRIEDADES DA MULTIPLICACAO

Para quaisquer z,vew€ C, onde z=(x,y), v=(a,b)ew=(cd), a

operacdo de multiplicac&o verifica as seguintes propriedades:

1. Propriedade associativa

(z.v).w =z (v.w). (2.10)

2. Propriedade comutativa

Z.V="v.Z (2.112)

3. Propriedade do elemento neutro

z.1=z (2.12)

4. Propriedade do elemento inverso

(2.13)

5. Propriedade Distributiva

z.(v+w)=z.v+z.w. (2.14)

Conforme observamos as seguintes propriedades, trataremos de fazer as

suas demonstragoes.

1. Propriedade associativa
(z.v).w = [(x,y).(a,b)].(c,d)
=(xa — yb,xb + ya).(c,d)

=[(xa — yb)c — (xb + ya)d, (xa — yb)d + (xb + ya)c].
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Utilizando a propriedade distributiva dos numeros reais, observamos que a

ultima expresséo é semelhante a:

(xac — ybc — xbd — yad, xad — ybd + xbc + yac)

[x(ac — bd) — y(bc + ad), x(ad + bc) + y(ac — bd)]
= (x,y)(ac — bd, ad + bc)
= (x,¥)[(a b)(c,d)] = z. (u.w)
2. Propriedade comutativa
z.v = (x,9)(a, b)
= (xa — yb, xb + ya).

Utilizando a propriedade comutativa dos numeros reais, observamos que a

ultima expressao é semelhante a:
(ax — by,ay + bx) = (a,b)(x,y) = v.z.

3. Existéncia do elemento neutro
Sabendo que o niumero complexo z = (x,y). Vamos encontrar v = (a,b) € C

tal que z.v = z. Logo:

(x,y)(a,b) = (x,y) = (xa—yb,xb+ya) = (x,y)

xa—yb=x a=1
{xb+ya=y @{bzo.

De modo que v = (a,b) = (1,0) =1 ( ja que designamos o nimero complexo

(1,0) simplesmente por 1 ). Desse modo (1,0) =1 é o elemento neutro para a

multiplicagéo.

4. Existéncia do elemento inverso

Sejav = (a,b), coma # 0 ou b # 0, demonstraremos que existe o inverso

multiplicativo (x,y) que é apresentado por v—1 ou% tal que v.v~! =1.
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Escrevendo v.v~! = 1, em coordenadas:

(a,b)(x,y) = (1,0) = (ax — by,ay + bx) = (1,0).

Resolvendo o sistema {ax —by=1
ay —bx =0,
Obtemos
_ a _ —-b
Tevr C YT a2y

Portanto concluimos que

1 ( a —-b >
vi=———, —_
a? + b2 a? + b2

5. Propriedade distributiva

Sejam 0s numeros complexos z = (x,y), v = (a,b) e w = (c,d), temos:

z.(v+w)=(x,y).[(a,b) + (c,d)] = (x,y).(a+c,b+4d)
=[x(a+c)—y(b+d),x(b+d)+yla+ ).

Usando a distributiva dos ndameros reais, temos que a ultima expressao é
igual a:

[(xa + xc —yb — yd,xb + xd + ya + yc)].

Aplicando a associatividade dos numeros reais, temos:

= [(xa — yb) + (xc — yd), (xb + ya) + (xd + yc)]
= (xa — yb,xb + ya) + (xc — yd, xd + yc)

= (x,y).(a,b) + (x,y).(c,d) = z.v + z.w.
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3. POTENCIAS DE i

O que caracteriza um numero complexo é a sua unidade imaginaria,
definimos unidade imaginaria e indicamos por i, do qual o seu valor algébrico e
representado por v—1.

Ao criarmos as poténcias de expoentes naturais de i, reparamos que ha uma
repeticdo com um periodo de quatro unidades.

Considerando z = 1, temos:

i°=1

i=+V-1=i

i2=ii=(=1) =-1

i =i2i=(=1).(V=1) = i.(-1) = —i

it=i22=(V=1) . (V=1) = (-D.(-1) =1

i =itit=(V=1) . (V=) = .(V=T) =

i¢=i*i2=(V=1)".(V=1) = 1.(-1) = -1

i7=i6i= (V=1)".(V=1) = (=1).i = —i

Isso mostra que o resultado se repete de forma ciclica ocasionando uma
redundancia, isto é, ird se repetir de acordo com o termo geral "™ = {**" =",
Portanto a partir disso definimos a propriedade béasica da unidade imaginaria
i2=-1.

Conforme observamos o termo geral das poténcias de i, podemos provar por
inducdo que para qualquer inteiro positivo n teremos,

i4n — 1; l-4n+1 — i; l-4n+2 — _1; l-4n+3 = —i.
Assim, i € {-1,1, —i, i} para todos os inteiros n > 0. Se n € um ndmero

negativo, logo,

= =3)" =om (3.1)

l
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4. CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO

O conjugado de um numero complexo z = (x,y) = x+yi € representado

pelo nimero

Z=(x,—y)=x—yi

Assim o ponto Z é a reflexdo do ponto z no eixo x, ou seja, a localizacdo do

ponto z é simétrica a do ponto z em relagdo ao eixo x como mostra (Figura 1).
Figura 1- Representacao grafica do conjugado de z.

Im(z
gl J.l

¢

= (z,y)

LS

-
Relz)

Fonte: ROCHA, Vitail 2014, p. 32 .

Veremos agora algumas propriedades do conjugado de um nimero complexo

gue satisfazem o conjunto C.

1.z+w=272+w; (4.1)
2. Z—w=2Z—w, (4.2)
3. ZW = 7.W; (4.3)

4. (—) = %, se w#0; (4.4)



(4.5)

(4.6)
(4.7)
(4.8)

De acordo com as propriedades acima faremos as seguintes demonstracoes:

Considere dois numeros complexos z = x+yi e w = a + bi, temos:

Dz+w=x+a)+(y+bi=x+a)—(y+b)i=x-y)+(a—yi)=z+Ww.

.z—w=x—-a)+(y-bh=(x—-a)—(y—-b)i=x—-yi)—(a—bi) =z—w.

3) Temos:

4) Temos que:

Por outro lado

Sl

zZ.W

Sk

/| S

= (x +yi)(a+ bi)

= xa + xbi + ayi + abi?

= xa — yb + (ay + xb)i,
=xa —yb — (ay + xb)i

= (xa — ayi) + (—xbi + ybi?)
=a(x —yi) — bi(x — yi)
=(x—yi)(a—bi)=2z.w

1 1
w  a+ bi

B 1 a—bi_a—bi
T a+bia—bi a?+ b2

28



5)

6)

7)

8)

Sendo assim,
1 1

w  a—bi

_L”i:(l)

1 1w
e—=—.—=
w ww a?+ b? w

Onde concluimos que:

z=zex+yi=x—yi, logo y=-y, logo y=0.

z+ Z=((x+yi) +(x—yi) =2x+0i = 2x = 2. Re(2).

z—Z=(x+yi)— (x —yi) = 0x + 2yi = 2yi = 2.Im(z).

29
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5. MODULO DE UM NUMERO COMPLEXO

Um numero complexo z = x + yi, x,y € R é representado através de um par
ordenado (x,y), podemos representa-lo através de um plano cartesiano x0Oy, onde
se verifica 0s eixos x ey com 0S seus seguintes valores x (os multiplos de 1 =
(1,0)), e o eixo y com o valor correspondente aos multiplos de i = (0,1) como mostra

a figura (

Figura 2) que é chamado de eixo imaginario.

Figura 2 - Representacéo Vetorial.

Im
1
Ppn &
il o7
_' : = Feo
0 1 LY
b N

Fonte: ARAUJO, Jhonatas.. (2008, p.17)

Através dessa figura geométrica dos numeros complexos mostraremos o
moédulo de z=x+1iy, x,y € R, sendo |z| =./x? +y2. Assim podemos definir a
distancia entre dois nimeros complexos z; e z, como |z; — z,|.

A seguir temos as propriedades do médulo de um nimero complexo, com as

seguintes propriedades que se verificam para quaisquer z,w € C.

1.zz = |z|?; (5.1)



N

-zl =zl

. Re(z) < |Re(2)| < |z| e Im(z) < |Im(2)] < |z|

w

SN

Nzwl| = |z|wl;

Z

w

o

=|3| se w#0;
w

[o2]

Az +wl| < |z| + |wl;

\‘

z+w| = ||Z| — |w||.

De acordo com as propriedades subsequentes segue as

demonstracoes:

1) Sejam os numeros complexos z =x +yi e w = a + bi, temos
2= (x+y)x—y) =xt+yt e |zl =\ y? |
Assim
|z|* = (\/m)z = %% +y2 = 77,
Logo

zzZ = |z|?.

2) |zl =x2 +y? = x2 + (=y)? = [z.

3) sex>0, x=|x|esex <0, x < |x|. Assim x < |x|, para todo x € R.
Dessa forma
x2<x?+y? e |x|? =x?
Portanto
x| < |z|
Dessa forma podemos concluir que
x < x| < |z,

Onde concluimos

31

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

suas
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Re(z) < |Re(2)| < |z|.

Da mesma forma provamos para os Im(z).

4) Com base no item (1), temos que

lzw|? = zw.ZW = zw.Z.Ww = zZ.ww = |z|*|w|?

De onde concluimos que:
lzw| = |z||w|.

5) Conhecendo que

1 1z |x—yi
zl lz'zl  Ix2+ 92l x2 +y2 X2 +y
E sabendo que
1 1

1 |z|

1
z.—| = |z|. |—| =—
w wl  |w]

Logo

o
w

6) z+w|’= (z+w)(z+w)

= (Z+w)(Z+w)
=zZ+ zw + ww, mas zw + wz = 2Re(zw)

= |z|?> + 2Re(zw) + |w|?.

Como

|z|2 + 2Re(zw) + |w|? < |z|? + 2|zw| + |w|? = |z|? + 2|z||w| + |w|?,

E sabendo que



|ZI? + 2zlIw| + [w|? = (]z| + [w])?,
Isto é:
|z +wl? < (Iz] + w|)?
Extraindo as raizes quadradas de ambos os lados da desigualdade, temos:
|z +w| < |z| + |w|
7) Utilizando a desigualdade triangular,

Izl = |(z4+w)—w| < |z+w|+ |-w| =|z+w]| + |w|

Entao

|z +w| = |z| - |wl|
Trocando a ordem de z e w na desigualdade acima, temos:
|z +w| = |w| —|z|
Como
l1z] = lwl| = |z] — |w] se |zl = |w]|
lzl = wl| = lwl— 1zl se  |w|>lzl,

Concluimos que em ambas as situacdes

1z +w| > |lz] — wl|.
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6. REPRESENTACAO TRIGONOMETRICA DOS NUMEROS
COMPLEXOS

6.1. AS COORDENADAS POLARES NO PLANO

Dados as coordenadas polares r e 6 do ponto representado por p, e
sabendo que r = |z| com base na (Figura 3), onde r > 0. Utilizando as relacdes

trigonométricas do triangulo retangulo podemos obter as seguintes equacgdes. Assim

Figura 3 — Representacdo geométrica de um nimero complexo.

Im(z) &

|
O X Re (zj

Fonte: CARREIRA, Adelaide. (2012) WikiCiéncias.

X
cost;:> X =rcosf e senezg:yzrsene,

Fazendo
z=rcos6 +irsenf (6.1)

Através das equacdes iremos escrever o nimero complexo z na forma polar,
colocando r em evidencia temos

z=1r(cosf +isenf) (r=0).
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Lembremos que o raio do vetor r é representado por \/x2 + yZ, isto é, r =
|z].

O angulo 6 conhecido como argumento de z é apresentado como arg z
quando z # 0, e refere-se ao angulo que o vetor denominado por z faz com o0 eixo
real medido no sentido anti-horario em radianos, e os valores de 8 sao obtidos

através da equacéao ou da relacéao

tanf = 4 (6.2)
X

Ou através da posicdo do ponto z em um determinado quadrante.

Faremos uma aplicacdo para entendermos melhor como se encontra essas
coordenadas.
Exemplo 4: Dado o nimero complexo z = +/3 + i, determine:

a) Obter o médulo de z.

b) Obter o argumento de z.

c) Obter o valor principal do argumento.

d) Escrever z na forma polar.

Resolucado das questbes

a) Para encontrar o modulo de z, temos

|z| = 1/(\/§)Z+(1)2 =V3+1=2.

b) Para se obter o argumento z, iremos utilizar da definicdo de argumento

entao

1 V3
0 =argz = arctg—= arctg?

V3

Portanto

c) Para obtermos o valor principal do argumento serd necessario o resultado

da questao anterior, tomando-se k = 0; logo
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argz =

ol |

d) Para expressar a formar polar faremos

zZ = 2(cos%+ isen%)

6.2. OPERACOES COM NUMEROS COMPLEXOS NA REPRESENTACAO
POLAR

No seguinte topico iremos mostrar como sdo feitas as multiplicacdes e a
divisdo dos numeros complexos na forma polar e mais adiante veremos que essa
operacdo serd muito importante para o calculo de poténcias inteiras de um nuamero
complexo.

Tendo a forma polar dos nimeros complexos iremos utilizar uma regra muito

importante para a multiplicacdo. Assim
7z, =11(cos B, + isenb) e z, =1,(cos B, + isenb,)
Dois numeros complexos quaisquer. Logo,

z12, = 111(cos B, + isenB;)(cosbh, + isenb,)

= ry1y[(cos 6, cos 6, — sen 6, sen 0,) + i(sen 6 cos B, + cos B, sen b,)],

Sendo assim,
Z1Z2 = T1T2 [COS(Hl + 02) + i(Sen(91 + 92))] (63)

Observamos que o produto de dois niumeros complexos é o numero do qual o
modulo é o produto dos fatores e cujo argumento é a soma dos argumentos dos

fatores conforme a (
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Figura 4), nessa figura os triangulos cujo vértice sao representados por
0,1,z e0, z,, z;z, S&0 parecidos o que ajuda na elaboracédo do produto z,z, de

acordo com os dados 0,1, e z,.

Figura 4 - Multiplicacdo de dois numeros complexos na forma polar.

Fonte: AVILA, Geraldo. (2008, p.10)

Exemplo 5: Sejam z; =vV3+i e z, = 3V2(1+1i)/2. Antes de iniciar a mutiplicac&o
e necessario ter graficamente o numero complexo z;.z,. Para fazermos a
multiplicacéo de z,. z,, primeiro escreveremos 0s numeros complexos na forma

Polar entao,

zy =2 (cos%+ isen%)

Z, =3 (cos%+ iseng)

Para formar o produto z;.z, devemos multiplicar os modulos e adicionar os

argumentos, conforme a (

Figura 5) Se fizermos questdo do argumento principal e a soma dos
argumentos ultrapassar 2w radianos, devemos subtrair um multiplo inteiro de 2m

radianos do argumento 6, + 6,. Entdo os valores dados de z; e z,, 0 resultado sera
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5m 5m
Z1.2, =6 (cosﬁ + lsenﬁ).

Figura 5 - Produto de dois numeros complexos.

1l

/
A
- \Tﬁu = ﬂ]u-.:- + I_ll_"!.J

Fonte: Oliveira, C, E.(2005, p.14)

Conforme foi feito na construcdo do produto dos niumeros complexos, iremos

encontrar um resultado similar para a divisédo na forma polar. Entéo

1 cosf —isenf ]
=cosf —isend

cosO +isenf (cos@ — isenB)(cosf — isenh)

Logo,

zy 1, cosf,+isenf; ny ] ]
—=— = —(cosB; +isenb;)(cosbh, —isenb,)
Z, T, cosB,+senf, 1,

T
= r_l [(cos 6, cos B, + sen B, senB,) + i(sen B, cos B, — cos B, sen6,)]
2

Entao,



39

a_nh [cos(6; — 0,) + isen(6; — 6,)] (6.4)

Zz T2
Portanto na divisdo dos numeros complexos e sO calcular o quociente dos

modulos e a diferenca dos argumentos (Figura 6), observamos que semelhante ao

caso do produto, a estrutura do quociente € formada tendo como base a semelhanca

dos triangulos de vértices 0, 1. z—l e 0, z,.2.

2

Figura 6 - Divisdo de dois niumeros complexos na forma polar.

Fonte: AVILA, Geraldo. (2008, p.11)

Exemplo 6: Escrever na forma z = x + iy 0 quociente:

Z1 4 3 ( 3 iy 371) /4 +i /4

— onde zy = COS — rsen— e Z, = COS— Lsen—

Z, ! 4 4 z 2 2

. , |z4] 3 . 37
Assim o médulo de P inkte 3 e seu argumento ficara, argz; — argz, = e
2

s T
S = 5 portanto podemos escrever da forma

3vV2(1+i)

z=2=3 (cos% + isem E) ou se preferir na forma algébrica z = ==

Z2



7. FOMULA DE DE MOIVRE

A férmula de De Moivre e uma consequéncia da interpretacdo geométrica do
produto dos numeros complexos, ela e importante para determinar a poténcia de
expoentes naturais de um numero complexo quando estiver na forma trigonométrica.

(cosx + isenx)™ = cos(nx) + i sen(nx),

Na férmula o n representa um inteiro positivo e analisando geometricamente
podemos notar que ao multiplicar o complexo unitario cosx + i senx por ele mesmo
nvezes, representa que ira dar n voltas continuas com o angulo x.

Uma das vantagens da formula de De Moivre e calcular cosnx e sennx, sem

a necessidade de utilizar a férmula da adicdo. Como exemplo iremos calcular cos 3x,

utilizando a formula anterior:

cos3x + isen3x = (cosx + isenx)3 =
= cos3x + 3 cos xi? sen®x + 3cox?xisenx + i3 sen3x =

= cos3x — 3 cosxsen? x + i(3cos?x sen x — sen3x),

Fazendo a juncdo das partes reais e imaginarias temos:

cos 3x = cos3x — 3 cos xsen? x,

sen3x =

3cos?xsenx — sen3x.

Exemplo 7: Calcular o nimero complexo (1 + i)1°°°,

Solugéo: Escrevendo na forma polar o numero 1 + i entao

V2 (cos% + isen E)

4
Utilizando a formula de De Moivre, obtemos
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1000 T T
(1 + )1000 = \/2 (cos 1000 + i sen 1000 Z)

= 2590(co0s 2507 + i sen 250m)

= 2%90(cos 0 + i sen 0) = 2590,

A formula De Moivre também e utilizada para calcular as raizes de um
namero complexo ela possibilita encontrar as n raizes de indice n de um numero

complexo, ndo nulo, escrito na forma trigonométrica.
7.1. RAIZES DE NUMEROS COMPLEXOS

Em um nimero complexo z as raizes n — ésima de z S&0 representadas por

Yz e pode ser escrito da forma w™ = z. Analisando matematicamente temos que
Vz=w © wt=12z

Diante disso faremos o0 uso da equacdo matematica z" = z, para simplificar o

nosso raciocinio e atentaremos em resolvé-las da seguinte forma

=z, (7.2)

Sabendo que n € N e z, € C a maneira mais facil de resolver este problema é
utilizando a forma polar de representacdo dos numeros complexos, para comecar

analisaremos a equagéao (7.1)
Se z, = 0 logo a equacéo (7.1) indica a seguinte solucdo z = 0.
Colocando na forma polar z=r(cosf8 +isenf) e z, = ry(cosf, + isenb,)

percebe-se que e formado uma equagéo da forma

r™(cos(nf) + i sen(nh)) = ry(cosH, + i senb,) (7.2)
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Essa equacdo apresenta uma igualdade de nimeros complexos o que implica
gue devemos separar a parte real da parte imaginaria entéo

r™ cos(nf) = r, cos, e rsen(nf) = r,senf,

Reparem que na igualdade de complexos 0os modulos sdo iguais e 0s
argumentos sdo congruentes, desta forma:
r=r,= r=’i/r—0 e nf = 6,.
Fazendo a substituicdo 6, por 6, + 2km, ja que a fungdo seno e cosseno
possuem periodo 2, e k € um numero inteiro positivo, negativo ou nulo.

Assim,

nf=6,+2kn = 0= 2+2% para k={0,1,2,..,n—1}.

n
E interessante perceber que %/r, corresponde a raiz n — ésima positiva do
namero real positivo 7.

Na equacéo

0, 2km
0 =—+—
n n

Notemos que independente do valor de k € Z ir4 resultar em um ndmero
diferente para 6 e fica mais explicito o raciocinio quando escrevemos a equacgao na

forma

_bo , 2kn (7:3)

Aplica-se da mesma maneira na formula

z, = [ro(cos 0y + i sen ;) (7.4)

Portanto podemos concluir que se z, =r1y(cosf, +isenf,) for #0 a
equacao (7.1) possui n solugbes ou raizes diferentes que serdo encontradas

através da formula
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o 0o + 2km\ | 0o + 2km B (7.5)
Zk—\/T_O(COS( " >+Lsen( " )), k=0,..., n—1

Para entendermos melhor como serdo encontrado essas raizes faremos uma

analise dessa expressao utilizando alguns valores para k.
6o 6o
k=0=>" ( — 4 —>
7o | cos - + isen -
n 60 . 00
k=n>="r (cos<—+2n) +Lsen(—+2n))
n n
n 0y + 2m . 0y + 2m
k=1= yr, (cos (T) + isen (T))

0y + 2nm + 21 ) 0y + 2nm + 21
n )-I—tsen( >>

n 0y + 21 . 6y + 2m
= \/r_o (cos (T + 271') + isen (T + 271))

k=n+1:>"r0<cos<
n

Essa férmula conhecida como segunda férmula de De Moivre nos mostra que
qualquer valor que atribuimos a k resultara em uma raiz distinta cujo médulo sera o
mesmo. Sendo o mesmo modulo geometricamente falando significa que suas
imagens no plano de Argand-Gauss estardo sobre uma mesma circunferéncia.
Podemos observar também que para qualquer valor inteiro de k iremos encontrar
argumentos que sao arcos cbngruos o que nos resulta em uma repeticao de raizes,
0S argumentos que aparecem na expressao também varia de acordo com os valores
de k, é interessante notar que a medida que forem atribuindo valores para k eles

formaram uma (P.A), isto é eles estardo igualmente espacados, estaremos sempre
2 . . .
somando 7” cada vez que atribuirmos um valor para k como sendo uma unidade

maior que a anterior. Podemos concluir depois desse raciocinio que se eles estédo
igualmente espacados dentro do plano de Argand Gaus apresentando a imagem
sobre a mesma circunferéncia, nés estaremos formando com esses veértices um

poligono regular de n lados (

Figura 7- Poligono regular de n lados
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) n
Asraizes de z =1.

Fonte: ZANI, Sérgio. ( 2001, p. 22)

Faremos agora uma aplicagdo da formula de De Moivre nos exemplos a
seqguir:
Exemplo 8. Calcule as raizes cubicas de .

Resolucéao:

Sabendoque z=1i,logo ry,=1¢€e 8 = g .Utilizando a segundo férmula de

De Moivre, temos:

E+2kn E+2kn

ZRZW cos YV E— + isen E 3 , e k € {0, 1,2},

Que corresponde a:

m + 4tk ) T + 4mk
7, =1 [cos (—) + isen (T)]' k €{0,1,2}.
. TN oMy V31
k=0, equivale z, =1 [cos (g) + isen (g)] == + rk

k=1 vale z, =1 (5")+' (5”>]— +oi
=1, equlvae Zl_ COoS 6 rsen 6 = zl



) 3 ) 3
k=2, equivale z, = 1|cos (7> + isen (7>]

Logo as raizes cubicas de i séo:

_V3. 1 _ V3.1 _
20—2 2.1, Zq = 2 2.1, Zy = —I
. . 1 43,
Exemplo 9. Calcule as raizes cubicas de z = —s+L
Resolucéo:
2 2
2= |(-2) +(2) -1
2= \72 2 )~
1
cosH=—§
=60=120°=—
V3 3
sen0=7

= 1(cos 120° + i sen 120°)

Usando a féormula de De Moivre temos

6, + 2km 6, + 2km
zk=’i/r—0<cos(oT)+isen<oT)) ek=0,..,n—1
, . 2?ﬂ+2k7t 2?”+2k7r
3z = V1|cos Er— + isen Era— e k € {0,1,2}

Que corresponde a:

45
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21 + 6k 21 + 6k
Vz = 1[cos (%) + isen (%)], k € {0,1,2}

] 21 ] 21 ]
k = 0 equivale z, = 1 |cos (7) + isen (7)] = cos 40° + isen40°

_ 8m\ | 8m _
k =1 equivale z; = 1 |cos (?> + isen (?>] = cos 60° + isen60°

14w 147
k = 2 equivale z, = 1 [cos (T) + isen (T)] = cos 280° + isen280°

8. SOFTWARE MATHEMATICA

O MATHEMATICA é um programa responsavel por fazer uma juncéo entre
combinagdo simbdlica, calculo numérico e calculo gréafico, foi desenvolvido em
meados da década de 80 por Stephen Wolfram um cientista inglés conhecido por
inUmeros trabalhos ligados a &rea da fisica, matematica e da computacdo. Esse
programa permite ao usuario realizar calculos computacionais simples até problemas
de grande complexidade como célculos de derivadas, integrais, desenvolvimentos
em séries, manipulagdes algébricas entre outros. Ele podera realizar graficos de alto
desempenho que podem ser impressos ou exportados para outros programas.

Essas acdes quando realizadas manualmente podem consumir bastante
tempo o0 que acarretaria em uma perda inestimavel para o profissional da area de
ciéncias exatas. Com uma sofisticada linguagem de programacdo e de faclil
manuseio o MATHEMATICA se tornou uma das principais ferramentas utilizadas por
cientistas, professores e alunos do mundo todo, se mostrando capaz de atender a
todas as exigéncias a ele submetidas.

O MATHENATICA apresenta um nucleo e uma interface com o usuario, esse
nacleo foi atribuido para fornecer as mesmas solu¢cdes em todos os computadores.
Ele tem a finalidade de armazenar as fun¢des responsaveis pelo calculo. Embora o
seu desempenho possa ser alterado devido a diferenca em relacdo a memoria

utilizada em certos computadores, quanto maior for a memoria naturalmente ele
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realizara operagBes mais complexas e os mais rapidos fornecerdo a resposta em um
tempo menor. O MATHEMATICA foi desenvolvido para trabalhar com os mais
recentes sistemas operacionais e hardwares, portanto pode ser utilizado em
qualquer sistema que seja melhor para o usuario.

Iremos usar o software MATHEMATICA nas operagdes envolvendo o calculo
das raizes complexas e faremos a demonstracdo da propriedade geométrica dessas

raizes.

Calculo das raizes dos numeros complexos exemplos

1) -1
root = ComplexExpand[Solve[z3 == —1,z]]

PR WA LA L PN L L

A EAE S

Module[{root, rootplot}, root = Solve[z3 == —1, z]; rootplot

= ListPlot[{Re[z], Im[z]}/.root, PlotRange — {{—1.1,1.1},{—1.1,1.1}},@AxesLabel
- {"Re[z]", "Im[z]"}, AspectRatio — 1, PlotStyle
— PointSize[0.04]]; Show[rootplot, Graphics[{Blue, Circle[{0,0},1]}]]]



ImH

2) V-1
root = ComplexExpand[Solve[z4 == —1,Z]]
1+ 1+ 1—i 1—1
{{z -~ 7z hiz - 7z iz —>—2},{Z - _f}}
Module[{root, rootplot}, root = Solve[z* == —1, z]; rootplot

= ListPlot[{Re[z], Im[z]}/.root, PlotRange — {{—1.1,1.1}, {—1.1,1.1}}BAxesLabel
- {"Re[z]", "Im[z]"}, AspectRatio — 1, PlotStyle
— PointSize[0.04]]; Show[rootplot, Graphics[{Blue, Circle[{0,0},1]}]]]

ImH

‘ Re{z\
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3) ¥V-1

root = ComplexExpand [Solve[z5 == -1, Z]]
1 5 5 5 1 V5 |5 +5 1 V5 |5 +5
(tr> Dz o gt rifg-ghlemg g i gt ghlog- g+t

1 V5 [5 V5
Cita 5T

Module[{root, rootplot}, root = Solve|[z —1, z]; rootplot
= ListPlot[{Re[z], Im[z]}/.root, PlotRange — {{—1.1,1.1}, {—1.1,1.1}} BAxesLabel
- {"Re[z]", "Im[z]"}, AspectRatio — 1, PlotStyle
— PointSize[0.04]]; Show[rootplot, Graphics[{Blue, Circle[{0,0},1]}]]]

5_:

ImH

4) Y-1
root = ComplexExpand[Solve[z® == —1, z]]
R R s B i et b At i)

Module[{root, rootplot}, root = Solve[z® == —1, z]; rootplot
= ListPlot[{Re[z], Im[z]}/. root, PlotRange

- {{—-1.1,1.1},{—1.1,1.1}},mAxesLabel = {"Re[z]", "Im[z]"}, AspectRatio — 1, PlotStyle
— PointSize[0.04]]; Show[rootplot, Graphics[{Blue, Circle[{0,0},1]}]]]



ImH
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CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como propésito fazer uma aplicagdo dos numeros
complexos no calculo das raizes utilizando o software MATHEMATICA. Para isso, foi
necessario fazer um levantamento do aspecto histérico do surgimento dos niameros
complexos, seguido da sua definicdo e suas propriedades onde definimos a unidade
imaginaria i e suas aplicacdes.

Isso foi importante para podermos trabalhar com mais clareza na resolugéo
das equacbGes e entender como se representa no plano de Argand-Gaus as
expressdes dos numeros complexos.

De um modo geral, os resultados obtidos utilizando o software
MATHEMATICA permitiu se ter uma O6tima visualizacdo do grafico das raizes
complexas além de facilitar o calculo da mesma, trouxe agilidade no processo de
desenvolvimento das operagbes que envolvem as raizes complexas. Com isso 0
procedimento utilizado para a resolugcdo das equacdes foi beneficiado com a
utilizacao desse software, o que gerou bastante confianga e disposicdo na hora de
realizar tarefas envolvendo calculos de raizes complexas, assim ficou evidente que
0s objetivos na aplicacdo do software MATHEMATICA nas operagdes com numeros

complexos foram alcangados.
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Nesse sentido o objetivo do trabalho foi mostrar como calcular as raizes
complexas utilizando o software MATHEMATICA, e os resultados foram bem

sucedidos, tanto do aspecto visual como da otimizacdo na hora de executa-los.
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