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RESUMO

O presente trabalho explora o teorema dos residuos e as fungdes de Green, destacando sua
aplicagdo em problemas envolvendo integrais improprias de varidveis reais e equacoes
diferenciais. O estudo revela a profundidade e versatilidade desses conceitos, demonstrando sua
importancia na resolucio de problemas fisicos e matematicos complexos. Além disso, introduz
as fungdes de Green e a fungdo delta de Dirac, mostrando sua aplicabilidade em equagdes
diferenciais relevantes para a fisica. Destaca-se também o uso da transformada de Fourier para
simplificar equacdes diferenciais, exemplificadas na resolugdo de problemas como o oscilador
harmoénico e a equagdo de Schrodinger. Este estudo oferece uma introdugao valiosa ao conteudo
de fisica matematica, ressaltando sua utilidade na compreensao e solugao de problemas fisicos.
A metodologia usada nesta pesquisa consiste em uma revisao da literatura matematica vinculada

ao tema.

Palavras-chave: teorema do residuo; fun¢do de green; funcao delta de dirac; transformada de

fourier.



ABSTRACT

The present work explores the residue theorem and Green's functions, highlighting their
application in problems involving improper integrals of real variables and differential
equations. The study reveals the depth and versatility of these concepts, demonstrating their
importance in solving complex physical and mathematical problems. Additionally, it introduces
Green's functions and the Dirac delta function, showing their applicability in relevant
differential equations for physics. The use of the Fourier transform to simplify differential
equations is also emphasized, exemplified in solving problems such as the harmonic oscillator
and the Schrodinger equation. This study provides a valuable introduction to the field of
mathematical physics, emphasizing its utility in understanding and solving physical problems.
The methodology used in this research consists of a literature review of mathematical literature

related to the topic.

Keywords: residue theorem; green function; dirac delta function; fourier transform
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1 INTRODUCAO

A matematica desempenha um papel fundamental na Fisica, fornecendo ferramentas
necessarias para entender e descrever os fendmenos fisicos que ocorrem ao nosso redor. Dentre
os diversos ramos da Matematica, o célculo diferencial, o calculo vetorial e o calculo no plano
complexo sdo especialmente relevantes para diferentes areas da Fisica. Uma dessas areas ¢ a
mecanica classica, onde calculo diferencial € essencial para descrever o movimento dos corpos
e as forcas que atuam sobre eles. Por sua vez, o calculo vetorial fornece ferramentas e conceitos
essenciais para o estudo do eletromagnetismo, como as equagdes de Maxwell que descrevem
como 0s campos elétricos e magnéticos interagem e se propagam.

Ainda nesse contexto, temos o célculo no plano complexo, originado das func¢des de
variaveis complexas, o qual desempenha um papel fundamental na Fisica Quantica. Dentro do
calculo no plano complexo, destaca-se um resultado crucial conhecido como o teorema dos
residuos, o qual possui implicagdes profundas em diversas areas da Fisica, incluindo a teoria
quantica de campos, a teoria da relatividade e a mecanica estatistica. Este teorema desempenha
uma fun¢ao essencial na resolucao de integrais complexas, permitindo-nos calcular integrais de
funcdes complexas utilizando apenas as singularidades isoladas presentes nessas fungdes. Tais
integrais aparecem frequentemente em problemas envolvendo a eletrodinamica quantica, por
exemplo. O referido teorema estabelece que a integral de uma fungao analitica em uma regido
fechada ¢ igual a 2mi vezes a soma dos residuos das singularidades contidas nessa regido
(Brown; Churchill, 2009). Isso se converte em uma ferramenta matematica altamente eficaz
para calcular integrais improprias de fungdes racionais, bem como integrais improprias ou
definidas que contenham fungdes trigonométricas.

Além do calculo no plano complexo, outra ferramenta matematica importante na Fisica,
sdo as chamadas fun¢des de Green. As fungdes de Green sdo em geral solugdes particulares de
problemas envolvendo equagdes diferenciais ndo-homogéneas sujeitas a condigdes iniciais ou
condi¢des de contorno (Braga, 2006). Essas fungdes podem ser entendidas de maneira fisica
como a resposta de um sistema fisico a um impulso, e a abordagem de analisar um sistema
fisico reunindo essas respostas aos impulsos ¢ conhecida como método da fun¢ao de Green
(Feynman; Leighton; Sands, 2008). Isso simplifica o processo de resolucdo de problemas
complexos em muitas areas da Fisica e Engenharia, incluindo a teoria quantica de campos,
eletrodindmica e teoria estatistica de campos.

O Teorema dos residuos e as Fungdes de Green sao contetidos estudados na area de

Fisica- Matematica que ¢ um ramo da Fisica- Teorica. Disciplina que se localiza na intersec¢do



da Fisica e Matematica, seu foco reside em esclarecer com precisao matematica, através de
teoremas e demonstragdes o significado dos conceitos fundamentais da teoria fisica (Dyson,
1992). O primeiro contato do autor com esses temas foi durante a iniciacao cientifica (PIBIC),
o que despertou um grande interesse pelos conteudos e motivou o desenvolvimento deste
trabalho. Assim, procuramos repassar os conhecimentos adquiridos sobre Célculo no plano
complexo e Fungdes de Green neste trabalho, onde o mesmo pode ser utilizado como recurso
didatico-tedrico em notas de aula sobre os referidos assuntos. Portanto, este trabalho fornece
uma introducgao valiosa a contetidos estudados na area da Fisica-Matematica, ressaltando sua
utilidade na compreensdo e solucao de problemas fisicos.

O Objetivo Geral deste trabalho ¢ estudar o Teorema do Residuo e a Func¢do de Green
com o objetivo especifico de aplica-los em problemas envolvendo integrais improprias de
funcdes racionais e trigonométricas e na resolucdo de equagdes diferenciais importantes para
Fisica.

O trabalho esta dividido em 4 capitulos. O primeiro capitulo ¢ composto pela introdugao.
No capitulo 2 apresentamos uma introducdo a Série de Laurent para s6 entdo introduzirmos o
Teorema do Residuo para preparar o leitor para as aplicagdes do mesmo. O capitulo 3 ¢
destinado as aplica¢des do Teorema do Residuo em trés casos de integrais reais. Comegamos o
capitulo 4 introduzindo a fun¢do delta de Dirac e logo apds apresentamos uma pequena
introducdo a Transformada de Fourier e suas propriedades para entdo introduzir a Funcao de

Green e em seguida aplicamos o método em dois problemas envolvendo equagdes diferenciais.



2 SERIE DE LAURENT E RESIDUOS

Neste capitulo o objetivo ¢ apresentar o Teorema do Residuo. Primeiramente
apresentaremos a série de Laurent e seus respectivo teorema. O teorema da série de Laurent nos
¢ importante pois ele nos diz que uma funcdo analitica pode ser representada por séries de
poténcias positivas e negativas de (z — z;).

Os conceitos, teoremas ¢ demonstragoes desta secao foram baseados nas referéncias
Avila (2008), Arfken e Weber (2007), Brown ¢ Churchill (2009).

2.1 Série de Laurent
Teorema 2.1. Seja f uma fung¢do analitica no dominio anelar D definido por r < |z — zy| <
R. Entdo para todo numero complexo z nessa regido, f(z) é representada por uma série de

poténcias positivas e negativas de (z — z).

+00 +00 +00
_ a_n _ n _ Z _ n
@ =) Goaat ) e =2)" = ) an(z =) e
n=1 n=0 n=-—co
Onde os coeficientes a,, n = 0,+1, £2, ..., sdo dados por
1 f(&)dé (2.2)

A, = —
"o2mi ) (& —zp)ntt
Sendo C um contorno fechado totalmente contido em r < |z — z,| < R e envolvendo z, uma

vez no sentido positivo. A série em (2.1) é chamada de série de Laurent.

Exemplo 2.1. Obtenha a série de Laurent para a funcao f(z) = e=2 /z? , no dominio 0 <

|z| < o

Solug¢iao. Sabemos que,

+ooZn
e? = —
n!
n=0
Entao,
-z h n_n 2 3
e 1 (-D"z 1 Z
PR A R G TR TR
n=0

Logo,



e’ _1 1, i’i‘ (=1)nzn~2
72 72 gz n!
n=2

e’ _1 1, i’i‘ (=1)nz"
z2 72z (n+2)!
n=0

Exemplo 2.2. Obtenha a série de Laurent para a fungio f(z) = 1/z(1 + z2) centrada em z, =

0.

Solucio.

1 _ 1 1

z(1+22) z (1422
1 _ 1
(1+22) 1-(-z2)
Dado que |—z?| = |z|? < 1 se |z| < 1, entdo podemos utilizar a série geométrica
LS
1-z z
n=0

Temos,

L - S o= Y
n=0 n=0

f(z) = %i(—l)"zzn = i(_l)nZZn—1
n=0 n=0

Expandindo a nova série encontrada, temos

1 1 <«
=——z+z3 -2+ ==+ E (—D)"1z2* 0 < |z| < 1
z z

n=0



2.2 Residuos
Seja z, uma singularidade isolada de uma fun¢do f. Existe uma vizinhanca na qual f ¢
analitica, exceto no proprio ponto zy, 0 < |z — z,| < r. Entdo, nesta regido, a fungdo pode ser

representada pela série de Laurent.

+ o0
a_q a_, a_n
f(Z)ZZa(Z—Z)n-l- + et ———
~ " ° z—zy (z—2)? (z —zp)"

Onde os coeficientes a,, n = 0,+1, £2, ..., sdo dados por

1 f(§)d§ (2.3)

n T o c (& —zp)m*1

Sendo C um contorno fechado totalmente contido em 0 < |z — zy| < r e envolvendo
Z, uma vez no sentido positivo.
Na formula (2.3) para os coeficientes da série de Laurent, substituindo a variavel

complexa ¢ pelo simbolo usual z, vemos que, se tomarmos n = —1, temos que

a_, = Lif(z)alz - if(z)dz = 2mia_,
2mi J¢ c (2.4)

Onde o coeficiente a_; acima ¢ chamado de residuo de f no ponto z,, € escrevemos
a_, = Res{f(2),z,} . Por sua vez z, é chamado de pdlo de f(z). O que acabamos de encontrar

sera importante no teorema que veremos a seguir.

2.3 O Teorema do Residuo

No que se segue apresentamos o Teorema do Residuo. O teorema do residuo nos diz
que em dadas circunstancias, podemos calcular integrais complexas fc f(z)dz somando os
residuos em singularidades isoladas de f no interior do contorno fechado C e multiplicando por

2mi. Veremos nas proximas se¢des aplicagdes desse teorema. Por ora, precisamos demonstra-
lo.
Teorema 2.2. Seja C um caminho fechado simples orientado positivamente. Se uma fungdo f

for analitica no interior de C exceto num numero finito de pontos singulares z, Zy, ... Zy N0
interior de C. Entdo

jgf(z)dz = 2mi[res{f(2),zy} + res{f(2),z,} + - + res{f (2), z,}]
c
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Demonstracdo. Para demonstrar esse teorema, vamos considerar caminhos Cj fechados
orientados positivamente. Os caminhos C; sao tragados em torno de cada ponto singular z
(k=0,1,2...,n), de forma que cada um dos caminhos Cj, sejam interiores a C. Os caminhos
Cy, juntamente com o caminho C, formam a fronteira de uma regido fechada na qual f ¢
analitica e cujo interior ¢ um dominio multiplamente conexo.

Figura 1 — Regido fechada multiplamente conexa com os caminhos C e C,

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Principio da deformacgao de caminhos [5], temos

jgcf(z)dz = j‘i f(z)dz + j‘i f(z)dz + - +£ f(z)dz

Como f ¢ analitica no interior de e sobre C,, exceto no proprio z, entdo as hipoteses do
Teorema 2.1, sdo satisfeitas, logo

1
Res(f (2),2) = 5 } f(2)dz

f f(z)dz = 2niRes{f (2), z;}

Entao,

jgf(z)dz = 2mi[Res{f (2), 2y} + Res{f (z),z,} + -+ Res{f (2), z,}]
c
No caso em que C ¢ uma unica singularidade em z, a férmula se reduz a

jgcf(z)dz = 2mi[Res{f (2), zy}] (2.5)

Que ¢ equivalente a expressao (2.4).
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2.4 Residuos em Podlo Simples
Vamos considerar que a,, = 0 para qualquer n < —2 para f(z). Nesse caso, dizemos

que a fungéo f(z) tem pdlo simples. Assim, a série de Laurent na Eq. (2.1) fica

+ o0

f(2) = Zl anlz = 20)" = 7 ¥ (@), (2.6)
No qual
9@ = an(z— 2"
n=0

Como queremos isolar a_; na Eq. (1.6) Entdo multiplicamos toda essa equagdo por (z — z;).
Em seguida, fazemos o limite z — z,. Dessa forma, encontramos o residuo simples de f(z)
dado por

a_i = Res{f(2),2,} = lim (z — zp)f (2)
zo2o (2.7)

Notemos que o lim (z — z5)g(z) = 0.
zZ-2Z

Exemplo 2.3: Considere a funcao

_ eiz B eiz
f(2) T 2244 (z420)(z-20)

Encontre os polos e o residuo,

Solugio. Para encontrar o pdlo, devemos igualar o denominador a zero, logo z2 + 4 = 0, entdio

z = *2i. Para cada p6lo, temos um residuo associado.

Sendo assim,

elZ e—Z

(z+20)(z—20) 4i

Res{f(2),2i} = Zli_)r?i(z —2i)

elz ez

(z+20)(z—20) —4i

Res{f(z),—2i} = Zl_i)r_nZi(z + 2i)
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Pelo teorema do residuo, considerando uma curva C que engloba os dois polos (no sentido anti-

eiz d o e—Z eZ
2Z+27 T ™M\ T W
C

Note que a integral total ¢ a soma de todas as contribui¢des de todos os residuos.

horario), entao

Note que qualquer fungdo do tipo

9(2) (2.8)
(z — zp)"

f(2) =

Com g(z) analitica (sem p6lo) e n = 1 tem pdlo e residuo simples.

Existem formulas alternativas para o célculo do pdlo e residuos simples ja que nem
sempre serd facil resolver o limite em (2.7) se f ndo for uma fungdo racional. Em particular,
suponhamos que f possa ser escrita como um quociente f(z) = g(z)/h(z), sendo g € h
fungdes analiticas em z = z,. Se g(z,) # 0 e se a fungdo h tiver um zero de ordem 1 em z,, f

terda um polo simples em z = z; e

9(2o) (2.9)
h'(zo)

Res{f(2),20} =

Este resultado nos diz que podemos resolver problemas envolvendo polo e residuos simples

apenas derivando o denominador dado as condigdes impostas.

2.5 Residuo em Po6lo Composto

Vamos assumir um pélo de ordem m, isso significa que a série de Laurent de f(z) é

f@)=—= 4Ty g(2)
(z—20)™  (z—2) (2.10)

E possivel mostrar que

1 am-1

= o D

[(z = z9)"f(2)].

a1

Primeiramente expandimos a equagao (2.10)
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a_ a_
f(2) :ﬁ_{_...+ﬁ+ao+a1(z—20)+...,a_m 0
0 0

Multiplicando toda a igualdade por (z — z,)™, temos
(Z - ZO)mf(Z) = a_m + b + a_l(Z - Zo)m_l + ao(z - Zo)m + a’l(z —_— Zo)m+1 + o

Derivando (m — 1), obtemos

dm—l

dZm—l

[(z = 20)"f(2)] = a_1(m — D!+ mlag(z —zp) + -

Ao passarmos o limite quando z — z; , encontramos a seguinte formula

1 m-—1

= oD

[(z = z)™f(2)]

a1

Note que qualquer fungdo do tipo

Com g(z) analitica (sem p6lo) e n > 2 inteiro tem poélo e residuo composto. Na fisica é mais

comum o caso de residuo simples.

3 TEOREMA DO RESIiDUO APLICADO AO CALCULO DE INTEGRAIS
IMPROPRIAS.

Veremos agora como o teorema do residuo pode ser utilizado para calcular certos tipos
de integrais de fungdes reais. Mostraremos trés casos que ilustram alguns métodos convenientes

para essas integrais.
3.1 Integrais Improprias de Funcdes Racionais

Consideremos integrais reais do tipo,

—dx

[

Onde p e g sdo polindomios e o grau de q ¢ maior do que o grau de p, por no minimo

duas unidades de diferenca, e g ndo possui zeros reais.

Exemplo 3.1. Seja calcular

+00 1
f_oo xz_l_ldx:n
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O primeiro passo ¢ fazer uma extensdo analitica do plano real para o plano complexo.

Esquematicamente, podemos escrever x — z, ou seja, saimos da variavel x real para a variavel

z complexa. Isso nos permite escrever a fungéo analitica f (z) = em um contorno C (Figura

z2+1
2), constituido do intervalo [—R, +R] no eixo real, seguido pelo semicirculo C,, localizado no
semiplano onde Im z > 0 de raio R, suficientemente grande para que todos os polos do
denominador se encontrem dentro do semicirculo de orientagdo positiva.

Igualando o denominador de f(z) a zero, temos z* + 1 = 0, logo os p6los simples estdo
em z = +i (no eixo imaginario de z). Dessa forma, sabemos que de acordo com o teorema do
residuo, temos

Figura 2 — Contorno € = [—R,R] U C, com os polos i e —i

Imz,

Fonte: Elaborado pelo autor

ff(z)dz = 2mia_,
c

Logo,

+R 1 1
fcf(z)dzzf_R 1_l_xzdx+fc+1_l_ZZdZZZma_l.

Sendo que C, é um semicirculo de raio R no plano superior de z (onde Imz > 0) e z = Re®.

Dessa forma,

*R1 ™ Re'%ide _
preve=| et || g = 2ria
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Agora, calculamos o limite R = oo da equacdo acima. Note que a integral na curva C,vai a

zero, pois R? vai ao infinito mais rapido do que R, nos levando entdo ao fato de que
f +o00 1
=2mia
2 -1
—00 X

Mas note que a_; € o residuo z = i (o tinico que esta contornado por C). Sendo assim,

1 1
a, = RES{f(Z),i} = lzlirll(z - l)m = Z

Com isso, concluimos que

tooq 1
j_oo 1+x2dx=2mz=n

De acordo com Avila (2008), o procedimento que descrevemos acima, que envolve
adicionar o caminho de integragdo C, ao intervalo [—R, R], ¢ comumente conhecido como
dobrar o caminho de integragdo. Basicamente, o que fizemos foi dobrar o caminho de integragao

[—R, R] ao longo do semicirculo superior, incluindo também o contorno C,.

Exemplo 3.2. Calcule

400 xZ
dx
f_m 1+ x*

Solucio. A integral

+ o0 xZ +R xZ
dx = lim —dx
f001+x4 R-oo | 5 14 x4

Tomemos,

ZZ

r@=1n

. T 2km

Onde os polos simples sdao dados por z;, = e'G*) com k = 0,1,2,3. Pelo teorema do residuo,

temos

*R 42 42 .
if(z)dz = f_R o dx + fc+ o dz = ZﬂlZ[Res{f(Z),(Zj)}]

J

No qual C, € um semicirculo de raio R > 1 no semiplano superior de z.
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Figura 3 — Contorno € = [—R, R] U C,com os pdlos z, e z;

Imzs

Fonte: Elaborado pelo autor

Logo,

+R x2 b4 R3€3i9id9

prear = | s | T =2 Y Restf (), (5))
J

Passando o limite quando R — o, a integral em C, vai a zero, e obtemos

2 +R 2
X dx = ZRiZ[Res{f(z), (zj)}]

too
dx = lim
joo1+x4 Rooo J_p 1+ x* -

Note que apenas os pontos singulares isolados presentes no interior do semiplano superior C,

l.3TL'
4

sd0 os polos simples z, = es e zZi=e
Usando que Res{f (2),z,} = "f((ZZO)) da equagido (2.9), temos
0

z 1 1

- T

Z
Res{f ()20} =75 = ¢-
4e'4

z? 1 1
RGS{f(Z),Zl} = 4213 = 4_Z1 = 4 l-3_7T
e 4

Que nos leva a,
dx = 2mi[Res{f (2),(zo) + Res{f(2), (z,)]

+ 00 x
f_oo 1+ x*
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1/ -im —i3m
=27Ti[Z(e 4 te 4 )]

1Tl —i3m —in
:?(e 4 +e4—>

Tl / —i3m i3m
=—<€ 4 —34)

e¥—e

pela formula de Euler, concluimos que

(37‘[) T
=msen |— | =—

AN

Ja que sen(x) = i

3.2 Integrais Improprias Envolvendo Funcdes Trigonométricas

O proximo caso de integral que pode ser resolvida por meio de integrais curvilineas e
do teorema do residuo, necessita antes de um importante resultado, o Lema de Jordan, muito
util para resolugdo do tipo de integral que trataremos agora.
Lema 3.1 (Lema de Jordan). Seja C, o semicirculo z = Re!® (0 <6 < ), situado no
semiplano onde /m z > 0 e a e R constantes reais positivas. Suponhamos que f seja uma funcao
analitica em C, e no interior de C, exceto num nimero finito de singularidades isoladas, e que
|f(2)| < Mg tal que, qualquer que seja o ponto z de C.; e I%l_{rolo Mg = 0. Entdo

: iaz _
Jim | e f(z)dz=0 (3.1)

Ct

Demonstracio: A prova ¢ baseada na desigualdade de Jordan [5, 6, 11]

n T
f e Rsenf g < = (R>0) (3.2)
0
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. . L . . 2
Para verificar isto, observamos primeiramente o grafico das fungdes y = senfey = —.eque

20 T
senf 2?,quand00 <@ SE

Figura 4 — Graficosdey = senf ey = %

v=sen &

|2
=

o T [

Iy fm—————

Fonte: BROWN, J. W.; CHURCHILL, R.V. [2015].

L ) 6
Como R > 0, se multiplicarmos a desigualdade senf > 2;, por —R, teremos

2RO

—Rsenf < ———
T

) .
e Roen? <e™m, quando 0 < 6 <~

Portanto,
Y VA
2 2 2RO
J e~Rsendqp SJ e” m df
0 0 (3.3)
Resolvendo a integral a direita em (3.3), temos
T 2R0O 9=”/2 T R
——e =—— (e R-1
2R " -, 2R ¢ )

v

7_&61 nl R T 0
9=—[1-eR<— (R
foen l1-e M <on (R>0)

Retornando a desigualdade
Y
2

T
—RsenfB < —
fo ¢ 40 < ox (3.4)
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Entretanto, isso ¢ uma outra forma da desigualdade em (3.2). Notemos que o grafico de sen 8

s OO ~ . . V3 N
¢ simétrico em relagdo a linha vertical 8 = 5 ho intervalo 0 < 8 < m, logo

T

T
2 e—RsenO do = e—RsenB de
0 n

2

Entao,

n z n z
f e—Rseang — fz e—Rseang + f e—RseanQ =2 fz e—RsenGdg
0 0

T
0 Z

Ou seja, por essa simetria a integral no intervalo [0,7] ¢ igual a duas vezes a integral no

intervalo [0, g] . Entdo pela estimativa em (3.4) temos,

T

T
—Rsenede <
Jereean <

Continuando a demonstracio do lema, temos que z = Re'? (0 < 6 < 1), é uma parametrizacio

para o semicirculo C,. Com isso,

n .
jeiazf(z)dz=J f(Rei®)elaRe)Rieif gg
Cs 0

Sabemos por hipdtese que |f(2)| = |f(Rei9)| < My e que,

eia(Rew) — eiaR(cos O+isen ) _ e—aRsen O+iaRcos 0
P if _
|ela(Re )| —e aRsen 0

Entao,

A

m Mgpm
SJ Mpe~9Rsen 0 Rdg = MR.Rf e~aRsen 8 gg <
0 0

L e f(z)dz

+

a

Ja que por hipdtese M — 0 quando R — oo, percebemos que | ) c, e'¥ f(z)dz| - 0 quando

R — oo,

O que implica que,

lim | e“f(z)dz=0
R—o0 Cr
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Exemplo 3.3. Calcule

f+°° xsen(x)
———dx
x?+1

— 00

Como sen(x) = Im e™*, podemos escrever

j‘“”xsen(x)d p j‘+°° xe'* p
————dx =1Im ——dx
o X241 e X241
iz
O integrando f(z) = Zzze+1 tem podlos simples nos pontos singulares isolados z, =i e z; = —I.

Considerando a integral de —R a R seguida da integral sobre C+ no semiplano superior, obtemos

pelo teorema dos residuos

Figura 5 — Contorno € = [—R, R] U C,com o polo i

Imza

Fonte: Elaborado pelo autor

+R xeix Zeiz
] T 1dx +JC+ o 1dz =2mi[Res{f(2), (zp)}]

—-R
Temos,

i -1

g(zp) ie" e
h'(zo) 20 2

Res{f(2),z,} =

Segue que,

J+R xeix d +J ZeiZ d 5 ‘e—l

X Z = LTl ——

_g X2+1 c.z22+1 2
+



Passando o limite quando R — oo na expressao e fazendo uso do lema de Jordan, temos

X =
e X241 e

+2 xsen(x) in
M dx =
Entretanto, queremos
I f + oo xe X d
m ——dx
2
e X4+ 1
Ou seja, a parte imaginaria da integral, com isso

+o00 xeix T
dx = —
_ e

Exemplo 3.4. Mostre que

Solugio. Definimos a fungdo f(z), tal que

iz

e
f(Z)=7

21

Precisamos escolher um contorno conveniente, observe que z = 0 ¢ como um pdlo, o

chamamos de singularidade removivel, mas para fins de facilitar o entendimento vamos

considera-lo como um poélo para contornd-lo. O semicirculo a tem o papel de evitar que o

caminho passe pela singularidade do quociente e'?/z.

Figura 6 — Contorno C = [-R,R]U { U a U [—¢,¢]

Im z s
¢
4R
—R —é £ R E:e z

Fonte: Elaborado pelo autor
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Dados €, R > 0 com € < R, consideramos o contorno (Figura 6).

- R
eix eiz eix eiz
J.f(Z)dZZ lim lim j—dx+j—dz+f—dx+f—dz=0
R—00 £50 x z x z
-R a £ 4

Podemos reescrever e tomar z = ee‘e

R R 0
_; ; T :

) ) e X elx eI.Se 8 elZ
lim lim|— | —dx+ | —dx+ 5 £le dé+ | —dz
R—00 -0 X X el A

& & T

) . . L S 2i
Fazendo todas as manipulacdes convenientes e multiplicando a primeira integral por > temos,

R T
[ elX — o—ix elee iz

limlim[Zi —dx— | i ae + 7dz}

R—00 £50 2ix
& 0

Pela formula de Euler a primeira integral fica,

R T .
senx i iz
lim lim 2if . dx — ife‘ge dao + 7dz

R—o0 -0

£ 0
¢

Tomando os limites vemos que a integral na curva { pelo Lema de Jordan vai a zero quando

tomamos o limite em que R — oo, como era de se esperar.

Sendo assim,

(o] (0]

senx senx T
ZiJ dx—in=0—>J dx ==
X X 2

0 0

3.3 Integrais Definidas de Fung¢des Trigonométricas
O ultimo caso que iremos tratar de integrais reais que podem ser calculadas por residuos,

sdo integrais da forma

2

f F(sen#, cos6)do

J (3.5)
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Onde F ¢ uma fungdo racional de polindomios sen6 e cos. O fato de 6 variar entre 0 a 27 nos

leva a considerar 8 como um argumento de um ponto z de um circulo unitario z = e‘® orientado
g p
positivamente e centrado na origem. Podemos escrever
-1
zZ—2z
senf = —, (3.6)
20
z+ 2zt
cosO = (3.7)
2
dz = ie'®df = izd# (3.8)

E a integral (3.3) passa a ser uma integral complexa de uma fungdo racional de z ao longo do
circulo unitario e que pode ser calculada pelo teorema dos residuos, desde que conhegcamos os

zeros do polindmio no denominador.

Exemplo 3.5. Calcule a integral definida
2T

j de
2 + cos6

0

z+z71

Solu¢ao. Fazendo cos 8 = edf = % temos

dz
I: =

iz(2+ % (z+2z71)
c

dz

i(2z +%z2 +%)
C

_ZJ dz
i) (z2+4z+ 1)
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O integrando f(z) = 1/z% + 4z + 1 tem pblos simples nos pontos z, = —2+V3 e z; =

—2-43
2 dz
L) (z+2-V3)(z+2+V3)
Como C é o circulo |z| = 1, o unico pdlo dentro do contorno C é z, = —2 + /3. Pelo teorema
do residuo
Figura 7 — Contorno |z| = 1
y
C
20
L >
/l X
Fonte: Elaborado pelo autor
Dai,

1

zZ— +2—

res{f(z),+2—\/§}= lim\/§(2+2_\/§)(z+2—\/§)(z+2+\/§)

1
24/3
, 2 1 2n
=—-2nl.—=—
2V3 3
2T

f a6 2m
2+ cos® /3

0
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Exemplo 3.6. Mostre que

2T

2T

f o
5+ 4send® 3
0

~ -zt d
Solu¢ao. Fazendo sen 6 = % edf = l—ZZ temos

dz
I = >
iz(5+ 7 (z—z71)
c
J‘ dz
~ Jo222 +5iz -2
dz
- . i
2(z+20)(z +5)
C
O denominador tem polos em zy = —2i,z; = — é, notemos que o tnico ponto singular interior
ao circulo unitario C € o p6lo simples z, = —%
Figura 8 — Contorno |z] = 1
Y y
&
1 >X
0z,

Fonte: Elaborado pelo autor
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Encontrando o residuo, temos

i i 1
Res {f(z),——} = lim, (Z +—) -
2 gy o2 (z+5)
_ 1
30
Portanto,
| = o _ 21
I TR
2T

2T

f do
5+ 4sen® 3
0

Com esses exemplos, através do teorema do residuo, apresentamos algumas técnicas
para resolver integrais improprias que além das aplicacdes na matematica, algumas dessas
integrais, principalmente aquelas envolvendo senos e cossenos, tem grande importancia para

Fisica e Engenharia.
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4 FUNCAO DE GREEN

Nesta se¢ao apresentaremos as fungdes de Green e suas aplicagdes na resolucao de
equagoes diferenciais. Antes iremos apresentar a fungao delta de Dirac e a Transformada de
Fourier, pois estao diretamente relacionadas ao estudo das fun¢des de Green.

Vale ressaltar que as fungdes de Green tratadas no trabalho sao um caso particular em
que utilizamos a transformada de Fourier para encontrar as fungdes.

4.1 Funcio Delta de Dirac

A fungdo delta de Dirac, também conhecida como fun¢do impulso ndo ¢ uma fungdo no
sentido usual, mas uma distribuicdo, porém a priori sera mantida a ideia de fungdo. A delta ¢
rigorosamente estudada na Teoria das Distribui¢des que esta fora do escopo deste trabalho. As
propriedades da fung¢do delta de Dirac sdo de grande importancia na representagcdo de impulsos
instantaneos em sistemas fisicos. Por exemplo, modelar um impulso de forga aplicado em
sistema mecanico.

As definigdes mostradas nesta subse¢ao foram baseadas nas referéncias Maia (2000) e
Nascimento (2022).

A funcao delta de Dirac ¢ definida por

0, t#a
st—a) =1, L% (4.1)
Ou seja, 6 (t — a) é zero, exceto em t = a, onde ela ¢ infinita.
Para observarmos melhor o que esta acontecendo, consideremos a fungao
! <t<a+
-, a—e< a+e
fe(t—a) =1{2¢ (4.2)
0, Vt #a '

A funcao tem o grafico,

Figura 9 — Grafico da funcao f;

a—¢& a+ &

Fonte: Elaborado pelo autor
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Se utilizarmos a interpretagdo da integral como a area sob o grafico da funcdo, vemos que
fa'l'g 1
—dt=1
a-—« 2¢e

a fun¢do tem area igual a unidade, agora se tomarmos o limite quando € — 0, a base do
retangulo da fun¢do f; tende para a e a altura cresce infinitamente, de maneira que

0, t#a

imfilt - ={ 1,

Figura 10 — Grafico da fungédo f, com € — o

lim f.(t — a)
£=0

Fonte: Elaborado pelo autor

que ¢ a propria definicao da funcao delta de Dirac dada em (3.1), ou seja

6(t—a) = £1_r)13 fe(t—a) 4.3)

a delta entdo ¢ tratada como um caso limite da funcao f,. Disso, podemos definir o seguinte

+ 0o a+e 1
j_w 6(t—a)dt=£1_r)réL_e zdt (4.4)

1 ate 1
lim— | dt=-—2¢=
el—I}(}ZSL_E 2¢€ €

Ou seja,

f_w 6(t—a)dt=1 (4.5)
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Podemos pensar na delta como um retangulo infinitamente estreito e infinitamente alto, com
area igual a unidade.

Uma propriedade importante da delta ¢ a chamada propriedade de filtragem, onde

f 5(t — a)f(t)dt = f(a) (4.6)

Para mostrar isso, usemos a igualdade (3.4) e suponhamos que F seja primitiva de f. Entao,
dado € > 0, temos

j_;oos(t —a)f(t)dt = Ligg%}aﬂf(t)dt

a—¢&

=£i_r)r3%[F(a+e)—F(a—e)]

=F'(a) = f(a)

Essa propriedade nos diz que o valor da integral da delta multiplicado pela f resulta na
propria funcao avaliada no ponto de impulso.

4.2 Transformada de Fourier

Nesta subsecdo veremos brevemente a técnica da transformada de Fourier e suas
propriedades. A transformada de Fourier ¢ usada em muitos campos da ciéncia, como fisica,
acustica, oceanologia, Optica e processamento de sinais. As aplicacdes da transformada de
Fourier sao tdo amplas que caberia fazer um trabalho somente sobre elas.

As defini¢des e propriedades mostradas nesta subsecdo foram baseadas na referéncia
Bassalo e Cattani (2010)
Defini¢do 4.1. Seja f(t) uma funcdo definida no intervalo (—oo, 00) e absolutamente integravel

ou seja.
+0o0
[ e <o

A nova fun¢ao definida por

FIF(D)) = F(w) = f (e otdt “n
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¢ chamada de transformada de Fourier da fungdo f(t). Assim, a transformada de Fourier ¢ uma
transformagao integral de uma fun¢@o no dominio do tempo para a frequéncia.

Outra transformacgdo que associa uma fun¢do absolutamente integravel a uma nova funcao ¢
dada por

E chamada de transformada inversa de Fourier, antitransformada ou conjugada, neste caso a
transformagao integral vai do dominio da frequéncia para um dominio do tempo.

E necessério observar que diferentes fontes podem fornecer defini¢des que diferem da escolha
dada do coeficiente na frente da integral, bem como o sinal (-) no expoente. Todas as
propriedades neste caso serdo semelhantes, embora a aparéncia de algumas formulas possa
mudar.

Como por exemplo:

Transformada de Fourier

1 .
PUF©) = F(0) == f F(Oeitdt )

Transformada inversa de Fourier

F(w)e itqt

— 1 T
F{F(w)}=f) = ‘/T_”_L (4.10)

Neste trabalho intercalaremos entre as defini¢cdes apresentadas.
4.2.1 Propriedades da Transformada de Fourier

A ampla gama de aplicagdes da transformada de Fourier baseia-se em varias propriedades tteis,

nesta subse¢ao mostraremos algumas das principais propriedades utilizadas.
Propriedade 4.2.1. Linearidade:

Considerando a seguinte fung¢ao

f(©) =af1(t) + a,f>(t)



Calculamos a transformada de Fourier

F{f(©)} = F{a, () + a2 (D)}

\/— f eltdt[a,fi(t) + axf>(8)]

= f filt)etdt + a, — f f(t)etdt

Logo,

Fla1f1(6) + axf2(0)] = a1 F{f1(0)} + a. F{f>(0)}
Ou seja, a transformada de Fourier ¢ linear.
Propriedade 4.2.2. Mudanc¢a de Escala:

Se a é real e diferente de zero, entdo

1 w
Fif(an) = F ()

Pela defini¢ao de transformada de Fourier

+00
1 .
F{f(at)} = — f at)e'®tdt
{f (at)} Vo f(at)
Facamos a seguinte mudanga de variavel: at =t
+o0
Fif@) =— [ roead
at)} = — T)e ‘a
\/271_
Fazendot =t

F{f(at)}——— f Fla)e'dtat

Se a > 0, entdo

11 ' 9 1 w
PUF@)) = 55= | flaneae=2F )

31
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Se a < 0, entdo
w 1 w
a

Fif@ad} = —~—— [ flaveiatar = —~r (L) = L r®
a\/ﬁ_ a

Essa propriedade ¢ também chamada de Transformada de Fourier de uma dilatagao.
Propriedade 4.2.3. Translacao:

A propriedade que veremos agora também ¢ chamada de deslocamento do dominio do tempo.

Se F{f(t)} = F(w), entdo:

F{f(t £tp)} = e**F (w)

Se t, € positivo entdo a fun¢do do tempo € retardada e se t; € negativo a fun¢do do tempo ¢
adiantada.

Pela definicao (4.7) de transformada de Fourier, podemos escrever

+00
Fif(t—to)} = f ft —to)e™*tdt
Fazendo t — t, = 7, temos:

= F{f(t - to)} = j f@e-i@t gy
= F{f(t - to)} = j f(D)eiwre-iotdy

=Pl -t} = e [ ferdr
Fazendo T = t, temos:
PG -t} =@ [ feerde

Portanto,

F{f(t —tp)} = e7"“'F (w)
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O mesmo vale para
F{f(t +to)} = e’ F(w)
Logo,
F{f(t £ t0)} = e *F (w)
Propriedade 4.2.4. Transla¢ao no dominio da frequéncia:
F{f(t)e*®ot} = F(w F w,)

Isto ¢, multiplicar a fun¢ao no dominio do tempo por uma exponencial complexa leva a uma

mudanga no argumento de sua transformada de Fourier.

Pela definigdo de transformada de Fourier

+00

F{f(t)e—iwto}: ff(t)e_iwote_iwtdt

—00

400
-]- f(t)e—l(w+a)0)tdt

F{f(D)e™ @t} = F(w + w,)
Analogamente

F{f (e} = F(w - w,)
E de fato,

F{f(t)eF'@ot} = F(w F wy)

Propriedade 4.2.5. Derivacao:

Seja f(t) continua e absolutamente integravel em R a transformada de Fourier da primeira

derivada de f(t) assume a forma:

F{f'(0} = (iw)F(w)

Pela definicao de Transformada de Fourier podemos escrever:
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" d .
F{F (D)} = f —];(tt)e"“"tdt

Integramos por partes, na qual

u=e W = du = —jwe it
af(t
dv=[% dt = v = (1)

Substituindo na primeira igualdade temos o seguinte:
400
F{f' ()} = [f(t)e‘i‘*’t]o_ooo +iw J f(t)e wtdt
Como f(t) — 0 quando t = Fo00, 0 primeiro termo apds a igualdade vai a zero. Entao:
+00
F{f ()} = iw j f(Oe tdt = (iw)F (w)

A rela¢do encontrada pode ser generalizada para toda as derivadas de f(t). Assim, para a

derivada n de f(t) € valida o seguinte:

T | = iw"F(w)

F ld”f (®)

Propriedade 4.2.6. Transformada de Fourier de uma convolucio:

Definicdo 4.2.1. A convolugdo (f * g)(t) entre duas fungdes f(t) e g(t) absolutamente

integraveis, ¢ a funcao definida por,

FO=00©= | f@g-ndx
Sejam f(t) e g(t) duas fungdes absolutamente integraveis. Se F{f(t)} = F(w) e G{f(t)} =
G(w), entdo:

F{(f *9)(©)} = F(w)G(w)

Pela defini¢ao de transformada de Fourier, podemos escrever
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+ 00

F{(f + 9) ()} = f FO0g(t = x)dx| e-i@tdt

— 00

Podemos mudar a ordem de integracdo, assim teremos

+ oo

G- 9@) = [ £ U 90t — e-otde] dx

— 00

Usando a propriedade 3 da Transformada de Fourier, temos:

F{(f *g)(®)} = f f(x) [e7tG (w)]dx

f f(x) e " tdxG (w)

Logo,

F{(f *9)()} = F(w)G(w)
4.2.2 Uma Representacao para a Delta

Podemos encontrar uma representacao para a funcao delta de Dirac via transformada
de Fourier, tal representacao nos sera util quando tratarmos da resolucao de equagdes
diferenciais.

Pela definicao da Transformada de Fourier, temos
+00

F{6(t—a)} = 5(t — a)ei@tqt

Pela propriedade de filtragem do delta, temos
F{6(t —a)} = eiwa

Usando a Transformada de Fourier inversa
+00

FF{6(t—a)}=6(t—a) = % f elo(t=a)qyt

—00

(4.11)

Que ¢ a representacdo integral da delta de Dirac.
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4.3 Método da Func¢ao de Green

No que segue apresentamos o método da funcdo de Green. A fungdo de Green ¢
geralmente usada na resolugdo de equagdes diferenciais e amplamente aplicada em areas da
fisica como eletromagnetismo, mecanica quantica e teoria das ondas. A fun¢do de Green
permite calcular a resposta de um sistema fisico ao um estimulo externo, fornecendo
informacdes como a distribuicdo de cargas e a propagacdo de ondas. Aqui iremos definir e
enunciar dois teoremas referentes a fun¢ao de Green.

Os teoremas a seguir podem ser encontrados nas referéncias Braga (2006) e Maia
(2000).
Teorema 4.1. 4 funcdo de Green do operador D é a solugcdo da equagdo diferencial parcial

linear ndo-homogénea

Df(x) = g(x) (4.12)

Onde f(x) e g(x) sdo fungdes definidas sobre um dominio aberto (2 de R™, pode ser resolvida
com o auxilio de uma fungdo G(x,x") de dois pontos x,x" € Q, ao substituirmos g por

6(x — x"), entdo

DG (x,x") = 8(x — x) (4.13)

Onde D, indica que D opera sobre a fungdo de x ficando x"um ponto fixo. E qualquer solugdo

particular de (3.12) se escreve,

flx) = jG(x,x')g(x’)dx’ (4.14)
Q

Uma vez que,

Df(x) = JDG(x,x')g(x')dx’

Q

= f(s(x —x")gx"dx" = g(x)
Q

Portanto, dizemos que G (x, x") é uma possivel fung¢do de Green para equagao (4.12) ou
para o operador D. Em outras palavras, a solug@o para (4.12) pode ser determinada pela integral

na equagao (4.14) e o problema se reduz a encontrar solugdes para (4.13).
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De acordo com Braga (2006) e Maia (2000) podemos interpretar (4.13) da seguinte
maneira: Sabemos que os termos ndo homogéneos de uma equagdo diferencial podem ser
interpretados como estimulos externos adicionais, estes estimulos podem ser forcas muito
grandes agindo em intervalos de tempo muito pequenos, como uma moeda parada que recebe
petelecos, ou seja, uma forga quase instantanea, que a pde em movimento. Quando substituimos
a ndo homogeneidade pela funcdo delta de Dirac, estes termos tornam-se pontuais (no ponto
x"). Dai, dizemos que a fun¢do de Green de um problema representa a solu¢do do mesmo,

quando a fonte ¢ substituida por uma fonte pontual.

Teorema 4.2. Seja D um operador diferencial parcial com coeficientes constantes e
consideramos a equagdo

DG(x,x") =6(x —x")

Duas fun¢des de Green da mesma sdo diferentes apenas por uma solug¢do da parte homogénea
h(x,x") da equagdo. Portanto, uma fungdo de Green de um problema de contorno pode ser
decomposta em uma combinago

G(x,x") =G0, x") + h(x,x")

de uma fungio de Green qualquer, que depende apenas das diferengas entre as variaveis x, x’
(Logo, podemos tomar x" = 0) e uma solu¢do da parte homogénea da equacgio.

Dh(x,x') =0
Uma solugao particular da equacao
DG(x) = 8(x)

Em todo o espago R™ pode ser obtida através da transformada de Fourier, que converte a
equagao diferencial em uma equacao algébrica [4]
1

(Vam)"

Onde G;(K) ¢ a transformada de Fourier n-dimensional de G;(x) e P(K) é um polindmio nas
variaveis K determinado pelo operador D.

P(K)G,(K) =

1 .
6:(K) = [ e 6, dx = PG )
(V)" g,
A transformada de Fourier da funcdo 6(x) €
1 . 1
— | e"**§(x)dx = —
(Ver)" 4 (Van)

Se P(K) ndo tiver zeros reais, a solu¢do da equagdo ¢ a seguinte



38

_r
(V2r)" P

E a fungdo de Green G, (x) sera obtida pela transformagéo de Fourier inversa de G;(K)

! — | e**G,(K)dx
(Vor)" 4, (4.15)

G1(K) =

G (x) =

Mesmo que P(K) tenha zeros reais, em certos casos pode ser dado um sentido a integral em
(4.15) usando certas convengoes.

O teorema acima ¢ muito util pois, como ja mencionado ele converte a equacao diferencial da
fun¢do de Green em uma equagao algébrica, ainda sim resolver a equagao algébrica e a integral
que surgira dela ndo ¢ uma tarefa simples. Na proxima subsecdo veremos dois exemplos da
aplicagdo desse método

4.4 Aplicacido da Func¢ao de Green e Transformada de Fourier

Como primeiro exemplo de aplicacdo do método da funcdo de Green utilizaremos o
exemplo da equagdo diferencial do oscilador harmonico forgado.

Exemplo 4.1. Encontre a solugdo para a equagao diferencial.

mx + mwy’x = f(t) (4.16)
¥+ wox = % =F(t) (4.17)

Sabemos que a solugdo geral da equacdao acima € obtida da soma da solu¢cdo homogénea com
uma solu¢do particular da equagao ndo-homogénea.

Pelo Teorema 4.1 a solugdo particular se escreve,

xp(t) = JMG(t, tHf(Hdt' (4.18)

Substituindo na equacao (4.17)

2

d +oo
G+ 00’] [ Gefar =F(©)
+w .
= J (G + wo?6) f(tdt' = F(t)
Chamando G + wy2G de K(t,t"), temos

J+OOK(t,t’)f(t’)dt’ =F(t)

Pela propriedade de filtragem da fun¢do delta de Dirac, K(t,t") = §(t — t'), entdo
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G + (UOZG = 6(1: - t’) (419)

Agora, iremos utilizar a transformada de Fourier em G (t,t"), de maneira que,
todK . ,
Gt t") = f — k(=) G(K)
o 2m

Em que,
2

d tedK
"N — iK(t—t") Y,
dtZG(t't) f_oo 2ne G (K)(iK)

Substituindo na equacao (4.19), temos
T dK . '
f Eem(t—t ) G(K)[(K)? + wo?] = 6(t — t")
Note que

oo dK
ie=t) — =5t -t
| et S = o)
¢ a representacdo da fungio Delta, o que nos leva a concluir que G (K)[(iK)? + wy?] = 1, logo
GK) = — -

( ) - K2 _ (,()(2)

Entao,

todK . -1
"N — 2 Jik(t-t")
G(t,t") J_Oo 5@ K (4.20)

Precisamos resolver a integral em (4.20), para isso vamos igualar o denominador a zero para
encontrar os polos do denominador, portanto, K2 — w? = 0, ou seja, K = +|w,|. Devemos
agora adotar algum tipo de prescrigdo para o pdlos, de maneira que possamos deslocar os pontos
singulares para uma regido do plano complexo. Existem trés prescri¢gdes famosas [14]: Fungao
de Green retardada, obtida de K = K — i¢; Func¢do de Green avancada, obtida de K — K + i¢;
Fungio de Green de Feynman, obtida de K? — K? + is. Em todos esses casos temos & — 0.

Vamos adotar a Fungio de Green de Feynman para este caso, usando K2 — K2 + i e dobrar

o caminho de integragao fazendo K — z
+00 _
G(t,t) = f & piafery "L
—0o0 2 z2% — 0)(2) + i€

Igualando o denominador a zero, temos

Zz—a)(2)+ie=0
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72 = w§ — ie

1
z = +(wi — ie)2
1

i€ \2 ie
Usando que (1 - w—g) ~1-— 7l temos que
ie
z = Flwol(1 -5

z = *|wy|(1 —id),comd - 0
Rearranjando os termos, temos

z = +|wgy| + i6 (Prescrigdo de Feynman)

Figura 11 — Localizag@o dos pdlos pela prescri¢do de Feynman

+(L|9 T Eﬁ

Fonte: Elaborado pelo autor

Podemos decompor G(t,t") em dois regimes:
(I) Parat > t'
(Il) Parat < t’
piz(t=t") — pizAt _ ,iRAte'®
sendo z = Re'?
Calculando o médulo quadratico de e'#2f, temos

—2RImzAt

|eizAt|2 —e
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SeAt >0->Imz>0
SeAt<0->Imz<0

Isso significa que um dos poélos esta na regido Im z > 0, pois At > 0, e outro polo se encontra
na regido Im z < 0, pois At < 0. Escolhemos um semiplano anti-horario (orientagao positiva)
e um horério (orientacao negativa).

Figura 12 — Contorno de orientagdo positiva com o polo zy = —w, + i

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 13 — Contorno de orientagdo negativa com o polo zy = +wy — i

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo teorema dos residuos, temos
éf(z)dz = +2mi Res{f (2), zy}

Onde o residuo de f(z) em z, é



Res{f(2),z,} = le_)rg) f(2)(z — zp)
Para At > 0, temos

izAt(Z +z ) —inOIAt

O(Z—Zo)(Z+Zo) —2|wy|

Res{f(2),zo} =

onde zy = —|wy| + i6 com § = 0
e_l|w0|At Tl
jgf(Z)dZ 42— = — o tlwolAt
2|(I)0| |(l)0|
Ou seja,
+0o0 . .
f dK lK(t t") 1 _ i o-ilwolat
o 2T Kz—a)(2)+i£ 2|wol
Para At < 0, temos

Res{f(z),zy} = I (Z —2,)(z + zo) - 2|00o|

onde zy = +|wy| —id comd = 0

Ou seja,

+00 ;
f dK plk(t=t") —1 __t ellwolAt
— 2 Kz—a)(2)+is 2|

O que nos leva a,
Gt t')=0(t—-t)G-(t,t")+6(t'—t)G(t, t")

Onde,
G-(t, t'),seAt>0

G(tt) = {G<(t, t"), se At < 0

Logo,

G(t,t)=0(t—t ) ilwolaty

_i|w0|At + H(t' _ t)me
0

|o|

Que ¢ a fungdo de Green de Feynman para um oscilador harmonico cléssico forgado.

Exemplo 4.2. Forma integral da equagao de Schrodinger.

Vamos considerar a seguinte equacao

2

hvz VY =E
o Y+VyY =Ey
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(4.21)

A equagdo (4.21) ¢ a forma diferencial da equagdo de Schrédinger independente do tempo.
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Vamos multiplicar a equagdo (4.21) por (— Zh—zl), obtendo

) 2m 2m
A TR TR

Chamando (— ZFI—TVI/)) de Qe (- ZFL—TE) de k2, temos

(V2 + k(@ = Q@ (4.22)

Essa notacdo tem a forma superficial da equacao de Helmholtz; observe, entretanto, que o
proprio termo nao-homogéneo (Q) depende de 1. Suponha que possamos encontrar uma funcao

G (7) que resolva a equagio de Helmholtz com uma “fonte” fungio delta

2 2V (7)) = 8§3(7
(Ve +k?)G(r) = 6°(F) (4.23)

Sabemos pelo Teorema 4.1 que podemos expressar a solugdo como uma integral contendo a

funcdo de Green, entdo a solugio WY (7) é

W) = [ 6G - ) Qi (4.24)
A fungio de onda 1 (7) definida na equacio (4.24) satisfaz a equacdo de Helmholtz em (4.22),
basta multiplicar o operador (V2 + k?) a 1(#), para verificar que ¥ (#) é solugio.
W + k() = j V2 + k)G (7 — 7) Q) d*F, (4.25)

Note que o produto (V2 + k2)G(# — 7,) é igual a fungdo delta. Entdo, pelas propriedades da

delta, a integral em (4.25) ¢ bem simples,
[ @ -meine = 0@

(V2 + k() = Q)
Precisamos ainda encontrar a fungdo de Green da equagdo (4.23). Para isso vamos expressar as
funcdes G (7) e §3(#), em suas respectivas tranformadas de Fourier. Usando a transformada de
Fourier na G (#) e §3(7), temos

. 1 i () 373
G(T)=W g (@e'V’d>q
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53( )_ feiﬁ.(F)d3C—1>

(2m)*

Logo,

(V2 + k?) [(2 Y72 f g (@e'? <”d3q] f e M d3q

1
(2m)3
O operador age na exponencial nos dando,

(VZ + kZ)eiﬁ.(?') — (_q + kZ)eiﬁ.(?‘)

Entao,

1 i I o
ng(q)(—qz + ket PG = fe‘q-(r)d3q

(2m)®

Para que as equagdes sejam iguais temos que fazer com que,

) 1
9D = e = )
Entao,
1 s 1
G(#) = iq.(%) d3"
@ (2n)3f et

Para resolver a integral devemos tomar 7 fixo no diz respeito a integra¢do em ¢ , e entdo

-

podemos escolher coordenadas esféricas (g, 8, ¢) com o eixo polar ao longo de 7. Entdo §.7 =

q.7r cos6. Temos que,

2

1 . q
G(#) = tarcosb ————sen 0dqdod
@ (27r)3f ) (2 —qn) T

A integral em ¢ ¢ trivial 2 , entdo

+ o0 q2
iqr Cose ————-senfdfdq
(27T) f f —q?)

e a integral em 0 ¢
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T
f el cost songde
0

_ [,iqrcosd] — _; iq.r cos@
T e | = —igr.senfe
eiq.r cos6
senfeldTc0s0dp = g | - ————
iqr

" _ 2sen(qr)

0 qr

T eiq.r cos6 eiq.r cos6
d|—— =—-—
0 uqr uqr

Entao,
2 ([t 2sen(qr 2
6 = 3f (qr) L
23T ), qr (k% —q?)
+oo sen(qr)
G(P) = f A9 =5
2m?r ), (k? — q?)
. e sen(qr)
G(r) = 4mt2r J_Oo dq (k? — q?)
Facamos a seguinte substitui¢do, sen(x) = ele” na integral,
1 +0o0 eiqr _ e—iqr
— - d -
G(") = 32y f_m 1952 — ¢2)
i +0o0 eiqr _ e—iqr
- — d - -

Precisamos resolver a integral em (4.25) para isso vamos igualar o denominador a zero para
encontrar os polos do denominador, portanto —k? + g2 = 0, ou seja ¢ = +k. Devemos agora
adotar algum tipo de prescri¢do para os polos. Vamos utilizar a prescri¢gao de Feynman, obtida
por g? — g? + ie e vamos extender a integral para um dominio complexo de forma que g —

z, ¢ a integral em (4.26) fica,
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e e—lZT

d
(—k% + 22 + i) 7 (4.27)

izr __

Igualando o denominador a zero, temos
—k*+2z%2+ie=0
z2 =k? — s

1
z=+(k?—ie)2

1

Usando que (1 — %)E ~1-— %

ie z, = k—1i6
ik(l_ﬁ)_){z_z—k+i6 Comé -0

Figura 14 — Localizagao dos polos.

Fonte: Elaborado pelo autor

Como r > 0, para e'%" temos,
eizr — eir(Reie) — eichosele—irRsenH
2
|” = e72Rsen6 senf > 0 quando R —

(4.28)
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Ou seja, o contorno pode ser fechado no semi-plano superior, e para e %", temos

e~z — ¢ ir(Re'”) _ e irR(cosf+isenf) _ e ercosH_e+LrRsen9

—izr|® — ,2rRsenf

|2 e ,senf < 0 quando R — oo

& (4.29)

Entdo, para e "*" o contorno pode ser fechado no semi-plano inferior.
Isso significa que um dos poélos estd na regido Im z > 0, pois senf > 0, e outro polo se

encontra na regido Im z < 0, pois senf < 0.

Figura 15 — Contorno de orientagdo positiva com o pélo z_ = —k + id

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 16 — Contorno de orientagdo negativa com o polo z, = k — i

r

Fonte: Elaborado pelo autor



48

Entao pelo teorema dos residuos

jgf(z)dz = +2mia_,

Onde a_;
Para z_ = —k +id
ZeiZT(Z _ Z_) e—ikr
. =1 = 4.30
4-1= 10 (z—2z_)(z—2z,) 2 (4.30)
Zeizr elkT "
—————dz = 2mi =mie V"
jgkz s z m( 5 ) mie (4.31)
Paraz, =k —id
Ze—izr(z _ Z+) eikr
=1 = 4.32
4-1 zggr (z—2z_)(z—2z,) 2 (4.32)
Ze—izr eikr ]
j‘;—_ dz = —2mi = —mie k"
k? —z2 + i¢ 2 (4.33)
Portanto,
] ikl
GG — ) = — [(mie ) — (—ie—tr)] = — S
8m2r 4|7 — Ty (4.34)

Essa ¢ a funcao de Green para equagao de Helmholtz, a solugdo para a equacao (4.23). Podemos

acrescentar qualquer fun¢io G, (7 — 7;) que satisfaga a equacdo de Helmholtz homogénea

(V2 + k?)Gy(F—7) = 0 -

Ou seja, o resultado (G + G;) ainda satisfaz a equacao (4.23)
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Retornando a equagdo (4.24), a solugdo geral para equagdo de Schrodinger tem a forma

m [ e-ikli=7ol
V@) = o) = gz | e V) d (4.36)

Em termos simples, a equagdo (4.36) ¢ uma forma alternativa de expressar equagao de
Schrodinger, mas € igualmente valida. Embora possa parecer uma solucao direta para a equacao
de Schrodinger, a forma integral ¢ especialmente 1til para resolver problemas de espalhamento
na mecanica quantica. Para lidar com esses problemas de espalhamento, ¢ comum utilizar uma
solucao do tipo onda plana (exponencial complexa para particula livre) no lado direito da
equacao, o que ¢ conhecido como a aproximacao de Born. Essa abordagem ¢ muito poderosa e

adequada para esses tipos de problema.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, exploramos a poderosa interse¢do entre o calculo no plano complexo e
as funcdes de Green, duas areas fundamentais da Matematica que desempenham papéis cruciais
em diversas disciplinas da Fisica, desde a mecanica classica a Fisica quantica. Ao longo do
estudo, investigamos o teorema do residuo e sua aplicacdo em integrais improprias de fungdes

racionais e trigonométricas, revelando a profundidade e a versatilidade desses conceitos.

Além disso, introduzimos as fun¢des de Green e a funcao delta de Dirac, demonstrado
sua aplicabilidade em equagdes diferenciais importantes para fisica. Em particular, destacamos
um caso especial do método da funcdo de Green, onde a transformada de Fourier ¢ empregada
para converter equagdes diferenciais em equagdes algébricas mais gerenciaveis. Essa técnica
foi aplicada com sucesso na equacao diferencial que rege um oscilador harmoénico classico
forcado, bem como na obtencdo da forma integral da equagdo de Schrodinger, um marco

fundamental na mecanica quantica.

O estudo deste tema proporcionou um conhecimento introdutério de um contetudo
distante da realidade matematica abordada nas disciplinas de Fisica do curso de licenciatura em
Ciéncias Naturais, uma vez que o curso inclui apenas uma breve introducdo ao calculo
diferencial e integral. Naturalmente, este conhecimento € particularmente relevante para
licenciandos em ciéncias naturais que planejam avancgar para uma especializacdo ou mestrado
na area de Fisica no futuro. Nesse sentido, este trabalho ilustra de forma inequivoca como
assuntos matematicamente mais complexos podem ser explorados e compreendidos, desde que

haja interesse em aprofundar-se tanto na Matematica quanto na Fisica.

Em suma, este estudo destaca ndo apenas a beleza matematica subjacente ao calculo no
plano complexo e as fun¢des de Green, mas também sua profunda utilidade na resolucao de
problemas envolvendo equagdes diferenciais que regem o mundo fisico. Espera-se que este
trabalho contribua significativamente em estudos posteriores daqueles interessados em
aprofundar-se no tema abordado. Como sugestio para pesquisas futuras, sugerimos um estudo

aprofundado da Teoria das distribuicdes.
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