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Epigrafe

“Um dos paradoxos dolorosos do nosso tempo reside no fato de serem os estupidos os que
tém a certeza, equanto os que possuem imaginacao e inteligéncia se debatem em duvidas e
indecisoes.”

Berthrand Russell



Resumo

Em métodos geofisicos busca-se estimar propriedades geoelétricas da subsuperficie, tais como as resistividades
de camadas na superficie terrestre e suas propriedades geométricas. Usou-se no presente trabalho métodos
Bayesianos. Foram propostos Métodos de Monte Carlo baseados em Cadeias de Markov (MCMC), Os quais
sdo os métodos bayesianos mais usuais em inversdao de pardmetros. Primeiramente utilizou-se o MCMC
Metropolis-Hastings (MH) fixando um nimero de espessuras e estimando apenas as resistividades de cada
uma; depois aplicou-se o Reversible Jump MCMC (RJ-MCMC) usando como vaidvel a prépria dimenséo do
modelo. O MH retornou valores aceitaveis de resistividade das camadas rasas, gerando imprecisdo nas camadas
intermediarias e profundas; o RJ-MCMC se mostrou mais adequado por se autoparametrizar, ajustando
bem resistividade e espessura da primeira camada para pesquisa profunda, deixando incertezas nas camadas
posteriores, e, para pesquisa rasa, ajustou corretamente o modelo de 3 camadas e menor tempo de computagcao,
tendo um leve desvio dos valores reais em func¢ao das correlagdes entre o par de propriedades de cada camada
(resistividade e espessura) que é mostrada nos resultados.
Palavras-chaves: RJ-MCMC, Resistividade, Cadeias de Markov, Monte Carlo



Abstract

Various geophysical methods are used to estimate subsurface geolectric properties, such as the resistivity of
subsurface layers of the earth and their geometric properties. Bayesian methods were used in this study to
estimate resistivity and thickness of subsurface horizons. Specifically, Monte Carlo Methods based in Markov
Chains (MCMC) were proposed, which are the most common bayesian methods used in parameter inversions.
First, MCMC Metropolis-Hastings (MH) were used to fix different thickness to each layer and then estimated
the resistivity of each. Then, Reversible Jump MCMC (RJ-MCMC) was applied using the modelgenerated
thicknesses and number of layers as variables. The MH model returned acceptable resistivity values of the
shallow layers, generating imprecision in the intermediate and deep layers. The RJ-MCMC model was better
suited for self-parameterizing and for faster computing time, generating uncertainty in the deeper layers. Our
results show that for studies of shallow layers RJ-MCMC correctly adjusted the three-layer model with low
deviation of real values as related to correlations between the pair of properties.
Keywords: RJ-MCMC, Resistivity, Markov chain, Monte Carlo
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Introducao

Em geofisica o maior objetivo é obter informacoes da superficie investigada, sendo esta a subsuperficie abaixo
dos receptores, como na investigacdo de contaminacdo de subsolo, ou a regido ao redor dos sistema fonte-
receptor que é usado por exemplo na perfilagem com ferramentas de indugao de pogos, que destina-se a saber
a existéncia ou nao de a4gua ou hidrocarbonetos. Varios métodos sao aplicados pela geofisica e a designacao de
cada um deles esta associada ao tipo de campo fisico observado. Se o campo gravitacional, que ndo é uniforme
em toda superficie da Terra, é de interesse em se observar, entdo se tem os métodos gravimétricos; se ondas
sismicas sdo de objetivo medir, entdo se tem os métodos sismicos; e no caso do campo eletromagnético ser
de interesse, se tem entao os métodos eletromagnéticos. A aplicacdo de um método ou outro é determinada
mediante o conhecimento de que propriedades fisicas na area de investigacio sdo mais relevantes. Por exemplo,
se o intuito é de averiguar a existéncia de minérios, o campo eletromagnético traz sinais mais fortes que o
sismico, e, dependendo da profundidade e dimenséo do alvo as vezes um método elétrico (cujo sinal é a
diferenga de potencial lida entre eletrodos enterrados) ou gravitacional também resgatam bons resultados.

Apés a coleta dos dados uma aplicagao de filtragem é realizada para minimizar ou reduzir os efeitos
de ruidos, que sdo geoldgicos, ferramental ou de interferéncias externas. Depois dessa fase comeca entdo o
processo de inversao geofisica. Isso é um processo computacional usando em geral um ou varios métodos mate-
maticos que tentan inferir sobre as propriedade fisicas da drea investigada. Dentro dessas técnicas matematicas
existem as chamadas deterministicas e as probabilisticas. As deterministicas baseiam-se em procedimentos
de minimizac¢ao de um funcional de ajuste (diferenga entre os dados observados e os retornados pelo processo
de inversdo computacional iniciada a partir de um modelo interpretativo informado pelo usuério), junto com
técnicas de regularizagdo matemaética, que sdo métodos inseridos & minimizagdo a fim de tornar o processo
de inversdao um problema com solugao tnica e estavel.

Os métodos de inversao probabilisticos mais usados sdo os bayesianos; livres de derivadas, buscam ajustar
os dados observados a um conjunto de pardmetros usando fungées densidade de probabilidade. Estes métodos
consideram que todas as varidveis do problema sao aleatérias por levarem em conta, na modelagem, que os
erros de medicdo ou ruidos geoldgicos sdo varidveis aleatdrias aditivas nas amostras coletadas. Os métodos
de inversdo bayesiana usuais sdo os Métodos de Monte Carlo via Cadeia de Markov(MCMC).

Em qualquer que seja o método de inversao é sempre necessario fazer uso da modelagem direta, isto é,
das respostas computacionais do método geofisico aplicado na investigacao considerando-se as propriedades
do modelo. A modelagm direta é calculada em cada iteragio para poder suas respostas serem comparadas
com as dos dados observados. Mediante a comparacgao entre esses dois tipos de dados é que sao realizadas
decisdo de tarefas a serem realizadas computacionalmente. No caso da inversdo bayesiana utilizada neste

trabalho, as propriedades do modelo serdo as resistividades e as espessuras das camada estratificadas hori-



zontalmente, e a fonte de campo eletromagnético serd de um dipolo magnético vertical (DMV). O programa
da modelagem direta usado é o de Hanssens et al. (2019), e sobre ele os dados retornados foram apenas

da componentes magnética vertical H,, normalizados pelo valor dessa componente se o meio fosse infinito,

. s s 1 s —my ~ 4, . . c A .
isotrépico e ilimitado, H? = pp—s Nesta expressao, m, é o momento magnetico do dipolo e r a distancia do
"

ponto de medida até a posicao do dipolo.

No capitulo 2 introduzimos alguns conceitos basicos da modelagem de inversdao probabilistica, bem
como, a descricao dos algoritmos usados, e os detalhes requeridos para implementa-los; O capitulo 3 mostra
os resultados das aplicacoes do cdédigo de dimensao fixa e dimenséo variavel; por fim, nas consideragoes finais

sdo mostradas as andlises finais sobre a pesquisa e os préximos passos para investigagoes futuras.



Metodologia de Inversao

2.1 Regra de Bayes

Um pequeno texto deve ser dado para mencionar a um resultado muito importante da teoria das proba-
bilidades. O teorema (ou regra) de Bayes nada mais é do que uma consequéncia simples da definicio de
probabilidade condicional. Sejam um espago amostral S, e dois eventos A e B associados a um experimento
e; denotamos por p(B|A) a probabilidade condicionada do evento B quando A tiver ocorrido. Quando cal-
culamos p(B), estamos calculando o quio provavel serd estarmos em B, e ao calcularmos p(B|A) estamos
calculando a probabilidade de estarmos em B, sabendo que devemos estar em A; ou seja, na ocorréncia de
A, ao calcularmos p(B|A) estamos calculando a probabilidade de B com o espago amostral reduzido de S,
para A.

O modelo de probabilidade condicional tem a seguinte expressao:

B p(AN B)
Analogamente: ( )
_p(ANB

Isolando p(A N B) da segunda equagdo e substituindo na primeira, chegamos ao teorema de Bayes:

p(A|B)p(B)

p(Bl4) = B

(2.1)
O teorema de Bayes também pode ser escrito através de funcoes Densidade de Probabilidade (PDF) ou
também Funcées de Massa de Probabilidade (PMF'), as quais sdo uma classe de fungdes mateméticas que tém
como argumentos varidveis aleatorias e que tratam de incertezas relacionadas a um experimento, ou seja,
sempre que um experimento produz um resultado aleatério toda vez que é realizado, sob as mesmas condigoes,
tal experimento tem modelagem probabilistica. Caso tal experimento citado anteriormente produza valores
iguais todas as vezes em que executado nas mesmas condicbes n vezes, tem varidvel deterministica e pode
ser representado por fungoes ndo estocdsticas. Alguns modelos deterministicos frequentemente sdo modelados
probabilisticamente por serem altamente sensiveis as condigoes iniciais (cadticos), como, por exemplo, o

lancamento de uma moeda equilibrada (ndo viciada).
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2.2 Problema inverso

Em um problema inverso estamos diante da tentativa de fazer estimativas de um conjunto de n pardmetros
m = {my,ma,...,m,} ndo determinados diretamente do conjunto de k dados d = {d;,ds,...,dx} observa-

dos, mas que sdo relacionadas teoricamente por leis fisicas por exemplo. Matematicamente podemos escrever:

d=g(m)+e (2.2)

onde g representa o operador do problema direto e € representa as incertezas, os ruidos advindos de qualquer
sistema de medi¢do e/ou inerentes do ambiente (modelo) investigado. Considerando que o conjunto d é
composto por variaveis aleatérias, ou seja, cada d; é uma observagao de alguma distribuicao de probabilidade,
pode-se usar técnicas da algebra linear para combiné-las através de um wvetor aleatdrio como funcdo de
verossimilhanga dos pardmetros m dado d: p(d|m). Outra PDF importante é distribui¢do a priori, que
representa o conhecimento probabilistico que se tem dos pardmetros antes de se obter algum dado observado,
denotada por p(m). Usando a regra de Bayes é possivel combinar a funcao de verossimilanga com a distribuigao

a priori para obter a chamada distribuigdo (a posteriori) dos parametros dado o conjunto de dados:

p(djm)p(m)

p(mld) = PSR

(2.3)
O termo p(d) em (2.3) ndo depende dos pardmetros a serem estimados, desempenhando o papel de constante
de normalizacao, e é chamado distribuicdo preditiva de d, tendo o papel de garantir que a distribuicao a
posteriori dos pardmetros integre para a unidade . Para os métodos usados neste trabalho nio sera requerido

esse termo e usaremos a relacdo de Bayes nao normalizada:

p(m|d) o p(djm)p(m). (2.4)

2.3 Prioris

Basicamente usaremos dois tipos de distribuigdes a priori na inversdo. As distribui¢ées uniformes discretas
e continuas denotadas por U(a,b), onde a e b delimitam o suporte da PDF, garantindo sua normalidade, e

serdo diferidas no texto na especificacdo do suporte de suas varidveis aleatérias.

2.4 Funcao de verossimilhanca

A fungdo de verossimilhanga p(djm) em (2.4) é de grande importancia na inversiao bayesiana. De acordo com
Bodin & Sambridge (2009) esta fun¢do quantifica a capacidade de um determinado conjunto de valores de
parametros reproduzir bem os dados observados. Uma vez que definimos prioris uniformes a fim de evitar
inicialmente que algum valor de parametro seja priorizado, a funcao de verossimilhanca carrega a informacéao
sobre os pardmetros m na ocorréncia de d. Desta maneira, considerando que os erros em (2.2) sejam aditivos,

gaussianos, centrados em zero e com desvio padrdao constante, ou seja, €; ~ N(0,X), algumas estatisticas do

LCaso requerido, p(d) pode ser obtido pela seguinte integral: fp(d\m)p(m)dm
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conjunto de dados podem ser inferidas. Como g(m) é uma fun¢io deterministica, temos que:

E[d] = E[g(m)] + Ele] = g(m)

El€?] Eleies] -+ Elerer]
c,_ E[€.2€1] E[.eg] E[?ek]
Elerer] Elexes] ---  Elé}]

onde E[d] é o valor esperado de d e C4 a matriz de covaridncia dos erros nas medidas de d. Considerando
que as amostras sdo independentes umas das outras, temos que El[e;e;] = 0 para ¢ # j; logo a matriz Cq
se simplifica para Y21, onde Ij, é a matriz identidade de ordem k (em que k é o nimero de amostras).
A modelagem sugere que as varidveis aleatérias de d coponham um vetor aleatdrio gaussiano e, por serem

observacoes fixas de tal vetor, podemos escrever a funcio de verossimilhanca da seguinte maneira:

p(djm) =

1 [d — g(m)) C3" [d — g(m)] } (2.5)

(2m) "2 [det(C4)]1/2 “p {_ 2

De acordo com a fun¢ao p(d|m) notamos que quanto melhor for o ajuste entre os dados e os resultados da
modelagem direta, maior serd o valor da fung¢do de verossimilhanga, e quanto pior tal ajuste (maiores diferencas
em d—g(m)), menor serd a verossimilhanca; dai estamos diante do problema de encontrar m;,, denominado
estimador de méxima verossimilhanca (ML, de Mazimun Likelihood), que minimize essa diferenca. Para os
métodos MCMC aqui utilizados, a fim de demandar menores tempos de processamento, usaremos a funcdo

de verossimilhanca nao normalizada:

(2.6)

[d — g(m)]" C;" [d — g(m)] }
2

pldjm) exp{—

0 que nao acarreta nenhuma perda de informagao para o algoritmo, como sera explicado mais adiante. Outros
estimadores bastante utilizados em inversdo bayesiana sdo o estimador de maxima solugdo a posteriori (MAP)
e o valor esperado dos pardmetros, os quais denotaremos, respectivamente por mps4p e m,. Os estimadores
ML e MAP diferem entre si na inclusdo da funcao a priori. Enquanto o ML maximiza (2.6), o MAP maximiza
a posteriori (2.4).

A distribuicao a posteriori contém todas as informagoes probabilisticas dos pardmetros de interesse na
inversdo, de modo que medidas estatisticas como a esperanca sobre fungoes de tais pardmetros ou distribuicoes
marginais posterioris sdo necessirias para estudos de estimagoes (BROOKS, 1998; EHRLERS, 2014); e,
todas essas medidas sdo obtidas por integracdo (inclusive a posteriori). Porém, dificilmente podemos realizar
essas integracoes analiticamente e ai procedemos com aproximacoes numéricas, que dentre elas tém métodos

estocasticos cujas estimativas vém de niimeros gerados aleatoriamente denominados métodos de Monte Carlo.

2.5 O Algoritmo Metropolis-Hastings

Para modelos realisticos, como nosso problema é nao linear, achamos nao ser possivel assumir uma densidade
de probabilidade a priori p(m) de modo que se obtenha uma densidade de probabilidade a posteriori p(m|d)

analitica; entdo um método numérico é usado para gerar amostras de todos pardmetros possiveis, de modo



2.5 O Algoritmo Metropolis-Hastings 13

que a inferéncia sobre p(m|d) torne-se inferéncia sobre as amostras m. Os métodos numéricos iterativos
que aproximam a densidade p(m|d) geram uma grande amostra, e a técnica muito usada é o método de
amostragem de Monte Carlo via cadeia de Markov (MCMC) usando os algoritmos de Metropolis-Hastings,
(METROPOLIS et al., 1953; HASTINGS, 1970), para problemas de dimensao fixa, e reversible jump markov
chain monte carlo (RJ-MCMC) (GREEN, 1995), onde a quantidade de pardmetros também ¢é varidvel.

De acordo com Gomes (2016), o algoritmo MCMC é baseado numa cadeia de Markov que gera um
passeio aleatdrio (random walk) pelo espaco amostral dos pardmetros m e sucessivamente visita solugdes com
frequéncias estaveis decorrentes de uma distribuicéo estacionédria. A grosso modo, a partir de um conjunto de
pardmetros m; do estado atual da cadeia de Markov, gera-se uma nova proposta m; usando uma distribuigao
salto ¢(m; — m;) geradora de amostras, e o algoritmo faz a aceitacio dessa nova estimativa m; se satisfaz
a condigao de probabilidade (MOSEGAARD; SAMBRIDGE, 2002):

a :min{l, W(mj)}. (2.7)

m(m;)

onde 7(m) é alguma distribuicdo a qual se deseja amostrar que tenha m como varidvel aleatéria. Note que
em (2.7) toda constante de normalizagdo é automaticamente cancelada, dai a razdo de desprezé-la nessas
metodologias. Em MULLER, (2008) se tem o destaque que tais amostras podem ser geradas por uma cadeia
de Markov que tenha como distribuicdo estacionéria e invariante 7(m), uma vez que ela exista.
Consideremos a sequéncia de varidveis aleatérias (mj,ms,...). Esta sequéncia é definida cadeia de

Markov com espaco de estados S, se para todo s;,s; € S, com ¢ > 1, termos (SILVA et al., 2017):
Pr(mt_H = 8j|l’l’10 = Sio, M1 = S5y, My = S5, ,, My = Sit) = Pr(mH_l = sj\mt = Sit) (28)

Onde Pr(.|.) é uma medida de probabilidade condicionada. Em palavras, uma cadeia de Markov é um pro-
cesso estocastico onde o estado futuro depende unicamente do estado atual, e independe de todos passados.
E necessario ainda que a cadeia seja, para os métodos MC, homogénea, irredutivel e aperiédica. Respectiva-
mente, a grosso modo, é necessario que: as probabilidades de ir de um estado para outro sejam invariantes
com o tempo; qualquer estado possa ser alcancado a partir de outro num nimero finito de iteracoes; e ter
seu periodo igual a 1.

Apos obter as amostras aleatérias aceitaveis de m pelo MCMC teremos uma distribui¢do de frequéncias
que ¢é assintoticamente proporcional & m(m) (MOSEGAARD; SAMBRIDGE, 2002).

O método MCMC mais utilizado para gerar amostras de uma densidade de probabilidade intratavel
analiticamente é o algoritmo Metropolis-Hastings. Ele consiste num método de simulagdo baseado em uma
Cadeia de Markov que permite amostrar aleatoriamente qualquer distribuicdo de probabilidades w(m). A
cadeia que compoe o algoritmo tem que estar definida no mesmo suporte de 7(m), ou seja no espago amostral
de m; deve também ser composto por um critério de aceitacao ou rejeicdo das transi¢oes propostas pela Cadeia
de Markov (GILKS; RICHARDSON; SPIEGELHALTER, 1995). O comportamento da sequéncia aleatéria é
regido por uma distribuicao de probabilidade condicionada, também chamada de distribui¢do de transicao,
proposta ou de salto, que é responsavel por determinar a probabilidade de ocorréncia de valores em m, dado
o estdgio atual da cadeia. Essa distribuigdo é comumente denotada por ¢(m;|m;_1), a qual representa a
probabilidade de transicao do estdgio m;_;, para m;. Originalmente o algoritmo de Metropolis foi elaborado
para receber apenas distribuigoes de salto simétricas, apenas depois, Hastings expandiu o método para casos
de distribuigoes de salto ndo simétricas. Supondo que m(m) seja a distribui¢do no qual se deseja obter amostras

aleatdrias e supondo que ji seja conhecida a funcdo geradora ¢(m¢|m;_1), podemos sequenciar o algoritmo
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Metropolis-Hastings da seguinte forma:
1. Inicialize a cadeia em m;_q;
2. Repita:

e Gerar um candidato m; usando ¢(m|m;_1);

e Avaliar a probabilidade de aceitagdo do movimento da cadeia através de

o= min{l, 7 (my)q(my— [my) }

'/T(mt—l)Q(mt|mt—l)

Gerar aleatoriamente u da distribui¢do uniforme U(0,1);
e se a > u, aceitar m; como amostra de m(m) e fazer m;_; = my;

e Se nao, rejeitar a proposta de transi¢ao e descartar my.

Se uma densidade de salto ¢(.) simétrica é usada, a probabilidade de aceitagdo dada pela equagao (2.9)

simplifica-se para

a:min{l,ﬁ(mt)} (2.10)

W(mt_l)

e o algoritmo MH assume a configuragdo conhecida como Random Walk Metropolis
Em cada estédgio, a cadeia propoe um novo candidato de acordo com a fungao geradora. Se o candidato

é aceito, a cadeia se move, caso contrario, permanece no mesmo estado.

2.6 MCMC com Saltos Reversiveis (RJ-MCMC)

O MH ¢ eficiente uma vez que o nimero de pardmetros seja fixo; entretanto, o MCMC com Saltos Reversiveis
(RJ-MCMC) permite, além de estimar pardmetros, fazer inferéncia sobre incertezas no préprio modelo, com
a versatilidade de poder variar a dimensao paramétrica. Por esse motivo, tem sido chamado de “algoritmo
transdimensional auto parametrizével” (RAY; KEY, 2012). Segundo Salazar-Gonzales (2004), o MCMC com
saltos reversiveis pode ser interpretado como uma maneira mais geral do MH por introduzir saltos entre
parametros de diferentes dimensionalidades. Um possivel sequenciamento do RJ-MCMC pode ser dado da
seguinte maneira descrita abaixo (EHLERS, 2011). Para ela, suponha que a cadeia estd4 em um estado (n, m),
ou seja, n especifica o modelo e m é o vetor atual com pardmetros, e um novo modelo n’ com parametros
m’ é proposto com alguma probabilidade de salto j, ., que, de maneira geral, pode incluir ou retirar
pardmetros. Supondo ainda que o modelo proposto tem dimensdo maior que o atual (dim(n’) > dim(n))
e que m’ = G(m,u) tal que G é funcdo deterministica e u ~ ¢g(u) algum vetor aleatério com dimenséo

dim(n') — dim(n). Logo pode-se usar a seguinte sequéncia de passos:
e propor saltar de (n, m) para (n’,m’) com probabilidade j,_n
e gerar aleatériamente u ~ g(u) com dimensdo dim(n’) — dim(n)
e aceitar (n’,m’) como amostra da cadeia com probabilidade

OG(m,u)
d(m, u)

m(m') o jnron

7T(II1) ]n—)n’q(u)

Oz(m/|m) = min{l, } (2.11)
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Como requisito, fun¢io m’ = G(m, u) necessita ser uma bije¢ao para garantir a reversibilidade da cadeia
(AVILA, 2008).

2.7 Consideragoes usadas na implementacao

Adotaremos para este trabalho a configuracao birth-death onde em cada iteracdo uma das trés ocasides
acontecem: Nasce uma camada no modelo (birth); desaparece uma camada do modelo (death); ou o modelo
permanece com dimencao fixa e uma camada é atualizada (update). Esse modo de utilizagdo do RJ-MCMC
simplifica o jacobiano em (2.11) para a unidade como é dito por Ray & Key (2012) e mostrado por Bodin &
Sambridge (2009).

De maneira geral, como foi visto no capitulo 1, temos que a componente radial de campo no dipolo magné-
tico H, = g(n, p,h) onde pt = [p1, pa2, ..., pn] é 0 vetor de resistividades das camadas e h' = [h1, ha, ..., hy_1]
as espessuras. Procederemos nos movimentos entre os modelos de maneira similar a Ray & Key (2012) que
aplicaram o RJ-MCMC para estimativas de resistividades em meios anisotrépicos invertendo em células; e
Madeira (2018) que usou o algoritmo MH para fazer inferéncia de pardmetros da geofisica que possibilitam
a estimativa de resistividade aparente em um meio homogéneo. Nas subsec¢des seguintes estao as descrigoes
dos elementos envolvidos na modelagem bayesiana, cuja aplicagdo resultaram nos resultados apresentados no

préximo capitulo.

2.7.1 Prioris

A informacao a priori carrega a informacao sobre os parametros independentemente das observagoes. Uma

vez que um modelo m é escolhido, sua dimencéo é fixada e a priori deste modelo e dada da seguinte forma:

p(m) = p(m|n)p(n). (2.12)

Definimos a priori uniforme discreta para n como sendo:

1
, S€ NMpmin <nN<n
p(n) = Nmaz — Mmin + 1 e e (213)
0, caso contrario

Considerando as prioris dos pardmetros independentes entre si, podemos escrever o seguinte produto de

prioris continuas uniformes:
p(m(n) = p(p|n)p(hin) (2.14)

onde

1 X 1 s€  Pmin <p<p € hpin <h<h
p(p\n)p(h\n) = (pmaw - pmin)” (hmam - hmzn)TN = - e e = - e (215)

0, caso contrario
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Fazendo (Numaz — Mmin + 1) = AN, pmaz — Pmin = Ap € hmaz — Amin = Ah, a priori do modelo toma a

seguinte forma:

ApAh)~"(An 717 se € min; Pmaz| € he hmin, hmax ,Vn € Nmins Nmax
p(m){w )~ (An) p € [pmin: prmas) € h € | J.¥n € | b 1)

0, caso contrario

2.7.2 Probabilidade de aceitacao e movimento entre os modelos

A probabilidade de aceitagao o (m/|m) de (2.11) pode ser reescrita para um problema inverso de maneira geral
como fizeram Ray & Key (2012, p. 1139):
p(djm’) p(m’) g¢(m/m’)

Qm'|m) = min |1, X X x |J 2.17
(m o) pm) ~ plm) < g(mm) <7 (217

p(d|m’)
p(d[m)
de salto entre modelos. O termo |J| é o dltimo fator de (2.11) e é considerado sendo 1, como ja foi dito.

q(m|m’)

q(m’m)

’
em que é a razao de verossimilhanga entre os modelos; I; ((I:;)) é a razao a priori; e é a razao

De acordo com Ray & Key (2012), o algoritmo terd uma oposi¢gdo ao movimento birth; pelo fato de
que no nascimento de uma camada a razdo a priori sempre vai ser menor que 1, pelo fato de que p(m’)
tem que integrar pra a unidade em um nimero maior de paradmetros que seu denominador. Isso evita que o
programa tente ajustar os dados apenas acrescentando camadas no modelo. Propomos os saltos birth, death
e update com as seguintes probabilidades p[b,d,u] = [1/3,1/3,1/3]. A funcdo de salto que propde novos
valores para p e h, como sera justificado posteriormente nos esquemas de movimentos, é um vetor aleatorio

gaussiano N (p oh> Cyq) centrado nos valores de pardmetros na camada amostrada na tltima vez que o modelo

2
220
0 2

decorrente foi visitado; e

Cpq =

A escolha da funcio de salto é de crucial importancia para a velocidade de convergéncia da cadeia (AVILA,
2008).

2.7.3 Distribuicao proposta e probabilidade de aceitacao

2.7.3.1 Movimento em dimensao fixa (update)

Uma vez que é escolhido o movimento de atualizacdo, uma camada é escolida aleatoriamente e tem sua

p(m’)
> p(m)
iguais a um, a razdo de aceitagdo se resume no minimo entre um e a razdo de verossimilhanca, ou seja,

q(m|m’)
q(m’|m)

resistividade é espessura atualizadados. Como, para esse tipo de movimento e sdo ambos

; p(d|m’) , . ,
- {mm {1, p(d‘m)} » 8e P € [pmin, Pmaz] € b € [Pmin, himaz], V1 € [Nmin, Nmaa] (2.18)

0, caso contrario
2.7.3.2 Nascimento de camada (birth)

Supondo que estamos no estado com n camadas, um estado futuro terd n+ 1. Logo, se estivéssemos no estado

futuro, terfamos n + 1 — 1 camadas na densidade de salto. Considerando que cada componente do vetor
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aleatério é independente das demais ficaremos com:

AR SRS S RIAASN LAY
g(mjm’) = 3 % H TSN exp 2%, + N (2.19)

i=1

e uma densidade de salto de n para n + 1:

(pg:i)Z - (héghhiﬂ } (2.20)

onde p; e hl sdo os pardmetros novos e p; e h; os antigos. Como os produtérios das densidades acima séo

1
/ I —
¢(m'jm) = 2 x H 5, exp{

simétricos de 1 até n, a razao de transi¢do toma a formas:

] s () (2 )

Logo, de (2.16), (2.17) e (2.21), considerando que n € [nyin, Nmaz], temos qua a probabilidade de aceitagao

para o nascimento de camada é dada por:

. p(d|IIl/) 27 szh p§ Pi 2 h; - hi 2
1 5 . i c . )
, min [ ) ( ” ) 2 2 h exp 2Ep QE}L , S€p c [pmzn; pmaa,] € h [hmzn; hmal]

0, caso contrario

(2.22)

2.7.3.3 Morte de camada (death)

Usando um processo dedutivo similar ao citado no movimento de nascimento de camada, chegamos a seguinte

probabilidade de aceitagao:

| p(dlm’) ApAh pi=pi\* | (hi—hi\?
1 — L L miny h hm‘ 3 hm g
g = min |1, p(dlm) 275,5, erp 25, + 2%, se p € [Pmin, Pmaz) € I € [hmin az]

0, caso contrario

(2.23)

2.7.4 Consideragoes na Implementacao

Os cédigos para os MCMCs foram feitos em ambiente MATLAB, e para aplicagdo dos algoritmos MH e
RJ-MCMC seguimos alguns cuidados para assegurar a convergéncia, uma vez que aumentar a quantidade de
parametros acarreta consequentemente na nessecidade de maior niimero de iteragdes para percorrer o espago
amostral dos mesmos. Um periodo de aquecimento das amostras é necessario para que a cadeia nao armazene
valores que nao estejam no suporte paramétrico. Para N iteragoes, tal periodo chamado burn-in, descarta
as N, primeiras amostras onde N, especifica o niimero maximo de amostras que nao farao parte da cadeia,
considerando que a mesma tenha convergido para N > N;. Neste trabalho usou-se N = 50000, das quais
10% serviram de aquecimento para a cadeia de Markov. O critério de convergéncia usado foi a avaliacao
da posteriori 2.4; tomando uma amostra m;, consideramos que a cadeia atingiu a area de convergéncia se

p(m;|d) > 0. Os cdlculos foram executados em um CPU de 2 nicleos (@2,40 GHz) com, em média, uma hora
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e meia para o experimento com RJ-MCMC e sete horas para o MH, em cadeia tinica. Para se trabalhar com
multiplas cadeias em paralelo, como se faz comumente, é necessario bem mais alto desempenho computacional
que o disponivel para esta pesquisa.

Assumiu-se, para o cédigo de saltos reversiveis, que o meio investigado pudesse variar, em niumero de
camadas, entre n,,;, = 1 e nyua, = 6. Os intervalos assumidos a priori para suporte de busca para p e h
foram, respectivamente, [pmin = 1071, prsze = 103] Qom e [hnin = 1, hmae = 500] m, para a pesquisa em
camadas profundas e [Apmin = 0.1, hmsr = 10] m para pesquisa mais rasa. Uma vez que tanto p quanto h
podem assumir diferentes ordens de grandeza, optamos por inverter logio(p, h) e posteriormente aplicou-se

a transformagao inversa para exibir os estimadores em suas contrapartes lineares.



Resultados

Para a aplicacdo dos cédigos MH e RJ-MCMC simulamos, primeiramente para uma investigagdo mais pro-
funda, os dados de um meio de n = 3 camadas como ilustra a figura (3.1). Usou-se para o MH e RJ-MCMC
quatro posi¢oes de medidas. As caracteristicas das frequéncias e posi¢des de medidas serdo discutidas poste-
riormente para cada experimento. Apos gerar os dados, foi adicionado um ruido gaussiano nas observagoes

simuladas.

Figura 3.1: Modelo teérico de um meio estratificado com resistividades de 100, 50 e 100 Q2.m respectivamente

DMV

200 m p=50 Q.m

3.1 Metropolis-Hastings (MH) na Investigagdo com o DMV

Na aplicagdo do MH, foi fixado um nimero de camadas para inversao de suas resistividades. Dividiu-se o
meio em 6 camadas horizontais, como modelo interpretativo para o codigo, onde as 5 primeiras tiveram suas
espessuas fixadas constantes igual a 100 m. O intervalo de busca para p foi [0.1,1000] Q.m. As posi¢des dos
receptores foram 100, 150, 200 e 250; 4 frequéncias logaritmicamente espacadas entre 0.1 e 1 x 103 Hz; e o
ruido aditivo usado ¥ foi 1 x 1073. Para funcdo densidade de salto foi usado um vetor aleatério gaussiano
centrado, a cada iteracdo, no vetor de valores anteriores da cadeia, ou seja, ¢(m¢|/m;_1) ~ N(m;_1, Cv),
onde Cv = Diag(3,5,5,9,5,5) é a matriz diagonal de covaridncia usada para os saltos. O tempo requerido
para esta aplicagdo foi de aproximadamente 3 horas. A figura (3.2) mostra a estimativa, em azul, atravéz do
valor esperado E[m|d] = m,, e (3.3) mostra o estimador ML 1, em vermelho, comparando com o modelo
real destacado em preto. Note que que o ML se aproximou mais do modelo real que o valor esperado. Esse

efeito se dé pela incerteza advinda dos erros aditivos das amostras. Pode-se analisar a figura (3.4), a qual
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representa os histogramas nao normalizados das PDFs marginais dos pardmetros. E visivel que a PDF para
estimar a resistividade dessas regiao geométricas, 3° e 5° camadas, é multimodal. Porém, é notério que a
regiao com maior probabilidade estd préxima do valor real para este modelo, 50 2.m, apenas na 3° camada.
Os demais histogramas trazem uma unica moda. Notou-se nesta pesquisa que quanto maior a quantidade
de parametros a se inverter, maior a incerteza sobre os mesmos se levarmos em conta a mesma estrutura de
dados coletados. Na proxima secao descreve-se a aplicagdo do RJ-MCMC numa tentativa de minimizar esse

problema.

Figura 3.2: Valor esperado para as resistividades, dados fixados, o nimero de camadas e espessuras
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Figura 3.3: Estimador ML, dados fixados, o nimero de camadas e espessuras
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3.2 MCMC com Saltos reversiveis (RJ-MCMC) na Investigacao
com o DMV

Ao configurar o RJ-MCMC para aplica¢ao no modelo ilustrado na figura (3.1), usamos as posi¢oes de medidas
100, 150, 200 e 250 e 4 frequéncias logaritmicamente espacadas entre 0.1 e 1 x 10% Hz. Para o ruido aditivo
¥ foi usado 1 x 1073. Para a matriz de covaridncia de salto usamos os desvios paddes Y,=0,1eX,=0,1.
O cbdigo foi inicializado com o modelo minimo de camadas, n = 1, com chutes iniciais para p e h iguais a
10g1050 e log19150 respectivamente, uma vez que a busca foi feita em escala logaritmica.

A marginalizagio da PMF! do modelo executada pelo programa ¢ mostrada na figura (3.5). A figura

1Para o caso da fungdo de probabilidade do modelo, é uma probability mass function (PMF) por se tratar de um conjunto
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Figura 3.4: Histogramas ndo normalizados das PDFs referentes as camadas com h fixo
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representa o histograma normalizado de p(n|d) e foi obtido pelo quociente f,, /(N — N;) (frequéncia absoluta

de cada n;/total de iteragoes pés burn-in).

PMF Estimada de n
T T

Figura 3.5: Distribuicdo a posteriori do modelo p(n|d)

Note que o modelo mais visitado foi n = 2, 0 que nos d4 como solugio os vetores estimados p* = [p1, p2]
e h =[hq].

Notou-se que a fungdo de verossomilhanga em (2.6) é altamente sensivel as caracteristicas das frequéncias
e posicoes de medidas usadas. Outro fator importante a ser levado é que se trata de uma inversao estatistica.
A varidncia de um sistema o torna probabilistico, ou seja, um modelo aleatério.

A figura (3.6) mostra as estimativas retornadas; em preto temos o modelo real, em vermelho o valor
esperado m,, e em azul o estimador mps4p.

Ainda a respeito da figura (3.6) temos eixo horizontal representando a resistividade em escala linear,
enquanto o vertical representa a espessura e profundidade. Note que o programa conseguiu reconstruir a
resistividade da primeira camada com boa aproximagao, tendo um pequeno aumento na espessura da mesma.
Ja a segunda camada teve seu valor mais aproximado da segunda camada do modelo real, enquanto uma
terceira néao foi inferida pelo cédigo.

Aplicou-se também o c6digo de dimensdo varidvel a investigagdes mais rasas usando o modelo teérico
representado pela figura (3.7). Usou-se quatro posiges de medidas, sendo elas, 10, 15, 20 e 25 metros do
DMYV. As frequéncias foram 8000, 8500, 8750 e 9000 Hz ¢ ¥ = 1 x 1073, Para a densidade de salto usou-se

discreto Nym com n € N, tal que, n =1,2,...,6
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Figura 3.6: Estimadores

¥, =0,2e 3 =0,05 e os chutes iniciais para p e h foram, respectivamente l0g10250 e logio1

Figura 3.7: Modelo tedrico de um meio estratificado com resistividades de 200, 50 e 100 €2.m respectivamente

DMV

1m p=50 Q.m

O modelo foi inferido corretamente e é estimado através do histograma normalizado mostrado na figura
(3.8). O modelo mais visitado foi o de 3 camadas. Perceba que o modelo verdadeiro foi visitado em mais de
90% das iteragdes. Apds o processo de amostragem, montamos alguns graficos para tentar entender melhor

como as variaveis aleatérias do problema se correlacionavam.
Figura 3.8: Distribuicdo a posteriori do modelo p(n|d)

PMF Estimada de n
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A titulo de ilustracdo, note a figura (3.9). O histograma a esquerda do grafico representa a PDF estimada,
nao normalizada, de log1gp1 (referente a resistividade da 1° camada), e o grafico mostra o estado desta varidvel

aleatéria nas iteracoes pos aquecimento.

Figura 3.9: Cadeia de Markov Marginal de logi0p1
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Os gréficos (3.10) e (3.11) sao representacoes das camadas 1 e 2. O histograma superior representa a PDF
marginal para resistividade, o histograma a direita é a PDF referente a espessura, e no centro, o diagrama
de dispersao das amostras. Note que ha uma visivel correlacdo entre o par de propriedades de cada camada.
Na primeira camada tem-se uma correlagdo exponencial negativa, ja na segunda camada, aparentemente,

trata-se de uma correlagao linear

Figura 3.10: Amostras da 1° Camada
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O estimador valor esperado é representado no grafico (3.12) em azul, comparado com o modelo real
em preto. A primeira camada teve sua resistividade aproximada com boa precisdo, porém teve a espessura

estimada maior que o modelo real; a segunda camada teve um leve aumento na espessura e sua resistividade
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Figura 3.11: Amostras da 2° Camada
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Figura 3.12: Estimador Valor Esperado
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menor que a real; por fim, a ultima camada teve um ligeiro aumento de sua resistividade.



Consideracoes finais

No presente trabalho utilizamos uma abordagem bayesiana para inversao de parametros geofisicos através de
dados que, eventualmente, podem estar contaminados com ruidos. Tal inversdo leva em conta os erros nas
medidas em sua prépria formulagdo, tornando-a coerente para os meios investigados. Inicialmente descrevemos
de maneira breve a modelagem direta do problema e algumas caracteristicas importantes das propriedades
fisicas da subsuperficie. E comum usar técnicas de inversdo baseadas em gradiente que buscam minimizar a
diferenca entre os dados observados e o operador direto aplicado a um conjunto de parametros. O conjunto de
parametros que tornar minima esta diferencga pode ser considerado um estimador. Para os modelos bayesianos,
um método livre de derivadas, busca-se maximizar a funcdo de verossimilhanca e, em alguns casos, a funcao
a posteriori; analogamente aos métodos de gradiente, o conjunto de pardmetros que maximiza tais fungo
es sdo estimadores, bem como, também as medidas de tenténcia central como, por exemplo, esperangas
dos parametros. Os codigos usados foram o Metroplolis-Hastings e o Método de Monte-Carlo com Saltos
Reversiveis. Este primeiro, por lidar com uma quantidade maior de parametros, teve grande variancia nas
PDFs, tornando o estimador, "valor esperado”, distante da realidade para as camadas abaixo de 200 metros.
Fato que, em um trabalho posterior, pode ser contornado usando um estimador modal, visto que uma algumas
PDFs tiveram mais de uma moda, e, ao menos uma delas, estava consideravelmente proxima do valor real.
J& o estimador ML se mostrou mais acurado que a esperanga. Na aplicacio do RJ-MCMC, para camadas
profundas, uma boa aproximacao da resistividade e espessura da primeira camada foi retornada, enquanto
que apenas uma resistividade posterior a primeira foi explicitada; tal fato se deve a caracteristica da fonte.
Em pesquisas mais rasas teve-se um desempenho relativamente bom do RJ-MCMC com a identificacido do
quao correlacionadas sdo o par de propriedades de cada camada (resistividade e espessura). Acreditamos
que nossos codigos podem ser mais acurados em uma configuragoes de obtencdo de dados mais especificas,
bem como, dispor de uma quantidade de dados maior e um melhor desempenho computacional, os quais sao
fatores primordiais para se reduzir incerteza em modelos probabilisticos.

Nossos resultados mostram a aplicabilidade de modelos estocdsticos as investigagoes geofisicas e deixam,
ao leitor interessado, alguns dos primeiros passos a se tomar ao se escolher uma andlise estatistica probabilis-
tica de um problema inverso. Os préximos passos sao: estudar sobre analise de sensibilidade dos pardmetros
de maneira a se ter posicoes de medidas e frequéncias que sejam mais informativas para os métodos baye-
sianos; estudar mais detalhalhadamente a funcdo de salto ¢(.), aplicando a técnica evolutiva de Haario et
al. (2001) ao RJ-MCMC que aprimora a densidade de salto usando propriedades estatisticas das amostras
ja aceitas; e, em conjunto disso, visto que o meio investigado tem caracteristicas geométricas que podem
eventualmente trazer indmeras solugoes para o problema, aplicar a técnica conhecida por Campo Aleatério

de Markov (MILSZTAJN, 2003), onde a propriedade de uma &rea depende unicamente das propriedades das
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areas adjacentes & mesma. De maneira mais clara, tal método se assemelha a uma cadeia de Markov comum
que, ao invés de dominio no tempo, possui dominio no espago. Modelo este que é bastante usado para estimar
areas de riscos relativos em modelagens epidemiolégicas. Acreditamos que as técnicas citadas podem até

mesmo trazer bons resultados para uma inversao 2D.
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