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RESUMO.

Neste trabalho apresentaremos um algoritmo que nos permite fazer a construcao de
algebras, chamado de processo de Cayley-Dickson e, com ele, veremos que é possivel cons-
truir as algebras dos Reais (R), Complexos (C), Quatérnios (H) e Octonios (0), de dimensdes
1,2,4 e 8, que representam todas as algebras de divisao normadas e com composi¢ao, a menos
de isomorfismos. Em seguida, introduziremos o conceito de Algebras de Jordan, que foram
apresentadas a matemadtica pelo fisico Pascual Jordan na tentativa de descobrir uma nova
configuracao algébrica para Mecanica Quantica. Falaremos especialmente sobre as Algebras
de Jordan Formalmente Reais. Por fim, faremos uma analise apresentando resultados que

associa diretamente estas algebras.

PALAVRAS-CHAVE: Cayley-Dickson, Algebras, Complexos, Quatérnios, Octonios, Algebras
de Jordan.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO.

Durante seus estudos sobre nimeros complexos, Sir William Rowan Hamilton (1805 -
1865) desenvolveu uma &lgebra que permitia trabalhar com os vetores no plano, o que lhe
despertou o desejo de extender as propriedades descobertas para um sistema algebrico de
trés dimensoes. Por volta de 1843 descobriu que isso nao era possivel, e que, na verdade, era
possivel extender para numeros de quatro dimensoes através de uma nova multiplicagao, o
que deu origem ao conjunto dos Quatérnios, se tornando o primeiro exemplo de anel nao
comutativo e com divisao. Baseados nos estudos de Hamilton, John T. Graves (1806 — 1870)
e Arthur Cayley (1821 - 1895) desenvolveram independentemente o conjunto dos Octonios
e logo percebeu-se que a algebra dos Octonios era de divisao, normada e desprovida de
comutatividade e associatividade. Além disso, os matematicos Arthur Cayley e Leonard
Eugene Dickson (1874 - 1954) publicaram um trabalho em que apresentaram um algoritmo,
chamado Processo de Cayley-Dickson para as algebras de dimensao 2", e provando que as

unicas algebras com composi¢ao possuem dimensoes 1, 2, 4 e 8.

Por outro lado, o conceito de Algebra de Jordan foi originalmente criado por Pascual
Jordan, John von Neumann e Eugene Wigner [9] por volta de 1930, na tentativa de encontrar
um sistema algébrico para a Mecanica Quantica através de matrizes hermitianas. Por

um tempo essas tentativas foram falhas pois nenhuma estrutura desenvolvida se tornava
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compativel com estruturas hermitianas. Percebeu-se que o multiplo Ax de um elemento
hermitiano nao seria também hermitiano a nao ser que o escalar \ fosse um nimero real,
e o produto matricial xy seria nao-hermitiano a nao ser que x e y comutassem. Essa
percepgao foi um passo importante para que Jordan pudesse chegar ao seu famoso produto
anticomutador (posteriormente chamado de Produto de Jordan), que por fim satisfazia a
condicao de comutatividade e a sua versao debilitada de associatividade (chamada hoje de

Identidade de Jordan).

Este trabalho tem como objetivo apresentar as dlgebras dos Quatérnios e Octonios, bem
como estudar os passos do Processo de Cayley-Dickson e construir as dlgebras de dimensao
2" de forma generalizada. Em seguida continuaremos os estudos sobre as defini¢oes e classi-
ficagoes de Algebras de Jordan. Ao final veremos resultados associando-as especificamente
as algebras obtidas no processo anterior. Para tanto, este trabalho esta dividido da seguinte

forma:

No capitulo 2 trazemos alguns conceitos preliminares que consideramos bésicos para
o entendimento do assunto. Falaremos a respeito de matrizes, desde a sua definicao até
algumas de suas propriedades e em seguida veremos sobre estruturas algébricas. Também
abriremos uma se¢ao para relembrar sobre as defini¢oes de fungoes especificas que faremos

uso posteriormente.

No terceiro conheceremos o contexto histérico dos Complexos, Quatérnios e Octonios,
partiremos do surgimento até o modo como os conhecemos hoje. Dividiremos este capitulo
em sec¢oes, uma para cada um destes nimeros e, ao final delas, falaremos a respeito de suas

definicoes.

Ja no capitulo 4 conheceremos o Processo de Cayley-Dickson e faremos a descri¢ao
de cada passo necessario para se chegar até as algebras de dimensao 2", assim como as
construiremos como exemplos. Ao final faremos uma andlise quanto a elas e as algebras

tratadas no capitulo anterior.

Por fim, no quinto capitulo comecaremos falando a respeito de Algebras de Jordan
através definicoes e exemplos. J& na secao seguinte conheceremos suas classificagoes, espe-
cialmente sobre Algebras de Jordan formalmente reais. Nao nos aprofundaremos muito no
assunto, pois nao nos cabe neste momento. No entanto, pretendemos continuar nossos estu-

dos a respeito deste tema e, assim, se for conveniente, o traremos com maior profundidade.

11



CAPITULO 2

NOCOES PRELIMINARES.

2.1 Matrizes.

Vamos conhecer algumas algebras que nos interessam e, posteriormente, buscar cons-
trui-las de forma generalizada através do Processo de Cayley-Dickson. Porém, antes de
entendermos estas estruturas, precisamos conhecer e/ou relembrar algumas nogoes a res-
peito de matrizes, fungoes e algebra que faremos uso. Para isso, este capitulo se dedica

inteiramente & elas e a resultados necessarios.

2.1.1 Matrizes Reais.

Definigao 1 (Matriz) Denominamos matriz a um conjunto de nimeros reais, dispostos
em linhas e colunas, numa certa ordem, e colocados entre parénteses (ou colchetes). Assim,
uma matriz real, que vamos denotar por A, com m linhas e n colunas € representada da

forma

12



aix a2 - QAip

Q21 Q22 +++  Q2p

Am1 Am2 - Qmn
Temos que cada elemento a;; € R € chamado de elemento da matriz A e os indices

indicam a posicao na linha e na coluna, respectivamente.

Como esta matriz possui m linhas e n colunas, dizemos que esta matriz é de ordem
m X n. Denotaremos o conjunto das matrizes reais de ordem m X n por My, x,(R). Quando
m = 1 temos uma matriz linha. Quando n = 1 temos uma matriz coluna. E, caso m = n,
diremos a matriz é quadrada de ordem n. Para simplificar a notagao, indicaremos uma

matriz por A = (a;;) (lemos "matriz A com elementos a;;”).

Exemplo 1 Matriz de ordem 3 x 2

4 -3
A=10 2
7 1
Exemplo 2 Matriz de ordem 3
6 3 2
A=[10 -2 4
1 5 1

Se todos os elementos a;; de uma matriz A sao nulos, diremos que A é uma matriz nula.

Definicao 2 (Matriz Transposta) Seja A € M,,,x,(R) tal que A = (a;;). Obtemos a

transposta da matriz A trocando-se as linhas pelas colunas e a denotamos por A?.

ailz a1 - pl
A12 Q22 -+ Qm2
t
A = (a5) =
Aipn G2n, " Omp

13



Exemplo 3 Considere a matriz A € May3(R) como sendo A = 2 1 0 |. Temos

que sua transposta serd a matriz A' € My, (R) dada por

5 2 —1
At=1 41 -2
30 —3

E facil ver que a diagonal principal de uma matriz quadrada se mantém na mesma

posicao que a matriz original quando transpomos.

Vamos agora conhecer algumas matrizes com formas especificas de matrizes quadradas

de ordem n.

e A Matriz Diagonal se caracteriza por todos os elementos exteriores a diagonal prin-

cipal serem nulos. Ou seja, d;; = 0 quando 7 # j.

dy O 0
D— 0 dy 0
0 O dpn

e A Matriz Identidade é uma matriz diagonal que se caracteriza por todos os elemen-
tos da diagonal principal serem iguais a 1. Ou seja, a;; = 1 quando ¢ = j e a;; = 0

quando 7 # j.

10 0

0 1 0
I =

00 - 1

e Dizemos que uma Matriz A é Simétrica quando ela é igual sua transposta Af. De-

notamos por Sym,(R) o conjunto das matrizes simétricas de ordem n.
e Uma matriz A serd Anti-simétrica quando A = — A’

14



Definigao 3 (Operagoes com matrizes) Considere A = (a;;), B = (bij) € Mpxn(R)
(isto €, de mesma ordem) e X € R, as operagoes de soma entre matrizes e produto por

escalar sao dadas, respectivamente, por

i) A+ B = (aij) + (byy) = (ai; + bij);
Nota-se que, ao realizar estas operagoes, obtemos novas matrizes de mesma ordem. Além

disso, é facil ver que a soma entre matrizes reais é comutativa, associativa, admite inverso

aditivo e elemento neutro.

73
Exemplo 4 Considere as matrizes A, B € Mjzy2(R) como sendo A = 1 0|, B=
11

6 3

2 4 e o escalar A = 3. Logo, de acordo com a defini¢ao anterior podemos realizar as

0 0
operagoes da sequinte forma

7 3 6 3 3.7+6 3.3+3 27 12
BA+B=3| 10 |+| 2 4 |=]|31+2 30+4 | =] 5 4 | € Ms3xx(R).
11 00 31+0 3.1+0 3 3

Definicao 4 (Multiplicagao entre Matrizes) Considere as matrizes A = (a;) € Mpxr(R),
B = (bjj) € Mixn(R). A multiplicag¢io entre elas é dada por

k
Ax B = (ail) X (blj) = (Z ailblj> .

k [ .
Temos que cada elemento ), a;b;; resultard em um novo elemento ¢;; e a matriz
resultante pertencera ao conjunto das matrizes reais de ordem m x n. A definicao parece

um pouco confusa, talvez no exemplo fique mais facil entender.
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Exemplo 5 Tomemos as matrizes A € My«2(R) € B € Mayo(R) tal que A = ( 1 —2 ) e

3 4
B = . Assim, temos a multiplicacdo entre elas dada por
5 1
3 4
AB:(l —2) =<1.3+(—2).5 1.4+(—2)1>=<—7 2)
5 1

Devido a sua condicao a respeito de linhas e colunas, percebemos que a multiplicacao
entre matrizes nao é comutativa. No exemplo acima, se formos tentar fazer BA a operacao se
torna impossivel. As tnicas matrizes que assumem a comutatividade sempre como verdade
sao a Diagonal e a Identidade, ou seja AI = IA e DA = AD. Mas especialmente AI = A,

portanto I é o elemento neutro da multiplicacao entre matrizes.

2.1.2 Matrizes Complexas.

Consideremos as mesmas defini¢oes apresentadas anteriormente a respeito de matri-
zes reais como validas também para matrizes complexas. Denotaremos este conjunto por

M5 (C). Daremos continuidade conhendo alguns tipos especificos de matrizes complexas.

Definicao 5 (Matriz Conjugada) Considere A = (a;;) uma matriz compleza de ordem
m X n. A matriz obtida substituindo cada elemento de A por seu conjugado € chamada

matriz conjugada da matriz A, que denotamos por A.

Dessa forma, A = (a;).
Exemplo 6 Consideremos a sequinte matriz

1-7: 1
A —
34+17 7402

Dessa forma, sequndo a defini¢cao anterior

— 1+70  —i
A
3—1 T7T—0¢

16



Definigao 6 (Matriz Transposta Conjugada) Seja A = (a;;) wma matriz compleza de
ordem m X n. Definimos a transposta conjugada da matriz A, que denotamos por A*, como

sendo a matriz A* = (a3;) de ordem n x m. Assim, A* = (A)’.

Exemplo 7 Seja a matriz

T+8 1—4
A=1 10+7¢ 9+ )
245 1—-2

temos que a sua transposta conjugada serd

7T—8 10—17 2—5¢
A* =

1+4 9—1 1+

Definigao 7 (Matriz Hermitiana) Dizemos que uma matriz A = (a;j) compleza de or-
dem n é Hermitiana se (A)! = A, isto ¢é, se a;; = aj; para todos i, j. Geralmente indica-se

A* = A para denotar uma matriz Hermitiana.

Exemplo 8 Se tomarmos a matriz

1 5
A= ,
-5t 6
e sua transposta conjugada
1 5
A* = ,
-5 6

percebemos que A = A*. Logo, esta € uma matriz hermitiana.

Definigao 8 (Matriz Anti-hermitiana) Dizemos que uma matriz A = (a;;) compleza de

ordem n é anti-Hermitiana se (A)' = —A, isto é, se a;; = —ay;, para todos i,j. Geralmente

indica-se A* = —A para denotar uma matriz anti-hermitiana.

17



Exemplo 9 Se considerarmos a matriz

2t =241
A= )
2+ —1
temos que
-2 2—1
A" =
—2—1 7

Em decorréncia do que foi visto até aqui e das propriedades dos nimeros complexos,

temos o teorema abaixo.

Teorema 1 Sejam A = (a;;) e B = (b;;) matrizes complezras de mesma ordem e X\ um

escalar complexo. Entao,

(a) (A7) =A
(b) (A+ B)* = A* + B*

(c) (AA)* = NA*

Demonstragdo. (a): Basta tomarmos a transposta conjugada da transposta conju-

gada de uma matriz A € M,,,(C), assim

(A")* = ((ay))"

=
= (A =)
=

(b): Dadas A, B € M,;,x,(C) e considerando a transposta conjugada da soma temos

*

(A+ B)* = ((aij) + (b)) = (A+ B)* = (ayj +byy)*
= (A+B)* = (aj +bj;;)

(c): Dado A € C e A € M,,»,(C), entao

18



(AA)" = (Aay)" = (AA)" = (Aay0)
= ()" = \a5)
= (M) = A

Temos também a seguinte proposicao a respeito de Matrizes Hermitianas.

Proposicao 1 Seja A uma matriz complexa de ordem m x n. As matrizes AA* e A*A sao

Hermitianas.

Demonstracao. Seja A = (a;;) € Myyxn(C), temos que A* = (ay;), assim:

ajp Q21 - Aml aip a2 - Qip
a2 Q22 - Gm2 G21 Qg2 - d2p
A*A =

A1p A2n - Qmn Am1l Am2 *°°  Amp

z Am1Am1 Z Am1Qm2  * Z Am1Amn

% Z Am20m1 Z Am2m2 =~ Z Am2Amn

A*A =
z Amnm1 Z AmnQm2 Z AmnAmn

Teremos que, como os nimero complexos sao comutativos,

ATA = (A*A),

Portanto, A*A é uma matriz Hermitiana. A verificagao para AA* é analoga.

2.2 Estruturas Algébricas.

Conheceremos agora a definicao de algumas estruturas algébricas que usaremos neste

trabalho e que também sao muito usuais em toda a matematica.
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Defini¢ao 9 (Espago Vetorial) Seja A um conjunto nao-vazio formado por elementos de
um corpo K. Temos que A serd um FEspago Vetorial se nele estao definidas as operacoes de

soma e produto por escalar que satisfazem as condigoes abaixo para x,y,z € A e a,f € K

(A1) 2 +y=y+uz;

(A2) (x4+y)+z=x+ (y+ 2);

(A3) 304 € A tal que z+04 =04+ = ;

(A4) Yz € A,3(—x) € A tal que x + (—x) = (—x) + © = 04.
(P1) (af)z = o(P);

(P2) (a+ PB)x = ax + fu;

(P3) 31 € K tal que lx = z1 = x.
Exemplo 10 O conjunto das matrizes (complexas ou reais) é um espago vetorial.

Definicao 10 (Algebra Sobre um Corpo K) Seja A um espago vetorial sobre um corpo

K onde estd definida uma operacao - que satisfaz

(a) x-(y+z2)=z-y+z-z;
(b) (x+y) - z=x-2+y-z;

(c) a(z-y) = (ax) -y =2 (ay),

para quaisquer x,y € A e a € K. Dizemos que A é uma K-dlgebra (ou simplesmente

uma dlgebra).
Exemplo 11 Os reais e os complexos sao exemplos de dlgebras.

Definigao 11 (Anel) Seja A um conjunto com um elemento 0 e duas operagoes bindrias

soma (+) e multiplicagao (X) que satisfazem

(S1) z+y=y+ua;

20



(S2) (x+y)+z=a+(y+2);

(S3) t+0=0+2x=uz

(S4) Vx € A,3(—x) € A tal que x + (—x) = (—x) + = = 0.
(M1) (x xy) X z=x X (y X 2);

(M2) e x (y+z2)=xxy+aXxze(x+y) Xz=xX2+yXz2;

(M3) 31 € A tal que lx = x1 = x.

para x,y,z € A.
Exemplo 12 O conjunto das matrizes (complexas ou reais) é um anel.

Definigao 12 (Ideal) Seja A um anel com (A,+) sendo um grupo abeliano, isto é, um

grupo com comutatividade, um subconjunto I de A é chamado ideal a direita se

o (I,+) € um subgrupo de (A,+);

o xr estd em I para todox € I er € A.
A definicao para ideal a esquerda é anéloga.

Exemplo 13 Considerando o anel dos inteiros e o grupo (Z,+), = o subconjunto 27 :=

{2z/x € Z} serd um ideal de Z.

2.3 Funcoes Especiais.
Nesta secao veremos certos tipos de fungoes que precisaremos ao longo deste trabalho.

Defini¢ao 13 (Funcgao involutiva) Seja A uma dlgebra sobre um corpo K, a fungdo p :

A — A € uma involucao se para



temos

Para qualquer a,b € A.

Exemplo 14 Dada uma dlgebra unitdria A, isto €, uma dlgebra com unidade, temos que a

funcao p: A — A definida como

pla) =a,Va € A.

¢ uma tnvolucao, pois

Definicao 14 (Formas bilineares) Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma

forma bilinear sobre V' € uma funcao f:V xV — K que satisfaz:

(a) fAx1 +x2,91) = M (21, 91) + f(22,91);

(b) f(w1, Ay +y2) = A (21, 01) + f(21,92).
Para todos x1,x9,y1,2 € V e A € K

Exemplo 15 Seja <,>: Ax A — R, um produto interno sobre A, com A sendo um espaco
vetorial sobre o corpo R. <,> serd uma forma bilinear. Em particular, o produto interno
usual sobre R™, < (ay,as,...,an), (b1,ba, ..., b,) >= a1by + agsby + ... + anb,, € uma forma

bilinear sobre o R™.

Defini¢ao 15 (Forma bilinear nao-degenerada) Seja f uma forma bilinear sobre o espago
vetorial V', f € dita nao-degenerada (ou ndo-singular) se sua matriz em relagdo a alguma
(ou toda) base ordenada de V' é uma matriz nao-singular, ou seja, Posto(f) =n, onde n é

a ordem da matriz.
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Exemplo 16 O prdprio produto interno é uma forma bilinear nao-degenerada.

Defini¢ao 16 (Formas bilineares simétricas) Seja f uma forma bilinear sobre o espago

vetorial V. Dizemos que [ € simétrica se

flz,y) = fly,z),Vz,y €V

Exemplo 17 Considere W o espaco vetorial dos complexos e a forma bilinear f : W X
W —— C definida por f(z,w) = (zw)*,Vz,w € W. Como o produto entre nimeros comple-

zos é comutativo, temos que f(z,w) = (zw)* = (wz)? = f(w, 2).

Defini¢ao 17 (Forma quadratica) Seja K um corpo e V- um K—espago vetorial, n: V —

K ¢ uma forma quadrdtica se

(a) n(Ax) = N*n(x) para todo x € V e A € K

(b) f,: Ax A— K definida por f,(z,y) =n(x +y) —n(x) —n(y) € uma forma bilinear.

Exemplo 18 Considere o V como o espaco vetorial dos reais. A aplicacao n : V — R,

definida como n(z) = 2x* € uma forma quadrdtica.

Se a forma bilinear simétrica associada a n(x) é nao-degenerada dizemos que 7 é estri-

tamente nao-degenerada. Por sua vez, n é nao-degenerada se

n(x) =0, f(r,a) =0VYa eV = x=0.

Tomando f como uma forma bilinear simétrica sobre o espago vetorial V', a forma

quadratica associada a f é a funcao n de V' em K definida por

n(x) = f(z, ).

Dizemos que uma forma quadratica admite composicao quando preserva o porduto do

dominio na imagem, isto é,
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n(zy) = n(z)n(y).

Se 7 esta definida em uma algebra A, dizemos que A admite composicao se

e 7 admite composigao;
e 1) for estritamente nao degenerada;

e Existe um elemento identidade 1 € A.

Agora temos as ferramentas para entender o processo de construcao das dlgebras através

do algoritmo que gostariamos de apresentar.
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CAPITULO 3

COMPLEXOS, QUATERNIOS E
OCTONIOS.

Dedicaremos este capitulo a histéria dos niimeros Complexos, Quatérnios e Octonios, as-
sim como também mostraremos suas formas algébricas. Nosso objetivo aqui é contextualizar
a forma como estes niimeros foram originalmente construidos e, mais a frente, conheceremos

suas formas generalizadas construidas de uma outra maneira.

3.1 Complexos.

Por muito tempo uma equacgao foi vista como uma representacao matematica de um
problema real e que nao podia passar disto. Entao, ao chegar em raizes quadradadas de
nimeros negativos, logo se admitia que a equacao nao tinha solucao. Mas, pelo inicio
do século XVI, na tentativa de encontrar um método para resolver equacoes do terceiro
grau, os matematicos chegaram até os nimeros complexos. Apesar deste ser o momento de
‘e~ . . . . , , .

criacao” deste conjunto, ha registros antigos de raizes quadradas de nimeros negativos,

isto é, solucoes de equagoes que nos levam até os niimeros complexos.

Geronimo Cardano (1501-1576) foi o primeiro estudioso a trabalhar, de fato, com raiz
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quadrada de nimeros negativos. Ele publicou a obra Ars Magna, onde resolve o seguinte
problema: dividir o numero 10 em duas partes cujo produto é 40. Essa questao nos leva
a equagao z(10 — z) = —x? + 10z = 40, de raizes 5 + v/—15 e 5 — /—15. Cardano teve
duvidas entre admitir as operagoes algébricas por si mesmas ou tentar dar uma justificativa

geométrica para elas.

Em 1572, o italiano Rafael Bombelli (1526-1572) publicou a obra L’Algebra, onde con-
siderou (y/—1)% = —1 para a resolucao de problemas. Ele nio acreditava que ntimeros
negativos possuiam raiz quadrada, mas admitiu sua utilidade para fins algébricos e desen-
volveu regras para as operacoes. Ea partir dai que se comega a utilizar nimeros da forma
a 4 b(v/1)? na resolucio de equacoes do terceiro grau. A ideia nio foi muito recebida pelos
matematicos do século XVI em relacao a geometria ja que nao conseguiam dar um signi-
ficado geométrico. Mas com o tempo perceberam que o uso destes nimeros nao conduzia
a uma contradi¢do. Foi René Descartes (1596-1650), em 1637, que acabou nomeando as
raizes quadradas de valores negativos, como nimeros imaginarios: “nem sempre as raizes
verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma equagio sio reais. As vezes elas sio
imaginarias”.

John Wallis (1616-1703) em 1685 foi o primeiro matemético a buscar uma interpretagao
geométrica para a raiz quadrada de niimeros negativos, mas nao obteve sucesso. Em seguida
vieram Caspar Wessel (1745-1818), Jean Robert Argand (1768-1822) e Johann Carl Friedrich
Gauss (1777-1855), de forma independente um do outro. Em 1797, Wessel encaminha
a Academia Real Dinamarquesa de Ciéncias um artigo intitulado Sobre a Representacao
Analitica de Diregdo, onde propunha uma representacao analitica para segmentos de retas

no plano e para representar os nimeros complexos como pontos do plano.

Veremos a seguir a forma algébrica destes nimeros.

Definigao 18 Sejam a,b € R, os nimeros da forma z = a + bi, onde > = —1, formam o
conjunto dos numeros complexos, denotado por C. Temos neste conjunto a soma de dois

elementos e a multiplicacao por escalar dadas por

a) (a+bi)+ (c+di) = (a+c) + (b+ d)i;

b) Ma+ bi) = Aa + A\bi,
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para (a + bi), (c+ di) € C e A € R. Portanto temos um espago vetorial. Podemos, agora,

definir uma operacao de multiplicacao dada por

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i, Va, b, c,d € R.

E, assim, temos a Algebra dos Complexos.

3.2 Quatérnios.

William Rowan Hamilton era um fisico Irlandés que desenvolveu uma &algebra que per-
mitia trabalhar com os vetores do plano. Isso o motivou a buscar formas de trabalhar com
os vetores no espago e estudou o tema por dez anos e nao conseguiu alcancar seu obje-
tivo. Esperava ainda que o comprimento do produto de vetores fosse igual ao produto dos
comprimentos, isto é, que a® + b? + 2 = 22 + y? + 22, fato que chamou lei dos médulos.

Hamilton intuitivamente considerava i> = j2 = —1, mas sua dificuldade comecava

quando pensava em um resultado para ij e ji. Foi a tentativa de preservar a lei dos modulos
que lhe conduziu trabalhar com uma dimensao a mais, o que causava muita estranheza a
ele. No entanto, assumiu um terceiro simbolo imaginario k diferente de ¢ e j, mas que
também tinha seu quadrado igual a —1. Assim, definiu os quatérnios como nimeros da

forma a + bi + ¢j + dk, ou ainda, (a,b, ¢, d).

Mesmo com esse avanco, o fisico ainda se inquietava quanto a multiplicacao entre esses
elementos descobertos por ele. Mas em 16 de outubro de 1843 escreve em uma carta a seu

filho contando sua nova ideia.

“era uma segunda-feira e dia de reuniao do Conselho da Real Sociedade da
Irlanda, eu ia andando para participar e presidir, e tua mae andava comigo, ao
longo do Royal Canal, embora ela falasse comigo ocasionalmente, uma corrente
subjacente de pensamento estava acontecendo na minha mente, que finalmente
teve um resultado, cuja importancia senti imediatamente. Pareceu como se um
circuito elétrico tivesse se fechado; e saltou uma faisca, o heraldo de muitos

anos vindouros de pensamento e trabalho dirigidos, por mim, se poupado, e de
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qualquer forma por parte de outros, se eu vivesse o suficiente para comunicar
minha descoberta. Nesse instante eu peguei uma libreta de anotagoes que ainda
existe e fiz um registro naquela hora. Nao pude resistir ao impulso tao nao
filoséfico quanto possa ser de gravar com um canivete numa pedra da ponte

de Brougham, quando a cruzamos, a formula fundamental dos simbolos i, j,k.”

(EVES, 2011) [1].

Essa gravura na pedra com o canivete feito por Hamilton infelizmente se desgastou.
No entanto, h4& um memorial na ponte Brougham com uma réplica do que teria sido este

registro.

A férmula da qual falava na carta era seguinte: i? = j2 = k? = ijk = —1. A partir desta
ideia podemos retirar o produto vetorial de cada uma das componentes que, incluse, implica
que o produto entre dois quatérnios é nao comutativo. Este resultado sera registrado mais

a frente quando formos falar sobre a definicao algébrica dos quatérnios.

Com isso Hamilton também conseguiu pensar na forma conjugada § de um quatérnio

q = a+ bi + ¢j + dk e colocou da seguinte forma

g=a—b —cj—dk.

E também definiu o médulo como

lql] = a® + b* + & + d*.

Com todas essas afirmacoes a respeito desses numeros, o conjunto dos quatérnios se
tornou o primeiro exemplo de anel nao comutativo e com divisao. Essa classificacao nao foi
dada de imediato, mas Hamilton logo percebeu a importancia de sua descoberta, especial-

mente pelas suas implicagoes para o desenvolvimento da fisica.

Com tudo isso em mente, Hamilton logo quis contar a seu amigo John T. Graves, entao
escreveu-lhe uma carta. Hamilton estudou sobre quatérnios o resto de sua vida para encon-
trar aplicacoes. Ele introduziu termos como vetor, versor, tensor, escalar. Como resultado
deste trabalho publicou em 1853 suas Lectures on Quaternions e, em 1866, se editou em

forma postuma um trabalho em dois volumes chamados Elements of Quaternions. Em
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homenagem Hamilton, denotamos o conjunto dos quatérnios por H.

Agora que conhecemos um pouco de sua histéria, vamos entender como funciona a forma

algébrica de um quatérnio.

Definicao 19 Sejam a,b,c,d € R. Os numeros da forma q = a + bi + ¢j + dk formam
o conjunto dos quatérnios, denotado por H e as operacoes de soma e produto por escalar

dadas, respectivamente, por

a) (a+bi+cj+dk)+(e+ fi+gj+hk)=(a+e)+ b+ fi+(c+g)j+ (d+h)k;

b) Ma+bi+ cj+ dk) = Aa+ Abi + Aej + Adk,

para (a+bi + cj + dk), (e + fi+ gj + hk) € H e A € R. Logo temos um espago vetorial.

Considere o produto vetorial das componentes dado por

k| g | —i|-1

Assim, o produto entre dois quatérnios estd definido como

(a+bi+cj+dk)(e+ fi+gj+hk)= (ae—bf —cg—dh)+ (af +be+ cf + dg)i+
(af + ce+df —bh)j + (ah + de + bg — cf)k.

Ya, b, ¢, d, e, f, g, h € R.

Portanto, os quatérnios junto com a multiplicagao acima sao uma &algebra.

3.3 Octonios.

Mencionamos na secao anterior que Hamilton enviou uma carta ao seu amigo John T.

Graves logo apds sua descoberta, em outubro 1843. Em dezembro do mesmo ano, Graves
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respondeu com outra carta descrevendo os octonios, que ele chamou oitavas, com propri-
edades muito parecidas as dos quatérnios, definindo, inclusive, conjugado e médulo. No
entanto, Graves nao publicou sobre isso até 1845, pouco depois de ter lido descoberta dos
octonios de Arthur Cayley. Por esta razao, o octonios também sao conhecidos como nimeros
de Cayley. Hoje os créditos desta descoberta sao dados para ambos independentemente de

quem publicou primeiro.

Por muitos anos apds a insercao dos octonios no mundo matemaético, poucos estudiosos
se atreveram a estuda-los devido a sua nao-associatividade. Acreditava-se que nao haviam
muitas aplicagoes com eles, mas desde o inicio se notou que era uma algebra de divisao
normada. Atualmente, a quantidade de pessoas que os vem estudando estd crescendo e
muitos deles estao chegando a ideias interessantes, como a fisica Cohl Furey, que se intri-
gou ao descobrir ligacao entre os octonios e a forca forte em 1973, durante seu programa de
pés-graduagao na Universidade de Yale (EUA). Ela conseguiu um pés-doutorado na Univer-
sidade de Cambridge e, desde entao, produziu uma série de resultados ligando os octonios ao

Modelo Padrao, especialistas chamam essas descobertas de curiosas, elegantes e inovadoras.

Vamos agora conhecer a forma algébrica destes niimeros.

Definicao 20 Sejam xg,x1, 9, X3, x4, T, T, 7 € R, um octonio é um numero da forma
0 = To + x1e1 + Toes + X363 + T4e4 + X565 + Tes + xT7e7. Denotamos por @ o conjunto dos

numeros octonios. Temos definidas as operacoes de soma e produto por escalar, dadas por

a) (xo+ z1€1 + o€ + x3es3 + Ta€4 + Tses + Tees + Trer) + (Yo + Y1€1 + y2e2 + Yses + yaes +
Yses + Yses + yrer) = (xo+vo) + (x1 +y1)er + (x2 +y2)ea + (23 + ys)es + (x4 + ya)es +
(x5 + ys)es + (x6 + ys)es + (7 + y7)er;

b) Maxo+x1€1+ xoes + x363 + Ta€4 + Ts€5+ T + Tre7) = A\To+ AT1€1 + A\Taes + A\r3e3 +

Axgeq + Axses + Axgeg + A\xrer,

para (LU() +x1e1 + X969 + Tr3es + 1464 + T5€5 -+ Te€e + 1’767), (yo —+ Yyi1€1 + Y2€2 + Ys€s + Yp€4q -+

yses + yees + yrer) € @ e A € R. Portanto temos um espago vetorial.

Agora considere o conjunto {eg = 1,e1,es,e3,€4,€5,€6,7} € a seguinte tabela com o

produto vetorial entre as componentes.
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X |l e| € €2 €3 €4 €5 €6 er
€0 1 €1 €9 €3 €4 €5 € €7
€1 | €1 —1 €4 €7 —€9 (& —€5 | —€3
€o || €E2 | —€4 —1 €5 €1 —E€3 €7 —E€g
€3 | €3 | —€7 | —¢€5 —1 €6 ()] —€4 €1
€4 || €4 €9 —€1 | —€g -1 €7 €3 —€x
€5 || €5 | —€¢ €3 —€y | —€7 | — 1 €1 €4
€6 || €6 €5 —e€r €4 —€3 | —€1 -1 €2
erller| es eg | —e1| e5 | —eq | —eg | —1

Assim, temos o produto entre dois octonios

01.092 =

Yo + Yyi1€1 + Yo€9 + Ys€s + Ys€4 + Ys5€s + Ye€p + y7€7)

Toy1 + T1Yo + ToYs + T3Y7 — TaYo + TsYs — TelYs — Tryz)e1+
ToY2 — T1Ya + T2Yo + T3Ys + Tal1 — TsY3 + TeYr + T7Y1)ex+

ToYsa + T1Y2 — Tol1 — T3Y2 + TaYo + TsY7 + TeYsz — T7Ys
TolYs — T1Ye + ToYs — T3Ys — TalY7 + Ts5Yo + TeY1 + TrYs)€s
ToYs + T1Ys — ToY7 + T3Ys — TaY3z — TsY1 + TeYo + TrY2)es+

ToYr + T1Y3 + ToYe — T3Y1 + Ta¥Ys — TsYa — TeY2 + TrYo)er.

Temos, entao, que o espaco vetorial dos octonios junto com a multiplicacao acima sao

uma algebra.

No capitulo a seguir trataremos de algumas questoes preliminares necessarias para en-
tender nosso trabalho. Em seguida, apresentaremos o Processo de Cayley-Dickson e le-

vantaremos a discussao sobre a associacao das algebras construidas com estas até aqui

apresentadas.
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CAPITULO 4

O PROCESSO DE CAYLEY-DICKSON.

Certamente ja estamos em condi¢oes de comecar a contruir algebras de dimensao 2".
Neste capitulo apresentaremos os passos que Arthur Cayley e Leonard Dickson descreveram
para se construir estas algebras. Em seguida apresentaremos exemplos das tnicas algebras

normadas e com divisao que podemos construir aplicando este processo.

4.1 Construcao de Algebra.

Seja A uma algebra sobre um corpo K que tem o elemento 1 como identidade. Definimos
em A uma involugado p(a) = @ tal que a + @,aa € K e a € K fixo. Considere o conjunto
(A, ) := {(a1,a2);a1,as € A} onde estao definidas as seguintes operagoes

(a) (a1,az) + (as,aq) = (a1 + as, azs + ay);
(b) (a1,a2)(as,as) = (a1a3 + aasGz, Grag + azas);
(c) a1, az2) = (Aa1, Aag),

para aj,asz,az,as € A e A € K. Notemos que (A, ) com as operagoes (a), (b) e (c) é

uma algebra com unidade (1, 0).
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Consideremos agora o conjunto A" := {(a,0);a € A}. Temos que, dados (a,0), (b,0) € A’

(a,0)(b,0) = (ab+ a0,0 +0) = (ab,0) € A'.

Portanto A’ é uma subdlgebra de (A, «). Além do mais, A = A’ pela fungao linear

p: A — A

a ~—(a,0)

Temos que ¢ é sobrejetora pois cada elemento de A’ é imagem de um elemento de A.
Agora, seja a,b € A tal que a # b, temos (a,0) # (b,0), logo ¢(a) # ¢(b), portanto ¢ é

injetora. Assim, podemos afirmar que ¢ ¢é bijetora.

¢ também preserva o produto, pois

¢(ab) = (ab,0) = (a,0)(b,0) = ¢(a)¢(b),

assim, a fun¢ao ¢ leva a algebra A na subdlgebra A’ de (A4, «).

Agora considere v € (A, «) tal que v = (0, 1), assim

v? = (0,1)(0,1) = (0 + @,0 4+ 0) = (,0) = a(1,0)

v(a,0) = (0,1)(a,0) = (0+ a0,0 + a) = (0, a),
logo, vA" := {(0,a);a € A} é um subespaco, mas nao uma subdlgebra pois, dados
(0,a1),(0,as) € vA’, temos (0,a1)(0,az) = (aasar,0) € A’ Além disso
(A, a) = A/ ) UAI = {CLl + vag;ay, ag € A}

Assim, dado um elemento (ai,as) € (A,«) temos que (a1,a2) = (a1,0) + (0,as) =

ay + vas. Portanto, temos que o produto de (a; + vas), (a3 + vay) € (A, ) serd dado por
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(a1 +vaqg)(as + vays) = (a1a3 + asaz) + v(aray + asas).

Agora, sejam = = a; + vas e T = a; — vay pertencentes a (A, «), temos uma involugao
x — T definida em (A, «). Por fim, dados K um corpo e A uma algebra com composigao,
entao existe uma forma quadrética n : A — K estritamente nao-degenerada. Tomando
f A — K a forma bilinear associada, temos que a — @ = f(1,a) —a é uma involugado com
a+a,aa € K, e a forma quadrética n(a) = aa. Aplicando o processo de Cayley Dickson,
obtemos a élgebra (A, a), a involu¢do z — T e a forma quadratica n(x) = Z. Vamos ver

agora o seguinte resultado a respeito da composicao de 7.

Lema 1 A forma quadrdtica n admite composi¢ao se e somente se o produto em A € asso-

ciativo.

Demonstragdo. De fato, sejam z,y € (A,a) com © = a; +vay e y = ag + vay .

Notemos que

n(z) = a1a; — aaxaz = n(a;) — an(asz),

n(y) = asaz — aasay = n(az) — an(as).

Assim

n(zy) —n(x)n(y) = nl(ar + vaz)(as +vas)) — [n(ar) — anlay)]

[n(as) — an(ad)]

= n(aas + aaqas + v(aras + azas))
—(n(a1)n(as) — an(ar)n(as) — anlaz)n(as)
+a’n(az)n(as))

= n(ajas + aasay) — an(aiay + azas)
—(n(a1)n(as)) — anlar)n(as) — anlaz)n(as)
+a’n(az)n(as).
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Observe que n(a) =a a = aa = aa = n(a) desse modo f(x,y) =n(z +y) —n(x) — n(y),

assim

flaras, caqaz) = n(araz + cagaz) — nlaraz) — n(eaqas),

portanto

n(ajas + aasaz) = n(aas) + n(casaz) + af(ajas, asas)

+ -

n(aiasz + aasaz) = n a’n(agaz) + af (aras, asaz)

= n(a)n(as) + o®n(as)n(@) + af(a1az, asaz)

De forma anéloga teremos

Assim

Como

entao

—an(aray + azay) = —an(ai)n(as) — anlas)n(az) — af(@as, asas).

n(zy) —n(@)n(y) = nla)n(as) + anlas)naz) + af(a1as, a4az)
—af(a@ras, azaz) — anar)n(as) — an(az)n(as)
—n(a1)n(as) + anlai)n(as) + anlaz)n(as)
—a*n(ag)n(as)

= off(ara3, asaz) — f(@1a4, azas)].

[y, zw) + flaw, zy) = f(z,2)f(y,w)
flay, zw) = —fzw, zy) + f(z,2) f(y, w)
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flaras,agaz) = f(aras.1, aq4az)
= —f(ara3az, aq) + f(aras, aq) f(1,a2)
= —flamasaz, as) + f(f(1,a2)a1as, as)
= f(f
= flaras(f(1,a2) — a3),a4)
(

= f a1a302, CL4)

(1,@z)a1a3 — ayasag, ay)

assim
0 =mn(zy) —n(x)n(y) = alf(aas.az,as) — f(ai.azas, as)]
= af(ajas.ay — ay.azaz, ay).
isto é,
n(zxy) —n(x)n(y) =0 < af(ajas.as — ay.azaz,a4) =0
& aras.09 — aq.asas =0
& (ara3).a9 = ay.(azaz).
Logo, A é associativo. O

A seguir veremos os exemplos de Algebras de composicao.

4.2 Exemplos de Algebras de Cayley-Dickson.

I) Consideremos a élgebra R sobre o préprio corpo dos reais, e sejam o — « a involuc¢ao em
R, n(a) = a? a forma quadratica (n é estritamente nao degenerada) e f(«, 3) = n(a+

B)—n(a)—n(B) = (a+p)*—a®— 3?2 = 2a3. Veja que se f(a, 3) = 0 para todo 3 € R,
ou seja, 2o = 0 para todo 8 € R entdao a = 0, e n(af) = (aB)?* = a?4% = n(a)n(B).

Portanto, R ¢ uma &algebra com composigao.

IT) Seja pu € R tal que 4+ 1#0e K(u) := {(a1,a2);a1,as € R} com as operagoes

(i) (a1, a2) + (B, B2) = (a1 + Br, ag + Ba);
(i) Ao, az) = (Aag, Aaw);
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(iii) (ou, a2)(B1, B2) = (@11 + paofs, ar Bo + oy + aaBr).

Notemos que K (u) é uma algebra comutativa, associativa e com unidade (1,0). Seja
A" :={(c,0); « € R}, veremos que A’ é subalgebra de K (u). Dados («,0), (5,0) € A’,
temos que («,0)(3,0) = (af,0) € A’. Considere v; = (0,1), temos que v = (u,1) e
(a, 0)vy = (0, ), portanto A'vy := {(0,); o« € R} e, assim, K (u) = A @A'vy. Fazendo
A’ = R dado por (a,0) = «, temos que K(u) = R & Ruy, logo, v? = (i, 1) implica
vi = p+wv;. Dados a,b € K(u) onde a = a; + azvy e b= B + vy, temos o produto
dado como ab = (o151 + e B2) + (a1 B2 + a1 + a2 f1)v1, a involugao @ = oy + aguy =
(o1 + ag) — agvy e a forma quadrédtica como n(a; + agvy) = (a1 + agvy) (a1 + agvy).
Omitiremos a verificagao de que 7 é de, fato, uma forma quadrética. Com isso, temos

que

(o + agvy) = (a1 + agvy)((ag + az) — agwy)
= a% + g — a1V + aa vy + a%vl — a%v%
= (0f 4+ ajag — paj) + (—apan + asay + a3 — a3)v;
= (a? + ajag — pad).
Além disso, n((ag + agvy)(B1 + Pov1)) = n(ay + asv1)n(B1 + Pov1). Considerando o
polinomio g(z) = 2?—x—p € R|z], temos que g(v;) = v —v;—p = p+v;—v;—p = 0.
Como 1+ 4u # 0, temos que o polinébmio nao possui raiz real ou possui duas raizes

reais distintas. Caso nao possua raiz real, temos que g(z) serd irredutivel sobre R.

Logo, K(u) é um corpo.

Agora, se x1 e xo forem as duas raizes reais, temos que 1 + o = 1 e T129 = —p.

Considere b = (—z1 +vy) = L=2L note que b* = b, portanto b é um elemento

T1—T2 x1—x2’

idempotente, e, assim, {1,b} é base de K(u). Dados (a3 + agb), (81 + B2b) € K(u),

temos o produto entre eles dado por

(a1 + agb)(B1 + B2b) = a1y + a1 Bab + affrb + o 20
= 101 + (o1 B2 + azf1 + af52)b

Desse modo, com {1,b} temos K () =R & Ruv;. Dado v = —3 +v; € K(p), temos

1 1 1 1 1
U2:<_§+U1)2:Z_vl—'_l)%:ZL_UI+M+U1:Z+M:Z(1+4M>%O’
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Fazendo v? = «, temos a # 0. Considerando (R, «a) := {a1 + agv;aq, 0 € R} e 0
produto
(a1 + o) (B + fov) = a1fi + a1 fov + oo + v’
= (11 + azfoa) + (12 + a2fr)v.

Para seguir, precisamos lembrar da seguinte defini¢ao.

Definigao 21 (Caracteristica De Um Corpo) Dado um anel K com identidade
1g, pode ser que exista alguma soma lg + 1g + - -+ 4+ 1g = Og, onde Og € o elemento
neutro aditivo. A menor quantidade de parcelas que fazem a soma dar zero é chamada
de caracteristica do anel. Caso esta soma nao seja possivel resultar em zero, dizemos

que o anel tem caracteristica zero.

Assim, dado o corpo R com car(R) # 0 e a € R com « # 0, entao (R, ) :== R @ Ruo,
onde v? = a, o que implica v = (0,1). Tome v; = % + v, logo {1,v} é base de (R, «)

e, assim, (R, a) := R® Ruy := {1 + aguy; a1, as € R}, dai

Além disso, 4p+ 1 = 4(a — 1) + 1 = 4a # 0. Agora, (o + aovr)(B1 + Bovr) € K (),
dessa forma (R,0) = K (u). Mais ainda,

1 1
ap +oaguy = o + 042(5 + U)
1
=oq + Oé2§ — QU
_ 1 1
= 1 + 062§ — 062(—5 + Ul)

= (o1 + ) + vy

que coincide com a involu¢ao em K (u).

IIT) Seja B € R, onde 8 # 0, construimos Q(u, 5) := (K(u), 5) tal que Q(u, 5) = K(u) +
wK (i), em que w? = 3, logo

Qu, B) = {(a1 + av) + w(as + ayv); a; € R}
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Temos o produto de [(oq + aov) + w(as + aqv)], [(F1 + B2v) + w(Bs + Bav)] € Q(u, B)
dado por

[(a1 + azv) + w(as + av)][(B1 + B2v) + w(Bs + S4v)]
= [(a1 + agv)(B1 + Bov) + B(Bs + Bav) (a3 + qv)+
wl(a1 + av)(Bs + Bav) + (B1 + Bav) (s + agv))].
Q(u, B) nao é comutativa, pois, para v = [(0+1v)+w(04+0v)] e w = [(0+0v)+w(1+0v)]

temos vw = —wv. Porém, Q(u, B) serd associativa, a verificagdo pode ser encontrada

em [3].

IV) Seja v € R com v # 0, aplicando o processo de Cayley-Dickson na édlgebra Q(u, 3)
obtemos C(u, 3,7) := (Q(u, B),7). Tomando 2% = v, temos

Cp, B,7) = Qu, B) + 2Q(u, B)
= [(aq + agv) + w(as + ayw)] + 2[(B1 + F2v) + w(B3 + Bv)].

Como Q(u, 8) nao é comutativa, temos que C(u, 3,7) também nao sera. Além disso,
C(u, B,v) também nao serd associativa, pois, para v = [(0 + 1v) + w(0 + 0v)] +
2[(0 4+ 0v) + w(0 + 0v)], w = [(0 + 0v) + w(l + 0v)] + 2[(0 + 0v) + w(0 + 0v)] e
z = [(04 0v) + w(0 + 0v)] + 2[(1 + 0v) + w(0 + 0v)], temos que (vw)z = z(wv) e

v(wz) = —z(wv). A verificagdo deste fato encontra-se em [3].

4.2.1 Sao As Unicas Algebras de Divisao Normadas e com Com-

posicao que Conseguimos Construir?

Vamos entender melhor o que sao algebras de divisao normadas.

Bom, seja A uma &lgebra com norma definida, diremos que ela é de divisao se, para

= Eﬁ. Isso faz com

qualquer a € A diferente de zero, temos ||a|| = aa # 0 e existe a™

que as equacoes do tipo ar = b e ya = b, com a € A tenham solucoes tinicas z = a~'b e

y =bat.

Por outro lado, temos uma a élgebra A admite composicao se seu produto é conservado

para a norma, isto €,
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||adl| = [lal[|[o]]-

Isto implica diretamente a igualdade

(iaf) (pz;bf) = (icﬁ) n e {1,2,4,8}.

p=0 p=0
A expressao acima se traduz por: O produto da soma de quadrados resulta em uma
nova soma de quadrados. A questao levantada é se essas igualdades acima valem, de fato,

apenas paran = 1,2,4,8.

Esta pergunta foi respondida em 1898 por Adolf Hurwits (1859 - 1919). Ele afirmou
que sim, essas igualdades valem apenas para estes valores de n, que correspondem, respec-
tivamente as algebras R,C,H e O©. No entanto, ainda nao existe uma prova, tanto sobre
a afirmagao quanto sobre a negacao, a respeito de n = 3, sendo ainda um problema em

aberto.
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CAPITULO 5

INTRODUCAO AS ALGEBRAS DE
JORDAN

Neste capitulo falaremos sobre as Algebras de Jordan, que possuem relacao com muitas
areas da Matematica, ja foram aplicadas em Geometria Projetiva, Teoria dos Numeros,
Analise Complexa, Otimizagao, entre outros campos. Como mencionado anteriormente,
essas algebras foram introduzidas pelo alemao Pascual Jordan em uma tentativa de formular
a base da Mecanica Quantica através de matrizes hermitianas e, para isso, desenvolveu um

produto diferente do produto associativo usual.

Sabemos que as operagoes basicas de matrizes ou operadores sao: multiplicacao por
escalar, adicao, multiplicagdo de matrizes (ou composigao de operadores) e a formagao da
matriz complexa conjugada transposta (operador adjunto). Mas essas operagoes de matrizes
nao sao observaveis, isto é, os resultados nao podem ser demonstrado por uma funcao de
valor real no conjunto de todos os possiveis estados do sistema. Por isso, Jordan buscava
uma nova configuracao algébrica que estaria livre da dependéncia de uma estrutura matricial

metafisica determinante e invisivel, mas ainda iria desfrutar de todos os beneficios algébricos.
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5.1 Definicoes e Exemplos
Vamos conhecer agora no que consistem as Algebras de Jordan.

Definicao 22 (Algebras de Jordan) Uma dlgebra J sobre um corpo K é chamada de

Algebm de Jordan se seu produto satisfaz a condi¢do de comutatividade

1Y =y,

para todo x,y € J, e também satisfaz o que chamamos de tdentidade de Jordan,

dada por
(2?y)z = 2 (ya),
para todo x,y € J.

Considerando uma &lgebra A sobre um corpo K, podemos definir no espago vetorial de

A um novo produto ® entre os elementos =,y € A da seguinte forma

1
Ty = §(xy+yx),

onde xy representa o produto usual de A. Chamaremos a dlgebra A com o produto ®

de A™). Temos que A™) serd uma algebra de Jordan, pois

1 1
af®y=§(wy+y:ﬂ)=§(yw+w)=y®x

e também
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(?oy)or= (3(z°y+y2®) O

= (%xy+y:v Nz + z(5(zy + ya?))]
= 1[i2%yz + Jya® + Lady + Laya?)
= %xQ T+ myw +2yx + xy}

1'2

(3yz + 32y) + (3yz + 32y)2?]
?(yor)+ (y©x)a?]

= 170 (you).

1
2
1
2
1
2
1
2
1
2

[
[
[
[
[

Seja J uma algebra de Jordan. Um subespaco vetorial & C J que satisfaz S§ C § é
chamado de subalgebra de J. Se um subespaco Z C J satisfaz a condicao JZ C Z, entao

7 serd um Ideal da algebra de Jordan 7.

Definicao 23 (Algebras de Jordan Especiais) Uma dlgebra de Jordan que € isomorfa
a uma subdlgebra A para alguma dlgebra associativa A é chamada de especial. As dlgebras

de Jordan que nao sao especiais sao chamadas de excepcionais.

Definicao 24 (Algebra unitaria) Se uma dlgebra A possui um elemento identidade, entdo

essa dlgebra € chamada de unitdria (ou unital).

Um elemento e de uma &algebra A é chamado de identidade (unidade) quando, para

algum x € A, temos

Er = e =2XT.

Definicao 25 (Algebras de Jordan Formalmente Reais) Uma dlgebra de Jordan € for-

malmente real se

ritot=0=>0=-=x,=0,

para x; pertencentes a dlgebra de Jordan.

Definicio 26 (Algebra de Poténcias Associativas) Seja A uma dlgebra. Se para todo

x € A com as poténcias definidas por
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tivermos

para r,s € N, dizemos que A € de poténcias associativas.

Definicao 27 Seja A uma dlgebra de poténcias associativas. As poténcias de a € A estdao

1 n+1

bem definidas para a* = a,--- ,a""" = a"a. Dizemos que a € nilpotente se existe um inteiro

positivo k tal que a* = 0.

Defini¢ao 28 Quando todos os elementos de A (de um ideal I de A) sao nilpotentes, dize-

mos que A € uma nildlgebra (I € um nilideal).

Toda élgebra de poténcias associativas contém um unico ideal maximal Nil(A) tal que
a dlgebra quociente A \ Nil(A) nado contém nilideais nao-nulos. Este ideal Nil(A) é deno-

minado nilradical de A.

Toda élgebra de Jordan J é de poténcias associativas, logo o Nil(J) estd bem definido.

5.2 Classificacoes de Algebras de Jordan
Definicao 29 Uma K-dlgebra de Jordan de dimensao finita J é chamada de

1. Simples se 0 e J sao os unicos ideais de J e, além disso, J # 0.
2. Semissimples se J € uma soma direta finita de dlgebras simples.
3. Simples Central se Jx € simples para toda extensao K de K.

4. Separavel se Jx € semissimples para toda extensao K de K.
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Observamos que toda algebra J simples central é simples e toda algebra J separavel é

semissimples.

Exemplo 19 (Algebra de Jordan simples) Consideremos a dlgebra de Jordan R. Sa-
bemos que R? # 0. Agora, para todo v € R e a € I, onde T é um ideal de J, temos
que

ar =y =y €l

Ao multiplicarmos a equacao pelo niumero real % teremos

1 1 1
—-ar = -y = r = —y.
a a a

Logo, x € T e, assim, T = R.

Agora, consideremos o subespaco vetorial Og. Seja x € R qualquer e 0 € Ogr. Temos

20 =0 € Og.

Logo, Og € um ideal de R. Temos entao que R é uma dlgebra de Jordan simples.

Agora vejamos mais um exemplo.

Exemplo 20 (Algebra de Jordan Simples) Consideremos a dlgebra de Jordan M, (R)Sym
das matrizes simétricas de orden n com coeficientes reais. Seja T um ideal de M, (R)Sym,

Ae M,(R)Sym e Be€Z. Temos

AoB=C=C¢ecl.

Vamos multiplicar a equagdo pela matriz B~* € M, (R)Sym, assim

AOBOB'=CoB'=A=CoB"
Logo, A € Z, VA € M,,(R)Sym. Portanto T = M,(R)Sym.
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Agora, consideremos o subespago vetorial 0y de M, (R)Sym e A € M,(R)Sym, temos

A0 =0 € 0y

Portanto 0y € um ideal de M, (R)Sym. Logo, M,(R)Sym é uma dlgebra de Jordan

simples.

Qualquer dlgebra associativa A sobre os reais podem gerar uma algebra de Jordan A
com a quasi-multiplicacao * ©® y = %(:L‘y + yz), que é um produto comutativo e satisfaz a

identidade de Jordan (220 y) @z =22 ® (y © z).

Uma algebra de Jordan é chamada de especial se puder ser escrita como uma subélgebra

de Jordan de alguma &lgebra A).

Exemplo 21 (Algebra de Jordan Hermitiana) Seja A uma dlgebra de Jordan com uma

mvolugao x. Entao no subespago dos elementos hermitianos x* = x e y* =y temos

(zOy) =y 0 =yor=00y.

Portanto formam uma dlgebra de Jordan especial H(A, x).

Exemplo 22 O conjunto das matrizes auto-adjuntas reais, complexas ou quatérnicas com

o produto de Jordan formam uma Algebm de Jordan especial.

Exemplo 23 O conjunto das matrizes auto-adjuntas 3 X 3 octonicas com o produto de

Jordan forma uma dlgebra de Jordan FExcepcional de dimensao 27.

Jordan chamou as dlgebras que satisfizessem sua identidade, seu produto e fossem for-

malmente reais de r-sistema.

a seguir veremos um importante resultado a respeito de Algebras de Jordan.

Teorema 2 Todos os r-sistemas de dimensao finita podem ser escritos como uma Soma

direta dos cinco blocos a sequir

1. Matrizes simétricas Sym,(R), n > 1.
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2. Matrizes hermitianas sobre os complexos, Her,(C), n > 3.
3. Matrizes hermitianas sobre os quatérnios, Her,(H), n > 3.
4. /flgebm de Albert das matrizes hermitianas sobre os octonios, Hers(Q).

5. Os fatores spin.

Os r—sistemas de 1 a 4 sao construidos com o produto de Jordan e a verificacao deste

teorema se encontra em [9]

Teorema 3 Cada dlgebra de Jordan simples de dimensao finita é isomorfa a uma dlgebra

de um dos sequintes tipos

1. Hermatiana.
2. de Clifford.

3. de Albert.

Este teorema foi verificado por Efim Zelmanove em 1970 e publicado em [13].
O

Seja J uma dlgebra de Jordan de dimensao finita. O nilradical Nil(J) é nilpotente e a

algebra quociente J \ Nil(J) ¢ isomorfa & uma soma direta finita de dlgebras simples.

Teorema 4 Seja J uma dlgebra de Jordan simples de dimensdo finita sobre um corpo

algebricamente fechado K. Entao J € isomorfa a uma das sequintes dlgebras

o K

o J(V,f), em que f € ndo-degenerada e V € um espaco vetorial de dimensao finita e

mator que 1.

o H(A,),n >3, em que A é uma dlgebra com composicdo e A € associativa para n > 3.
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Demonstragdo: A demonstracao deste teorema encontra-se em [12].

Teorema 5 Seja J uma dlgebra de Jordan simples. Entao J € isomorfa a uma das se-

guintes dalgebras

J(V, f), em que f € nao-degenerada.

o AN em que A é uma dlgebra associativa simples.

H(A, %), em que A é uma dlgebra associativa simples com involugdo *.

Uma dlgebra de Albert.

Demonstragdo: A demonstracao deste resultado se encontra em [14].
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CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS

Percebemos, entao que as Algebras de Jordan possuem uma relagao direta com as
algebras de Cayley-Dickson e, ao estudar mais profundamente encontramos resultados in-
teressantes, como os mencionados no capitulo anterior. E muito curioso que tenham encon-

trado algebras com caracteristicas tao surpreendentes e instigantes.

Neste trabalho focamos especialmente em apresentar todos estes conceitos estudados
ao longo da graduacao e encaminhar suas associagoes para estudos futuros. Mais a frente
pretendemos nos aprofundar no assunto e esperamos trazer novas produgoes, visto que as
aplicacoes destes resultados vem ganhando forca, o que nos motiva ainda mais a continuar

nossos estudos.

Pretendemos continuar este caminho em cima dos resultados das classificagoes mostra-
das, pois ainda hd muito o que desbravar e, para isso, temos excelentes referéncias para nos

lapidar.
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