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RESUMO

Este trabalho visa apresentar com uma linguagem simples para que os alunos que
estejam iniciando ou ja cursando Licenciatura Plena em Matematica, consigam compreender
sem muitas dificuldades como se deu a construgdo histérica do calculo de area desde os
primeiros meétodos conhecido pela humanidade até chegar no que é conhecido hoje como
Integral de Riemann. Abordou-se assuntos como o Método da Exaustdo, Quadratura da
Parabola, nocdes de limite e derivada, calculo de &rea delimitada embaixo da curva, método
da INTEGRAL DE RIEMANN e suas respectivas proposicoes e teoremas. NocGes sobre o
programa Geogebra também foram utilizadas como ferramenta adicional para se ensinar em
sala de aula bem como a relevancia deste trabalho. Portanto, os alunos e professores que lerem
0 mesmo poderdo aprender e resolver problemas envolvendo a Integral de Riemann além de

conhecer a historia sobre o Calculo integral.

Palavras-chaves: Calculo, Proposicdes, Teoremas, Integral de Riemann, Geogebra,
Método, Area.



ABSTRACT

This work aims to present in a simple language for students that are starting or already
initiating the full degree in Mathematics can understand without much difficult how the
historical construction of calculus of area was made, until the first methods to the nowadays
known as RIEMANN’s integral. Topics such as the Exhaustion Method, Parabola Quadrature,
notions of limit and derivative, calculation of the area delimited under the curve and
RIEMANN’s integral methods and their respective propositions and theorems were discussed.
Notions about the Geogebra program were also used as an additional tool to teach in the
classroom as well as the relevance of this work. Therefore, students and teachers who read this
will be able to learn and solve problems involving the Integral of Riemann besides knowing the

history on the integral Calculus.

Keywords: Calculus, Propositions, Theorems, RIEMANN’s integral, Geogebra, Area.
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INTRODUCAO

O célculo de area como muitos outros elementos da matematica nasceram da
necessidade humana. Segundo Herddoto historiador grego (viveu em torno de 484 — 420 a.C.)
“a geometria de medigdes teria nascido no Egito”: em um determinado época do ano o Rio Nilo
enchia e apds um certo periodo ele secava, sendo necessario que os egipcios fizessem a
separacgdo das terras novamente, sempre ap6s a seca do rio Nilo. Essa divisdo era preciso, por
qué? Como o homem ja vivia em sociedade viu-se obrigado a medir e demarcar terras, com o
intuito de evitar conflitos entre vizinhos separando cada lote para seus devidos donos

mostrando-lhes até aonde ficava o inicio e o fim de cada propriedade.

A demarcacéo dessas terras ndo era apenas para evitar conflitos entre os vizinhos, mas
também para beneficiar o estado: esse calculo de &rea era bem mais importante e lucrativo, pois
naquele tempo o governo obrigava os comerciantes, os moradores, a populacdo em geral, a
pagar impostos. Logo precisava saber quanto era o total daquele espaco que cada habitante tinha
em sua propriedade ou comercio, objetivando utilizar esses dados para calcular o valor que cada

cidaddo deveria pagar, quanto maior a propriedade, maior era o valor do imposto.

Historicamente esse relato do célculo de area que se deu no Egito, envolvia apenas
areas quadradas e retangulares. Métodos esses que se aprofundaram no século IV a.C., na

Grécia com o estudo das areas circulares.

O século 1V a.C. é marcado por um fato muito importante, a morte de Sécrates que era
0 mestre de Platdo. Este acabou se tornando a nova inspiracdo para a matematica desse século
fazendo inumeras realizacdes, sendo a principal, a Academia de Platdo em Atenas que se tornou
0 centro das atividades matematicas na época. Segundo Boyer (2° edicdo, pagina 58) sobre a
porta da escola lia-se: “Que ninguém que ignore a geometria entre aqui”. Platdo tinha um alto
conhecimento matematico que havia recebido de Socrates, porém néo ficou conhecido como
matematico e sim como: “criador de matematicos”. A sua academia recebia os mais brilhantes

matematicos da época.

Em uma viagem a Sicilia houve um contanto de Platdo com uma figura geométrica: o
dodecaedro, e 0 matematico considerou-o, 0 quinto e Ultimo sélido regular, fez uma juncao

desse solido e os ja existentes e atribuiu-lhes o0 nome de Sélidos Platdnicos. Com o0s estudos
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sobre os Sélidos Platdnicos ficou conhecidas as suas &reas, como areas comuns, e as que
possuiam curvas, areas incomuns. Outro problema parecido foi a comparacgao de curvas com
retilineas que foi apresentado para a academia de Platdo. O matematico Eudoxo de Cnido

(morreu por volta de 355 a.C.) foi muito importante na resolucao deste problema.
EUDOXO DE CNIDO

Eudoxo de Cnido (408-355? a.C.) estudou na Academia Platbnica e torna-se um dos

discipulos de Platdo e também um dos mais célebres matematicos desta época.

Diz-se que grandezas estdo na mesma razdo, a primeira para a segunda e
a terceira para a quarta se, quando, equimultiplos quaisquer sdo tomados da
primeira e da terceira e equimultiplos quaisquer da segunda e da quarta, os primeiros
equimultiplos sdo ambos maiores, ou ambos iguais a, ou ambos menores que, 0S
altimos equimultiplos, considerados em ordem correspondente. [Boyer tradu¢do da

3° edi¢do Americana, p.80].

Esta citacdo fala sobre um dos maiores feitos de Eudoxo: a definicdo da teoria das
proporcOes que trouxe uma solugcdo para a crise dos incomensuraveis (grandezas que nao
possuem um valor comum). Hipdcrates foi um matematico que veio antes de Eudoxo e provou
que as areas de circulos e os diametros dos quadrados estdo interligadas de alguma maneira
entre si. Suspeita-se que ele teria conseguido através de algum artificio envolvendo proporcdes
e igualdade de raz@es. Talvez Hipdcrates possa ter antecipado Eudoxo, entretanto esse foi quem

trouxe consigo uma nova definigdo de razées iguais.

Segundo BOYER, em Historia da Matematica, a definicdo de Eudoxo obedece o

- a C - - ~
seguinte: — == se, somente se, dados inteiros m e n sempre que m * a < n * b, entdo m *

c<nxd;ousems*a=nx*b,entdiom*c=n=+d;ousem=a>n=b,entdom *c > n *
d.

Esta definicdo é bastante semelhante ao processo que é utilizado no Século XXI sobre

multiplicagdes cruzadas:

c
- =- — axd=bxc
b d

Com essa definicdo Eudoxo trouxe solucéo para a crise dos incomensuraveis, porém a

partir dela surgiram outros problemas a serem solucionados como a comparacao de curvas a
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retilineas. O matematico entdo produz métodos para solucionar essa problemaética, solugdo essa
que € de grande valia para a nossa pesquisa (que sera aprofundado no capitulo 1 deste trabalho).

Motivacdo do Trabalho

A criacdo deste trabalho deu-se pela curiosidade de conhecer a historia do calculo
integral, e as motivacdes de como se criaram 0s primeiros métodos de calculos de areas. Estas
que na antiga Grécia ficou dividida em duas: areas comuns e ndo comuns: as que ndo fossem
quadradas, retangulares ou triangulares. No curso de Licenciatura Plena em Matematica, acaba-
se deparando com a Integral de Riemann no qual € um método utilizado para efetuar calculos
de area delimitada embaixo da curva, entretanto na Universidade ndo ensinam a histdria da
construcdo do mesmo, e se outros métodos o antecederam. Ent&o, este trabalho objetiva mostrar
ndo sO a definicdo Integral de Riemann, mas também toda sua trajetdria historica desde o
Método de Exaustdo passando pela Quadratura da Parabola até a Integral de Riemann, para
que futuros discentes conhecam a esséncia da Integral. Assim como oferece uma ferramenta

computacional que ilustra 0 método que podera ser utilizado no ensino da integral.

Objetivo Geral
Estudar e investigar a historia da matematica, do calculo e a constru¢do do método

Integral de Riemann e ao final da pesquisa ilustra-lo em um programa computacional.

Objetivos Especificos
No intuito de alcancar o objetivo geral, € necessario contemplar os seguintes objetivos

especificos:

e Conhecer o contexto histérico e a motivacao no qual levou o homem a calcular areas.
e Conhecer os primeiros métodos utilizados para o calculo de area.

e Conhecer Limite, Derivada e Integral.

e Conhecer a integral de Riemann.

e Conhecer o programa Geogebra.

o llustracdes da Integral de Riemann no Geogebra.

14



Organizacado do Texto

O texto estd organizado em quatro capitulos os quais exploram diferentes aspectos
relacionados ao tema estudado.

O primeiro capitulo se passa na Grecia antiga, apresentando os primeiros métodos
conhecidos e os criadores dos mesmos, que tiveram participacdo fundamental na construcéo do
calculo integral, no qual esses métodos tém como resolver problemas de calculos de areas ndo

comuns.

No capitulo 2 serdo apresentados um pouco o contexto historico do século XVII até o
inicio do século XIX, no qual foram criados conceitos fundamentais que s&o a base do Célculo
diferencial e integral. Conceitos estes que séo se suma importancia para introduzir a Integral de

Riemann.

O capitulo 3 é destinado a apresentar a construcao da definicdo de Integral de Riemann,
como as demonstracdes de alguns teoremas que diz respeitos: a fundamentacdo da motivacgédo

de Riemann, aos critérios de integrabilidade e propriedades da integral.

O capitulo 4 esta destinado para apresentar o programa computacional Geogebra e mostrar
algumas aplicagbes da integral de Riemann no mesmo, com breves comparagdes

computacional.

Ao final, serdo apresentadas as consideracdes finais acerca do presente trabalho,
enumerando seus pontos de relevancia para a vida académica, e pontos de continuidade para

futuros trabalhos.
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CAPITULO 1

METODO DE EXAUSTAO

O meétodo da exaustdo foi um dos primordios utilizado pelo homem para calcular
problemas relacionados as areas ndo comuns: as que nao fossem triangulos, quadrados ou
poligonos (os gregos calculavam area de poligonos dividindo-os em vérios triangulos). Logo,

as areas nao comuns seriam as de figuras que possuissem curvaturas.

Apos a colaboracdo de Eudoxo sobre o problema de incomensuraveis, comegou a ser
possivel fazer demonstragdes satisfatoria sobre teorema que falavam sobre proporcdes. A partir
dessa descoberta 0s gregos depararam-se a um assunto que era um tabu para a sociedade da
época, 0 conjunto infinito. Junto a esse tabu surge outro problema a ser resolvido que era o de

comparacao de curvas com retilineas.

O matemaético, Eudoxo de Cnido (408-355? a.C.), surge novamente e fornece a chave
para a solucéo desse problema. Os Matematicos anteriores a Eudoxo, j& haviam sugeridos ideias
envolvendo essa comparagdo: se tentasse inscrever e circunscrever figuras retilineas na parte
de dentro da figura curva e também por fora dessa figura na qual se estava tentando compara-
las; e de alguma forma multiplicar indefinidamente o nimero de lados. Porém, ndo conseguiram

terminar o argumento devido nédo ter nogdo de conjunto infinito e nem nogéo de limite.

Nota-se que nessa época 0s matematicos ja tinham conhecimentos de como se calcular

a area de quadrados, a de retangulos, a de triangulos e a de poligonos.
Area do quadrado: AQ =l * 1 = b x h,se somente se,b = h.

Area do retangulo: AR = b * h.

A . bxh

Area do triangulo: AT = -

Area dos poligonos: para se calcular a area de um poligono os gregos utilizavam-se da
seguinte metodologia: dividiam-na em varios tridngulos. Essa quantidade iria depender do total
de lados que o poligono possuia. Calculavam-se a area de cada um desses triangulos e ap0s isso
somavam-nas para chegar até a area do poligono. Para entender melhor como era essa divisdo

do poligono em tridngulos. Veja a Figura 1
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Figura 1: Ideia para calcular area de poligonos.

Fonte: Producéo do proprio

Entdo, Eudoxo comecou a explorar essas ideias com mais énfase e acabou criando uma
definicdo, Lema de Eudoxo, para ajudar a resolver o problema da comparacgao de curvas com

retilineas, que trouxe uma solucédo plausivel para essa questao.

1.1 Lema de Eudoxo

Eudoxo foi quem forneceu o lema conhecido atualmente, por alguns matematicos, de
Axioma de Arquimedes, este de suma importancia a base do método de exaustdo. O lema, ou
axioma, diz que dadas duas grandezas que possuem uma razdo, ou seja, nenhuma das duas

sendo zero, pode-se achar um multiplo de qualquer uma delas que seja maior que o outro.

Para melhor exemplificar esse axioma, utiliza-se um exemplo simples, através de uma

reducdo ao absurdo (reduction ad absurdum), da seguinte maneira.

Se de uma grandeza qualquer subtrairmos uma parte ndo menor que a sua
metade e do resto novamente subtrai-se ndo menor que a metade e se esse processo
de subtracdo é continuado, finalmente restara uma grandeza menor que qualquer

grandeza de mesma espécie. [Boyer tradugdo da 3° edicdo Americana, p.81]

Eudoxo diz o seguinte, que pegando uma grandeza, e subtraindo pela metade desta
mesma grandeza, obtém-se um multiplo dela. Entdo pega-se esse multiplo e faz-se 0 mesmo
processo. Com inimeras repeti¢fes desse processo havera momentos que essa grandeza sera
tdo pequena, que se aproximara de 0, porém nunca sera 0, sempre existird uma grandeza entre

0 0 e a menor grandeza encontrada.

Exemplo: tem-se uma grandeza chamada de a, fazendo o processo descrito:

a

Q

I

I
N Q

I
(SRR
e R
N
@ Q
N ool &
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Essa repeticao cansativa que recebe o nome de “propriedade de exaustao”.

1.2 Quadratura do circulo

A hipotese dos matematicos anteriores a Eudoxo so teve maior eficacia a partir da
criagdo do Lema de Eudoxo que trazia uma ideia de comparar propor¢des, mas através dessas
comparagOes surge uma situacao problema: quando se deveriam encerar essas comparagdes ou

se seriam continuas?

Para achar a area de uma circunferéncia, de acordo com a reflexdo de Eudoxo, tem-se
que inscrever e circunscrever uma sequéncia de figuras retilineas, ou seja, alguns poligonos
dentro e fora da circunferéncia, tendo em vista que as areas dessas figuras ja sdo conhecidas.
Diante das ideias desse grandioso matematico é possivel construir uma sequéncia de poligonos
de tal forma que o Gltimo ira convergir para a area da figura que se deseja encontrar, isto é, a

area da circunferéncia.

Primeiro, inscrevendo e circunscrevendo um quadrado no circulo, veja a Figura 2:

Figura 2: Quadrado inscrito e circunscrito no circulo.

Fonte: Produgéo do proprio autor

Note que, tem-se uma comparagdo da area do circulo com a area dos quadrados. Na
figura existe dois quadrados e um circulo, logo tem-se a area de um quadrado grande e um
pegueno e também a area do circulo que esta entre as duas areas dos quadrados, ou seja, AQ, >
AC > AQ,, pois uma figura esta dentro da outro. Entretanto existem espagos entre 0s
contornos das figuras, que € a diferenga entre as areas de cada figura. Utilizando-se algum
artificio para diminuir esse espagco fazendo com que essa diferenga seja quase nula ou

inexistente, obtém-se uma area proxima ou igual do circulo, ou ainda, quanto mais proximo o
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contorno dos poligonos inscrito e circunscrito se aproximarem do contorno desse circulo, mais

préximo as areas dos poligonos se aproximam da area do circulo.

Segundo inscrever e circunscrever um pentdgono no circulo, veja na Figura 3:

Figura 2: Pentagono inscrito e circunscrito no circulo.

Fonte: Produgdo do proprio autor

Agora tem-se a comparacdo da area do circulo com a area dos pentagonos, observa-
se que comparando a Figura 3 com a Figura 2, nota-se que a Figura 3 também possui esses
espagos entre 0s contornos, porém esses espagos da Figura 3 € menor que os espacos da Figura
2, ou seja, o contorno do poligono inscrito na Figura 3 é mais préximo do contorno do circulo
do que os contornos da Figura 2, inferindo assim que a area do pentagono é mais proxima da

area do circulo do que da area do quadrado.

Terceiro, inscrevendo e circunscrevendo mais uma figura no circulo, o hexagono, veja
na Figura 4:

Figura 4: Hexagono inscrito e circunscrito no circulo.

Fonte: Produgdo do proprio

Agora comparando as trés Figuras (2,3,4), os quadrados, pentagonos e o0 hexagonos,
percebe-se que o quadrado é “proximo” a area do circulo, e o pentagono ¢ mais “proximo”
ainda da area do circulo do que o quadrado, porém o hexagono & mais proximo da area do

circulo do que o quadrado e do que o pentagono.
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Essa comparacdo ndo acaba aqui, ela pode ser continuada com um poligono de
7,8,9,10,...,n lados , todavia comparando essas trés Figuras 2,3,4 é possivel concluir que:
quanto mais lados esse poligono inscrito e circunscrito no circulo possuir, maior sera a
aproximacdo da area do poligono com a area do circulo. E para que se consiga obter uma
aproximacdo perfeita entre as areas a diferenca precisa ser nula. Veja que essa comparacao €

simples e facil, porém é uma repeti¢do “exaustiva”. Dai 0 nome método da exaustéo.

Naquela época ndo se tinha uma formulacdo para limite, nos dias atuais, pode-se
escrever que a area do circulo é igual ao limite da &rea do poligono de n lados, quando 0 n

(numeros de lados) tende ao infinito, ou seja:
AC = lim AP(n)
n—ooo
Onde: AP(n) é a &rea do poligono de n lados, e AC é a &rea do circulo.

Isto confirma que quando o poligono inscrito e circunscrito tem infinitos lados, a area

dos poligonos € igual a area do circulo.

Disto concluimos que quando o poligono € inscrito no circulo todos os seus pontos
estardo dentro do circulo, e nunca estardo fora da circunferéncia, ou seja, o contorno da
circunferéncia é o limite para esse poligono. Analogamente acontece ao circunscrever um
poligono no circulo em que todos os seus pontos estardo dentro do poligono, ou seja, 0 contorno
do circulo é limitado por cima e também é limitado por baixo, isto quer dizer que a area do
circulo converge para um valor entre a area do poligono circunscrito e o poligono inscrito, ou
seja, AP, > AC > AP; .

No entanto como ainda nédo existia esse conceito de limite, o problema para calcular
as areas era resolvido por aproximacdes, contudo ndo se conseguia o resultado exato e sim um

valor aproximado através desse processo exaustivo.
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1.3. Arquimedes de Siracusa

Arquimedes (287-212 a.C.) matematico que veio logo apds Eudoxo, também fez uma
grande contribuicdo para o calculo. Desenvolveu mais ainda 0 método de Eudoxo é conseguiu
achar a area de uma regido limitada por uma parabola e uma reta, fazendo a soma de infinitos
tridngulos inscrito nessa regido. Com isso ele acabou sendo o primeiro matematico que calculou

uma soma com infinitos termos.

1.4. Quadratura da Parabola.

Para calcular a area da parabola Arquimedes usou argumentos geomeétricos e a ideia
de repeticdo do método da exaustdo que era inscrever poligonos dentro da regido que desejava
se calculada, porém utilizou um Gnico poligono especifico (o triangulo) e também argumentos
da dupla reducdo ao absurdo, ou seja, para mostra que x = y , bastaria provar que néo pode ser
x < yenemx > y. Esse método que Arquimedes utilizou ficou conhecido como método de
tridngulos inscritos. Para entender como funciona o método dos tridngulos inscritos, necessita
conhecer algumas proposicdes que ja eram conhecidas na época de Arquimedes, encontradas

no livro elementos de Euclides V.

Proposicdo 1: Se marca um ponto P em uma pardbola e deste traca-se um segmento de reta
PM, onde esse segmento PM pode ser o eixo da parabola ou ele pode ser um segmento de reta
paralela a esse eixo. Uma reta tangente a parabola passa no ponto P, e Qq € um segmento de
uma corda paralela a tangente e que corta PM em M, entdo: QM = Mgq, ou seja, M é o ponto
médio de Qq. Reciprocamente se M é o ponto médio de Qq entdo a reta PM € o eixo da paréabola,

logo 0 segmento Qq e a reta tangente que passa pelo ponto P, séo paralelas.

Figura 5: Proposicéo 1.

Fonte: Producéo do préprio autor 21



Proposicgéo 2: (Surgiu da Proposicao 1), se tem a situagdo descrita na Proposic¢éo 1 e adicionar
um ponto R na parabola e deste ponto R traga-se duas retas: uma paralela ao eixo da parabola
e outra reta paralela a tangente que passa pelo ponto P. O segmento de reta RW corta PM em
W, entdo PM : PW :: (QM)?: (RW)?, ou seja, 0 segmento PM esta para PW assim como

QW* esta para RW*, (— = —

), essa proporcao que dizer que o segmento é proporcional ao

raio ao quadrado,( PM = k * QM), da parabola.

Figura 6: Proposicéo 2.

Fonte: Producéo do proprio autor

Proposicdo 3: Seja P o ponto do vértice da parabola, € Qg o segmento da corda que corta a
pardbola, traca-se um segmento de reta PQ, no qual R é um ponto sobre a parabola e que a
tangente que passa em R é paralela a PQ, e também em R traga-se uma reta paralela ao eixo da
pardbola que corta Qg em N. Entdo o ponto Y que corta RN é ponto médio de PQ e por

4 —_

consequéncia o ponto N é ponto médio de QM, logo PM = S*RN.

Figura 7: Proposicéo 3.

Fonte: Producéo do préprio autor

Demonstragéo:

PM = PW + WM = PW + RN
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Entao:

Logo:

Por consequéncia:

Portanto:

PW +RN _ QM
PW  RW?

PW +RN _ (2% MN)?

PW (MN)?
PW RN
PW  PW
RN =3« PW
PM = 4« PW

P = 4 « (PM — RN)

RN =3 % —
T4

Proposicdo 4: Seja Qq a base e P 0 vértice do segmento parabolico e também o vértice do

triangulo formado AQqgP, e seja R o ponto no segmento parabdlico no qual tangente e paralela

aPQ , tem-se:

APQq = 8 x APRQ

Figura 8: Proposicéo 4.

Fonte: Producéo do proprio autor 23



Demonstracéo:

A Propriedade de Euclides sobre semelhancas de triangulos nos revela que

apresentadas duas retas paralelas onde uma terd um segmento fixo no qual serd a base do

tridangulo, e a outra serd o veértice de altura desse triangulo. A area do triangulo néo se altera

quando o vértice percorre a paralela ao segmento de base.

Primeiro prova-se que:

i)  APQM = 4 x APRQ

Veja que:

Pois:

Figura 9: Propriedade de Euclides.

Fonte: Produgdo do proprio autor

APQN = 2 x APRQ
APYN + AYQN = 2 x APRY + 2 * ARQY

NY =2 *RY

APQM ~ AYQN
PM = 2 «YN(N divide QM ao meio)
P = = « RN
= — %
3
__ 4x(RY+YM)
2xYN = 3

YN = 2RY

Usando agora a Propriedade de Euclides, nota-se que uma base é duas vezes a outra,

e que estdo fixas em uma mesma paralela, e uma area também sera duas vezes a outra.

Mostrando assim que, a area do triangulo APYN = 2 * APRY, 0 mesmo se aplica para 0s

triangulos AYQN = 2 = ARQY.

Logo tem-se:

APQN = 2 « APRQ
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i)  APMN = APQN
De acordo com a propriedade de Euclides as areas dos triangulos APMN e APQN sé&o

iguais, pois as bases sdo iguais e 0 vértice esta fixo em uma paralela a base.

Entéo:

APMQ = 2 « APQN
E

APQN = 2 * APRQ
Logo:

APMQ = 4 x APRQ

Agora falta provar que:

APQq = 8 * APRQ.
Note que:

APQq = 2 x APMQ
Logo:

APQq = 8 x APRQ

Essa proposicao é de extrema importancia para demonstrar a quadratura da parabola.

A partir dessas proposicdes mostradas, € possivel compreender o raciocinio que

Arquimedes utilizou para explicar e comprovar a quadratura da parabola.

Arquimedes inscreveu um triangulo no segmento parabdlico e a partir dele inscreveu
varios outros tridngulos menores “propriedade de exaustdo”. A ideia era somar essas areas de

triangulos inscritos no segmento parabdlico.

Figura 10: Triangulos inscritos
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Pela Proposicao 4 tem-se AT = 4 * AT, , AT, = 4 = AT; , e assim sucessivamente.

A soma das areas sera expressa da seguinte maneira:

AT AT AT
AT+ =+ 5+ + o

Para concluir essa soma precisar-se de mais uma proposicao:

Proposicao 5: Dada uma sequéncia de areas finitas, A,B,C,D,...,Y, Z, das quais A é a maior,

e cada uma das outras € quatro vezes menor que a anterior, entdo:

1 4
A+B+C+D+...+Y+Z+§*Z=§*A

Demonstracéo:
Sabe-se que:
A=4«xB,B=4xC,C=4xD,....Y=4x7

Entéo tem-se:
B+C+D+..4Y +Z (1 BoonChony 4o Z) A
s — % — %k — %k — % = — f— oo —_
om 3 3 3 3 3773 3
Agora acrescentando A de ambos os lados da equacéo:

1 1 1 1
A+B+C+D+--+Y+Zcom (§*B+§*C+---+§*Y)+§*Z

—A+ B+ +Y + A
3 (3 3)

Tem-se G * B +§* C+ - +§* Y) de ambos os lados da equacdo, logo eles se

anulam, veja o resultado:

1 A
A+B+C+D+...+Y +Z +§*Z=§+A

1 4
A+B+C+D+...+Y +Z +§*Z=§*A
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E essa a proposicdo que Arquimedes utilizou para fazer as somas dos tridngulos. Ent3o,

. .1 ,aae
aplicando a soma mais 3 do ultimo termo tem-se:

T-+71+ a + -+ ! +—1 ! * T
— J— — % = — %
4 42 gn-1 "3 4n-1 3

Essa somatoria € fundamental para a proposicao da quadratura da parébola.

Proposicao 6: Afirma que qualquer segmento limitado por uma parabola e uma corda tem area
. 4 ‘A . . - A
igual a 3 do tridngulo inscrito nesse segmento, onde o tridngulo tem a mesma base que o

segmento e a mesma altura que a parabola.

Demonstracéo:
Argumento:
S> : TeS< : T
— % — %
=3 es = 3
Logo:
S * T
= — %
3

Entdo € preciso negar 0 argumento para tentar encontrar um absurdo:
i) S>I«T
Suponha que apds n interagdes da repeticdo da construcdo de triangulos tem-se

triangulos cuja a soma da area é A, com A > % *xTeA<S.

A pode ser escrito da seguinte forma:

T T
A=TH ++ 5
Aplicando a Proposicéo 5, tem-se:
T 1 T
T+Z+E+“ + 4n—1+§*4n—1:_*T
2 4 T 1 T
= —x] — =%
3 3 4n-1
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Logo:

A<4 T
— %
3

. , . . 4
Conclui-se que ha uma contradi¢cdo com o argumento que dizia: A > $*xT.

i) S<IxT
Se % * T é maior que S entdo % * T — S, nos dar um numero positivo obtido através de

uma m-emesima interacdo Tm, onde Tm € o triangulo obtido nessa m-emésima etapa.

. - A . T
A area desse triangulo Tm é dada por: Tm = —.
4m-1

Sabe-se que:
T 1 T
Tm = a1 >§*Tm=—*4m_1
Entéo:
T T
§*T_S:4m—1 >§*4m—1

Aplicando a Proposicéo 5 novamente, tem-se:

! * T T+T+ r + o+ !
— % = — % — — R
3 471 3 ( 4 42 4”‘1)
Ento:
* T—S> * T T+T+ ! + -+
_* — _* — — — see
3 3 T+ate )
T T T
S < (T+Z+E+m+ 4_n—1)
Porém isso € uma contradicdo, ja que T+Z+12+-~+ T_ é um tridngulo inscrito
4 4 4n-1
em S.

Portanto esta demonstrado as duas desigualdades, logo € possivel concluir que a area

3T . 4 . . ~
do segmento parabdlico é S = i T, através do método da exaustéo.
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O método da exaustdo foi uma ferramenta matematica essencial, a base inicial para o
calculo integral, porque foi partindo desse conhecimento que o conceito de integral e o conceito
de limite surgiram. Lembrando que para calcular a area do circulo através do método da
exaustdo a area do circulo foi limitada pela area de dois poligonos: um inscrito e outro
circunscrito. A “propriedade de exaustdo” equivale a uma formulacdo moderna bastante

conhecida. Se M é uma grandeza dada, € uma grandeza prefixada de mesmo tipo e r é uma
~ 1 ~ . ., , . .
razdo tal que S;Sr <1, entdo, é possivel encontrar um numero inteiro N tal que

M x (1 —r)" < ¢ paratodo inteiro n > N. Isto é, a propriedade de exaustdo & 0 mesmo que
dizer que lim (1 —r)" =0.

n—co

Entretanto, esses conceitos s6 comecaram a ser formalizados no século XVII, com a
contribuicdo de muitos matematicos de paises como Franca, Inglaterra, Alemanha, gerando
certas controvérsias a respeito da autoria das descobertas feitas nesse século. Os nomes dos
matematicos mais importantes que diz respeito as descobertas que formalizaram o calculo a
serem citados tem-se: Isaac Newton, Pierre de Fermat e Gottfried Leibniz. Em algum momento

da histdria esses nomes foram atribuidos a criagdo do calculo.
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CAPITULO 2

SECULO XVII ATE INICIO DO SECULO XIX

No século XVII havia uma explosdo de hipOteses matematicas, em que Vvarios
pesquisadores buscavam solucBes para os mais variados tipos de problemas, como o da cicloide,
tangente, distancias entre pontos em uma curva, e muitos outros. Com essas variedades
hipotéticas a matematica comecou a ser reconhecida como algo essencial para o cotidiano das
pessoas, tendo a atencdo do século voltada para si e por consequéncia muitas descobertas.
Porém ja existiam pesquisas de como encontrar o calculo da area delimitada embaixo da curva,
mas como citado anteriormente eram por aproximacoes, e 0s matematicos queriam o valor exato

e ndo aproximado.

A construcdo historica do célculo se deu a partir da resolucdo de problemas que
apareceram junto ao desenvolvimento da humanidade. Problemas esses que foram solucionados
por diversos matematicos, que direta ou indiretamente fizeram parte da criacdo do célculo,
porém os créditos de criadores do Calculo Diferencial e Integral deu-se para Isaac Newton
(1642-1727) e Gottfried Leibniz (1646-1716), porque recolheram e juntaram todos 0s
conhecimentos que existiam dos problemas solucionados por estudiosos anteriores e criaram
novas pesquisas a partir dessas coletaneas. Newton e Leibniz mesmo por motivacdes diferentes
depararam-se com denominador comum: notaram semelhancas nessas analises que poderiam
resultar em uma Unica teoria, Teorema Fundamental do Calculo. Por esse motivo a historia dar

os créditos da descoberta do calculo para esses dois grandes matematicos.

As semelhancas do calculo de Newton e Leibniz ocorreu porque ambos estavam
empenhados no mesmo ramo de estudos, como por exemplos: as sequéncias infinitas que deram
uma nocdo intuitiva do conceito de limite e continuidade; o estudo da tangente que originou a
nocdo de derivada; e o estudo da quadratura que originou a nog¢do da operagdo contraria a
derivada, chamada de integral. Esses assuntos que tanto Newton e Leibniz abordaram levaram
ambos a terem um resultado muito semelhante uma relacéo profunda entre o método da tangente

e o calculo de &rea, ou como é conhecido, Teorema Fundamental do Calculo.
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2.1 Teorema Fundamental do Calculo.
Definicdo, sendo f integravel em [a, b], a funcéo definida por F(x) = f;f(t) dt é

derivavel em todo ponto x € [a, b] onde f seja continua nesses pontos F'(x) = f(x).
Para chegar a essa definicéo, precisou dos: limite, derivada e integral.

2.2 Nocéo de limite.

Historicamente o conceito de limite veio depois ao de derivada, mas como limite é o
conceito fundamental do célculo, e para um melhor entendimento ordenado e l6gico, é correto
iniciar primeiro com a ideia de limite que surgiu de duas situagdes problemas: encontrar uma

reta tangente a uma curva, e calcular a area delimitada embaixo da curva.

Antes de comeca apresentacdo do o conceito de limite, necessita-se conhecer um

pouco sobre funcao continua.

Definicdo: Uma funcdo € continua em um determinado ponto P de seu dominio,
quando essa fungdo ndo possui em seu grafico, “saltos” e nem “furos” em P, se possuir a funcao

é chamada descontinua nesse ponto.
Agora veja a definicdo de limite:

Seja f uma funcdo e p um ponto do dominio de f ou extremidade de um dos intervalos
que compdem o dominio de f que pode pertencer ou n&o ao dominio. Segundo Geraldo Avila
em Introducé@o Analise Matemética um numero é limite de f(x) com x tendendo a p, quando
qualquer € > 0 dado, exista um numero § >0 tal que xeDf, 0<|x—p|<d§ =

|f(x) — L| < €. Veja quatro situa¢les graficas da existéncia ou ndo de limite:

A Figura 11: 1° Situacdo de limite.

pP=6 p p+§ >
Fonte: Producéo do préprio autor

Analisando a primeira situagdo (Figura 11), nota-se que a fungdo néo € continua, pois

existe um buraco na funcdo em p, logo nédo esta definida em p, porém existe um L que satisfaz
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a propriedade de existéncia que para todo € > 0 dado, existe um nimero § > 0 tal que x € Df,

p—06<x<p+6,x#+#p — L—e<f(x)<L+e.

A Figura 12: 2° Situagdo de limite.
flp @ /
L+e¢
L
T /

pP—8 p p+é >
Fonte: Produgdo do proprio autor

Analisando a segunda situacéo (Figura 12), nota-se que a funcdo f ndo é continua,

pois existe um “buraco” na fun¢do em p. Entretanto esta definida em p e também existe um L

que satisfaz a propriedade de existéncia, mas ndo é continua em p, a restricdo x # p é essencial

nesse caso.
A Figura 13: 3° Situag&o de limite.
L + . /
L
L h /

p—6 p p+6 >
Fonte: Producéo do proprio autor

Analisando (Figura 13), nota-se que a funcdo é continua em p, pois ndo existe buracos

na funcdo em p, resultando assim um L = f(p) satisfazendo a propriedade de existéncia.

A Figura 14: 4° Situacdo de limite.
flp+9)
L+e¢
L O
L—¢

p—6 p p+6 >

Fonte: Produgdo do proprio autor
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Analisando a dltima situacdo (Figura 14), nota-se que o limite ndo existe, porque a
funcdo possui um salto em p, e também ndo existe um L que satisfaz a propriedade de
existéncia, pois aplicando o ponto p + & na funcédo o resultado € um f(p + &) que ndo tem a

distancia € de L, com isso L ndo existe neste caso.

Com essas analises concluem-se que o limite de uma funcéo existe quando dado um
valor § > 0 que € adicionado ou retirado de um ponto p do eixo X, gera um & > 0 no €ixo y
que seja uma regido de proximidade de L tal que quaisquer x pertencendo aos intervalos [p —
6,p] ou [p,p + &], quando aplicado em f forme valores que também esteja nas proximidade

de L, ou seja, respectivamente [L — ¢, L] e [L, L + ¢].
xeDf p—6<x<p+d§ — L—-e<fx)<L+e
Como o limite estuda a regido de proximidade de um objeto de estudo, logo x # p.

Se a situacdo descrita acima acontece logo o modulo da diferenca |x — p| > 0, porém
como X pertence ao dominio [p — &,plou [p,p + 6], infere que |x —p| < &, entdo 0 <

lx —p| <9.

Quando aplicado o x na funcgéo isso resulta em um resultado f(x), tal que esse f(x)
pertence ao intervalo [L — ¢, L] ou [L, L + €], logo 0 médulo da diferenga |f(x) — L| < &, com
isso tem-se a defini¢do de limite: dado € > 0, existe um nimero § > 0 tal que x e Df, 0 <

lx —pl <8 =|f(x) — L| < E. O limite pode ser escrito dessa maneira:
L= lim f(x).
X—p

2.3 Nogao de Derivada.

O conceito de derivada surgiu da necessidade de se calcular um problema matematico
muito famoso no século X V11, conhecido como retas tangentes de uma curva. Como construir

uma reta tangente? E o que é uma reta tangente de uma curva?

Uma reta é chamada tangente a curva quando apenas um unico ponto dessa reta toca a
curva. O raciocinio utilizado para construir uma reta tangente baseou-se no conceito de reta
secante e na variacdo dos valores do eixo y e x no plano cartesiano, ou seja, o0 coeficiente

angular da reta.
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COEFICIENTE ANGULAR

No plano cartesiano o coeficiente angular estd diretamente ligado a inclinacdo que a
reta possui. Sejam A(xy, y;) € B(x,, y,) dois pontos distintos de uma reta. O coeficiente angular

m do segmento de reta AB é dado por:

Demonstracdo é criada a partir da criagdo de um triangulo retangulo:

Figura 15: Coeficiente angular.

B(x2,y2)

y2

Ay =y2 =yl

vl

)’2—3’1:A_y
xZ_xl AX

m =

Essa definicdo de coeficiente angular, servira de base para mostra a constru¢do da reta

tangente:

Dado dois pontos a e b distintos, onde a e b pertencentes a curva, pode-se traca um
segmento de reta AB no qual esse segmento corta a curva em dois pontos, ou seja, uma reta

secante a curva.

Se manter o ponto a fixo e utiliza algum artificio matematico que faga com que o ponto
b aproxime-se gradativamente do ponto a, de tal forma que em algum momento os dois pontos
estejam praticamente sobre postos um ao outro, ou seja, fazendo com que 0 Ax seja cada vez
menor. Para concluir essa aproximacéo, utiliza-se do operatorio que estuda aproximacoes, o

Limite.
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Figura 16: Construcédo da tangente

Fonte: Produgéo do préprio autor

No grafico os b’,b" e b'"" descrevem a aproximacdo gradativa do ponto b até a,
mostrando-nos que a inclinacdo da reta secante esta se aproximando da inclinacdo da reta
tangente. E também o coeficiente angular dessa reta secante esta definido por:

_ Ay _ Ob=Ya)
Ax (xp—x4a)
Como yb = f(xb), ya = f(xa) e também Ax = xb — xa implica dizer que xb =

Ax + xa, logo:

_ O Ya) _ fx+2) = f(a) _ [(AX +x0) = f ()

(xp —xq)  Ax+x,—x, Ax

E para descobrir a reta tangente a curva os matematicos aplicaram o limite no
coeficiente angular da reta secante a curva, mas com uma particularidade: a distancias entre 0s
pontos da reta secante teria que ser pequena o suficiente de tal forma que seja quase nula (Ax —
0). Dessa maneira o ponto b — a e a inclinacao da reta secante tenderia a da tangente de tal
modo que as inclinacdes acabariam se tornando iguais, ou seja, o coeficiente angular da reta
tangente é igual ao limite do coeficiente angular da reta secante, quando Ax — 0.

lim fxq+Ax)—f(xq)

, Se somente se o limite existir.
Ax—0 Ax

mt =

Sabendo o coeficiente angular de uma reta e um ponto (x4, y;) que passa pela mesma,

é possivel encontrar a equacao da reta, a partir de:

y—y1 =m(x —xq)
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O estudo da reta tangente teve um grande avango para a matematica, pois gracgas a ele
chegou-se a defini¢do de derivada. Veja a seguir:

A derivada de uma funcdo y = f(x) é uma funcdo denotada por f’'(x), tal que seu

valor x pertence ao dominio Df e dado por:

flx+ Ax) — f(x)
Ax

r'e = gm,

Se esse limite existir diz-se que f é uma funcdo derivavel ou diferenciavel, se f for

derivavel em cada ponto do seu dominio.

A derivada de uma funcdo y = f(x) é uma funcdo f’(x) na qual ela é o coeficiente

angular da reta tangente a funcdo y = f(x).

- . . ~ d
Leibniz quando se aprofundou nos estudos das derivadas criou a notagao ﬁ, ea

notacdo f’(x) foi criada pelo matematico francés Lagrange, e Newton também usava a sua
prépria notagdo que era: y , todas essas simbologias significavam a derivada de uma fungdo em

relagdo a incognita x.

No século XVIII a derivada passou a ser interpretada como uma operagédo, no qual o
objetivo era aplicar o operador derivada em uma expressdao denominada funcdo. Com essa
aplicacdo tem-se a criacdo de uma nova expressdo algébrica, chamada de equacdo da reta

tangente.

A repeticdo desses artificios em diferentes expressées concluiu-se que essas
transformacdes seguiam uma lei geral de formacdo: x™ , e quando aplicada a operacédo derivada

se tornava: n. x™ 1.

2.4 Nogéo de Integral.

O conceito de calculo integral € bem mais antigo que o de derivada, entretanto pode
ser formulado com mais rigor a partir de estudos feitos como o de Francois Viéte (1560-1603)
que desenvolveu bastante a simbologia. Os trabalhos de Rene Descartes (1596-1650), Pierre de

Fermat (1601-1665) e outros contemporaneos modernos que contribuiram para o
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desenvolvimento da geometria analitica, o plano cartesiano, a sistematizacdo e unificacdo de
métodos de geometria que foram aplicadas no célculo de &rea e volume. O desenvolvimento
mais rigoroso do conceito de integral deu-se até inicio do século XX, com os estudos de mais
alguns matematicos entre eles Georg Friedrich Bernhard Riemann, assunto que sera abordado
no proximo capitulo. Antes dos trabalhos de Riemann a nogdo basica que se tinha de integral
era um processo de somatoria para encontrar uma aproximacdo da area de baixo da curva
(Figura 17).

Figura 17: nogdo de integral.

I\
1\
I\

a b
Fonte: Producéo do proprio autor

A figura mostra uma aproximacao para encontrar essa area, note que € basicamente a
ideia que se tinha no método da exaustdo. Porém, ao invés de aumentar os lados de um poligono
inscrito para obter uma aproximacéao similar a area verdadeira, é aumentado a quantidade de
figuras retangulares no determinado intervalo [a, b]. Para ter esse aumento de retangulos, basta

diminuir as bases.

A simbologia de integral é dada por uma [ . (alguns estudiosos da matematica afirmam
que esse simbolo surgiu da ociosidade de escrever a palavra somatoria repetidas vezes e com 0

tempo, comegaram a escrever apenas | para representar uma soma).

Por deducdo integral é igual area, onde essa area e dada por:
b bh—a
Area = f FO)dx = lim Z— F(xi)
a n—oo l=1 n

Onde:

b—-a , A
Ta é a base do retangulo;
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f(xi) é aaltura de cada retangulo.

A integral definida pode ser considerada a area sob o grafico de uma funcéo, e a
integral indefinida assim como a derivada também poderia ser interpretada como uma operacéao
algébrica, no qual o objetivo era aplicar o operador integral em uma expressao denominada
funcdo. Com essa aplicagdo tem-se a criacdo de uma nova expressao algébrica, chamada de

Primitiva da funcéo.

Assim como a derivada, a integral também seguia uma lei geral de formacdo: x™, e ao

n+1

. ~ = ~ X
aplicar a operagdo integral a expressao se tornava em: ——

Uma breve comparacdo entre a integral e derivada pode ser notada através de um

simples exemplo: Tem-se uma funcgdo f(x) = x2, admitindo que é uma fungdo continua em

todos os seus pontos. O que acontece se aplicar a operacdo derivada e integral seguidas?
f(x) = x?
Aplicando a operacdo derivada tem-te:
fl(x) =2xx*"1=2.x
Agora aplicando a operacdo integral, tem-se:

2 % X1+1

f(x)=ﬁ=>x2

Veja que se aplicar a operacdo derivada em uma fungdo, obtém-se uma nova
expressao, e apos isso aplicando a operacdo integral, tem-se como resultado a funcéo inicial
que é a primitiva da expressao derivada. Por isso que ao aplicar a operacdo integral em uma

funcdo diz-se que o resultado € a primitiva daquela funcéo.
Basicamente essa é a ideia do teorema fundamental do calculo.

Ja a integral definida é interpretada como a diferenca de valores de uma mesma

bn+1 an+1

n+1 n+1’

primitiva da fun¢do que também segue uma lei para se calcular:

38



CAPITULO 3

INTEGRAL DE RIEMANN

3.1 Motivacédo de Riemann.

A motivacdo que Riemann teve para calcular areas de baixo da curva, foi primeiro uma
aproximacao, mas ao desenvolver a sua teoria ele conseguiu formalizar utilizando conceitos de
limite e tornar essa aproximagdo em um valor exato, basicamente a ideia inicial de seu método
era comparar a area de baixo da curva com uma figura de area conhecida que se parecesse com

a area desejada, e o retangulo foi a figura chave para o desenvolvimento de seu método.

A éarea abaixo da curva é definida por uma funcéo f , pelo eixo x e pelas retas x = a
e x = b, ou seja, a f € limitada pelo intervalo [a, b]. Como a &rea do retangulo é definida por
Ar = b * h, se colocasse n retangulos dentro do intervalo [a, b] obteria uma aproximagao da
area abaixo da curva, e quanto mais retdngulos melhor seria a aproximagao. Dai para se colocar
mais retdngulos nesse intervalo ele dividiu [a, b] em n parti¢Bes, onde essas particdes fazem

parte de um conjunto finito P = {xg, X1, X3,...,xptemauea = x, < x; < Xy <...< Xp_q <

X, = b.
Figura 18: Parti¢do do intervalo [a,b]
] 7 ° ? ? ? ®
a=Xxg X1 Xy Xn-1 Xn=D>b

Fonte: Producéo do préprio autor

A base dos retdngulos eram dadas por Ax; = x; — x;_, € a altura foi definida da
seguinte maneira, foram escolhidos arbitrariamente nimeros c; de cada particdo onde este
pertencesse ao intervalo [x;_q,x;], onde i € um indice (i = 1,2,3,...,n). Dai a altura seria

f(c;). Logo a aproximacao da area seria dada por uma somatoria de retangulos:

D B f6) = Fler) * By + F(e) % By + -+ f(6) * Ay
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Veja que c; € [x;—1x;], logo suponha que x;_; e x; sejam valores bem préximos, por
exemplo 1 e 2 respectivamente, entdo pelo teorema do valor médio (afirma que sempre vai
existir um valor entre outros dois valores) esse c; seria um valor entre 1 e 2, que ao aplicar c;
na funcdo resultaem um f(c;) no qual é chamado de altura do retangulo. Entdo note que quanto

menor for o intervalo, ou seja, quando Ax; for muito pequeno o erro torna-se cada vez menor.

Logo se Ax; for extremamente pequeno ao ponto de os intervalos e o valor médio c;
forem iguais, ndo existiria erro na aproximacao e os retangulos seriam como se fossem linhas

a olho nu. Para entender melhor o raciocinio, veja a Figura 19:

Figura 19: Retagulos com base extremamente pequena.

/

a = Xxq Xn =
Fonte: Produgdo do proprio autor

Essa somatoria de retangulos de base extremamente pequena que foi construida acima

é conhecida por Soma de Riemann, mas agora veja ver como Riemann formalizou essa ideia.

3.2 Somas inferiores e superiores.

Teorema 3.1.: Toda soma inferior é menor ou igual a toda soma superior.

Tem-se que m e M sdo respectivamente, infimo (conjunto dos menores valores
possiveis de f) e supremo(conjunto dos maiores valores possiveis de f), sabe-se também que
o infimo € menor ou igual ao supremo do mesmo conjunto, ou seja, m(b — a) < M(b — a).
Logo é possivel definir a soma inferior por s(f, P) = ¥i_1 m;(x,—x,_,) referente a particéo P, e

S(f,P) = X1 My(x,—x,_,) @ SOma superior referente a particéo P.

m = inf{f (x);x € [a,b]} e M = sup{f(x);x € [a,b]}

Logo um P, = {a, b} qualquer, resulta em: s(f; Py) < S(f; Py)
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Agora utilizando-se P = {a = x,, x4, x, = b}, uma particdo do intervalo [a, b] tal que:
P = {x; — x¢,%; — x1}

Sejam m e M, infimo e supremo respectivamente de P, se pega-se uma sub particdo
P, ela também tera infimo e supremo da mesma maneira do intervalo [a, b], dessa forma: m <

m; < M; < M. Entio:
m(b —a) <s(f,P) <S(f,P) <M(b— a).

Sejam m; e M;, respectivamente a menor e maior altura do retangulo que tem base

definida por: x; — x;_, pode-se calcular a area de P’ (soma inferior) da seguinte maneira:

A(inferior) = my(x; — x) + my(xy — x4)

Figura 20: Area inferior

a = Xxg X x, =b
Fonte: Produgdo do proprio autor

E também pode-se calcular a area de P’ (soma superior) da seguinte maneira:

A(superior) = M;(x; — x¢) + My(x, — x4)

figura 21: Area superior.

a=x, Xq X, =b
Fonte: Producéo do préprio autor
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Graficamente é bem fécil nota que a &rea abaixo da curva esta compreendida entre
A(inferior) e A(superior), como foi mostrado m < M , onde m é o infimo de f e M supremo

de f,logom < f < M, entdo:
A(inferior) < A(f) < A(superior)
Ou melhor:

s(f,P)=f=S(fP)

Como s(f,P) < S(f, P), isso implica dizer que o conjunto da soma inferior € limitado
superiormente por M (b — a), onde esse supremo é finito e também chamado de integral inferior
da fungdo f. Analogamente, o conjunto da soma superior é limitado inferiormente por m(b —

a), onde esse infimo é finito e também chamado de integral superior de f. Os simbolos no qual
indicam a integrais inferior e superior sdo indicados respectivamente por: fbaf e fa—bf. @)

teorema 3.1., permite concluir que:

b b
ffsfa_f

Quando essas integrais sdo iguais, diz-se que a fungdo f € integravel. Sendo assim o

valor comum das integrais inferior e superior sdo chamado de integral da funcéo f, indicado
pela simbologia ff fou f:f(x)dx. Onde a e b séo os intervalos que também pode ser chamado

de limites de integracdo, inferior e superior respectivamente.

3.3 Critérios de integrabilidade.

Como consequéncia do Teorema 3.1, Riemann definiu as fun¢des que possuiam a
soma inferior e soma superior iguais como “Riemann-integravel” ou simplesmente (fungio

integravel).

Definicdo: Diz-se que uma funcdo limitada f : [a,b] — R é Riemann-integravel (ou

simplesmente integravel) se:
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ffdx:fa_bfdx

O valor que torna essas duas expressdes iguais e designado como integral de Riemann

ou integral da funcéo no intervalo [a, b].
Dito isto, vejam os critério de integrabilidade mostrado nos teoremas a seguir:

Teorema 3.2.: Uma funcéo f limitada por [a, b] é integrével se, e somente se, para todo ¢ >

0 existir P € P tais que:

n

S(f,P) —s(f,P) = Z[Mi —my]* (g —x4) < €

i=1

Sendo M; — m; uma oscilacéo de f no subintervalo [x;_4,x;] Pondo Ax; = (x; — x;_41), @

condicgdo anterior pode ser escrita assim:

n n

SCFP) = s(fP) = ) My =y« (= i) = ) [My—my] + Bx; < &
i=1 i=1

Demonstracéo:

Suponha que f seja integravel, logo:

S(f,P) =s(f,P)

Ou ainda,

bedx=J_bfdx

Entdo, existe particbes P € P com &€ > 0, de tal maneira que:

(1) S(RP) <[ fdx+:
2 SR> [ fdx—1%

Tem-se que:
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Multiplicando toda a inequacédo (2) por -1, e ap0s isso somar com a inequacao (1) tem-se o

resultado para que a condicao seja necessaria, veja:

&

b b
S(f,P)—S(f,P)<f fdx+§—f fdx+§

S(f,P)—s(f,P) <e

Tem-se que:
b
f fdx =s(f,P)
e
b
j fdx <S(f,P)
Entdo:
_b b
f fdx—f fdx <S(f,P)—s(f,P)<e
Logo:

Ja_bfdx—jbfdx<s

Lembrando que ¢ > 0 é arbitrario, obtem-se:

J_bfdx Sbedx+s=>f_bfdx Sfbfdx

De maneira geral tem-se:

f_bfdxszfdx

Entdo conclui-se que:
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fbfdxzf_bfdx

Isso mostrar que f é Riemann-integravel em [a, b].

Teorema 3.3.: Toda fungdo continua num intervalo I= [a, b] € integravel.

Como a funcéo é continua no intervalo, isso implicar dizer que a funcéo e densa em
todo o intervalo, ou seja, ndo possui nenhum “buraco” ou “salto” em seu grafico da funcao, as
Figuras 11, 12, 13 e 14, mostram exemplos de existéncia de limites e também mostram quando
uma funcéo € continua ou descontinua. Uma funcéo s6 pode ser continua ou descontinua ndo

podendo ser as duas a0 mesmo tempo.
Demonstracéo:
Argumento:

Para que uma funcdo seja integral ela deve ser integravel em todos os pontos do
intervalo, ou seja, ndo pode haver “saltos” ou “buraco”. Tendo por defini¢do que f € integral

se existindo um ponto c € [a, b] que isso aconteca:

fbfdxzfcfdx+fbfdx

Suponha que f seja descontinua em um ponto c € [a, b].

Logo:

fbfdxzfcfdx+fbfdx

N&o acontece, ou seja, ao ter essa descontinuidade em um ponto pertence ao intervalo,

ja contradiz o0 argumento que € essencial para que ocorrer a integrabilidade.

Logo, toda fungdo continua € integravel.

Teorema 3.4.: Toda fungdo mondtona num intervalo [a, b] é integréavel.
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Demonstracéo:
Suponha que f ndo seja decrescente, logo f sera constante ou crescente.

Dado e > 0, eseja P = {xq, X1, X5, ..., X, } Uma parti¢do do intervalo [a, b], cujo os sub
intervalo [x;_4,x;] tenham comprimento Ax; < &, como Ax; = x; — x;_, essa diferenga néo
pode ser O, pois se fosse zero ndo existiria area nesse intervalo. Entdo a partir das inequacdes
tem-se: 0 < Ax; < €. E como a f ndo é decrescente, logo nesse subintervalo a f assume o valor

maximo M; em x; e valor minimo m; em x;_,. Com isso tem-se que:

n n

S(f,P) —s(f,P) = EMi * (X — Xi-1) _zmi * (X — Xxi-1)

i=1

n
[M; —m;] * (x; — x;-1)
i=1

Ou ainda,

DG = fGa] +hx; < D TFG) = f ()] v e

n n
i=1 i=1

ex ) IF () = f)] = x [f(B) - F(@)]

=1

Daqui a condi¢do mostrada no Teorema 3.2. segui a integrabilidade de f, e o caso em
que f ser decrescente o raciocinio usado € mesmo, mudar apenas 0s valores maximos e minimos

da funcdo, valor maximo M; em x;_; e o valor minimo m; em x;.

3.4 Propriedades da integral.

Teorema 3.5.: Se f e g séo fungdes integraveis em [a, b], o mesmo é verdade para f + g. Além

disso,
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Para provar esse teorema utiliza-se um exemplo simples apresentado abaixo (Figura 22):

Figura 22: Grafico da funcao y=x?+1
2,5

1

W

////////

\\\ \

0,5 1 1,5

[N

0

wn

o

Fonte: Produgdo do préprio autor

Esse grafico acima, diz a respeito da funcdo x2? + 1, para achar o nimero

, . . . ~ 1
correspondente a area abaixo da curva precisasse calcular a integral dessa funcéo: [ 0 xZ + 1.

Agora veja que area do grafico pode ser dividida na soma de duas areas, a area da

funcédo x? e a area da fungéo constante:

Figura 23: Grafico da fungéo 1 Figura 24: Grafico da fungéo x?
1,5 1,5
1 1
0,5 \\\ \ 05 ///
0 0 — ///////
0,5 1 1,5 0 0,5 1 1,5

Fonte: Producéo do proprio autor

Logo:

ou seja,
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0 mesmo vale para,

Teorema 3.6.: Se f é uma fungdo integravel em [a, b] e k é uma constante qualquer, k*f é

integravel no mesmo intervalo [a, b] e f: kxf=kx f:f.
Utiliza-se mais um exemplo grafico, comparando dois graficos (Figuras 25 e 26).

Figura 25: Grafico da fungdo y=x Figura 26: Grafico da funcdo y=2x
2,5 5

PN

0 0,5 1 1,5 2 2,5 0 1,5 2 2,5

Fonte: Producéo do proprio autor

Note que para calcular a area abaixo da funcdo y = x é bem simples, pois forma uma

figura conhecida, um triangulo, e para calcular a area do triangulo basta utilizar a formula: At =

bxh
2

Ento:
jl bxh 1x1 1
X = = = —
0 2 2 2
O mesmo servi para a funcdo y = 2x, ja que também forma um triangulo abaixo do
grafico.
Entéo:

flz bxh 1%2 )
* = = =
, T 2

Veja que se multiplica o resultado da integral pelo valor da constante, tem-se 0 mesmo
resultado de multiplica a constante pela funcgdo e depois resolver a integral.
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Logo:
ou seja,

Teorema 3.7: Se f € uma funcdo integraveis no intervalo [a, b], o mesmo é verdade para f2.
Demonstracéo:

O argumento a ser utilizado nesse caso serd que f(x) = 0 para todo x € [a, b], entdo

dado qualquer € > 0, existe uma particdo P = {x,, x4, ..., X} do intervalo [a, b], tal que:

SCF,P) = S(F,P) = ) (M —m)) + Ax; <&
i=1

Seja M o supremo da funcdo f no intervalo [a, b], de forma que M; + m; < 2 x M.

Entdo:
(F2P) = s(f2P) = ) (M2 —md) « Ax;

Lembrando que: (a? — b?) = (a + b)(a — b)
Logo:

n n
Z(Miz —m}) * Ax; = Z(Mi +my) x (M; —my) * Ax;
i=1 i=1
Ecomo M; + m; <2+ M.
n n n
Z(Mi +my) * Z(Mi —m) * Ax; S 2+ M x Z(Mi —my) * Ax;
i=1 i=1 i=1
Que por sua vez a condicao para que f seja integravel é:

n
Z(Ml- —m;) xAx; < €
i=1
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Entéo:
n n n
Z(Mi+mi)*Z(Mi—mi)*Axi < 2*M*2(Mi—mi)*Axi <2xM=x¢g

i=1 i=1 =1

Com isso mostra-se que f* satisfaz a condicdo de integrabilidade mostrada no

Teorema 3.2., logo f2 é integravel no intervalo [a, b] .

Teorema 3.8.: Se f e g sdo funcgdes integraveis em [a, b] entdo f*g também é integravel no

mesmo intervalo.

A demonstracdo do Teorema 3.8. torna-se consequéncia imediata de:

[(F+9)°—f*—4g°]

N| =

f*xg=

Se f e g sdo integraveis, o seu produto também serd, ja que os Teoremas 3.5 e 3.7
dizem respectivamente que: 3.5. que f + g € integravel e 3.7. que f? é integravel no mesmo

intervalo.

Logo:

frg=s1f+9*—f*-4g%

N| =

Também ¢é integravel.

Teorema 3.9.: Se f e g sdo funcdes integraveis num intervalo [a, b], entdo,a) f >0 = f:f >
b b
0 bfzg=[ =g
a) Sef >0,entdo S(f,P)=0es(f,P)=0.

Logo:

f%zo

b) Sef > g,entdo f — g > 0 é integravel.

Iff’zlifg

Logo:
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Teorema 3.10.: Se f = 0 é uma func&o continua num intervalo [a, b], com f(c) > 0 em algum

~ b
ponto c € [a, b], entdo [ f > 0.
Demonstracéo:

Tem-se que ¢ é um ponto interno, logo pertence ao intervalo [a, b], como f possui

f©

uma continuidade em todo o intervalo, suponha que f (x) permanece maior do que =~ emuma

vizinhanga Vg (c) que esté toda contida no intervalo [a, b], como mostra a Figura 27.

Figura 27: Vizinhanga de um ponto c.
-8 +6
A I

( ) \
® ® ® ® ®
a c

Fonte: Produgdo do proprio autor

Por consequéncia:

[r=Cr=l

Como ? se tornou uma funcdo quando c for aplicado em c, ent&o:
c+48
KO*J PR LOTPY
2 J._s 2
Tem-se que:

L;ZS*HQ

Como f(c) > 0, e também que § * f(c) > 0, entdo:

['f=0
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Teorema 3.11.: Se f é integrével em [a, b], 0 mesmo é verdade de |f| e:

|fﬂsff

Note que quando um nimero estd em modulo, exemplo |x| ocorre que:
—-x<0<x

Entdo o modulo de:

Logo:

Lema 3.1: Sejam I; e I, respectivamente, as integrais inferior e superior de f num intervalo

[a, b]. Essas integrais sdo os limites de s(f, P) e S(f, P), respectivamente, com |P| — 0. Em

outras palavras, dado qualquer € > 0, existe § > 0 tal que:

IPl<é=—-—e<s(f,P) <L <, <S(f,P)<I;+¢

A partir desse lema € bem facil concluir que quando se criar particdes no intervalo

[a,b] de maneira que essas particdes criadas tendam ao zero, ou seja, que ela forme

subintervalos de [a, b] extremamente pequenos, 0 resultado seria que as soma superior e

inferior sejam iguais. Logo, a integral inferior (I;) e superior (I) serdo iguais.

3.5 Soma de Riemann

Teorema 3.12: Se f € uma funcao integravel no intervalo [a, b], sua integral nesse intervalo é

o limite das somas de Riemann com |P| tendendo a zero, isto &,

b n
|| Feodx= hm > recon
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Demonstracédo: Qualquer que seja o c; € [x;_q, x;], valem as desigualdades m; < f(¢;) < M; ,

entdo isso tamhém acontece:

S(,P) < ) f(e)bxi < S(f,P)

Pelo Lema 3. 1. e juntando com o fato de que f é integravel, tem-se que a soma
inferior e a soma superior tém o mesmo limite ja que |P| — 0, ou seja, I; e I sdo igual, se isso
acontece, e como a desigualdade acima e verdade, tem-se que a Soma de Riemann também é

igual os limites da integrais I; e I;. Logo:

b n
|| Feode= tim > reeons

Este dx que Riemann adotou em sua simbologia, expressava a soma das areas de uma

infinidade de retangulos infinitesimais de altura f(x) e base “infinitamente pequena” (dx).

Note que essa reflexdo possui alguns fundamentos semelhantes com a de Eudoxo,
guando ele circunscrevia e inscrevia figuras retilineas na circunferéncia, area da figura
circunscrita e maior do que a area do circulo raciocinio

que por sua vez € maior que area da figura inscrita.

O mesmo acontece nas somas inferiores e superiores e a soma de Riemann. Soma

superior e maior que a soma de Riemann que por sua vez é maior que a soma inferior.

Entdo os dois se utilizaram de artificio matematicos para provar que essa areas poderia
ser igual se fosse utilizado algumas ideias, logico que ao longo dos séculos foram se
aperfeicoando e ser tornando essa maravilhosa ferramenta que hoje é utilizada para calcular

areas dos mais diversos objetos.

Essa ideia mostrada foi fundamental para o calculo integral e alguns matematicos
como Gaston Darboux(1842-1917) que conseguiu preencher todas as lacunas deixas por
Riemann e formalizaram mais ainda o calculo integral, que com isso conseguiu avanca mais
ainda e no século XIX com todos os avangos matematicos é tecnologico foi criado um programa

computacional que simula muito bem a integral de Riemann, chamado de Geogebra.
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CAPITULO 4

GEOGEBRA

O GeoGebra é um programa que pode ser utilizado no computador pessoal ou
smartphone, foi criado por Markus Hohenwarter para ser utilizado como uma metodologia que
facilitar o entendimento sobre o assunto no qual est& sendo apresentado em sala de aula j& que

unifica conceitos de geometria e algebra em uma mesma plataforma computacional.

O programa permite inserir fungdes e seus respectivos graficos, permite a realizagéo
de construcdes geométricas como a criacdo de retas, segmentos de retas, pontos, poligonos,
calculos simples, complexos, equacdes, coordenadas, entre outras diversas utilidades. E apds
terminar a construcdo desses objetos o programa ainda permite edigdes, caso ocorra a
necessidade de fazer-se alguma correcéo.

O mais interessante do programa é o fato de ser bastante simples em sua linguagem,
ficando bastante fécil a utilizacdo, e mais ao trabalhar com as fun¢Ges o programa ainda permite
receber alguns comandos que sdo capazes encontra as raizes e pontos extremos de uma funcao.

Também oferece ferramentas tradicionais da geometria, algebra e célculo.

Esse programa tem uma vantagem grande na didatica por possui todos esses recursos

unificados em um Unico ambiente visual.

Ao abrir o programa a sua tela inicial é dividida em quatro: a barra de ferramentas que
se encontra na parte superior, a entrada que € o local onde séo inseridos os comandos (localizada
na parte inferior), janela de algebra onde mostra os resultados dos comandos e a janela de

visualizacdo que mostra a animacdo dos comandos (Figura 28):
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Figura 28: Tela inicial do GeoGebra.

B
b Janela de Algebra X » Janeia de visualizagio X
1 q
Entrada B 1
B Barra de ferramenta. M Janela de Algebra.  Janela de visualizaco. Il Entrada.

Fonte: Programa GeoGebra

4.1. Soma de Riemann no Geogebra.

Para utilizar a soma de Riemann, primeiro € preciso ter uma funcdo na qual sera
aplicada a soma de Riemann, e para adiciona a fungdo no programa basta clicar na barra de

entrada e digita a funcdo que serad utilizada. A Figura 29 ilustra a funcdo f(x) = x*

adicionada.
Figura 29: Animacdo da funcio f(x) = x? no GeoGebra.
7 GeoGebra Classic 5 — *
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
A B SOl N =
» Janela de Algebra x| [ » Janela de Visualizacio X
Funcio f
® f(x) =x°

Entrada

Fonte: Programa GeoGebra 55



Note que ao adiciona f(x) = x* na barra de entrada e pressionando a tecla enter, duas
areas sao modificadas: a janela de algebra e a janela de visualizacdo, aparecendo a fungéo
f(x) = x* e aanimagcéo do grafico da funcao, respectivamente.

Veja também que a janela de visualizacdo é composta por um plano cartesiano, que €
padronizado de uma a uma unidade, porém pode ser modificada utilizando o scroll do seu
mouse, podendo aproximar ou afastar a visualizagdo da animagéo.

O programa também possui uma ferramenta que ilustra perfeitamente as animagdes da

Soma de Riemann.

4.1. Soma superior de Riemann no GeoGebra.

Para apresentar a soma superior de Riemann no Geogebra basta digitar o comando
“SomaDeRiemann” na barra de entrada, como o programa € bem intuitivo algumas sugestdes

irdo aparecer como “SomaDeRiemanninferior” e “SomaDeRiemannSuperior”.

Clicando-se na opgdo “SomaDeRiemannSuperior”, o programa ira solicitar que o
usuario digite quatro itens consecutivos: Funcdo f(x), valor inicial e final de x, no qual é o
intervalo que os retangulos irdo aparecer, e por Ultimo, a quantidade de retangulos no qual se

deseja utiliza para essa aproximacao (Figura 30).

Figura 30: Barra de entrada como o comando soma superior.

Entrada: ({ <Fungao=, <Valor de x Inicial>, <Valor de X Final>, <Niimero de Retangulos> }|

Fonte: Programa GeoGebra

Para ter um melhor entendimento suponha que a fungdo f(x) = x2, com o intervalo
[0,2] e numero de retdngulos igual a 5, sera usado como exemplo (Figura 30). Assim substitui-
se a palavra funcdo por x*, no lugar do valor de x inicial por 0, no lugar do valor de x final por

2, no numero de retangulos por 5 e pressione enter (Figura 31).
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Figura 31: Soma superior com 5 retangulos.

¥ GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
A . el i) o llla=2
o / e A AR AN AN NG e '%'
} Janela de Algebra E
Funcio
@ f(x) = x*

» Janela de Visualizagéo

Nimera

@ a=3.52

Entrada:

(x°,0,2,5)

Fonte: Programa GeoGebra

Note que na janela de algebra o programa criard um elemento “a”, no qual esse

elemento representa a soma das areas desses 5 retdngulos mostrados na animacéo presente na

janela de visualizacao.

definida:

2
J x*dx
0

Para isso e bem simples, primeiro integra-se a fungédo, ou seja, usa-se a operagdo

integral e o calculo da diferenca de valores da primitiva, onde esses valores é o intervalo [0,2].

Veja:

X
2 _ :>f 2 _ "
fx n+l1 ) T3

Agora fazendo a diferenga tem-se:

bn+1 n+1

22 a 22 23 (3 22
fxz — :>fx =———= | x* =266
0 n+l n+1 0 3 3 0
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Assim a integral definida encontrada € igual a 2.66.
Comparando o resultado da integral definida 2.66 com a soma superior de Riemann

3.52 percebe-se que a soma superior se aproxima do valor da integral definida, porém o valor
da soma superior € maior que a integral definida.

Aumentando a quantidade de retangulos para 15, observa-se o seguinte (Figura 32).

Figura 32: Soma superior com 15 retangulos.

€ GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

[R] A1 B O @) &[Nl

» Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagdo
Fungia

L@ F(x) = x*

- nNdmero

i a=313

i-® p=294

Entrada (%%, 0,2, 15)

Fonte: Programa GeoGebra

Note que na janela de algebra o programa criarda um elemento “b” no qual esse
elemento representa a soma das areas desses 15 retangulos mostrados na animacao presente na
janela de visualizag&o.

Veja que com 15 retdngulos a soma das areas é mais proxima do resultado desejado
(integral definida), pois com 5 retangulos o valor da soma é 3.52 e agora com 15 retangulos o
valor é 2.94, o que é mais préximo do resultado desejado, pois a integral definida é uma soma
de retdngulos quando essa quantidade tende ao infinito. Com apenas 10 retangulos a mais ja se

obteve uma aproximacéo suficiente para perceber que:

n

oNhoal
fim, ) 6D
=
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4.2. Soma inferior de Riemann no GeoGebra.

Analogamente a soma superior, para apresentar a soma inferior de Riemann no
Geogebra basta digitar o comando “SomaDeRiemann” na barra de entrada e ira aparecer as

sugestdes SomaDeRiemanninferior” e “SomaDeRiemannSuperior”.

Clicando-se na opgao “SomaDeRiemanninferior”, o programa ira solicitar que o
usuario digite quatro itens consecutivos: Func¢éo f(x), valor inicial e final de x, no qual é o
intervalo que os retangulos irdo aparecer, e por Gltimo, a quantidade de retangulos no qual se

desejam utilizar para essa aproximacao (Figura 33).

Figura 33: Barra de entrada como o comando soma inferior.

Entrada: { <Fungdo>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>, <Nimero de Retangulos> ]|

Fonte: Programa GeoGebra

Para se ter um melhor entendimento os valores a serem usados serdo os mesmos da
soma superior, entdo a fungdo f(x) = x2, com o intervalo [0,2] e nimero de retangulos igual
a 5, sera usado como exemplo. Assim substitui-se a palavra funcédo por x? , no lugar do valor
de x inicial por 0, no lugar do valor de x final por 2, no nimero de retangulos por 5 e pressione
enter (Figura 34).

Figura 34: Soma inferior com 5 retangulos.

€'} GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A . . 'L i) ° =2

[k] Al lelo) LN =] 4

¥ Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagio X
Fungdo
® f(x) =x°
Nimero

@ a=192

Enrada (4,0,2,5) v

Fonte: Programa GeoGebra
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Note que na janela de algebra o programa criard um elemento “a”, no qual esse
elemento representa a soma das areas desses 5 retdngulos mostrados na animacéo presente na

janela de visualizag&o.
Lembrando que o valor da integral definida é: foz x? =2.66

Comparando o resultado da integral definida 2.66 com a soma inferior de Riemann
1.92 percebe-se que a soma inferior se aproxima do valor da integral definida, porém o valor
da soma inferior € menor que a integral definida.

Aumentando a quantidade de retangulos para 15, observa-se o seguinte (Figura 35).

Figura 35: Soma inferior com 15 retangulos.
¥ GeoGebra Classic 5 - X
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

Y 7 .31 ol ) P NN RS 5

» Janela de Algebra DX| | » Janela de Visualizacio X
Funcio

L@ f(x) =7

- Nimero

L@ b=241

Entrada. (7, 0,2, 15) a 3

Fonte: Programa GeoGebra

Note que na janela de algebra o programa criard um elemento “b” no qual esse
elemento representa a soma das areas desses 15 retangulos mostrados na animagao presente na
janela de visualizag&o.

Veja que com 15 retdngulos a soma das areas é mais proxima do resultado desejado
(integral definida), pois com 5 retangulos o valor da soma é 1.92 e agora com 15 retangulos o
valor € 2.41, o que é mais proximo do resultado desejado, pois a integral definida é uma soma
de retdngulos quando essa quantidade tende ao infinito. Com apenas 10 retangulos a mais ja se

obteve uma aproximacéo suficiente para perceber que:
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n

i b—a
Jm ) ——f(xi)

i=1

Nessa comparacdo no GeoGebra utilizou-se valores aleatorios, porém pode ser feito
com outros valores, por exemplo com uma outra fungédo, ou um intervalo maior do que [0,2]

ou até mesmo intervalos com valores negativos, ja que possui a mesma metodologia.

O fato e que quanto mais retdngulos forem adicionados na soma superior o resultado
se aproxima da integral definida por um lado a direita, 0 mesmo ocorre com a soma inferior
quanto mais retangulos adicionados na soma inferior o resultado também se aproxima da
integral definida, porém pela esquerda; e quando essas somas forem iguais, ou seja, soma

superior igual a soma inferior, o resultado ser& exatamente a integral definida no intervalo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho iniciou apresentando o método da exaustdo que pode ser considerado a
semente daquilo que com a ajuda de Newton, Leibniz, Cauchy e Riemann tornou-se a integral
de Riemann, eles tiveram maior participagéo pois criaram o conceito de limite, infinito, séries
e convergéncia. Outros matematicos também auxiliaram de alguma forma para que aquela ideia
de circunscrever e inscrever figuras retilineas em figuras curvilineas transformasse na integral

de Riemann.

Ela apresenta o raciocinio de que com trés areas: uma area superior, a area desejada e
uma area inferior; onde a area superior e inferior encaminham-se para 0 mesmo resultado
utilizando o conceito de limite, limitando a &rea superior inferiormente e a inferior
superiormente, portanto ambos resultados convergem exatamente para a area que almeja

encontrar.

O estudo do célculo diferencial e integral faz parte da matriz curricular do Curso de
Licenciatura Plena em Matematica da Universidade Federal do Para, sendo encontrado nas
seguintes disciplinas: Célculo I, II, Il e IV. Que por sua vez pertencem respectivamente aos
1°, 2°, 3° e 4° semestres. A partir disso se percebe a importancia de se estudar o célculo
diferencial e integral, visando a valorizacao do ensino das integrais na formacao de professores
como uma ferramenta indispensavel, pois pode ser aplicada em diversas situacoes, a exemplos:
calculos de &rea, volumes, matemaética financeira, fisica, entre outras aplicacfes. Esse trabalho
veio abordar a historia de como deu-se o calculo integral, a partir de uma motivacéo pessoal na
qual possa beneficiar a outros discentes que possam chegar a ter a mesma motivacao que € a

curiosidade de saber “de onde veio?”, “como veio?” e “para que veio?”.

Tendo em vista que quando o discente consegue compreender de onde, como, para que
veio determinado conteldo, o aprendizado torna-se mais atrativo. Este trabalho objetiva trazer
0 que o discente precisa para aprender Calculo. No primeiro momento explica-se a motivagédo
inicial que a humanidade teve para o desenvolvimento inicial do célculo até ao calculo integral,

gue por sua vez é apresentado nas universidades de forma dispersa.

Logo essa pesquisa apresenta historicamente a construgdo do Calculo integral,

pesquisa esta que pode ser utilizada por professores para seus discentes. O trabalho possui
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linguagem simples que apresenta a esséncia do célculo integral de uma maneira acessivel, para
alunos néo familiarizados com integral consigam compreender um pouco do que se trata a ideia

aplicada de integral.

Além do calculo integral que tem grande importancia em varios contetdos que séo
vistos no curso de Licenciatura Plena em Matematica, este trabalho cita dois conceitos
matematicos importantes que auxiliam na construcdo do Calculo integral que é: o conceito de

limite e derivada.

O GeoGebra é um programa que ilustra as animagdes graficas da soma inferiores e
superiores de Riemann, onde os professores que venham a ler este trabalho sejam familiarizados
com o programa, mostrando-lhes a possibilidade de utilizar em sala de aula para instigar a

curiosidade e interesse dos alunos.
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SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

No intuito de facilitar a identificacdo de oportunidades de continuacdo da
pesquisa, sdo sugeridos 0s seguintes temas a serem possivelmente abordados em

trabalhos futuros relacionados ao assunto tratado nesta monografia:

e Construcdo do Teorema fundamental do célculo.
e Construcao do Célculo diferencial.

¢ Integral Lebesgue.
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