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Resumo

Este trabalho tem como objetivo central o estudo aprofundado das conicas (elipse,
hipérbole e pardbola) no contexto da Geometria Analitica. Apesar de sua importancia
historica e aplicagao em diversas areas da ciéncia, esses temas costumam ser explorados
de maneira limitada no ensino médio.

A proposta é apresentar as conicas de forma clara e acessivel, partindo de suas defini-
¢Oes geométricas e avancando para suas representacoes algébricas. Analisamos tanto as
equagoes reduzidas quanto a equagao geral das conicas, investigando os procedimentos de
rotacao e translagdo necessarios para a sua identificacao e classificacao.

Também sio abordadas conexdes com a Algebra Linear, utilizando conceitos como
mudanga de base e diagonalizagdo para fornecer uma alternativa rigorosa a classificagao
tradicional.

Ao longo do trabalho, sdo utilizados recursos gréaficos com o auxilio do software Geo-
gebra, com o intuito de tornar mais visivel a relagao entre a geometria e a algebra.

O intuito é oferecer uma contribuicao didatica que auxilie estudantes e professores
no aprofundamento desse tema fundamental, incentivando uma visao mais integrada da
matematica.

Palavras-chave: Secc¢oes Conicas, Geometria Analitica, GeoGebra, Volume.



Abstract

This work aims to provide an in-depth study of conic sections (ellipse, hyperbola, and
parabola) within the context of Analytic Geometry. Despite their historical importance
and wide range of applications in various scientific fields, these topics are often explored
in a limited way at the high school level.

The proposal is to present conic sections in a clear and accessible manner, starting from
their geometric definitions and progressing to their algebraic representations. We analyze
both the standard (reduced) equations and the general equation of conics, investigating the
procedures of rotation and translation necessary for their identification and classification.

Connections with Linear Algebra are also explored, using concepts such as change
of basis and diagonalization to provide a more rigorous alternative to the traditional
classification approach.

Throughout the work, graphic resources are used with the help of GeoGebra software,
aiming to make the relationship between geometry and algebra more visible.

The aim is to offer a didactic contribution that helps students and teachers in delving
deeper into this fundamental topic, encouraging a more integrated view of mathematics.

Keywords: Conic Sections, Analytic Geometry, GeoGebra, Volume.
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Capitulo 1
Introducao

Ao estudarmos as secgoes coOnicas e suas aplicagdes, deparamo-nos com conceitos
que transcendem a matematica pura, alcancando a fisica, a historia e areas aplicadas
como a engenharia e a arquitetura. Historicamente, as cOnicas passaram por profundos
desenvolvimentos, tendo em Apolonio de Perga uma de suas maiores referéncias; sua
obra, As Conicas, permanece como um manual fundamental para a compreensao do tema
[6]

Na génese deste estudo, nota-se um carater abstrato. Historicamente, a busca pela
solucao de problemas classicos, como a duplicagcao do cubo, que envolve o ntmero
irracional /2 e foi posteriormente provado impossivel de resolver apenas com régua e
compasso, isso impulsionou a descoberta dessas curvas [2]. Séculos mais tarde, mate-
maticos como Pierre de Fermat aplicaram a Geometria Analitica para sistematizar essas
figuras sob uma nova perspectiva algébrica.

Hodiernamente, a sociedade dispde de recursos tecnologicos que seriam de valor ines-
timavel em séculos passados. Para fins de visualizagao além do papel e caneta, o software
GeoGebra permite modelar com precisao um cone de duas folhas no espago tridimensional
(R3) [5]. Por meio da geometria dinimica, torna-se notério que a intersecgao desse cone
por um plano « resulta em diferentes figuras (Elipse, Pardabola ou Hipérbole) a depender

da inclinagao do corte.
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Figura 1: Decomposicao Geométrica do cone.

Além das conicas propriamente ditas, este trabalho contextualiza o tronco de cone,
gerado por um corte horizontal paralelo a base. A figura 1 ilustra essa decomposicao,
onde se observa o tronco de cone e um cone menor, preservando a semelhanca geométrica
[11]. Essa abordagem facilita a compreensao das relagoes volumétricas e espaciais que
fundamentam as aplicagoes praticas discutidas adiante, como a geometria presente na
construcao de monumentos e objetos.

As aplicacoes das secgdes cOnicas abrangem campos como a fisica, a astronomia e o
design. Monumentos histéricos e modernos utilizam formatos elipticos e parabdlicos, pro-
vando que as defini¢oes descritas por Apolonio de Perga continuam a sustentar inovagoes
tanto tedricas quanto estruturais.

Outrossim, é imprescindivel ressaltar que o estudo das se¢oes conicas e de suas propri-
edades nao é apenas uma exploragao tedrica, mas uma exigéncia pedagbgica. Segundo a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC), o aluno deve ser capaz de interpretar e cons-
truir modelos para resolver problemas que envolvam objetos com formatos parabdlicos,

elipticos ou hiperbdlicos, integrando a geometria analitica a contextos do mundo fisico [3].
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Capitulo 2

Fundamentos, contexto historico e

origem das seccoes cOnicas

2.1 Surgimento

O estudo das conicas remonta a Grécia Antiga, por volta do século IV a.C, com des-
taque para o matematico Menecmo, discipulo de Eudoxo de Cnido. Atribui-se a ele a
descoberta das curvas conicas (elipse, parabola e hipérbole) ao investigar solugoes geo-
métricas para o classico problema da duplicacdo do cubo [2]. Desta maneira, Menecmo
percebeu que essas curvas surgiam como intersec¢oes de um cone com um plano, depen-
dendo da abertura do angulo no vértice do cone.

Os primeiros estudos referentes as conicas deram-se inicialmente pela formalizacao
da teoria de Menecmo. Naquela época, a busca pela definicao de conica e seus modelos
resumia-se a classificagao do angulo do cone: a elipse era definida como a se¢do de um cone
acutangulo; a hipérbole como a se¢ao de um cone obtusangulo; e a pardbola como a se¢ao
de um cone retangulo [6]. Na geometria cldssica, esses termos referiam-se a categorizagao
das angulacoes do cone em relacao a sua geratriz.

No século seguinte, o matematico Apolonio de Perga (262 a.C. — 190 a.C.) sistema-
tizou o estudo das curvas em sua obra fundamental, As Cénicas (Conics). Originalmente
dividida em oito volumes, apenas sete sobreviveram, dos quais quatro chegaram comple-
tos em grego e trés em tradugoes arabes aos espagos académicos modernos [2]. Somado
a isso, Apolonio foi o responsavel pela introducao definitiva dos nomes elipse, parabola e
hipérbole, além de desenvolver uma teoria unificada, demonstrando que todas poderiam
ser obtidas como se¢oes planas de um mesmo cone duplo de base circular, variando-se

apenas a inclina¢ao do plano de corte [11].
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Figura 2: Seccoes conicas.

Conicas

Elipse

Parabola

Hipérbole

Fonte: Disponivel em: Acessado em 11 abr. 2026

Durante a Idade Média, os trabalhos de Apolonio foram preservados e aperfeicoados
por matematicos arabes. Destaca-se o polimata Alhazen (Ibn al-Haytham), cujas contri-
buigoes em 6ptica utilizaram propriedades das conicas para explicar a reflexao em espelhos
curvos [2]. O interesse por essas curvas renasceu na Europa durante o Renascimento,
impulsionado pela necessidade de novos métodos na astronomia e na geometria.

A grande revolugao ocorreu no século XVII com o advento da Geometria Analitica,
estabelecida por René Descartes e Pierre de Fermat. Nesse periodo, as cOnicas
deixaram de ser tratadas apenas como formas geométricas espaciais e passaram a ser
expressas por equagoes algébricas no plano cartesiano. Descartes, ao estabelecer a relagao
entre algebra e geometria, permitiu que as propriedades dessas curvas fossem analisadas
de forma puramente analitica [6].

Outro marco fundamental foi a publicagao da obra Principia Mathematica (1687), de
Isaac Newton. Nela, Newton demonstrou que as érbitas dos planetas em torno do Sol
sao elipticas, fundamentando-se nas leis da gravitagao universal e consolidando a aplicagao
das cOnicas na mecanica celeste [2].

Portanto, ao longo dos séculos, as conicas deixaram o campo da abstracao para desem-
penhar um papel essencial na engenharia, arquitetura e tecnologia. Atualmente, além de
seu valor tedrico, elas fundamentam aplicagoes praticas onipresentes, como o design de an-
tenas parabdlicas, o funcionamento de sistemas opticos, o calculo de trajetérias balisticas

e a estruturacao de grandes obras arquitetonicas [12].

2.1.1 Estudo das seccoes cOnicas

O estudo das secgOes conicas iniciou-se por volta do século IV a.C. Desde entao,
incontaveis matematicos e fisicos dedicaram grande parte de suas vidas ao estudo dessas
curvas e de suas propriedades geométricas. Este capitulo apresenta uma breve anélise, de
carater nao exaustivo, sobre a génese das conicas no periodo que antecede as contribuicoes

de Apolonio de Perga, astronomo e matematico da Escola de Alexandria.
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A importancia deste resgate historico refere-se ao fato de que os fundamentos con-
solidados por Apolonio em sua obra maxima, intitulada "As Coénicas", colaboram até
hoje com os estudos da geometria analitica moderna. E amplamente aceito que grande
parte do conhecimento sistematizado que possuimos sobre este assunto advém dos estudos
rigorosos realizados por Apolonio (BOYER, 2012).

Antes desse periodo, mateméaticos como Menecmo ja haviam iniciado a investigagao
dessas curvas ao tentarem resolver problemas classicos, como a duplicacao do cubo. To-
davia, foi com a sistematizacdo de Apolonio que as conicas deixaram de ser vistas apenas
como cortes especificos em cones distintos, passando a ser compreendidas como varia¢oes

de inclina¢do de um plano sobre um tnico cone de duas folhas (IEZZI, 2013).

2.1.2 Representagcao de um cone de duas folhas no espacgo tri-
dimensional de mesmas dimensoes e volume utilizando o
software Geogebra 3D

O programa GeoGebra permite que o usuario visualize graficos de determinadas situ-
acoes, em especifico, podemos construir uma imagem de dois cones em um espago tridi-

mensional, ou seja, um cone de duas folhas, ambos idénticos em relagao ao seu volume e

dimensoes.

Figura 3: Cone de duas folhas.

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o software Geogebra (2026).

2.1.3 Planificacao de um cone e tronco de cone

A planificagdo do cone e do tronco de cone consiste em representar suas superficies
tridimensionais em um plano, preservando suas areas. No cone, a base permanece um
circulo de raio r e a superficie lateral transforma-se em um setor circular de raio igual
a geratriz g, cujo arco corresponde a circunferéncia da base. Desta maneira, é possivel

obter a area lateral e area total, sendo:
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1 Alateral =Trg
ii Ay = 72 + g

Além disso,o tronco de cone, formado pelo corte de um cone por um plano paralelo a
base, a planificacao res R e r e uma superficie lateral em forma de setor circular anular.

Sua area lateral e area total sao dadas por:

1 Alateral = W(R + T)g

it Aty = TRZ+ 712 + (R +1)g

Figura 4: Planificacao do cone.

Fonte: Matemédtica Bésica. Disponivel em:https://matematicabasica.net/area-do-cone/

2.1.4 As contribuicoes de Apolonio de Perga para os estudos

das conicas

As contribuic¢oes de Apolonio de Perga representam o apice da geometria grega classica.
Vivendo aproximadamente entre 262 a.C. e 190 a.C., ele ficou imortalizado com o titulo
de o "Grande Gedometra" devido ao rigor e a profundidade de suas demonstragoes [2]. Sua
obra magna, "As Cdnicas" (Konika), foi originalmente dividida em oito livros, dos quais
apenas os quatro primeiros sobreviveram no grego original, enquanto os volumes V, VI e
VII foram preservados por meio de tradugoes arabes; o oitavo volume, infelizmente, foi
perdido [6].

A estrutura da obra reflete uma organizacao logica sem precedentes:

Livros I-IV: Introducao as propriedades fundamentais das curvas (elipse, pardbola e
hipérbole), estudos de didmetros e propriedades de tangéncia.

Livros V-VII: Discussoes avancadas sobre segmentos méximos e minimos (antece-
dendo conceitos de normais e curvatura), segoes semelhantes e didmetros conjugados.

Uma de suas contribuigoes mais célebres foi a introdugao dos termos elipse (élleipsis),

parédbola (parabolé) e hipérbole (hyperbolé). Tais nomenclaturas ndo eram arbitrarias;
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elas derivavam do método grego de aplicacio de dreas, onde se comparava o quadrado de
uma ordenada com um retdngulo aplicado sobre a abscissa [2].

Somado a isso, Apolonio promoveu a unificacdo das se¢des cOnicas. Enquanto seus
predecessores (como Menecmo) acreditavam que eram necessarios trés tipos diferentes de
cones para gerar as trés curvas, Apolonio demonstrou que todas podem ser obtidas a
partir de um tnico cone duplo de base circular, bastando variar a inclinagao do plano de
corte em relacdo a geratriz do cone [11].

Por fim, seus estudos sobre didmetros conjugados e assintotas anteciparam ferramentas
que seriam fundamentais séculos depois para a Geometria Analitica. Apoldnio estabeleceu
que as propriedades das conicas independem de eixos fixos, tratando-as por meio de suas
propriedades intrinsecas, o que conferiu uma base conceitual robusta que perdurou até a

modernidade.

Figura 5: Apolonio De Perga.

Fonte: Matemaética e suas regras. Disponivel em:

https://mregrsa.blogspot.com/2012/11/apolonio-de-perga-nasceu-cerca-de-262-a.html
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Capitulo 3
O problema da duplicacao do cubo

O problema da duplicagdo do cubo, também conhecido como o "Problema Délico’,
figura entre os trés grandes desafios classicos da geometria grega, juntamente com a qua-
dratura do circulo e a trissecao do angulo. Este desafio consiste em construir, utilizando
exclusivamente régua nao graduada e compasso, o lado de um cubo cujo volume seja exa-
tamente o dobro de um cubo dado.De acordo com a tradi¢do, a denominagao "Problema
Délico" origina-se de uma lenda envolvendo a ilha de Delos. Sobre a origem deste enigma,
Howard Eves relata: [4].

De acordo com uma das versoes da lenda, o Oraculo de Delfos teria ordenado
aos habitantes de Delos, para que se livrassem de uma peste, que duplicassem
o altar ctbico de Apolo. Os habitantes tentaram entdo resolver o problema,
dobrando o comprimento das arestas do altar, mas com isso obtiveram um
altar com oito vezes o volume do original. Quando os habitantes de Delos
consultaram Platao sobre o assunto, ele respondeu que o oraculo nao queria
de fato um altar maior, mas sim que eles passassem a cultivar o estudo da
geometria [4].

Formalmente, dado um cubo de aresta a, seu volume é V = a®. Duplicar este volume
significa encontrar uma nova aresta z tal que z° = 2a®, o que implica em = = av/2. A

questao resume-se, portanto, a construgao geométrica da raiz ciubica de 2 [2].

Além disso, nao é possivel achar solugdes para o problema por meios euclidianos foi
elucidada apenas no século XIX. Sobre essa transicdo do pensamento geométrico para o
algébrico, Tatiana Roque observa que:

A impossibilidade de resolver esses problemas classicos com régua e compasso
so foi demonstrada quando eles foram traduzidos para a linguagem da algebra.
O que era um problema de construgao de figuras tornou-se um problema sobre
a natureza dos nimeros e das extensoes de corpos [10].

Dessa forma, provou-se que a construgao com régua e compasso esta limitada a exten-
soes de corpos de grau 2. Como +/2 é raiz do polinémio irredutivel p(z) = % — 2, seu
grau sobre os racionais é 3, o que torna sua construcao impossivel pelos métodos classicos

[6].
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Apesar dessa restricao, solugoes nao-euclidianas surgiram na antiguidade. Hipocrates
de Quios demonstrou que o problema poderia ser reduzido a busca por duas médias
proporcionais entre a e 2a (a :x = x :y =y : 2a). Essa redugao foi o que permitiu que
matematicos posteriores, como Menecmo, utilizassem as sec¢oes conicas para encontrar

tais médias, transformando um dilema mistico em um dos pilares da geometria avangada

14].

3.1 A Relacao Estrutural entre a Duplicacao do Cubo

e as CoOnicas

Foi nesse contexto que surgiram novas abordagens geométricas que ampliaram signifi-
cativamente o campo de investigacao matematica. As cOnicas surgiram originalmente da
tentativa de resolver o problema da duplicagao do cubo [1]. Entre os matematicos gregos
que se dedicaram ao problema destaca-se Menaechmus, discipulo de Eudoxus de Cnidus
e contemporaneo de Platdo. Ao buscar uma solug¢ao para a duplicagdo do cubo, Me-
naechmus investigou a intersecao entre superficies conicas e planos, identificando curvas
especificas que hoje s@o conhecidas como se¢des conicas. Em particular, ele demonstrou
que a solucao do problema poderia ser obtida por meio da intersecao de duas curvas
que atualmente reconhecemos como parabolas ou, em outra construcao equivalente, pela
intersecao entre uma parabola e uma hipérbole.

Essa abordagem representa um avanco conceitual importante, pois estabelece uma
relacdo direta entre um problema algébrico de natureza cubica e estruturas geométricas
mais complexas. Ao considerar as propriedades dessas curvas, Menaechmus percebeu que
a solugao da equacao cibica associada ao problema poderia ser interpretada geometrica-
mente como o ponto de intersecdo entre duas conicas. Dessa forma, as curvas nao eram
apenas objetos geométricos abstratos, mas instrumentos capazes de expressar relagoes
proporcionais mais sofisticadas do que aquelas acessiveis apenas por meio de construgoes
lineares.

Posteriormente, o estudo sisteméatico dessas curvas foi aprofundado por Apolénio de
Perga em sua obra Codnicas, na qual foram estabelecidas as bases tedéricas das secoes
coOnicas, incluindo as denominacoes elipse, parabola e hipérbole. Apoldnio nao apenas
consolidou os resultados obtidos anteriormente, mas também desenvolveu uma andlise
rigorosa das propriedades geométricas dessas curvas, contribuindo para que elas se tor-
nassem objetos centrais da investigacao matemaética.

Nesse sentido, a duplicacao do cubo pode ser interpretada como um problema cata-
lisador que impulsionou a ampliacdo do repertério geométrico da matematica grega. A
necessidade de resolver uma equacao cibica por meios geométricos levou a descoberta e

ao estudo das conicas, estabelecendo uma conexao estrutural entre problemas de natu-
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reza algébrica e construgoes geométricas. Tal relacao evidencia que o desenvolvimento da
matematica nao ocorre de maneira isolada, mas frequentemente emerge da tentativa de

resolver problemas especificos que exigem a criacao de novos conceitos e métodos.

3.1.1 Formulacao Algébrica do Problema
O problema da duplicacao do cubo consiste em, dado um cubo de aresta a, determinar
a aresta x de um novo cubo cujo volume seja o dobro do volume inicial. Isto é,
3 = 2a®.

Equivalentemente,

I:CL\3/§.

A questdo fundamental é que o ntimero /2 nao pode ser construido com régua e

compasso, pois sua obtencao exigiria a resolucao de uma equacao cubica irreduzivel sobre

Q.

3.1.2 Reducao a Médias Proporcionais
O problema pode ser reformulado como a determinacao de duas médias proporcionais
entre a e 2a. Procuram-se x e y tais que:
a:rx=x:yYy=1y:2a.

Das proporg¢oes obtemos:

a 2
-—=—- =  x=ay,
r vy
T
g = 3? = 2ax.
Y 2a
Temos entao o sistema:
2 = ay
y? = 2ax

3.1.3 Interpretacao Geométrica

As equacoes

e =ay e Yy =2ax



representam duas parabolas no plano cartesiano, graficamentre da seguinte forma:

Figura 6: Parabolas no plano cartesiano.
Y

A solucao do problema corresponde ao ponto de intersecdo dessas duas curvas.

Substituindo y = % na segunda equagao:

2\ 2
(x) = 2ar,
a

x
- = 2ax,
a
zt = 2ax
Como x # 0, segue que
> = 2a>.

Portanto, a intersecao das duas parabolas fornece exatamente a solucao da equagao
cibica associada & duplicacdo do cubo, sendo 2a® = a+/2. Destarte, o problema constitui

um ponto de encontro entre Geometria Classica ¢ Algebra Moderna.
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Capitulo 4

Conica sendo utilizada na fisica

4.1 Estudos voltados para a aplicacao da Elipse

A relagao entre as conicas e a Fisica segue trechos de diferentes leis, épocas, temas e
autores, sendo relagoes diretamente interligadas com a triade (elipse, pardabola e hipér-
bole), e assim podemos citar e demonstrar trés assuntos nos quais utilizam as figuras
coOnicas.

Na primeira lei do filésofo e astrélogo alemao Johannes Kepler, também conhecida
como lei das oérbitas, estabelece que os planetas se movem em o6rbitas elipticas ao redor
do Sol, tendo o mesmo em um dos focos da elipse, isso implica que a Orbita planetaria
nao é uma circunferéncia perfeita, mas sim uma elipse, uma curva plana e fechada com
dois focos, sendo o Sol posicionado em um deles.

A primeira lei de Kepler estabelece que os planetas descrevem o6rbitas elipticas
em torno do Sol, o qual ocupa um dos focos dessas elipses. Esta descoberta foi
revoluciondria, pois abandonou a crenga milenar na perfeicio do movimento
circular uniforme. Ao utilizar a elipse, Kepler conseguiu explicar as variagoes
de velocidade e posicao dos planetas com uma precisao que nenhum modelo an-

terior, fosse ele ptolemaico ou copernicano, fora capaz de atingir, consolidando
a utilidade préatica das segdes conicas [2].

Como consequéncia, Kepler observou que os planetas nao se movem ao redor do Sol em
uma velocidade constante. Isso ocorre porque suas orbitas tém um formato eliptico, o que
faz com que a distancia entre o planeta e o Sol varie. Essa variagdo na distancia provoca
mudancas na velocidade orbital dos planetas. Quando o planeta esta mais préximo do
Sol, diz-se que ele esta no periélio; ja quando estd no ponto mais afastado, esta no afélio.

Diante disso, tornou — se notoério a importancia dos estudos referentes a elipse e como
que o movimento orbital planetario segue uma geometria eliptica, fundamentada em
abordagens aprofundadas no tema, grandes nomes da fisica, astronomia e matematica
dedicaram tempo e perseveranga no movimento eliptico, verifique uma elipse no espago

tridimensional.
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4.1.1 Exemplo de aplicacao da Elipse

Considere a 6rbita de um planeta descrita por:

Identificando os pardmetros:
a?=25=a=5 b =16=>b=1
Calculo de c:
2 =g p?
>=25-16=9
c=3

Focos:
Fy=(-3,0), F,=(3,0)

Propriedade:
PF, + PF, =2a =10

4.1.2 Graficamente

Figura 7: Elipse no plano com focos Fi(—3,0), F»(3,0).
)
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4.2 Estudos voltados para a aplicacao da Parabola

Ao abordarmos a pardbola de uma maneira geral, nos deparamos com diversos tépicos e

exemplos, na fisica é bastante utilizada para calculos de distancia de projéteis, arremessos
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e movimentos que tragcam uma linha parabdlica. Visto isso, quando um corpo é lancado
com certa velocidade inicial formando um angulo com a horizontal, seu movimento pode
ser decomposto em duas componentes independentes: uma horizontal, com velocidade

constante, e outra vertical, sujeita a aceleracao da gravidade.

4.2.1 Exemplo de utilizacao de parabola em um arremesso no

basquete

Considere os valores utilizados com o intuito de simplificar o exemplo dado, ou seja,

sem nem uma relacdo com uma situacao real. Temos os seguintes dados:

o Altura inicial: yo = 2m (altura do jogador)
« Velocidade inicial: vy = 8m/s

o Angulo: 6 = 45°, o angulo de 45° é utilizado por maximizar o alcance em condicoes

ideais, sendo adotado para simplificar a modelagem do problema na Fisica.
« Gravidade: g = 9,8m/s’
A equacao da trajetoria é dada por:

9

y(z) = x tan(f) — 50 cos?(6)

:E2+yo

Substituindo os valores:

y(r) = x — 0,1532% 4 2

Para determinar a distdncia horizontal em que a bola atinge a altura da cesta (3,05 m),

resolvemos:

3,05 =z — 0,153z + 2

Reorganizando:

0,1532> — 2+ 1,05 =0

Aplicando a férmula de Bhaskara:

A = b — dac
b+ VA
v 2a
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Portanto

—(—=1) £ /(-1)2 — 40,153 - 1,05
B 20,153

14 /T —0,6426
0,306

. 14 ./0,3574
n 0,306

T

xr =

e 1+ 0,598
= 0,306

Tomando a solugao fisica valida:

r~4,6m

4.2.2 Graficamente

Figura 8: Grafico de um aremesso gerando uma parabola.
y (altura m)

x (distdncia m)

4.3 Estudos voltados para a aplicacao da hipérbole

Um exemplo mais simples da aplicacdo da hipérbole na Fisica, com foco em seus

elementos geométricos, pode ser compreendido a partir de uma interpretagao envolvendo

duas fontes de influéncia no espago. Considere dois pontos fixos no plano, F; e Fj,

que representam os focos de uma hipérbole. Visto isso, suponha que uma particula se

desloque de tal forma que a diferenca entre suas distancias a esses dois pontos permaneca

constante. O conjunto de todas as posi¢oes possiveis que satisfazem essa condicao define

geometricamente uma hipérbole.
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Ademais, essa situacdo pode ser interpretada, por exemplo, como a propagacao de
sinais provenientes de duas fontes distintas. Nesse caso, a diferenca de distancias estd
diretamente relacionada a diferenca de tempo de chegada ou de intensidade da particula
em um determinado ponto do espaco. Assim, a hipérbole representa o lugar geométrico
dos pontos onde essa diferenca se mantém constante.

Dessa forma, os focos assumem um significado fisico ao representarem as fontes do
fenomeno analisado, enquanto a hipérbole descreve a distribuicdo espacial das posi¢oes
que satisfazem a condicao imposta. Esse tipo de abordagem evidencia, de maneira aces-
sivel, a conexao entre propriedades geométricas e sua interpretacao em fenémenos fisicos,

contribuindo para uma compreensao mais integrada entre matematica e Fisica.

4.3.1 Exemplo de dois focos quaisquer no plano
Considere dois focos em F} = (—2,0) e Fy = (2,0).
As distancias de um ponto genérico (x,y) até os focos sao:

1 =/(x +2)% 4+ 32

ro =/ (z — 2)? + 2

Pela defini¢cao de hipérbole:

‘?"1—7’2‘:2

Substituindo:

a2yt - o -2y =2

Elevando ao quadrado:

2

(Va+2r sy - @-27+42) =4

Expandindo:

(@422 + 92+ (2 =22 +y* —2/[(x +2)2 + 32 [(x — 22 + 4?2 =4

Simplificando:

207 + 8+ 2% — 2\/[(x +2)2 + 12| [(x — 2)2 + 42 =4

Isolando a raiz:

2/[(x +2)2 + 2] [(x — 2)2 + 7] = 222 + 24 + 4
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Dividindo por 2:

Vi@ +22 + 92 [ —2)2 + 92 =2? + 4> + 2
Elevando ao quadrado novamente:

[(@+2?+9°] (2 -2+ 9] = (@® +y* +2)°
Apés simplificacoes algébricas, obtemos:

v

2
=1
12

22
4

4.3.2 Graficamente

Figura 9: Hiperbole com focos Fy(—4,0), F5(4,0).

F1<_470 F2(4, 0)
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Capitulo 5

O Uso do Software GeoGebra no

Ensino de Conicas

A insercao de softwares de geometria dinamica, com énfase no GeoGebra, estabelece
um novo paradigma no processo de ensino-aprendizagem das secoes conicas. Tradicio-
nalmente, o estudo da elipse, parabola e hipérbole é conduzido de forma estritamente
analitica, priorizando a manipulagao de equagoes quadraticas em detrimento da compre-
ensao geométrica. Ao utilizar o GeoGebra, é possivel resgatar a génese dessas curvas como
lugares geométricos resultantes da interseccdo de um plano com um cone de revolucao. A
ferramenta permite a visualizagdo simultdnea em multiplas janelas (2D e 3D), proporci-
onando ao discente a percepgao da transicdo entre o objeto sélido e a sua representagao
planar.

A principal contribuicao desse recurso tecnoldgico reside na sua capacidade de manipu-
lagao paramétrica em tempo real. Através da utilizacao de seletores de variacdo (controles
deslizantes), o estudante pode alterar a inclinagdo do plano intersetor e observar a mu-
danca continua das curvas. Esse dinamismo evidencia que a excentricidade de uma conica
nao é um valor arbitrario, mas uma consequéncia direta da relagao angular entre o plano
e a geratriz do cone. No que tange ao estudo do tronco de cone, o software viabiliza
a andalise de se¢oOes transversais e o calculo imediato de grandezas como &rea lateral e
volume, transformando conceitos abstratos em modelos matematicos tangiveis.

Portanto, o GeoGebra atua como um mediador cognitivo eficaz, que nao apenas fa-
cilita a visualizacao espacial, mas também promove a sintese entre a geometria sintética
e a algebra analitica, essencial para a formagdo matematica em nivel superior. Ademais,
a elipse, pardbola e hipérbole sao construtiveis ao selecionar a opg¢ao janela de visuali-
zagdo 3D dentro do programa, apds isso, serdo visiveis os trés eixos (z,y, z) para que,

arbitrariamente, sejam escolhidos trés pontos para a criagao do cone, observe:
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Figura 10: Cone em um espaco tridimensional.

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o Sofware Geogebra (2026).

A partir da figura 10, é possivel tragar um plano paralelo a base do cone. Visto
isso, a interseccao de um cone de revolucao por um plano paralelo a sua base resulta
na decomposi¢cao do solido em duas figuras distintas: um cone menor, que preserva as
proporgoes e a excentricidade do original através de uma razao de semelhanca constante,
e um tronco de cone, que corresponde a regiao compreendida entre a base e o plano de
secao.

No software GeoGebra, esta construgao permite visualizar a relagao de proporciona-
lidade entre raios e alturas, evidenciando como o volume e a area lateral de ambos os
solidos variam conforme a posicao do plano intersetor.

A definicdo matematica de um plano no espaco tridimensional R?® é dada pela sua
equagao geral, expressa por:

ar +by+cz+d=0

Onde os coeficientes a, b e ¢ representam as componentes do vetor normal ao plano, de-
terminando a sua inclinagdo, enquanto o termo constante d indica a posi¢ao do plano em

relacao a origem do sistema de coordenadas.
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Figura 11: Plano paralelo a base do cone.

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o Software Geogebra (2026)

O plano pode ser gerado diagonalmente, resultando em uma pardbola na parte interna
do cone, o plano deve ser z = x + 2. Para isso, deve -se selecionar a ferramenta chamada
"intersecao geométrica', de forma que seja possivel evidenciar a imagem da parabola
através da imagem do cone.

Algebricamente, ao realizarmos a substituicao da equagao do plano na equacao do
cone, obtemos (x + d)? = 22 + y?, que se expande para z% + 2xd + d* = 2% + y>. Note
que os termos de segunda ordem em z (x?) se anulam em ambos os lados da igualdade,

restando a expressao y? = 2dx + d?. Esta reducdo de grau é o que caracteriza a parabola.

Figura 12: Parabola gerada a partir de um plano diagonal.

&3

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o Software Geogebra (2026).

A construcao de uma elipse no GeoGebra oferece uma oportunidade tinica de integrar
a definicdo geométrica classica com a visualiza¢ao analitica moderna. Ao utilizar a fer-
ramenta "Elipse', o software solicita a marcagdo de dois pontos distintos no plano, que

atuardo como os focos (F} e Fy), e um terceiro ponto pertencente a curva. Instantanea-

30



mente, o programa traca o lugar geométrico de todos os pontos cuja soma das distancias
aos focos é constante, materializando a definicao métrica fundamental desta conica.

A grande vantagem académica reside na opcao "Janela de Algebra', que exibe em
tempo real a equacao quadratica correspondente, permitindo que o estudante observe
como o deslocamento dos focos altera diretamente os coeficientes da formula e a excentri-
cidade da figura.

Os controles deslizantes, opcao presente em qualquer versao do Geogebra, permite o
usuario aumentar e diminuir a distancia dos focos, consequentemente alterando o tamanho

da elipse.

Figura 13: Elipse no cone.

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o Software Geogebra (2026).

A construcao de uma hipérbole completa no GeoGebra 3D fundamenta-se na inter-
seccao de um plano vertical com um cone duplo, definido analiticamente pela equacao

2 2 2
Tzt + Yyt = 25

0 que permite a manifestacao simultanea dos dois ramos simétricos da
curva. Ao estabelecer um plano intersetor que atravesse ambas as superficies do sélido
e aplicar o comando de intersec¢ao, o software materializa o lugar geométrico onde a di-
ferenca das distancias aos focos é constante, revelando a excentricidade caracteristica da

conica.
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Figura 14: Hipérbole no cone duplo.

-

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o Software Geogebra (2026).

A utilizagado do software GeoGebra no ensino de se¢oes conicas revela-se como uma
estratégia pedagogica indispensavel para a superacao do ensino puramente abstrato. Ao
longo deste capitulo, observou-se que a transicao entre a geometria sintética e a algebra
analitica é facilitada pela natureza dindmica do programa, que permite ao discente visu-
alizar a génese da elipse, pardbola e hipérbole como lugares geométricos resultantes de

intersecgoes em solidos tridimensionais.
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Capitulo 6

Demonstracao da equacao e

propriedades do cone

Demonstracao da Equacao do Cone

A equagao do cone pode ser demonstrada a partir de sua definicdo geométrica no
espaco tridimensional R3. Além disso, a equacdo com vértice na origem (0,0,0) e eixo
no eixo z ¢ dada por z% + y? = (ztana)? , onde a ¢é o semidngulo do vértice. Essa
formula descreve os pontos cuja distancia ao eixo z é proporcional a altura, formando
uma superficie conica, muitas vezes simplificada para x? + y* = k%22

Considere um ponto P(x,y, z) no cone. Entao:

z
cosq =
VR
Elevando ao quadrado:
2
z
cos’ a =

2+ y? + 22
cos® a(z® + y* + 2%) = 2°

2

cos? a(x? + 4?) = 2*(1 — cos® @)

2

cos® a(x? + ) = 2

sin’ «

r? + y2 = 22 tan’ o

Essa equagao representa um cone duplo (superior e inferior), simétrico em relacao a

origem no espaco R3
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1. Equacao geral da superficie lateral do cone

A forma geral da equacao de uma conica (neste caso, o cone circular reto) é dada por:

TQ
$2 + y2 — 22 <h2>

onde:
e 1 é o raio da base,
e h é a altura do cone,
e z varia de 0 até h.

Essa equacao representa a superficie lateral do cone, sem incluir a base.

6.0.1 Forma paramétrica

A partir da equacao cartesiana, podemos obter a forma paramétrica:

r
T = —zcosb
h

y:%zsinﬁ com 0<z<h, 0<60<2r
z2=2z

3. Area lateral do cone

A area lateral do cone é dada por:
Ap =7ryg

onde g é a geratriz:

g=Vr?+h?

Substituindo:

Ay = ar /T IR
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6.0.2 4. Volume do cone

O volume do cone é uma grandeza que expressa a quantidade de espago ocupada
por esse solido geométrico tridimensional, sendo um conceito fundamental na Geometria
Euclidiana. Desta maneira, um cone circular reto é definido como o conjunto de segmentos
de reta que ligam todos os pontos de uma circunferéncia (base) a um ponto fixo fora do
plano, denominado vértice. A determinacgao de seu volume estd diretamente relacionada
a area da base e a altura do solido, que corresponde a distancia perpendicular entre o
vértice e o plano da base.

Do ponto de vista matematico, o volume do cone é dado por um tergo do produto entre
a area da base e a altura, o que pode ser interpretado como sendo um ter¢o do volume
de um cilindro que possui a mesma base e a mesma altura. Essa relagao evidencia uma
conexao importante entre diferentes sélidos geométricos e pode ser justificada por meio
de argumentos geométricos ou pelo uso do Célculo Integral. Assim, o volume do cone
nao apenas fornece uma medida quantitativa do espaco ocupado, mas também ilustra a

integracao entre conceitos geométricos e analiticos na descri¢ao de formas tridimensionais.

6.0.3 Volume do cone por integracao

Para a fundamentacao analitica do volume do cone circular reto, utiliza-se o conceito
de sodlidos de revolugao. Considere uma reta que passa pela origem (0,0) e por um ponto
(h,r) no plano cartesiano, cuja equagao é dada por f(x) = ;x. Ao rotacionar a regiao
limitada por essa reta, pelo eixo das abcissas e pelas retas verticais + = 0 e x = h em
torno do eixo x, obtém-se um cone de altura h e raio da base 7.

Segundo Lima (2006), o volume de um sélido gerado pela rotagdo de uma fungao con-
tinua em torno do eixo x ¢ obtido através da integracao das areas das secgoes transversais
circulares ao longo do eixo de simetria. O autor formaliza que:

O volume de um sélido de revolugao, cujas secgoes transversais perpendiculares

ao eixo x sdo discos de raio f(x), logo, é dado pela integral da fungio &drea
A(z) = n[f(x)]? no intervalo correspondente & altura do sélido [8].

Dessa forma, a demonstracao do volume V' configura-se no calculo da seguinte integral
definida:

V= W/Oh[f(x)]de

- r

Substituindo a fungao geratriz f(x) = 72 na expressdo, temos:

h r 2
V=7T/O <hx) dx

Como r e h sao constantes em relacao a variavel de integragdo x, podemos retira-los

da integral:
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verl ["a2d
—Wﬁ/ol’ T

Aplicando o Teorema Fundamental do Céalculo para resolver a integral de poténcia:
2 1,370

V= |
h? |3 ],

Avaliando nos limites de integragao de 0 a h:

T2 hS 03
Ve=r (o=
7rh2<3 3)

Simplificando os termos, obtemos a expressao classica para o volume do cone:

1
V= §7T7”2h,

Esta demonstragao ilustra como ferramentas do calculo diferencial e integral corrobo-
ram os resultados obtidos milenarmente pela geometria grega, conferindo rigor analitico

a medida do volume.

6.0.4 Angulo do vértice do cone

O angulo « entre a geratriz e o eixo z é dado por:

tan(a) = % = a= tan_1<2>

6. Resumo das férmulas principais

Equacao cartesiana: 2% + y? = ﬁzg
r
x = —zcosf
;z
Forma paramétrica: Yy = 7 zsinf
z2=2z
Area lateral: Ap = mry/r?2 + h?
L,
Volume: V= 5777" h
< r
Angulo de abertura: tana = 7
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Capitulo 7

Seccoes Conicas e Definicoes

7.1 Elipse

Uma elipse ocorre quando o plano de corte intercepta apenas uma das partes do cone
e nao é paralelo a geratriz, resultando em uma curva fechada e continua. Essa construcao
evidencia a relagdo entre a geometria espacial e as curvas planas, além de destacar a
elipse como o conjunto dos pontos cuja soma das distancias a dois focos é constante,
caracteristica que também fundamenta suas diversas aplica¢bes matematicas e fisicas.

Além disso, temos uma elipse quando:

A>0, B>0 e A#B.

Elementos Constituintes da Elipse

A elipse é uma coOnica cujas propriedades métricas dependem da posicao relativa de
seus elementos principais. Abaixo, apresentamos a construcao detalhada da elipse &

centrada na origem O(0,0) com o eixo maior sobre o eixo das abscissas.

Figura 15: Representacao geométrica dos elementos lineares e pontos notaveis da elipse.

Para a compreensao completa da figura acima, definimos os seguintes elementos:
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a) Focos (F; e Fy): Sdo os dois pontos fixos internos. A distdncia entre eles,
d(Fy, Fy) = 2¢, é chamada de distancia focal.

b) Centro (O): E o ponto médio do segmento que une os focos. Nas equacdes cand-

nicas, representa a origem do sistema.

c) Eixo Maior (A;A): E o segmento de reta que passa pelos focos e cujas extremi-

dades estao na elipse. Seu comprimento é 2a.

d) Eixo Menor (B;B,): E o segmento perpendicular ao eixo maior que passa pelo

centro. Seu comprimento é 2b.

e) Vértices (A1, Az, By, By): Sao os pontos de intersec¢ao da elipse com seus eixos de

simetria.

f) Raios Vetores: Para qualquer ponto P pertencente & elipse, os segmentos PFj e

PF; séo os raios vetores, cuja soma é sempre constante: d(PFy) + d(PFy) = 2a.

g) Relagao Pitagérica: Em toda elipse, os pardmetros a, b e ¢ satisfazem a igualdade
a? = b*> + ¢?, onde a é a hipotenusa do tridngulo retangulo formado pelo centro, o

foco e o vértice do eixo menor.

7.1.1 Excentricidade

Definicio 1. Seja € uma elipse definida no plano euclidiano R?. Geometricamente, a
elipse é o lugar geométrico dos pontos cuja soma das distancias a dois pontos fixos Fj e

F5, denominados focos, é constante e igual a 2a, onde 2a > d(F}, F3).

A excentricidade é o elemento que caracteriza a forma da conica. Se 0 < e < 1,
a curva é uma elipse; se e = 1, temos uma pardbola; e se e > 1, a curva é
uma hipérbole. No caso limite onde a excentricidade tende a zero, a elipse
aproxima-se de uma circunferéncia [7].

A forma da elipse é intrinsecamente ligada a sua excentricidade (e), um parametro
adimensional que mede o grau de achatamento da conica. Matematicamente, a excentri-

cidade é definida pela razao entre a semidistancia focal ¢ e o semieixo maior a:

Considerando que a relacdo fundamental da elipse é dada por a? = b? + ¢2, onde b re-
presenta o semieixo menor, podemos expressar a excentricidade em termos das dimensoes

dos eixos:



7.1.2 Representacao Grafica
Abaixo, apresenta-se a construgao geométrica de uma elipse com seus elementos prin-

cipais identificados.

Figura 16: Elementos geométricos da elipse.
Y

Fy O a Fy

7.1.3 Analise Limite da Excentricidade

O dominio da excentricidade para elipses é o intervalo e € [0,1). Analisamos os casos

notaveis:

« Caso Circular (e =0): Quando ¢ = 0, os focos coincidem com o centro O. Neste

cenario, a = b, transformando a elipse em uma circunferéncia de raio a.

+ Caso Linear (¢ — 1): A medida que ¢ se aproxima de a, o valor de b tende a
zero. A elipse torna-se extremamente alongada, aproximando-se visualmente de um

segmento de reta que une os vértices.

Esta caracteristica é fundamental no estudo das érbitas celestes, onde a trajetoria de
um corpo sob influéncia gravitacional descreve uma elipse com o corpo central ocupando

um dos focos, conforme enunciado pela Primeira Lei de Kepler.

Exemplos de Calculo de Excentricidade

Abaixo, demonstramos o calculo da excentricidade (e) para duas elipses com diferentes

proporgoes, utilizando a defini¢cdo 1.
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Exemplo 1: Elipse com a=5e b=14

Neste caso, os semieixos possuem valores préximos, sugerindo uma curva menos acha-
tada.

42
e = 1—?
16
= /1—=
€ 25
_ [»-16
=\ 25
9
e=\]—
\' 25
3
— 206
(& 5 s

Resultado: A excentricidade é 0, 6.

Exemplo 2: Elipse com a=10e b =3

Aqui, a grande diferenca entre os semieixos resultarda em um valor de e préoximo de 1.

32
—=4/1—
‘ 102
e=4/1— 9
100
e =+/0,91
e~ 0,9539

Resultado: A excentricidade é aproximadamente 0, 95.

Figura 17: Comparacao entre uma elipse pouco excéntrica e uma muito excéntrica.

Exemplo 1: e = 0,6 Exemplo 2: e ~ 0,95
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7.2 Parabola

Temos uma parabola quando lidamos com uma fun¢ao do segundo grau, ou seja, uma
funcao polinomial da forma:
f(z) = az® + bz +c,

onde a # 0. Essa condi¢ao garante que a curva seja realmente uma parabola. Além disso,
b e c sdo coeficientes que influenciam a posigao e a forma da parabola.

Uma parabola é o lugar geométrico de um ponto que se move num plano de tal

maneira que sua distdncia de uma reta fixa, situada no plano, é sempre igual
a sua distancia de um ponto fixo do plano e que nao pertence a reta [7].

e Se a > 0, a concavidade sera voltada para cima;

e Se a < 0, a concavidade sera voltada para baixo.

7.2.1 Excentricidade da Parabola

Defini¢io 2. Segundo Steinbruch e Winterle (1987), "a excentricidade da pardbola é sempre
igual a unidade’. Assim, a parabola é o lugar geométrico dos pontos do plano que estao
a mesma distancia de um ponto fixo F' (foco) e de uma reta fixa d (diretriz), que nao

contém F'.

Analiticamente, a excentricidade (e) de uma coOnica é a razao entre a distancia de um

ponto P ao foco e a distancia de P a diretriz:

Pela propria definicdo da parabola, temos que para qualquer ponto P pertencente a curva,
d(P, F) = d(P,d). Portanto, a excentricidade da parabola é sempre constante e igual a
unidade:

e=1

Esta caracteristica marca o limite de transi¢do entre as curvas fechadas (elipses) e as

curvas abertas (hipérboles).

7.2.2 Exemplo Numérico

Para ilustrar a Defini¢io 2, consideremos uma parabola com foco F(0,1) e diretriz d :
y = —1. Seja o ponto P(4,4) pertencente a curva.

1. Calculamos a distancia de P ao foco F":

d(P,F)=/(4—02+(4-1)2=V16+9=5
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2. Calculamos a distancia de P a diretriz d:
d(P,d) =14 - (=1)] =5

3. Aplicando a razao da excentricidade (e):

Como demonstrado, o valor obtido confirma a Definicao 2, resultando em uma excentri-

cidade unitaria.

Figura 18: Pardbola com excentricidade unitéria (e = 1).
2

Grafico da Parabola y = ix

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

7.3 Hipérbole

A hipérbole surge quando a equacao da curva apresenta subtracao entre dois termos

quadraticos. A forma mais comum (canénica) da equacao de uma hipérbole é:

ZL‘2 y2 yQ 372
?—ﬁzl ou ﬁ—?:].

Essas duas formas geram hipérboles diferentes:

e No primeiro caso, a hipérbole tem os ramos abertos na horizontal,;

e No segundo caso, os ramos sao abertos na vertical.
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7.3.1 Elementos Constituintes da Hipérbole

A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano para os quais a diferenca das

distancias a dois pontos fixos (F} e Fy, os focos) é constante, em valor absoluto, e igual a

2a. Diferente da elipse, a hipérbole é uma curva aberta composta por dois ramos.

Figura 19: Elementos da hipérbole.

F11.41} O%A;FQ

Uma hipérbole é o lugar geométrico de um ponto que se move num plano de
tal maneira que o valor absoluto da diferencga de suas distdncias a dois pontos
fixos do plano, chamados focos, é sempre igual a uma quantidade constante,
positiva e menor do que a distancia entre os focos [7].

Focos (F; e F3): Pontos fixos localizados no eixo real. A distancia entre eles é a

distancia focal 2c.
Centro (O): Ponto médio do segmento que une os focos.

Eixo Real ou Transverso (A;A4,): Segmento que une os dois vértices da hipérbole.

Seu comprimento é 2a.

Eixo Imaginario ou Conjugado (B;B;): Segmento de comprimento 2b, perpen-

dicular ao eixo real e que passa pelo centro.
Vértices (A; e Ay): Pontos de intersecgao da hipérbole com o eixo real.

Assintotas: Retas que se aproximam da curva conforme ela se estende ao infinito,
mas nunca a tocam. Para uma hipérbole centrada na origem, possuem equagoes

Yy = :I:gx.

Relacao Pitagorica: Na hipérbole, a semidistancia focal é a hipotenusa da relagao:

A =a?+ b

Excentricidade (¢): Definida por e = £. Para a hipérbole, tem-se sempre e > 1.
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7.3.2 Excentricidade da Hipérbole

Definicao 3. A excentricidade de uma hipérbole, denotada por e, é a medida que carac-
teriza a abertura de seus ramos. Diferente da elipse, onde a curva ¢é fechada e e < 1, na
hipérbole a excentricidade é sempre superior a unidade (e > 1), o que reflete sua natureza
de curva aberta e ilimitada.

Matematicamente, é definida pela razao entre a semidistancia focal ¢ e o semieixo real

Figura 20: Representacao dos parametros a e ¢ que definem a excentricidade hiperbdlica.

Definicao e Relagoes Fundamentais

Analiticamente, a excentricidade é descrita como a definicao 3. pela razao entre a

semidistancia focal (¢) e o semieixo real (a):

e=—
a

Considerando a relacao pitagérica fundamental da hipérbole ¢? = a? + b%, podemos

reescrever a excentricidade em fungdo dos semieixos real (a) e imaginério (b):

Interpretacao Geométrica do Valor de ¢

O valor de e define a inclinagao das assintotas e a forma da curva:

a) Valores de e préximos de 1: A hipérbole é muito "fechada', com ramos estreitos

e pontiagudos. Isso ocorre quando b é muito pequeno em relacao a a.

b) Hipérbole Equildtera (e = v/2): Quando a = b. Neste caso especial, as assintotas

sao perpendiculares entre si.
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c) Valores de e muito grandes: A medida que e cresce, a hipérbole torna-se cada
vez mais "aberta', tendendo visualmente a duas retas paralelas a medida que o eixo

imaginario domina a estrutura.

Considere a hipérbole de equagao %2 — % = 1. A partir dos parametros a = 3 e b = 4,

calculamos a semidistancia focal ¢ = /32 + 42 = 5.

Fazendo uso da defini¢io 3, determinamos a excentricidade como a razao:

~ 1,67

C
eCc = — =
a

W] ot

Geometricamente, o valor e ~ 1,67 indica que a distancia entre os focos é significa-
tivamente maior que a distancia entre os vértices, resultando na abertura caracteristica
visualizada no grafico. As assintotas, que limitam o crescimento da curva, possuem incli-

~ b _ 14
nagao dada por £, = +3.

Definicao 2. Analiticamente, a excentricidade (e) é definida pela razao entre a semidis-
tancia focal (c) e o semieixo real (a):

e=—
a

Exemplo Pratico: Considere a hipérbole de equacao %2 — % = 1. A partir dos parame-

tros a = 3 e b = 4, calculamos a semidistancia focal ¢ = /32 + 42 = 5.

Fazendo uso da Definicao 2, determinamos a excentricidade:

5
:*%167
e 3 ,

Figura 21: Visualizacao da excentricidade e = 1,67

10

N B~ O
L I | L
t t t

| | ‘F2(57 0) x |
~10 5w 3 \1(3,0) 10

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

A transi¢do para o dominio das hipérboles ocorre quando a excentricidade assume
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valores estritamente maiores que 1 (e > 1). Neste cendrio, a distancia focal supera
o semieixo real (¢ > a), o que gera dois ramos simétricos e abertos. A visualizagao da
excentricidade e = 1,67, apresentada na Figura 21, ilustra precisamente essa configuragao.
Um valor de 1,67 indica uma hipérbole cuja abertura dos ramos ¢é ditada pela inclinagao de
suas assintotas, demonstrando que, quanto maior a excentricidade, mais "aberta'e plana

a curva se torna em relacao ao seu eixo transverso.
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Capitulo 8

Conicas: Usualidade da elipse,

parabola e hiperbole

8.1 Elipse

A formacao da elipse a partir do cone nao é apenas uma curiosidade matematica, mas
possui aplicagoes praticas em diversas areas do conhecimento. Na éptica, por exemplo,
espelhos com formato eliptico tém a propriedade de refletir a luz emitida de um dos
focos diretamente para o outro, caracteristica derivada da prépria definicao geométrica
da elipse. O mesmo principio se aplica na acustica: em salas elipticas ou em domos
com cortes conicos, um som emitido de um foco se concentra no outro, o que pode ser
aproveitado para melhorar a propagacao sonora em teatros e auditérios.

Além disso, na astronomia, a elipse aparece de forma notavel nas orbitas dos planetas
ao redor do Sol. Segundo as leis de Kepler, essas érbitas sao elipses em que o Sol ocupa
um dos focos. Esse modelo s6 é possivel porque, geometricamente, as elipses podem ser
vistas como projecoes planas das se¢oes de um cone, explicando o movimento eliptico dos
corpos celestes com base em cortes inclinados no ‘cone gravitacional” que representa a
acao do campo gravitacional.

Analogamente, a elipse gerada pelo corte do cone pode ser descrita por equagoes para-
métricas ou pela equagao candnica da elipse, cuja forma depende da orientacao do corte
e da inclinacao do plano. A medida que a inclinagdo do plano aumenta, a excentricidade
da elipse também aumenta, tornando a figura mais achatada. Quando o plano é perpen-
dicular ao eixo do cone, a elipse degenera em um circulo, o que reforca a ideia de que o
circulo é um caso especial da elipse.

Portanto, a elipse gerada por um corte obliquo em um cone é uma das figuras mais
estudadas da geometria analitica devido as suas propriedades geométricas e aplicagoes
em areas como fisica, engenharia, astronomia e arquitetura. Sua formacao a partir do

cone demonstra a riqueza e a profundidade das se¢bes conicas no estudo do espago e das
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formas.
A seguir, temos uma representagdo de uma elipse no espaco tridimensional com seu

centroem z = 2

Figura 22: Elipse no espaco tridimensional.
z

A

\

8.1.1 Aplicagao na Arquitetura, Design e Engenharia

A elipse é assiduamente usada na Arquitetura, no Design e na Engenharia, devido
a Propriedade Refletora da Elipse, bem como as superficies geradas pela revolugao da
mesma, conhecidos como elipséides, além disso, possuem propriedades que se usam para
criar condicOes acusticas especiais em auditorios, teatros e igrejas. Mas nao somente em
monumentos atuais, podemos relembrar algumas construcoes classicas como as salas de
sussurros, bastante usadas na antiguidade de caracteristica de forma oval e dois focos, nos
quais duas pessoas se comunicavam através de sussurros, ainda que de maneira inaudivel
para o restante da sala, mostrando a eficiéncia da construcao.

Ademais, um exemplo bastante conhecido por sua relevancia histérica é o Coliseu de

Roma, simbolo de poder do Império Romano.

Figura 23: C

B <

oliseu, Roma, Itélia.
g

¥

Fonte: Turista Profissional (2026). Disponivel em:
https://turistaprofissional.com/dicas-para-visitar-o-coliseu-de-roma/
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O escritor da obra "Alice no Pais das Maravilhas', Lewis Carroll, que era o pseudénimo
do matematico Charles Dodgson , realizou um experimento interessante relacionado ao
estudo da elipse. Ele idealizou uma mesa de bilhar com geometria eliptica, rompendo
com o padrao retangular tradicional. O objetivo era demonstrar que, ao posicionar uma
bola em cada foco, qualquer tacada desferida contra uma delas resultaria em uma colisao
inevitavel com a outra apés o rebote nas bordas. Isso ocorre porque a trajetéria da bola
disparada de um foco é refletida obrigatoriamente em dire¢do ao foco oposto, conforme

descreve Pappas (2002):

Em uma mesa de bilhar eliptica, qualquer bola lancada a partir de um dos
focos, independentemente da direcao, passard necessariamente pelo outro foco
ap6s colidir com a borda da mesa. Carroll utilizou essa propriedade refletora
para demonstrar que, ao posicionar as bolas nos focos, a colisdo torna-se um
resultado geométrico inevitavel da trajetéria [9].

Figura 24: Bilhar Eliptico

Fonte: Atractor, Disponivel em: https://www.atractor.pt/geral/temp/BilharConico.html

8.1.2 Aplicacdo da Elipse: Area total e distancia entre os focos

de uma pista de atletismo

Situacao -Problema

Podemos contextualizar esse topico da seguinte maneira:
Uma pista de atletismo tem o formato de uma elipse, com eixo maior de 90 m e eixo
menor de 60 m.

Deseja-se calcular:
1. A area total da pista;

2. A distancia entre os focos.
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Calculo da area

Férmula da drea:

A=7m-a-b
Semi-eixos:
90
a:?:45m e b=—=30m
Substituindo:
A=7m-45-30

Usando 7 = 3,14:
A =314 - 1350 = 4239 m?

Portanto, a area total da pista é de aproximadamente:
A = 4239 m?

Distancia entre os focos

A distancia dos focos pode ser encontrada considerando:
c=+Va?—-b?

Substituindo:

¢ = V452 — 302

c = /2025 — 900 = /1125

Efetuando a radiciagao:
c~33,5m

Esse valor representa a distancia de F} até o centro (0), logo, devemos considerar:
2c =67m
Portanto, a distancia entre os focos é aproximadamente:

67m
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Equacao Reduzida da Elipse

A equacao reduzida da elipse é dada por:

2 2
z Y
— 4+ =1,
a?  b?

quando o centro estd na origem (0,0) e os focos estao localizados sobre o eixo x.

Por outro lado, temos:
2 2
Y =
a2ty Tt

quando o centro é (0,0) e os focos estao sobre o eixo y.

8.2 Parabola

Do ponto de vista matematico, a pardabola pode ser definida como o conjunto de todos
os pontos que estao equidistantes de um ponto fixo (o foco) e de uma reta fixa (a diretriz).
Segundo Lehmann (1970), essa relagdo de equidistancia é o que define a excentricidade
da parébola como sendo igual a unidade (e = 1) [7]. A equagdo mais comum da parabola,
no plano cartesiano com vértice na origem e eixo de simetria paralelo ao eixo y ¢ dada
por y = ax2y , onde o coeficiente a determina o grau de abertura da curva.

A aplicagao da parabola ultrapassa o campo tedrico e encontra grande relevancia pra-
tica, especialmente na engenharia, 6ptica e comunicacao. a das propriedades mais impor-
tantes da parabola é que qualquer raio paralelo ao seu eixo de simetria, ao refletir em sua
superficie, passa exatamente por seu foco. Essa caracteristica é explorada em projetores
de luz, antenas parabolicas e refletores. Em uma antena parabdlica, por exemplo, ondas
de radio ou sinais de TV que chegam paralelas ao eixo sao refletidas diretamente para o
foco, onde estd localizado o receptor do sinal, garantindo alta eficiéncia na captacao.

Na engenharia civil e arquitetura, a pardbola também aparece em construgoes de
pontes e viadutos com formato parabdlico, devido a sua distribuicao natural de forcas. A
parabola permite que o peso seja distribuido de forma mais eficiente ao longo de um arco,
sendo frequentemente usada no design de estruturas em arco e cuipulas parabdlicas.

Além disso, a trajetéria de objetos em movimento sob a acdo da gravidade, em con-
digoes ideais e sem resisténcia do ar, descreve uma parabola. Esse fato torna a curva
parabdlica fundamental no estudo de langamentos obliquos e na fisica do movimento.
Assim, o modelo mateméatico da parabola é essencial na balistica, no desenvolvimento de
trajetérias em esportes e no planejamento de sistemas de defesa.

Portanto, a parabola, quando obtida como secao conica do cone, nao sé representa
uma importante figura geométrica, mas também possui aplicagoes praticas que envolvem
a reflexdo de ondas, a construcao de estruturas e a descrigdo do movimento de projéteis.

A partir de sua formagdo geométrica e definicao analitica, é possivel compreender tanto
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sua utilidade quanto a beleza de sua simetria e funcionalidade no mundo fisico.
A pardbola pode ser representada no plano cartesiano pela equacao y = ax?. Abaixo

estd o grafico da parabola com a = 1:

Figura 25: Pardbola y = 22
Y

PN

8.2.1 Exemplo Simples de Parabola: Arco de um Jardim

Situacao-Problema

Um arco decorativo tem 4 metros de largura e 3 metros de altura. O ponto mais alto
do arco esta no centro.

Deseja-se determinar a equagao da parabola que modela esse arco.

Como o ponto mais alto esta no centro, colocamos o vértice na origem verticalmente

deslocada:

V =(0,3)

Como a largura total é 4 metros, os pontos onde o arco toca o chao sao:

(—=2,0) e (2,0)

A forma canonica da parabola é:
y=azr®+3

Determinacao do coeficiente «

Sabemos que o ponto (2,0) pertence a parabola:

0=a(2)?*+3
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3
a=——
4
Equacao Final
Substituindo o valor de a:
3
y = —sz +3

Interpretacao

e A parabola tem concavidade voltada para baixo. Pois, a < 0
o A altura méaxima é h = 3 metros.

¢ A base mede 4 metros.

8.3 Hiperbole

A hipérbole é uma das figuras pertencentes ao grupo das secoes conicas, originando-se
da intersecao entre um plano e um cone de revolugao em determinada posi¢ao. Essa curva
se forma quando o plano atravessa as duas partes do cone de forma inclinada em relacao
a0 seu eixo, mas com um angulo inferior ao da geratriz. Como resultado, obtém-se uma
curva aberta, composta por dois ramos simétricos que se distanciam infinitamente entre
si.

Do ponto de vista geométrico, a hipérbole pode ser definida como o conjunto de pontos
do plano cuja diferenca das distancias a dois pontos fixos chamados de focos é constante.
Essa definicao contrasta com a da elipse, onde a soma dessas distancias é constante. A
forma mais comum da equagao canonica da hipérbole, no plano cartesiano com centro na

origem e eixo transverso no eixo x, ¢ dada por:

2 2
@y
a?  b?

Essa curva possui diversas propriedades matematicas relevantes, como assintotas, que
sao linhas retas as quais os ramos da hipérbole se aproximam, mas nunca tocam. Essas
assintotas determinam a abertura da curva e ajudam na sua representagao grafica.

As aplicagoes praticas da hipérbole sao notaveis, especialmente em areas como comu-
nicagoes, engenharia, actstica e até mesmo em astronomia. Um exemplo classico esta nas

antenas de reflexao hiperbodlica. Nessas estruturas, as ondas refletidas por um ponto focal
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sao direcionadas ao outro, gracas a propriedade reflexiva da hipérbole. Isso é aproveitado
em sistemas de comunicacdo que exigem transmissao e recep¢ao em pontos diferentes,
como em telescopios e receptores de sinais de radar.

Na acustica, superficies hiperbdlicas sao utilizadas em ambientes onde se deseja redi-
recionar o som de um ponto a outro sem que ele se dissipe, como em dispositivos de som
direcionado ou instrumentos musicais com partes hiperbdlicas internas. Além disso, em
sistemas de navegagao e localizagao, como o LORAN (Long Range Navigation), a hipér-
bole aparece naturalmente: ao medir a diferenca de tempo na recepcao de sinais emitidos
por duas fontes fixas, os possiveis locais do receptor formam uma hipérbole.

Na fisica e na astronomia, a hipérbole também representa trajetérias de corpos celes-
tes que passam perto de um planeta ou estrela e seguem viagem ao invés de entrarem
em orbita. Essas trajetérias sao chamadas de orbitas hiperbodlicas e sao tipicas de sondas
espaciais que realizam sobrevoos para ganhar velocidade (manobra de assisténcia gravi-
tacional).

Em conclusao, a hipérbole, embora menos intuitiva que a elipse ou a parabola, possui
aplicagoes fundamentais em diversas areas tecnoldgicas e cientificas. A partir da sua
formagao como seccao conica, ela revela propriedades geométricas e funcionais que a
tornam indispensavel no estudo de fendémenos que envolvem reflexdo, propagacao de sinais,
e trajetérias abertas no espaco.

A hipérbole pode ser representada pela equacio:

2 2
@y
a?  b?

Abaixo estd o grafico correspondente com a =2 e b= 1:

Figura 26: Hiérbole no plano
)

o~

ass%'ntotas

8.3.1 Situacao -Problema

Duas torres de sinal estao localizadas nos pontos Fy = (—4,0) e 5 = (4,0).
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Um aparelho esta em algum ponto do plano tal que a diferenca das distancias até as

torres ¢ igual a 4 unidades.

Mostrando que a equacao da trajetoria é uma hipérbole.

Sabemos que:

20=4=a=2

Os focos estao em:

Usamos a relacao de Pitagoras:

A =a®+ b

16 = 4 + b
b’ =12
Logo, a equagao é:
2 2
2 v
4 12

As assintotas de uma hipérbole sao retas das quais a curva se aproxima indefinidamente
a medida que os pontos se afastam da origem, mas sem nunca interseta-las.
As equacgoes das assintotas podem ser obtidas considerando o comportamento limite

da curva, o que equivale a igualar a unidade a zero na equacao reduzida:

2?2 P
A
4 12
2 2
12 4
12
y? = sz
y? = 342
y::i:\/gx




Desta forma, as assintotas so as retas y = V32 e y = —v/3z. O coeficiente angular
V3 &~ 1,73 indica a inclinacdo destas retas guias, que determinam a abertura dos ramos

da hipérbole no plano cartesiano. Temos o seguinte grafico:

Figura 27: Hipérbole com assintotas y = v/3z e y = —v/3x.

8.4 Definicao de equacao do segundo grau

Neste capitulo, sera realizado um estudo sobre a equagao geral do segundo grau com
duas varidveis, x e y. A equacdo tem a forma: Ax? + Baxy + Cy?> + Dz + Ey +F = 0
com a condi¢ao de que os coeficientes A, B e C' nao sejam todos iguais a zero ao mesmo
tempo. Caso contrario, ou seja, se A = B = C' = 0, a equacao se reduz a equacao de uma
reta no plano: D, + E, + F' = 0.

Dessa forma, o estudo sera dividido em duas situagoes distintas: a primeira quando
B=0, e a segunda quando B # 0 . Nesta secao, focaremos no primeiro caso, apresentando-
o de maneira clara e objetiva, com o intuito de facilitar a compreensao do leitor. Além
disso, o tronco de cone ¢é o sélido obtido ao seccionar um cone por um plano paralelo a
base. Ele possui duas bases circulares paralelas de raios R (raio maior) e r (raio menor),
e altura h.

O cone duplo pode ser descrito por:

2?4 y? = 22

Ao cortarmos o cone por um plano, obtemos uma curva cuja equagao é do segundo

grau em x e y.
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Figura 28: Cone duplo interceptado por um plano.

N
V%
/N

Equagao geral do segundo grau que representa as conicas.

Ar? + Bay +Cy* + De+ Ey+ F =0

Exemplos de Corte

Dependendo do angulo do plano de corte em relacao ao cone, a equagao do segundo

grau assume formas especificas, correspondentes as diferentes se¢ées conicas:

e Circulo:

obtido quando o plano de corte é horizontal.

« Elipse:

x Y
2!

obtida quando o plano é inclinado e corta apenas uma das partes do cone.

« Parabola:
y = ar® +bx +c

obtida quando o plano ¢é paralelo a uma geratriz do cone.

e Hipérbole:
2 2
A
a? b

obtida quando o plano corta as duas partes do cone duplo.

Exemplo Numérico

Considere que um plano corta um cone gerando uma se¢ao conica cuja equacao é:
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y=a—4x+3

Determine os pontos onde a curva intercepta o eixo x.

Figura 29: Pardbola gerada através de um plano .

X
"

Resolucgao

Para encontrar os pontos onde a curva intercepta o eixo x, fazemos y = 0:

22 —4r+3=0

Agora resolvemos a equacao do segundo grau:

(r—1)(x—=3)=0

Logo,

r=1 ou =3

Portanto, os pontos de intersecao com o eixo x sao:

(1,0) e (3,0)

Conclusao

A curva obtida pode ser representada por uma equacao do segundo grau. Neste

exemplo, a secao conica é uma parabola descrita pela equacgao y = 2% — 4z + 3.
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Capitulo 9
Tronco de Cone

O tronco de cone circular reto é o solido geométrico obtido a partir da sec¢gao de um
cone circular reto por um plano paralelo a sua base. Considerando-se um cone de altura H
e raio da base R, ao seccionar esse sélido por um plano paralelo a base a uma determinada
altura, obtém-se uma nova circunferéncia de raio r. A regiao compreendida entre as duas
bases circulares paralelas e a superficie lateral correspondente define o tronco de cone.

Do ponto de vista geométrico, a estrutura do tronco de cone estd fundamentada na
semelhanca de tridngulos. Ao analisar uma seccao meridiana do cone, observa-se que 0s
triangulos formados pelo eixo do cone e pelos raios das bases sdo semelhantes. Dessa
semelhanca decorre a proporcionalidade linear entre os raios e as alturas correspondentes,

expressa pela relagao:

Essa proporcionalidade é essencial para a deducao das férmulas métricas do solido. A
geratriz g do tronco de cone pode ser determinada por meio do Teorema de Pitagoras

aplicado a seccao meridiana. A expressao correspondente é:

g=h>+(R—r)?

Figura 30: Tronco de cone.

- T~
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Com a determinacgao da geratriz, obtém-se a area lateral do tronco de cone, dada por:
Ap=7n(R+r)g

Entende - se que o tronco de cone pode ser compreendido tanto sob o enfoque da geo-
metria classica, por meio da semelhanca de triangulos, quanto sob a abordagem analitica,
como uma regiao limitada de uma superficie quadricas no espago euclidiano tridimensio-

nal.

9.1 Volume do Tronco de Cone

O volume do tronco de cone pode ser obtido pela diferenca entre dois cones semelhantes
ou por integracao.

A férmula do volume é:

h
V= %(R2+Rr+'r’2)

Demonstracao via Semelhancga

Considere um cone maior de altura H e raio R, e um cone menor removido de altura
H — h e raio r.

Pela semelhanca de triangulos:

O volume do tronco é:

‘/;TO’H/CO = ‘/cone mator ‘/cone menor

1 1
V= gwR?H - §7T7“2(H —h)

Apés manipulagoes algébricas, obtemos:

h
V= %(R2+Rr—i—7‘2)
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Exemplo Numérico

Figura 31: Cone interceptado por um plano paralelo a sua base.

N
4

Se um tronco de cone com R =9 ,sendo o cone menor de r = 6 e a altura h = 4, entao

é possivel calcularmos o volume do tronco de cone. Observe:

Temos a féormula,
h
V= 7%(1%2 + Rr +1?)

substituindo os valores,

_ 74

V
3

(92 +9.6 + 6%)
4
V= %(81 + 54 + 36)

vV =—"(171)

V =2287
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Capitulo 10
Conclusao

A elaboracao deste trabalho permitiu uma anélise aprofundada das sec¢bes conicas
(elipse, pardbola e hipérbole), sob uma perspectiva que integra a evolugao histérica, o rigor
da geometria analitica e as possibilidades pedagdgicas da tecnologia moderna. Através
do resgate histérico, ficou evidente que o que comegou como uma investigacao geométrica
abstrata na Grécia Antiga, com Menaechmus e Apolonio de Perga, fundamentou as bases
para revolugoes cientificas posteriores na fisica e na astronomia, como as leis de Kepler e
a gravitagao universal de Newton.

A utilizacao do software GeoGebra revelou-se um diferencial metodologico essencial,
atuando como um mediador cognitivo que transforma equagoes algébricas em modelos
visuais dindmicos e tangiveis. A capacidade de visualizar a génese das cOnicas a partir da
interseccao de planos em cones de duas folhas permitiu uma compreensao mais clara de
conceitos complexos como excentricidade e assintotas.

Em suma, este estudo reforga a evolugdo dos estudos das secgoes conicas, sendo re-
finada e aplicada em diversas areas. Além disso, entende -se que o ensino das cOnicas
nao deve limitar-se a manipulacao mecénica de formulas. A integracao entre a geometria
dindmica e o contexto histérico e pratico proporciona uma visao unificada da matematica,
essencial para a formacao de estudantes e professores. Conclui-se que o uso de ferramentas
tecnologicas adequadas nao apenas facilitam a visualizagdo espacial, mas promove uma
aprendizagem significativa, preparando o aluno para aplicar estes conhecimentos nao so-

mente na matematica, mas também em outras linhas de estudos.
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