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RESUMO

Este trabalho faz uma revisao bibliografica sobre Geometria Euclidiana e as Geometrias
Né&o-Euclidianas. A onde terd o foco principal na geometria fractal. Os fractais sdo figuras
geométricas que despertam a curiosidade humana, pois, no fractal, cada parte € similar ao
todo. Os fractais estdo presentes na natureza e no nosso cotidiano. Nesse trabalho,
realizou-se a construgio de dois exemplos classicos: Arvores Bifurcadas e Triangulo de
Sierpinski. Para as construcdes, utilizou-se 0 Geogebra, um software de Matematica que
retine Geometria, Algebra, Calculo, entre outras funcdes. Além de ser livre, funciona em
qualquer sistema operacional, gratuito e esta disponivel em multiplas plataformas como
iI0S, Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux. Torna-se, portanto uma ferramenta

atil em sala de aula para ensinar de maneira mais simples os assuntos mais complexos.

Palavras — Chaves: Fractais; Geogebra; Arvores Bifurcadas; Triangulo de Sierpinski.
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INTRODUCAO

A geometria esta presente na vida cotidiana de todo cidaddo. A todo o momento
estamos utilizando conhecimentos geométricos em nossos afazeres. O estudo da
geometria é indispensavel para o pleno desenvolvimento do ser humano, pois ajuda na
compreensdo do mundo, desenvolve o raciocinio l6gico e proporciona um melhor
entendimento de outras areas do conhecimento, devido a grande importancia que a
geometria assume no cotidiano do individuo. Assim, nesse trabalho vamos falar sobre a
geometria euclidiana e ndo-euclidiana, partindo disso, o trabalho focara na geometria
fractal que colabora com o estudo de formas cuja estrutura se repete infinitamente, em

escalas cada vez menores.

Os fractais sdo formas geométricas que possuem um padréo interessante em sua
construcdo, formando figuras muitas vezes bonitas e intrigantes. Em um fractal, cada
parte é similar ao todo. A area da Matematica que estuda os fractais é conhecida como
Geometria dos fractais, que analisa as propriedades e o comportamento das figuras de alta

complexidade.

Existem varios tipos de fractais, 0s mais comuns sdo 0S geométricos e 0s
aleatorios. Os fractais estdo presentes na natureza, como ramificacdes das arvores, flocos
de neve, entre outros. Também existem varios exemplos de fractais em nosso corpo, como

0S vasos sanguineos e os alvéolos pulmonares.

Devido a sua forma e beleza, o estudo de fractais € um tema bastante interessante
e visualmente atrativo, e permite a exploracdo de diferentes contetdos e situacfes, alem
de terem propriedades que propiciam sua construcdo e abordagem através de softwares

de geometria dindmica.

Nesse trabalho, temos como objetivo a construcdo de duas figuras da geometria
fractal; a primeira, as Arvores Bifurcadas, e a segunda construcdo é o Tridngulo de

Sierpinski e como ferramenta utilizamos o geogebra.

Em termos tedricos e metodoldgicos, o trabalho fundamenta-se essencialmente na
ideia de metodologia de Minayo. Segundo Minayo (2016) a metodologia é o caminho
para a elaboracdo de uma pesquisa cientifica. A metodologia é um conjunto de

ferramentas, em que se inclui a teoria de abordagem (método de analise), os instrumentos
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de operacionaliza¢do do conhecimento (técnicas de pesquisa) e a criatividade do autor na
selecdo de dados e na elaboracéo do texto cientifico, bem como a sua capacidade critica.
Dessa forma, a metodologia a ser utilizada em um trabalho possui grande importancia

uma vez que determina os passos a serem seguidos para a concretizagdo do trabalho.

O presente trabalho se desenvolveu primeiramente no estudo de artigos, livros, e
trabalhos sobre Geometria Euclidiana, N&o-Euclidiana e Fractais. Ap0Os essa etapa,
realizou-se a optou pela construcdo dos fractais utilizando o Geogebra, por ser um
software gratuito de facil acessibilidade, apresenta boa ilustracdo geométrica. Dessa

forma facilita a construcéo e visualizacdo dos fractais.
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1 A GEOMETRIA EUCLIDIANA

Antes de iniciar o estudo sobre a geometria fractal, vamos apresentar uma

revisdo sobre a geometria euclidiana, base de todas as geometrias.

1.1 Origem da Geometria Euclidiana

Os primeiros conhecimentos geométricos que o homem teve, a respeito da
geometria partiram das necessidades em compreender melhor o meio onde vivia. Motivo
este que talvez justifique a origem da sua palavra, pois o termo “geometria” deriva do

grego geo = terra + metria = medida que significa medicao de terra.

De acordo com Eves (1997), as primeiras consideracdes feitas a respeito da
geometria sdo muito antigas tendo como origem a simples observacdo e a capacidade de
reconhecer figuras, comparar formas e tamanhos. Um dos primeiros conceitos

geométricos a serem desenvolvidos foi a nocao de distancia.

Ainda, segundo Eves (1997), foi das necessidades da sociedade, quando 0 homem
teve que delimitar terras, que teve origem uma geometria caracterizada pelo tracado de
desenho de formas, formulas, calculo de medidas de comprimento de area, volume etc.
Foi nessa época que se desenvolveu a nogdo de figuras geométricas como, retangulo,
quadrado e triangulos. Outros conceitos geométricos, como nocGes de paralelismo e

perpendicularidade teriam sido sugeridas pela construcdo de muros e moradias.

Para Bras (2009), foi a partir de Tales de Mileto (600 A.C., aproximadamente)
que a deducdo de fatos geométricos comecou a ser testada. Ja as primeiras academias
foram estabelecidas na Grécia, em torno de 500 A.C., onde elevava a busca por
conhecimentos sobre Geometria. No entanto, 0s conhecimentos de geometria se
desenvolveram como ciéncia dedutiva, gracas a Euclides, por volta de 300 A.C.

Os acontecimentos da vida de Euclides sdo desconhecidos, ndo se sabe sobre sua
origem e nem onde ocorreu a sua formacao académica. Deduz-se que estudou em Atenas,
na Academia de Platdo, devido a similar particularidade entre o desinteresse de ambos
pelas aplicagdes praticas. “Euclides eventualmente se estabeleceu em Alexandria, Egito,

onde o soberano Ptolomeu | havia criado um importante instituto cientifico conhecido
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como Museu. No Museu, Euclides tornou-se um bom educador, com reconhecida
habilidade como expositor” (BRAS, 2009, p.10)

E conhecido até os tempos atuais como o pai da Geometria, visto que por meio da
reunido dos estudos consolidados anteriormente aos dele, organizacao e formalizagdo dos
mesmos, € que podemos conhecer uma matematica tdo bem sistematizada em principios
dedutivos e, a0 mesmo tempo, dirigida pelo mais fervoroso rigor matematico.

Sabe-se que a obra mais influente de Euclides, Os Elementos, escrita por volta
de 300 a.C., é uma compilacéo de teoremas conhecidos e demonstrados. Euclides
sistematizou a grande massa de conhecimentos matematicos adquiridos ao longo
do tempo, dando ordem légica e estabelecendo o conceito de lugar geométrico
(BRAS, 2009, p.11)

Os Elementos é obra formada por 13 livros, contendo 465 proposicdes ou
teoremas, abrangendo Geometria plana e espacial, algebra e teoria dos nimeros. Na se¢édo
que se refere a Geometria, sua estrutura é composta por cinco postulados e cinco axiomas.
Foi considerada uma obra tdo primorosa que permaneceu praticamente constante durante
aproximadamente 2000 anos.

A seguir sdo apresentados os cinco postulados de Euclides, uma observagédo
valida a se fazer, é que o quinto postulado de Euclides, também conhecido como
postulado das paralelas, ndo parece tdo evidente ou intuitivo como os anteriores.

I. Pode-se tracar uma (Unica) reta ligando dois pontos.

I1. Pode-se prolongar (de uma Unica maneira) uma reta finita continuamente em

uma linha reta.
I11. Pode-se tracar um circulo com centro qualquer e raio qualquer.
IV. Todos os angulos retos sdo iguais.

V. Se uma reta, interceptando duas outras, forma angulos internos de um mesmo
lado cuja soma é menor que dois retos, entdo estas duas retas, se prolongadas
indefinidamente, se encontram naquele lado cuja soma dos angulos internos é menor que

dois retos.

Dirigido por esses postulados, surgiu a Geometria Euclidiana, que recebeu esse
nome em homenagem a Euclides. No entanto, “com base na andlise das propriedades de
um sistema axiomatico, percebe-se que as demonstracdes de Euclides eram cheias de
apelos a intuicdo com hipoteses implicitas, fazendo-se necessario uma reconstrugéo”
(BRAS, 2009, p.13).
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Dessa forma, em obra publicada em 1899, “Fundamentos da Geometria”, David
Hilbert (1862-1943), matematico aleméo, expde um dos trabalhos de maior estima, entre
aqueles que procuravam aperfeicoar a Geometria de Euclides sob o ponto de vista de
estruturacdo logica. Nesta obra, se solidificaram termos como: conceitos primitivos e a

divisdo dos axiomas em grupo.

1.2 As Novas Geometrias

De todos os postulados criados por Euclides, o quinto é o mais polémico. Segundo
Bras (2009, p.14), “o quinto postulado tornou-se alvo de criticas dos Elementos no tempo
de Euclides e durante 2.000 anos inimeras tentativas foram feitas para demonstra-lo. Uma
das consequéncias foi a producdo de varios outros equivalentes denominados
substitutos”. A preocupag¢do dos matematicos em relagdo a esse postulado ocorreu,
“devido ao fato da propriedade axiomatica da independéncia, ndo estar tdo evidente uma
vez que o ponto de intersecdo poderia ocorrer a milhares de quilometros” (CARDOSO;
SOUSA, 2009, p. 10).

Os esforgos para demostrar o quinto postulado de Euclides possibilitaram aos
matematicos a descoberta de uma nova Geometria, a Geometria ndo-euclidiana.

O primeiro a batizar de Geometria ndo-Euclidiana foi Gauss (1777-1855), o maior
matematico de sua época. Poucos foram os resultados de Gauss que ficaram conhecidos
durante sua vida, por causa das preocupacdes com a pressao realizada pela inquisicao
para com os estudiosos. “Sabe-se da descoberta da nova Geometria por Gauss gracgas as
suas anotacdes e correspondéncias que trocava com alguns matematicos da época. Muitos
de seus resultados foram divulgados dessa forma” (BRAS 2009, p. 22).

Por Barbosa (2002 apud BRAS, 2009, p. 23), é possivel ler um fragmento da carta

de Gauss a F.A. Taurinus, em 8 de novembro de 1824, na cidade de Gottingem:

“... A hipotese que a soma dos angulos é menor que 180° leva a uma geometria
curiosa, muito diferente da nossa (a euclidiana), mas totalmente consistente, a
qual desenvolvi a um ponto que me satisfaz plenamente, no sentido de que posso
resolver qualquer problema nela, com excecdo da determinagcdo de uma
constante que ndo pode ser fixada a priori. ...

.... Os teoremas dessa geometria parecem paradoxais e absurdos para um ndo
iniciado; mas reflexdo cuidadosa sobre o assunto revela que eles ndo contém
nada de impossivel. ...

... Todos os meus esforcos para descobrir uma contradi¢do, uma inconsisténcia,
nesta geometria ndo euclidiana néo tiveram sucesso, e a Unica coisa nela que se
opde a nossa concepcao é que se for verdade, deve existir no espaco uma unidade
universal de medida linear (desconhecida por nos). ...”



16

Desse modo, pode-se verificar que foi na segunda década do século XIX que
Gauss comecou a formular a Geometria ndo-Euclidiana, composta de teoremas e
conceitos, em que ndo era valido o quinto postulado de Euclides. Juntamente com Gauss,
outros dois matematicos contribuiram para a formulacdo da nova Geometria. Um deles
tratava-se de Johann Boylai (1802 - 1860), filho do hingaro Wolfgang Boylai (1775 -
1856), o qual era amigo de Gauss e com o qual este trocava correspondéncias sobre o
quinto postulado de Euclides, um jovem matematico, que se dedicou ao estudo das
paralelas e “em 1820, resolveu negar o quinto postulado de Euclides e resultados
interessantes comegaram a aparecer. Ele acreditou na possibilidade da existéncia de uma
geometria geral, na qual a Geometria Euclidiana seria um caso particular” (BRAS, 2009,
p. 24).

O outro matematico que contribuiu para o descobrimento da nova Geometria, é
considerado o maior matematico russo de seu tempo, Nicolai Ivanovich Lobachewsky
(1793 - 1856) publicou suas conclusdes sobre a geometria ndo-Euclidiana dois anos antes
da publicacéo de Johann Boylai. Bras (2009, p.25-26) nos esclarece que:

Lobachewsky, Gauss e J. Boylai desenvolveram a geometria ndo- Euclidiana ao
mesmo tempo, mas Lobachewsky foi o primeiro a comunicar suas descobertas.
[...] Grandes matematicos continuaram o estudo da Geometria ndo-Euclidiana,
como Beltrami, Poincare, Klein e Riemann, desenvolvendo o assunto e
aplicando em outras &reas da matematica.

A independéncia do postulado das paralelas trouxe uma nova visdo sobre a
geometria e como Gauss havia previsto, a aceitacdo dessas novas ideias seria
lenta. Em 1868, Beltrami provou definitivamente que ndo era possivel provar o
quinto postulado.

Desde a publicacdo dos Elementos, os matematicos tentaram demonstrar o 5°
postulado por meio dos quatro postulados anteriores e suas consequéncias, pois ele era
pouco intuitivo e de redacdo bem mais complicada que 0s outros, mas todas as tentativas
de demonstrar o 5° postulado foram inGteis. Somente quando se negou este postulado, foi
que se chegou ao desenvolvimento da primeira Geometria ndo Euclidiana.

Essa primeira Geometria ndo-Euclidiana foi chamada de Geometria hiperbdlica,
e se apresenta tdo consistente quanto a Geometria Euclidiana, ndo podendo ser
contrariada. E importante lembrar que apesar dela ndo ser o foco de estudo dessa pesquisa,
ela foi a introdutora para a origem das demais Geometrias ndo-Euclidianas.

No século XVII, os franceses Pierre de Fermat (1601-1665) e René Descartes
(1596-1650) criam o método das coordenadas ou a “geometria analitica” enquanto que o

alemdo Gottfried Leibniz (1646-1716) e o inglés Isaac Newton (1643-1727) descobrem



17

os algoritmos do célculo infinitesimal, os quais permitirdo o estudo de curvas e superficies
através de suas propriedades diferenciais.

A Geometria Diferencial, comeca com o estudo de curvas. A curvatura de uma
curva plana em um ponto da curva é uma medida numérica de quanto a curva se afasta de
ser uma reta numa vizinhanca daquele ponto: é a taxa de variacdo naquele ponto da
direcdo tangente & curva em relagdo ao comprimento de arco. Os conceitos de curvatura
de uma curva plana e de circulo osculador ja eram conhecidos por Newton e Leibniz, mas
o0 precursor do assunto talvez seja o holandés Christian Huygens (1629-1695), que ainda
ndo conhecia o calculo, mas que em 1673 publicou um trabalho sobre curvas planas
introduzindo os conceitos de involuta e evoluta de uma curva o qual foi curiosamente
motivado pelo seu interesse em péndulos e rel6gios. Durante o século XVIII e até o inicio
do século XIX, desenvolvem-se os fundamentos da teoria de curvas e superficies
mergulhadas no espago tridimensional. Em 1731, Alexis Clairaut (1713-1765) estuda
curvas no espaco tridimensional, mas se limita a propriedades de primeira ordem (que
envolvem apenas as derivadas primeiras, como retas tangentes). Em 1775, Gaspard
Monge (1746-1818) vai mais longe e discute os conceitos de curvatura e tor¢do de uma
curva espacial. Uma transicdo natural da teoria de curvas para a teoria de superficies se
encontra no problema geodésico, i. e. 0 problema de se encontrar o caminho mais curto

entre dois pontos de uma superficie.
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2 GEOMETRIA FRACTAL

Nesse capitulo, vamos falar sobre a geometria fractal, algumas defini¢bes gerais,
aplicacdes em diversas areas e a contrucdes da Arvore Bifurcada e o Tridngulo de
Sierpinski. E a partir dele que podemos perceber o quanto a geometria fractal é

contemporanea e fascinante.

2.1 Geometria fractal e sua historia

Um fractal é um objeto geométrico que pode ser dividido em partes, cada uma das
quais semelhante ao objeto original. Diz-se que os fractais tém infinitos detalhes, séo
geralmente autossimilares e de escala. Em muitos casos um fractal pode ser gerado por

um padrao repetido, tipicamente um processo recorrente ou iterativo.

A geometria fractal foi apresentada em 1975 por Benoit Mandelbrot e estuda o
comportamento e propriedade dos fractais, que sdo figuras da geometria ndo-euclidiana.

A denominacdo vem a partir do adjetivo em latim fractus, que significa “quebrar”.

Para Menezes (2003), existem dois tipos de fractais: 0s geométricos
(deterministicos) e 0s ndo nao-lineares (ou aleatorios). Os geométricos repetem padroes
continuamente. Os fractais ndo lineares, ou aleatdrios, guardam a simetria de escala, mas
a transformacao ndo é previsivel. Em geral, construidos em computadores. Os fractais sao
resultados de fungdes simples ou complexas e suas caracteristicas principais sdo a
autossemelhanca, dimensionalidade fracionaria e a complexidade infinita. Sua construgédo

é baseada em iteracao dos elementos, rotacionando-os, refletindo-os ou dilatando-os.

De acordo com Mandelbrot (2004), os fractais sdo formas geométricas abstratas
de uma beleza incrivel, com padrdes completos que se repetem infinitamente, mesmo
limitados a uma area finita. O autor constatou ainda que havia uma curiosa e interessante
relacdo entre estes objetos e aqueles encontrados na natureza.

A ideia de fractais teve a sua origem no trabalho de alguns cientistas entre 1857 e
1913. Esse trabalho deu a conhecer alguns objetos catalogados como “monstros” que se
supunha nao terem grande valor cientifico. Tais objetos acabaram por adquirir um estatuto
de dignidade matematica, constituindo hoje uma area importante de investigacdo

matematica.


https://pt.m.wikipedia.org/wiki/Autossimilaridade
https://pt.m.wikipedia.org/wiki/Escala_(medidas)
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Em 1872, Karl Weierstrass encontrou o exemplo de uma fungdo com propriedade
de ser continua em todo seu dominio, mas em nenhuma parte diferencidvel. O gréfico
desta funcéo é chamado atualmente de fractal. Em 1904, Helge Von Kock, ndo satisfeito
com a definicdo muito abstrata e analitica de Weierstrass, deu uma definicdo mais
geométrica de uma fungdo similar, atualmente conhecida como kock snowflake (ou floco
de neve de Koch), que € o resultado de infinitas adi¢des de triangulos ao perimetro de um
tridngulo inicial. Cada vez que novos tridngulos sdo adicionados, o perimetro aumenta, e
como consequéncia se aproxima do infinito, dessa maneira o fractal abrange uma area
finita dentro de um perimetro infinito. (FERNANDES, 2007)

Houve também muitos outros trabalhos relacionados a estas figuras, mas esta
geometria sé conseguiu se desenvolver plenamente a partir da década de 60, com o auxilio
da computacdo. Conforme Fernandes (2007), esses objetos foram construidos para
mostrar que existiam objetos matematicos interessantes alem das curvas e superficies
regulares da geometria tradicional.

Diferentes definigdes de Fractais surgiram com o aperfeicoamento de sua teoria.
A nocdo que serve de fio condutor foi introduzida por Benoilt Mandelbrot por meio do
neologismo “Fractal”, que surgiu do adjetivo latino fractus, que significa “irregular” ou
“quebrado”. Uma primeira definicdo matematica dada pelo proprio Mandelbrot diz: “Um
conjunto é dito Fractal se a dimensdo Hausdorff-Besicovitch deste conjunto for maior do
que sua dimensdo topoldgica” (BARBOSA, 2005, p.18). E claro que essa defini¢do

recebeu criticas e ndo satisfazia ao proprio Mandelbrot.

2.2 Caracteristicas dos Fractais

Segundo K.J. Falconer (apud, Barbosa, 2005, p.18), autor de duas obras
importantes sobre fractais (1985 e 1990), sugeriu a definicdo de fractal por caracterizacao:
Um conjunto é fractal se possuir alguma forma de auto-similaridade ainda que
aproximada, onde a sua dimensdo seja maior que a dimensdo topoldgica, e que este
conjunto possa ser expresso por meio de um procedimento recursivo ou interativo.

As principais propriedades que caracterizam os fractais sao:
e A auto-similaridade: Um fractal costuma apresentar copias aproximadas de si
mesmo em seu interior. Um pedaco é similar ao todo. Visto em 7 diferentes

escalas a imagem de um fractal parece similar. (SIQUEIRA, 2008)
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A complexidade infinita: E uma propriedade dos fractais que significa que nunca
conseguiremos representa-la completamente, pois a quantidade de detalhes é
infinita. (SIQUEIRA, 2008)

A dimens&o dos fractais: Ao contrario do que acontece na geometria euclidiana,

ndo é necessariamente uma quantidade inteira, e sim uma quantidade fracionaria

A dimenséo de um fractal representa o grau de ocupagéo deste no espaco, que tema
ver com o seu grau de irregularidade. (FERNANDES, 2007)

2.3 Linha do tempo

Embora a terminologia geometria fractal tenha sido criada por Mandelbrot na década

de 80, muitos estudos antecederam essa época e varios objetos matematicos, vejamos sua

cronologia.

1500 — Diirer desenvolve construcdes de poligonos regulares, gera os fractais que
leva 0 seu nome.

1883 — Cantor publica o primeiro objeto fractal a curva de Cantor.

1890 — Peano publica a sua curva.

1891 — Hilbert publica sua curva com a ideia de preenchimento quadrangular, hoje
bastante utilizada em compresséo de imagens.

1904 — Koch publica as curvas de Koch e a ilha de Koch como solucdes de curvas
continuas e ndo derivaveis em nenhum ponto, como Cantor ndo valorizava o
aspecto de auto-similaridade.

1918 — Hausdorff publica resultados sobre estudos topoldgicos e com isso a
Dimenséo de Hausdorff, utilizada por Mandelbrot anos depois para a definicao de
fractais.

1918 — Julia publica um artigo com 199 paginas sobre o seu conjunto gerado num
plano complexo. Julia ndo chega a ver o resultado belissimo dos seus conjuntos,
dado que ele s6 conseguia fazer poucas implementacdes.

1918 — Fatou publica trabalho semelhante ao de Julia, porém ndo tem muita
repercusséo.

1921 — Menger apresenta a Esponja de Menger ao explorar conceitos de dimensao

topoldgica.
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e 1938 — Lévy descreve sobre a propriedade de auto-similaridade de algumas
curvas.
e 1967 — Mandelbrot publica seu artigo sobre a topologia da costa da Gra-Bretanha,

iniciando um novo capitulo sobre a Geometria Fractal.

2.4 AplicagOes de Fractais

Embora ndo aparentem, os fractais podem ser encontrados em todo 0 universo
natural e em quase toda ciéncia, desde os aspectos das nuvens, montanhas, arvores,
brécolis, couve-flor, relampagos, até a distribuicdo das galaxias, como na arte e na
matematica.

E importante ressaltar que hoje a aplicagdo do conceito de fractal em problemas
reais, se estende por um vasto campo interdisciplinar como: Biologia, Geografia,
Medicina, Musica, Economia, Industria Cinematografica, Analise de Imagens por
Satélite, Meteorologia, Geologia e outros.

Para os bidlogos, ajuda a compreender o crescimento das plantas. Para os médicos
da uma nova visdo da anatomia interna do corpo. Para os fisicos, possibilita o estudo de
superficies cadticas. Enfim ndo faltam exemplos. Um dos mais belos e, sem duvida o
mais colorido é o uso dos fractais na arte. Quando os computadores sdo alimentados com
equac0es eles criam magnificos desenhos abstratos. (OLIVEIRA, 1994)

Podemos verificar o uso de fractais em varios ramos de atividades, pode citar
alguns trabalhos a seguir:

e Mendonga, E. ; Da Silva, A. C. (2001), utliza fractais como uma alternativa para
explicar a conformacdo de agregados moleculares. Sua utilizacdo no estudo de
substancias humicas (SH) reside na tentativa de descrever (representar) a estrutura
ramificada ou a superficie rugosa e distorcida destas substancias. A presenca de
um modelo fractal por sistemas naturais implica que este pode ser decomposto em
partes, em que cada uma, subsequentemente, é cpia do todo.

e Dantas Neto et al (2009), explora a aplicabilidade da teoria de fractais para estimar
a curva de retencdo de agua no solo através do modelo proposto por Brooks &
Corey (1964) modificado por Pierrer et al. (1996), utilizando-se a dimenséo fractal

com base em dados medidos da distribuigdo das particulas e do tamanho dos poros
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do solo. O estudo foi realizado em um solo cultivado com gergelim e irrigado com
sistema de irrigacdo por aspersdao convencional.

e Santos et al (2018), discutiu de que modo diferentes padrdes de fractais poderiam
ser aplicaveis a projetos arquitetdnicos para gerar mobilidrios urbanos

inovadores, bonitos, seguros e praticos.

2.5 Algumas figuras de fractais

Curva de koch: E uma curva geométrica e uma dos primeiros fractais a serem
descritos. Conhecido também como Floco de Neve de Koch, sua construgdo inicia com

uma linha reta chamada de iniciador.
Figura 1: Curva de Koch

AN b
m%

Fonte: University of groningen

Curva de Hilbert: As curvas de Hilbert s&o nomeadas em homenagem ao
matematico alemao David Hilbert . Eles foram descritos pela primeira vez em 1891. Uma
curva de Hilbert € uma curva continua de preenchimento de espaco. Eles também séo
fractais e autossimilares.

Figura 2: Curva de Hilbert
LI

Fonte: DataGenetics

Esponja de Menger: Esponja Menger fractal em matematica € uma curva

universal. Na medida em que tem uma dimensdo topoldgica, e qualquer outra curva, é
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homeomorfica para alguns subconjuntos dele. As vezes é chamado de esponja de
Sierpinski-Menger ou esponja de Sierpinski. E uma extensdo tridimensional do conjunto

de Cantor e "carpete™ de Sierpinski

Figura 3: Esponja de Menger

Fonte: Khaos1101

2.6 CONSTRUCOES DE FRACTAIS

Ap6s essa breve revisdo bibliografica vamos construir a Arvore Bifurcada e o

Triangulo de Sierpinski. Para isso, vamos primeiro falar um pouco sobre o geogebra.

2.6.1 O Software GeoGebra

Criado por Markus Hohenwarter, o projeto iniciou no ano de 2001 na
Universidade de Salzburgo na Austria, passou pela Universidade Florida Atlantica na
Florida, e finalizou na Universidade Estadual da Florida em 2009.

O GeoGebra é um software de Matematica que retine Geometria, Algebra,
Caélculo, Probabilidade e Estatistica. Além de ser livre, é multiplataforma, ou seja,
funciona em qualquer sistema operacional. Pode ser baixado gratuitamente e esta
disponivel em multiplas plataformas como i0OS, Android, Windows, Mac, Chromebook
e Linux. Devido a isso, torna-se uma ferramenta Gtil em sala de aula para ensinar de
maneira mais simples 0s assuntos mais complexos, pois retine também planilhas, graficos,
estatistica e calculo.

Pode ser instalado acessando o Play Store ou o site oficial www.geogebra.org.
Para smartphones e tablets o ideal é acessar o Play Store, e baixar o Suite GeoGebra

Calculadora, pois ele mostra varias ferramentas que podem ser trabalhadas, ou seja, as
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calculadoras que vocé pode escolher. Em especial, as janelas 2D (bidimensional) e 3D
(tridimensional), que abrangem um amplo ndmero de recursos a ser utilizado.

Utilizamos nesse trabalho a versdo Classic, obtido através do site citado acima.
Com o auxilio do Geogebra, é possivel investigar propriedades geométricas e,
consequentemente, aprender novos conceitos. A utilizacdo desse ambiente grafico
permite a experimentacdo, a simulacdo, o questionamento e a analise de situacdes
geométricas contribuindo para o ensino-aprendizado de Matematica e aplicacdes em areas
afins. Em particular, 0 GeoGebra nos proporcionou a construcdo de varios objetos fractais
associados a construcdes geométricas.

Existem varios cursos online sobre o Geogebra, e existe uma comunidade
chamada GeoGebra espalhados por diversos paises, que apoiam a educacdao em ciéncia,
tecnologia, engenharia e matematica, inovando a partir das propriedades do Software

2.6.2 Arvores Bifurcadas

As Arvores Bifurcadas sdo fractais gerados por funcdes iterativas tipo arvore, ou
seja, tém em seu processo iterativo ramificaces que se assemelham-se a arvores. A sua
construcdo parte de um segmento vertical, que € o tronco, e desse segmento teremos um
angulo de bifurcacdo onde o tronco se ramificara gerando, a partir de um fator de
redugdo/ampliacao fixado, novos “galhos” e a cada passo o numero de galhos da arvore
dobra.

Podemos avaliar se a arvore serd limitada ou néo, conforme o valor de seu fator
de reducdo/ampliacdo, que denotamos por r. Usando alguns elementos de trigonometria,
mostra-se que para r < 1 a arvore serd limitada e para » > 1, ndo existe regido que a limite.

Na figura 1, temos variacdes de arvores de acordo com o angulo de bifurcacéo.

Figura 4: Arvores Bifurcadas

0 160° 180°

Fonte: RABAY, Y.S.F
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Com o uso do GeoGebra, € possivel visualizar algumas iteragdes do processo de

construgdo de uma Arvore Bifurcada.

A seguir teremos 0 passo a passo de algumas iteracdes da arvores bifurcadas no

Geogebra.

Passo 1: Cliqgue com o botéo direito do mouse na janela de visualizagdo do
GeoGebra e desmarque as opgdes EXIBIR EIXOS e SEM MALHA para retirar 0s eixos

e a malha da tela, seguindo os passos dados na figura 5 abaixo:

Figura 5: Retirada dos eixos e da malha da janela de visualizagéo.

Janela de Visualizagao

Janela de Visualizacédo |_. Exibir Eixos
- Exibir Malha A
4. Exibir Eixos v/
Sem Malha
Exibir Malha v

Malha Principal

arrs egacao ;
Barra de Navegac Malhas Principais e Secundarias

EixoX : EixoY ' Polar
Isométric
@ Zoom » = g
- Barra de Navegacao
Yo| Ampliar para enquadrar
A Visualizacéo Padrao EixoX - EixoY ’
£ Janela de Visualizagdo @ Zoom ’

|%| Ampliar para enquadrar

A Visualizacdo Padrdo

Fonte: Autor (2023)

Passo 2: Acesse a ferramenta SEGMENTO no menu principal para construir os
segmentos AB e BC. Com a ferramenta, clique em dois lugares quaisquer da janela de
visualizacao e isso formard o segmento AB. Em seguida, clique no ponto B e em outro
local qualquer da janela para formar o segmento BC. Nota-se que o segmento AB foi
automaticamente rotulado por f e 0 segmento BC por g. Seguindo os passos dados na

figura 6.
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Figura 6: Construcdo dos segmentos AB e BC.

AL D004 N e

+ F " Reta /
" Segmento a o/ D

" Segmento com Comprimento Fixo T T
~~ Semireta f f
:: Caminho Poligonal l

A lf"‘.

" Vetor
.-'. Vetor a Partir de um Ponto
Fonte: Autor (2023)

Passo 3: Utilizando a ferramenta ANGULO no menu principal, vamos formar o
angulo entre os segmentos AB e BC. Com a ferramenta, clique nos segmentos AB e BC,

nessa ordem, isso criara o angulo a. Como segue a figura 7 abaixo.

Figura 7: Construgdo do angulo a.

P Ao LD OOEN e e

A=(-6.32-080 =
O ( ) & Angulo " p
(O B=(56211 .:a' Angulo com Amplitude Fixa / /

f = Segmento(A, B) Z‘/’ Disténcia, Comprimanto ou Perimstro B g B g B Y B g
. emz . ‘F { ‘ n .

=216 pd Area T T/(J— 13797
Q C=(4218) ﬂ Inclinagéo

{1,2} Lista
® g = Segmento(B, C)
2 "

= 187 a=p Relacio Ji\ L\ k,\ k;\

+oF C/' Inspetor de Funcoes

Fonte: Autor (2023)
Passo 4: Na caixa de entrada, no canto inferior esquerdo da tela, digite r=g/f e
pressione ENTER no teclado do seu computador/celular. Na janela de algebra aparecera,

como segue na figura 8 abaixo:
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Figura 8: Definindo arazéor.

Fonte: Autor (2023)

Passo 5: Utilizando a ferramenta CIRCULO: CENTRO & RAIO, no menu
principal, construa o circulo ¢ centrado no ponto C com raio r.g. Clique no ponto C e

abrird uma caixa de dialogo na qual vocé deve digitar r*g. Como mostra a figura 9 abaixo.

Figura 9: Construcéo do circulo c.

R 20 1-X=- :-{:D LN 22 B

A = (2.84, 5.58
@ { 5:38) (*) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
@ B=(9%s82) I@ Circulo: Centro & Raio I
® f = Segmento(A, B) : Compasso
= 264 "’;3 Circulo definido por Trés Pontos
O C=(42951) (™ Semicirculo
"l Arco Circular
@ g = Segmento(B, C)
= 1
= 1.81 ) Arco Circuncircular
g .‘:1 Setor Circular
r= =
f “) Setor Circuncircular
= 0.69
a = Angulo(A, B, Q)
@

= 137.97°

Circulo: Centro & Raio

Raio

rd st}

Fonte: Autor (2023)

Passo 6: Utilizando a ferramenta ANGULO COM AMPLITUDE FIXA, no menu
principal, crie um angulo B com amplitude igual ao angulo a. Clique no ponto B e no
ponto C, nessa ordem. Na caixa de didlogo que surgird, digite a. Isso automaticamente

criara o ponto B’. Como segue a figura 10 abaixo.



28

Figura 10: Criagdo do angulo B e do ponto B’.

NP2 RSN PN eI

O A= (284, 5.58) i pan
» Angulo
&, Angu :
Q@ B=(%s2) 4: Angulo com Amplitude Fixa C
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) ’ 0
mé . B
= 264 Area g
= a = 137.97°
O C=(42951) erclmagéo
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. g = Segmento(B, C)
? a
=18 =p Relacéo
= 1381 a A

:/ Inspetor de Funces

Angulo com Amplitude Fixa

Angulo

a a8

@® sentidoanti-horaio ()  sentido horario

Fonte: Autor (2023)

Passo 7: Novamente, utilizando a ferramenta SEGMENTO, crie o segmento CB’
que serd rotulado por h. Com auxilio da ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS,
no menu principal, clique no segmento h e no circulo c. Dessa forma, geramos o ponto D
de intersecdo do segmento h com o circulo ¢, como mostra a figura 11 e figura 12

respectivamente.
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Figura 11: Criac8o do segmento CB’.

e . ~ 3 * N\ =2
A D00 4N 2 e
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Fonte: Autor (2023)

Figura 12: Criagdo do ponto D.
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A
[ \/ Otimizacéo
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Fonte: Autor (2023)
Passo 8: Oculte a circunferéncia c, os angulos B e a, o ponto B’ € o segmento h.
Para isso, basta dar um clique com o botdo direito do mouse no objeto em questdo e
desmarcar a opcdo EXIBIR OBJETO. Em seguida, retire os rotulos dos segmentos AB,
BC e de todos os pontos clicando com o botéo direito do mouse no objeto desejado e, na
caixa de dialogo, desative a opcdo EXIBIR ROTULO. Como exemplo, a figura 13

apresenta o procedimento para ocultar a circunferéncia c.



Figura 13: Ocultando a circunferéncia c.

Circulo c: Circulo comcentroCeraiorg C h D B
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Fonte: Autor (2023)
A figura 14 apresenta o procedimento para ocultar os angulos a e B.

Figura 14: Ocultando os angulos a e p.

e D B
h
Angulo a: Angulo entre A, B, C B g

I Exibir Objeto v I f
A Exibir Rétulo >

- , f

(7 Renomear

B Apagar

A
£ Configuracdes

Fonte: Autor (2023)

A figura 15 apresenta o procedimento para ocultar o ponto B’ e o segmento h.

Figura 15: Ocultando o ponto B’ ¢ o segmento h.

h Ponto B' C ®

B Coordenadas Polares
Exibir Objeto v B
f An - Exibir Rétulo v f’

+"  Exibir Rastro

(3 Renomear

Apagar

Lt Configuragaes )

Fonte: Autor (2023)
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E a figura 16 apresenta o procedimento para retirar o rétulo dos segmentos AB,

BC e os pontos A e B:

Figura 16: Retirando os rétulos de AB, BC e os pontos A e B.

A

Segmento f: Segmento A, B

Exibir Objeto v
| A~ Exibir Rétulo N |

"  Exibir Rastro

([2 Renomear
B Apagar

Configuractes

Fonte: Autor (2023)

Passo 9: Crie um segmento com os pontos C e D, e retire o seu rétulo. Como

mostra a figura 17 abaixo.

Figura 17: Criacdo de CD e a retirados de seu rétulo.

Fonte: Autor (2023)

Passo 10: Cligue nos 3 tragos no canto superior direito da tela e escolha a op¢éo
FERRAMENTA. Na opcdo de FERRAMENTA clique na op¢do CRIAR UMA NOVA
FERRAMENTA. Dai, abrira uma caixa de didlogo e vocé devera selecionar em
OBJETOS FINAIS o segmento “i: segmento CD” e o ponto “D: ponto de intersecgao c,
h”, nessa ordem. Em seguida, va para a op¢io de NOME E ICONE e clique em concluir.

Como mostra a figura 18 abaixo.



Figura 18: Criando uma nova ferramenta.
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CANCELAR
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Passo 11: Selecione a ferramenta criada no Passo 10, denominada
FERRAMENTA 1 no menu principal. Clique nos 3 Gltimos pontos da arvore, da esquerda
para a direita da tela, e, a partir dai aparecera um novo ramo da &rvore, como mostra a
figura 19 abaixo.

Figura 19: Construcdo de um novo ramo da arvore.

R ERE ~| o oI 5=
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a
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B’ = Girar(B,a,C)

= (6.9.63)

o B = Angulo(B,C,B")

= 137.97°

T

Fonte: Autor (2023)

Realize esse procedimento por mais trés vezes. E a figura 20 resultante sera:

Figura 20: Figura resultante

Fonte: Autor (2023)
Passo 12: No menu principal, escolha a ferramenta REFLEXAO EM RELACAO
A UMA RETA. Selecione o tltimo segmento da arvore e clique no segmento anterior a
este, conforme figura abaixo. Como resultado obteremos um novo ramo que sera a
reflexdo do segmento selecionado em relacdo ao segmento clicado. Note que na figura 21

0 quadrado representa 0 segmento que sera refletido e o segmento da cor vermelha

indicara que sera o eixo de reflexdo.



Figura 21: Reflex8o em relagdo a uma reta.

/ A\ 2 (1IN O] o=
SRS CFRNEER
0 i 1) -
= D=(579,969) = le Reflexdo em Relago a uma Reta
i = Segmento(C, D) ,** Reflexio em Relacéio a um Ponto
0 \
=16 ,\( Inversao
j = Ferramental(8, C,D) : ; + Rotacéo em Torno de um Ponto
=13 ~}' Translagéo por um Vetor

E = Ferramental(B,C,D) i

O | Vd
= (685, 8%)

k = Ferramental(C, D, E)

= 105

Fonte: Autor (2023)

Repita esse procedimento para cada figura selecionada conforme abaixo:

Figura 22: Primeira reflexao.

A

Fonte: Autor (2023)

Figura 23: Segunda reflexdo.

BRI,

Fonte: Autor (2023)
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Figura 24: Terceira reflexdo.

Fonte: Autor (2023)

Figura 25: Quarta reflexdo

Fonte: Autor (2023)

Figura 26: Quinta reflexdo

Fonte: Autor (2023)
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Assim, finalizara a arvore com o nimero de galhos que desejar. Observe que se
alterar o tamanho dos segmentos AB e CD iniciais ¢/ou o angulo o produzird novas

arvores bifurcadas, conforme a figura 27 a seguir:

Figura 27: Arvores com diferentes tamanhos para os segmentos AB, CD e amplitude para o 4ngulo a.

Fonte: Autor (2023)

2.6.3 O Triangulo de Sierpinski

O Triangulo de Sierpinski ¢ um fractal obtido a partir da seguinte construcao
recorrente: a partir de um tridngulo equilatero, marcamos os pontos médios de cada lado
e retiramos da figura o tridngulo cujos vértices sdo esses pontos médios dos lados do
triangulo anterior. A cada nova etapa repetimos o processo em cada novo triangulo
equilatero resultante da etapa anterior.

O Triangulo de Sierpinski € a figura obtida quando esse processo ocorre
indefinidamente. Um fato curioso sobre esse fractal € que ele tem medida de area nula e
a medida de perimetro infinita. E possivel verificar essas afirmacdes analisando o que
acontece com essas medidas em cada iteracdo. De fato, supondo que o triangulo inicial
tem medida de lado igual a | unidades de comprimento, na n-ésima iteracdo a medida Pn

do perimetro da figura é dada pela expressao.

dai quando n — oo, temos que Pn — oo. Enquanto sua medida de area, An, na n-ésima
iteracdo, é

do= (28
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consequentemente, quando n — o temos que An — 0.

A seguir os passos para construcdo do Triangulo de Sierpinski

Passo 1: Selecione a ferramenta PONTO no menu principal e crie os pontos A e

B no eixo das abscissas conforme a figura 28 abaixo:

Figura 28: Criacdo os pontos A e B.

(AP OOAN = y [ b 0L N

+

=N

,A Ponto

|_.__?f_\.‘.\ Panto em Objeto

‘{. Vincular / Desvincular Ponto
X Intersecéo de Dois Objetos
L " Ponto Médio ou Centro

.Z Numero Complexo

/\j Otimizacio
If\,j Raizes

8

B = Ponto(EixoX)

0

= (10,0)

A = Ponto(EixoY) : 1

= (0,0)

N,
O

0

(==~

5
=
ra
.
o
co
=

Fonte: Autor (2023)
Passo 2: Oculte a malha e o eixo como feito na construcdo das arvores bifurcadas

na secao anterior, como mostra a figura 29 abaixo

Figura 29: Ocultando a malha e 0s eixos.

Janela de Visualizagao

Janela de Visualizagéo

Exibir Eixos o
Exibir Malha ~ 1. Exibir Eixos v
Sem Malha
1 Malha Principal | Exibir Malha v
Malhas Principais e Secundarias " Barra de Navega[;éo
Polar
Isométrica i EixoX : EixoY L )
Barra de Navegacao
Zoom ’

EixoX . EixoY
Zoom
Ampliar para enquadrar

Visualizacdo Padrao

42

Janela de Visualizacdo

> 2 IS

Ampliar para enquadrar
Visualizac&o Padrao

Janela de Visualizacio ..

Fonte: Autor (2023)
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Passo 3: Selecione a ferramenta POLIGONO REGULAR no menu principal e
selecione os pontos A e B. Em seguida, na caixa de didlogo que surgird, digite o nimero

de Vértices para produzir o poligono poll. Como segue a figura 30 abaixo.

Figura 30: Construcéo do poll.

RN S T IC IV ANIEES

o B = Ponto(Eix I_‘,?.‘n Poligono @ .5
= (10.0) IQ Poligono Regular I

o A = Ponto(Eix L\ Poligono Rigido A B
= (0.0 L;- Poligono Semideformavel @/ °

Poligono Regular

Vértices

1 E

e rB o004 N

B = Ponto(EixoX) Y C
@)
= (10‘ U) @
A = Ponto(EixoY)
@)
= (0, 0) @
poll = Poligono(A, B, 3)
@
= 433 polt
f = Segmento(A, B, poll)
@
=10 . .
gH. -_
+

Fonte: Autor (2023)
Passo 4: Selecione a ferramenta PONTO MEDIO OU CENTRO no menu
principal. Clique no segmento BC para encontrar o ponto médio D. Da mesma forma,

clique nos segmentos AC e AB para encontrar 0s pontos médios E e F, respectivamente.
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Em seguida, ainda com a mesma ferramenta, clique no interior do poligono para encontrar

0 ponto G, centro do tridngulo. Como mostra a figura 31 abaixo.

Figura 31: Criagéo dos pontos médios D, E e F e do centro G.

. ~ =
X [A 7 RO O &N =
O .A Ponto N C
{;;‘ Ponto em Objeto ®
O \,"Vmcu\arfDeswncular Ponto

>-\/ Intersecéo de Dois Objetos @

= Ponto Médio ou Centro
(@]

,z Numero Complexo [elk

O /‘\j Otimizacéo
f\; Raizes A B
+ E

(o}

L3
:

Fonte: Autor (2023)

Passo 5: Na caixa de entrada, crie a lista 11 com os pontos A, B e C conforme a

figura 32 abaixo.

Figura 32: Criacdo da lista I1.

G = CentroDeGravidade(poll)

@

(5, 2.89)

=

= {A,B,C}

@

1(0, 0), (10, 0), (5, 8.66)}

Fonte: Autor (2023)

Passo 6: Na caixa de entrada, utilizando o comando HOMOTETIA, crie a lista 12
com o triangulo obtido aplicando o comando HOMOTETIA do poll no centro G com

razéo - 1/2 digitando I2=Homotetia(poll,-1/2,G) e, em seguida, pressionando ENTER no
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teclado de seu computador/celular. Esta lista 12 aparecera automaticamente na janela de

algebra do GeoGebra, como mostra a figura 33

Figura 33: Criagdo do triéngulo 12.

G = CentroDeGravidade(poll)

@
= (5, 2.89)
= {AB,C}
[
= {(0, 0), (10, 0), 5, 8.66)}
o 12 = Hornotetia (poll,—%,G)
= 10.83
+

Fonte: Autor (2023)

Passo 7: Ainda na caixa de entrada, utilizando o comando SEQUENCIA, crie uma
lista I3 com trés triangulos obtidos aplicando o0 comando HOMOTETIA da lista 12 nos
vertices da lista 11 com razdo 1/2. Ou seja, na caixa de entrada, digite
I13=Sequéncia(Homotetia(l2,1/2,Elemento(l1,i)),i,1,3) e pressione ENTER. Como mostra

a figura 34 abaixo.

Figura 34: Criacdo da lista I3.

Il ={AB,C} :
)

= {(0.0), (10,0), (5, 8.56))

12 = Homotztia| poll : G :
0 = Homotetia| poll, -3,

= 1083

13 = Sequéncia| Homotetia \E,E,Elemento(ll,i) 01,3 :
O 2

= 71,271, 271}

Fonte: Autor (2023)
Passo 8: Novamente, na caixa de entrada, utilizando o comando SEQUENCIA,
crie uma lista 14 com nove novos triangulos obtidos aplicando o comando HOMOTETIA

da lista 13 nos vértices da lista 11 com razdo 1/2 digitando
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14=Sequéncia(Homotetia(l3,1/2,Elemento(I1,1)),i,1,3) e, em seguida, pressionando

ENTER. Como mostra a figura 35 abaixo.

Figura 35: Criagdo da lista 14.

1
12 = Homotetia (poll, —3 G)

@
= 1083
- (1 A\ :
13 = Sequéncia{ Homotetia| I2, = , Elemento(I1,i) |,i,1,3
O 2
= 71,271,271
1 H
14 = Sequéncia (Hornotet'la (IS, 3 Elemento(l1, \}) oy 1,.3) :
@
= {{0.68, 0.68, 0.68), {0.68, 0.68, 0.68}, {0.68, 0.68, 0.68]]
+ E

Fonte: Autor (2023)

Utilize a mesma ideia do passo anterior para produzir as listas seguintes.

Passo 9: I5=Sequéncia(Homotetia(l4,1/2,Elemento(l1,i)),i,1,3).
Passo 10: 16=Sequéncia(Homotetia(l5,1/2,Elemento(I1,i)),i,1,3).
Passo 11: I7=Sequéncia(Homotetia(l6,1/2,Elemento(I1,i)),i,1,3).

Veja a figura 36 abaixo.

Figura 36: Figuras dos Passos 9, 10 e 11, respectivamente.

] A AT TA LN .
( XVA AVAVAVA XVA AVAVAVANIFCN . N NN N

Fonte: Autor (2023)

Aqui o fractal ja estd construido, porém sé podemos observa-lo na iteracdo em que

paramos a construcao. E possivel visualizar a formag&o desse fractal, etapa por etapa, de
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modo dindmico. Para isso, utilizaremos a ferramenta chamada CONTROLE
DESLIZANTE. Siga 0s passos abaixo.

Passo 12: Selecione a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE no menu

principal. Como mostra a figura 37 abaixo.

Figura 37: Localizando a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE.

¥ LA D OO 4L N[ e

o B = Ponto(EixoX) =N I"_TE Controle Deslizante I
= (10, 0) ® ABC Texto

o A = Ponto(EixaY) : M [nserir Imagem
= (0.0) ® Botéo

® poll = Poligono(A, B, 3) : //® Caixa para Exibir / Esconder Objetos
= 433 a=11 Campo de Entrada

® f = Segmento(A, B, poll) :

= 10
Fonte: Autor (2023)
Passo 13: Clique em qualquer lugar da tela. Dai aparecera a caixa de dialogo do

CONTROLE DESLIZANTE e defina a=1. Como mostra a figura 38.

Figura 38: Criacdo do CONTROLE DESLIZANTE a=1.

Controle Deslizante

Nome

a=1

® Numero (O Anguo (O Inteiro a=1
Intervalo Controle Deslizante Animacéo
min max Incremento
0 8 1

Fonte: Autor (2023)
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Passo 14: Na janela de algebra, selecione a lista 12 e clique nos trés pontos no
canto superior direito. Escolha a opgdo de CONFIGURACOES. Na caixa de dilogo,
cligue em AVANCADO e digite em CONDICAO PARA EXIBIR OBJETO(S) 0 < a.

Figura 39: Inserindo a condicdo para a exibi¢éo de 12.

I1 = {AB,C : 1 Duplicar entrad
(@) { } 12 = Homotetia (poll,—E,G) Uplicar enfraca
= {(0, 0), (10, 0}, (5, 8.66)} O Duplicar resultado
. = 1083 Apagar
. 1 :
O 12 = Homotetia (poll,—E,G) Configuracdes

13 = Sequéncia(Homotetia (IZ, 5o

= 10.83 O

= {271,271, 271}

Basico Cor Estilo Avancado >

Basico Cor Estilo X Programacéo o

Proaramacio Condicio para Exibir Objeto(s) ot

gramac o 0=a @ C

Nome P Cores Dinamicas (&

12 o Wermelho: N
Definicio

Homotetia(pol1, -(1/ 2), G) Verde:

<

Legenda
Azul:

Transparéncia:

RGB ~ REMOVER

Fonte: Autor (2023)

Seguindo o mesmo procedimento, configure os objetos 13, 14, 15, 16 e I7 para serem

exibidos quando 1< a,2<a, 3<a,4 <ae5< a, nessa ordem.

Finalizado esse processo, ndo so esse fractal vai estar construido como também
sera possivel ver cada passo de sua construcdo de forma dinamica através do controle
deslizante, pois a medida que “a” variar, veremos as iteragdes correspondentes da figura.

Abaixo, veja o registro de alguns passos da construcdo do triangulo de Sierpinski.



Figura 40:Fractal quando a=1, a=4 e a=6.

Fonte: Autor (2023)

Apos essas construcdes, vamos fazer as consideracdes finais do trabalho.

44
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CONSIDERACOES FINAIS

A Matematica dos fractais é a area que faz um estudo aprofundado sobre essas
formas, analisando-as geometricamente e desenvolvendo equagdes para tentar explicar os
padrdes existentes nelas. Os fractais possuem aplicagdes na Biologia, na Fisica, na

Engenharia, na Computacéo, entre outras areas de conhecimento.

O uso do recurso computacional trouxe significativas contribuicbes ao
desenvolvimento de nossa proposta. Com uma interface de facil entendimento o software
GeoGebra ofereceu condicdes para manipulagdo dos diferentes componentes das figuras
construidas permitindo a exploracédo e realizacdo de conjecturas de forma a embasar a
construcdo de conceitos geométricos e algébricos. Contemplar os aspectos harmoniosos
e observar as regularidades nas préprias irregularidades de cada fragmento fractal
permitiu a percepcao do condicionamento desses aos aspectos algébricos e geométricos

favorecendo a exploracao de tais conhecimentos.

Nesse trabalho, foi construido Arvore Bifurcada e do Tridngulo de Sierpinski,
como sugestdo de outras aplicacdes temos Circulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski,
Piramide de Sierpinski, Esponja de Menger, Floco de neve de Koch, Curva de Koch e a
Curva de Hilbert.
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