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mathematics, rightly viewed, possesses not only
truth, but supreme beauty a beauty cold and aus-
tere, like that of sculpture, without appel to any
part of our weaker nature, without the george-
ous trapping of painting or music, yet sublimely
pure, and capable of a stern perfection such as
onley the greatest art can show. The true spirit
of delight, the exaltation, the sense of being more
than Man , which is the touchstone of the highest
excellence, is to be found in mathematics as su-
rely as in poetry.

Bertrand Russel



RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos um estudo sobre a formula de Simons e a desigualdade inte-
gral de Simons. Ambos os resultados sao fundamentais para o estudo de subvariedades minimas.
Nosso objetivo € desenvolver toda a teoria fundamental necessaria para compreender e inter-
pretar esses resultados. Na primeira parte, exploraremos a teoria inicial relacionada a Geometria
Riemanniana. Apresentaremos uma forma de derivar objetos em uma variedade e desenvolvere-
mos um estudo sobre a curvatura de uma variedade riemanniana. Definiremos o que sao tensores
em uma variedade riemanniana, explicaremos o conceito de imersoes isometricas e, buscando
entender a sua geometria, encontraremos um (2,1)-tensor chamado segunda forma fundamen-
tal. Na segunda parte, nos aprofundaremos no estudo da formula e da desigualdade de Simons.

Demonstraremos ambos os resultados e analisaremos artigos que se baseiam nesses resultados.

PALAVRAS-CHAVE: Formula de Simons, Desigualdade integral de Simons, Segunda forma fun-

damental, Imersoes isométricas.



ABSTRACT

In this work, we will present a study on the Simons formula and the Simons integral inequa-
lity. Both results are fundamental for the study of minimal submanifolds. Our goal is to develop
all the fundamental theory necessary to understand and interpret these results. In the first part,
we will explore the initial theory related to Riemannian Geometry. We will present a way to de-
rive objects on a manifold and develop a study on the curvature of a Riemannian manifold. We
will define what tensors are in a Riemannian manifold, we will explain the concept of isometric
immersions and, seeking to understand its geometry, we will find a (2,1)-tensor called the second
fundamental form. In the second part, we will delve deeper into the study of Simons’ formula

and inequality. We will demonstrate both results and analyze articles that build on these results.

KEY WORDS: Simons formula, Simons integral inequality, Second fundamental form, Isometric

immersions.
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Introducao

A Geometria Riemanniana é o ramo da Geometria Diferencial que tem como objetivo o
estudo de objetos como curvas (unidimensional), superficies (bidimensional) e variedades (n-
dimensionais). Em cada uma delas escolhemos uma meétrica, isto €, uma forma de medir com-
primentos e angulos que variam diferenciavelmente ponto a ponto. Esse estudo é realizado uti-

lizando conceitos e aplicacdes de Calculo Diferencial, Algebra Linear e Topologia.

A teoria que envolve a Geometria Diferencial tem como base os trabalhos pioneiros de Isaac
Newton e Gottfried Leibniz. No entanto, foi Carl Friedrich Gauss que estabeleceu e introduziu os
conceitos chaves que alicercam esta teoria. Um dos seus trabalhos mais influentes nesta teoria
e o ceélebre artigo "Disquisitiones Generales Circa Superficies Curvas”. Em 1854, o matematico
G.F.B. Riemmann apresentou sua tese intitulada "Uber die Hypothesen welche der Geometrie
zu Grunde liegen”, que forneceu uma visao global da geometria como o estudo de variedades

n-dimensionais. Suas ideias estabeleceram as bases para a Geometria Riemanniana.

Na atualidade, a Geometria Riemanniana possui importantes aplicagoes em areas como Ana-
lise, Teoria da Relatividade Geral de Einstein, Equagoes Diferenciais Parciais, Teoria da Informacao,
etc. Assim, devido a esta interacao, a geometria tem fornecido ferramentas fundamentais para a

resolucao de problemas em aberto na literatura académica.

Iniciamos este trabalho com o estudo dos conceitos de variedades diferenciaveis, com o in-
tuito de estabelecer uma base solida para os topicos subsequentes. Em seguida, abordamos cam-
pos de vetores juntamente com a no¢ao de fibrado tangente. Além disso, introduzimos a definigao
de meétrica riemanniana, exploramos as ideias relacionadas a conexao, curvatura, geodésicas e
tensores. Por fim, estudamos as imersoes isométricas e apresentamos os dois principais resulta-

dos deste trabalho: a formula de Simons e a desigualdade integral de Simons.

A formula de Simons (Teorema 4) e a desigualdade integral de Simons (Teorema 6) foram
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publicados originalmente no artigo "Minimal varieties in Riemannian manifolds” de J. Simons
(1968). Esse trabalho, sobre subvariedades minimas em variedades riemannianas, abriu novas
perspectivas na area de superficies minimas, resultando em artigos subsequentes, como os de
S. Chern, Do Carmo e S. Kobayashi (1970), H. Alencar e Do Carmo (1994) e A. Caminha (2006),
etc. A forma como apresentaremos tanto o teorema quanto a formula de Simons encontra-se na

referéncia principal deste trabalho Caminha [2014]
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1 Preliminares

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos e propriedades introdutérios comuns em um
curso de Geometria Riemanniana. Nao nos aprofundaremos nas demonstragoes dos resultados
contidos nessas secoes, porém o leitor pode consultar Do Carmo [2019] e Lee [2012], conforme

as indicacoes feitas ao longo do capitulo.

1.1 Variedades Diferenciaveis
Para iniciar os estudos, é necessario estabelecer alguns conceitos basicos da teoria de varie-
dades diferenciaveis. Por isso, iniciamos apresentando tais conceitos.

Definicio 1. Uma variedade diferenciavel de dimensaon é um conjunto M (também denotado

por M™) e uma familia de aplicacoes biunivocas
x,:U, CR" — M

de abertos U, de R" em M, tais que:

| Jx,(U,) =M.

2. Para todo par p, k, com x,(U,) N x.(U,) = W # & os conjuntos x," (W) e x;;'(W) sao

abertos em R" e as aplicagoes x,;' o x, sao diferenciaveis.

3. A familia {(U,,x,)} é maxima relativamente as condicoes (1) e (2). Essa familia é chamada

de Atlas maximal.

A aplicagdo x, e o aberto (x,(U,)) sdo chamados de parametrizacao de M e vizinhanca coor-

denada em p, respectivamente. A forma como definimos variedades diferenciaveis, com a escolha

12



de uma estrutura diferenciavel {(U,, x,)}, induz uma topologia em )/, de modo que os conjuntos
x,(U,) sao abertos e as aplicagoes x, sao continuas. Além disso, exigiremos que esta topologia

satisfaca os axiomas de Hausdorff e da base enumeravel.

Exemplo 1 (Superficie regulares do R"). Um subconjunto S* C R", k < n, é uma superficie
regular de dimensao k, se para cadap € S* existem um vizinhanca V de p em R"™ é uma aplicacio

x:UCRF = SNV deum abertoU C R* sobre M NV, tais que:

1. x é um homeomorfismo diferenciavel

2. (dx), : R¥ — R" é injetiva para todo ¢ € U

Logo, uma superficie regular em R"™ é uma generalizacdo natural para superficies regulares em R,

Sejamx : U C R* — S* ey : U c RF — S* duas parametrizacoes com x(U) N y(U) =
W # &. Entao, a aplicaggoh = x ' oy : y 1 (W) — x~ (W) é um difeomorfismo. De fato, seja
r € y Y(W) edefinaq = h(r). Sejam (uy,...,uy) € Ue(vy,...,v,) € R", e escreva x nestas

coordenadas como

x(up, ..., ug) = (Ul(ul,...,uk),...,Un(ul,...,uk)).

Pela condicao 2, podemos supor que

O(vr,..., )

a(ul, ce ,uk) (q) 7& g

Estendendo x a uma aplicacdo F' : U x R"* — R", dada por

Fluy, ... ug, terr, oy tn) :(vl(ul, ey Ug)y e Uk, ),

vk—‘rl(ula cee auk’) +tk’+1a s 7”71(“17 s ,Uk) +tn)a

onde (tjy1,...,t,) € R"*. A aplicagio F ¢é diferenciavel e a sua restrigio a U x {0,...,0}
coincide com x. Calculando o determinante da diferencial de F', obtemos

a(vh s 7vk)

Portanto, estamos nas condicoes do teorema da funcao inversa, logo existe uma vizinhanca V; de
x(q) onde F~" existe e é diferenciavel. Pela continuidade de y, existe uma vizinhanca Uy C U der

tal que y(Uy) C V;. Note que, restrita aUy, a aplicacioh = F~'oyéuma composicdo de aplicagoes

13



diferenciaveis. Entao, h é diferenciavel emr, donde em y~*(W). Aplicando um argumento analogo,

pode-se mostrar que a aplicacao h™" ¢é diferenciavel, e portanto h é um difeomorfismo.

Deste modo, uma superficie regular S* C R" é uma variedade diferenciavel e possui uma es-

trutura diferenciavel {(x,,U,)} dada pelas suas parametrizagoes x,,.

Como consequéncia do exemplo anterior, temos que a esfera S C R"*! é uma variedade

diferenciavel. Um exemplo relevante para nos segue abaixo.

Exemplo 2 (Toro de Clifford). Seja x : R? — R* uma aplicacdao dada por,

1
x(0, p) = —=(cosB,sen b, cos p,senp), 0<6,p< 2w

V2

A imagem x(R?) é uma superficie regular conhecida como toro de Clifford T?.

De fato, sejap € T?, logop = \%(cos 0,sen 6, cos p,sen p), para (0, p) € [0,27) fixos. Observe
2
que, (\%) (cos® 0 + sen? 0 + cos? p + sen? p) = 1, isto é, p € S®. Além disso, x é diferenciavel e

—send 0
cos 0 0
dx, =
0 —senp
0 cos p

Dai, sejam (A1, \2) € R?, temos dx, (A1, A2) = 0 se, e s0 se,
A(—senf, cos6,0,0) + X2(0,0, —senp,cosp) =0 = Ay = Ay = 0.

Entao, pelo teorema do nicleo e da imagem, temos que dx, é injetiva. Por outro lado, seja
q= (z,y,2,t) € T? temos x = cos,y = senh, z = cos p et = sen p determinam (x,y, z,t) de

maneira unica. Desse modo, x é bijetiva.

Utilizando uma generalizacao da Proposicao 4, pagina 74, Capitulo 2, de Do Carmo [2010], cujo
enunciado é:
“Seja p € S um ponto de uma superficie regular S e sejax : U C R* — R™, k < n, uma aplicagdo

comp € x(U) tal que x seja diferenciavel e dx,, seja injetiva, V¥ p € U. Suponha que x seja bijetiva.

1

Entao x~* é continua.”

1

temos que x~ ' é continua, logo x é um homeomorfismo. Portanto, T? é uma superficie regular de

R,

14



Estabelecida a definicao de variedades diferenciaveis, podemos definir de forma natural o
conceito de diferenciabilidade para as aplicacoes entre variedades, e como consequéncia do item

2) da Definigao 1, temos que tal conceito nao depende da escolha de uma parametrizacao.

Definicio 2. Sejam M7 e M} variedades diferenciaveis de dimensao n. Uma aplicagao ¢ :
M, — M, é diferenciavel em p € M, se dada uma parametrizacaoy : V. C R™ — M, em
©(p), existe uma parametrizacao x : U C R" — M, em p tal que o(x(U)) C y(V') e a aplicacao
ylopox:U CR" — R™ édiferenciavel em x ' (p). Dizemos que ¢ diferenciavel em M se é

diferenciavel em todos os seus pontos.

Seja M uma variedade diferenciavel, uma curva diferenciavel em M é uma aplicacao di-
ferenciavel § : (—e,e) — M . Representaremos por C°(M) o espago das fungdes suaves
definidas em M. Suponha que 5(0) = p, com p € M, o vetor tangente a 3 em p € o operador
B'(0) : C>®°(M) — C*(M) definido por

§(0) = (FoB) D),y ¥F € C¥(A)

deste modo, um vetor tangente a M em p € o vetor tangente de alguma curva 8 : (—¢,¢) — M,
com /3(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p sera indicado por 7),M, e € chamado
de espago tangente de M em p. Escolhendo uma parametrizacao x : U — M™, com p = x(0),

q= (xl, e ,l‘n> € U, podemos representar o vetor tangente a £ em p, como

B 0)f = (Z 7 (0) (81)0) !

onde (0/0z;)g € T,M. Decorre desta equacdo que o conjunto 7),M, com as operagdes usuais

de funcgoes, forma um espaco vetorial de dimensao n, com {(8%1)0, ..., (3%)o} sendo a base a

associada a parametrizacao x.

Como consequéncia de todo o anterior, temos o seguinte resultado, cuja demonstracao encontra-

se em Do Carmo [2019], Proposicao 2.7, pagina 7.

Proposicao 1. Sejam M{* e MJ" variedades diferenciaveis e seja p : My — My uma aplicacao
diferenciavel. Para cadap € M, e cada v € T,M,, escolha uma curva diferenciavel  : (—¢,c) —
My, com 3(0) = p, 8'(0) = v. Faga 8 = p o . A aplicagao dp, : T,M, — T, M, dada por

dy,(v) = ('(0) é uma aplicacdo linear que nao depende da escolha de [3.

A aplicagao dy, dada pela proposicao acima é chamada diferencial de ¢ em p. Se ¢ é dife-

renciavel, bijetora e sua inversa ¢! é diferenciavel, dizemos que ela é um difeomorfismo.
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Exemplo 3. Sejam M™ uma variedade diferenciavel, a uniao disjunta de todos os espagos tangentes
a M é uma variedade diferenciavel, indicada por TM = {(p,v);p € M,v € T,M}. De fato,
sejam {(U,, x,)} a estrutura diferenciavel maxima de M, (%, ... ,xF) as coordenadas de U, e

{01, ...,0,} as bases associadas nos espacos tangentes de x,(U,,).

Para cada p, definay, : U, x R" — T'M, por
vl alan, . an) = (x,(af, . 2h), Zal&-), (ay,...,a,) € R"

Observe que,
Uy, (U, x R") =T,
o

pois pr(Up) = M e (dx,)q(R") = Ty, ()M, q € U,,.
p
Seja (p,v) € y,(U, x R") Ny, (U; x R"). Entdo,

(p7 U) = (xp(Qp)a dxp(vp)) = (xn(qn)a dxm(“m))a

ondeq, € U,, g, € Uy, vy, v, € R". Assim,

J’;1 © yp(Qm vp) = ygl(xp@p)? dx,(v,)) = ((x'o x,)(qp); d(x;" o x,)(vp))-

Logo, y, ' o y, é diferenciavel. Portanto, {(U, x R",y )} é uma estrutura diferenciavel de T M.

Considere duas variedades diferenciaveis M™ e N™.

Definicao 3. Uma aplicacao diferenciavel ¢ : M — N é dita uma imersao se dyp, : T,M —
T, N é injetiva para todop € M. Se, alem disso, p é um homeomorfismo sobre o(M) C N,
onde (M) tem a topologia induzida por N, diz-se que ¢ ¢ um mergulho. Se M C N e a inclusao

i: M — N éum mergulho, diz-se que M é uma subvariedade de N.

Exemplo 4. Uma superficie regular S* (Exemplo 1) é uma subvariedade de R", k < n. De fato,
sejam {(U,, x,)} a estrutura diferenciavel de S, V' C R™ uma vizinhanca dep € S, e considere a
inclusaoi : S — R". Entado, para todo p € S existem uma parametrizacdo x, : U, C R" — S,
x,(q) = p, e uma aplicagao Id : V C R" =V C S, tal que Id o i o x, = x, € diferenciavel. Além

disso, pelas condicoes 1 e 2 do Exemplo 1,1 é um mergulho.

Definicao 4. Seja M um variedade diferenciavel. Diz-se que M é orientavel se admite uma

estrutura diferenciavel {(U,, x,)} tal que :
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1. Para todo par p, k com x,(U,) Nx,(Us) = W # @, a diferencial da mudanca de coordenadas

x!lo x, tem determinante positivo.

Caso contrario, M é nao orientavel. Aléem disso, a escolha de uma estrutura diferenciavel satisfa-

zendo a condig¢ao 1 é chamada uma orientagao de M, e dizemos que M esta orientada.

1.2 Fibrado Vetorial e Campos de Vetores

Agora, apresentaremos a definicao de um dos objetos fundamentais para o nosso estudo, o
fibrado tangente. Veremos que ele nos fornece um ambiente natural para os campos de vetores

suaves sobre uma variedade.

Definicao 5. Dada uma variedade diferenciavel M, um fibrado vetorial sobre M é uma variedade
diferenciavel E, juntamente com uma aplicacao diferenciavel e sobrejetivam : E — M satisfazendo

as condicoes:

1. 3k € N;Vp € M, o conjunto E, = 7 (p) possui uma estrutura de espago vetorial real

k—dimensional

2. Para cada p € M, existem uma vizinhanca U C M de p e uma aplicacao diferenciavel

O : 771 (U) = U x R* tais que:

(a) Para cada q € U, a restricio de ® a E, é um isomorfismo linear entre E, e {q} x RF,

munido com a estrutura canénica de espago vetorial real.

(b) Se myy : U x R¥ — U denota a projecdo sobre o primeiro fator, entdon = my o ® :

N U)—=U.

Nas notagoes da definicao acima, temos que M é uma base do fibrado £, E, ¢ a fibrade E
sobre p, e k € o postode E. Uma secao de um fibrado F é uma aplicacao diferenciaveln : M — E
tal que ™ oy = Idy;. O conjunto I'(F) das se¢des de E' tem uma estrutural natural de espaco
vetorial real, o que nos motiva chama-lo de espaco das se¢oes. Deste modo, fixado p € M temos

quen(p) € E,.Sen; eny € I'(E) e A € R, podemos considerar as segdes 1, + 12 € A1y, tais que

(m +n2)(p) = m(p) + n2(p)
(A1)(p) = Am(p)
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Além disso, considere a aplicagao 77 : M — E, dada por 7j(p) = 0 (elemento neutro de E,), com
p fixo. Entao, 7] € uma secao de E),. De fato,
(mom)(p) = 7(p,0) = p.

Exemplo 5 (Fibrado Tangente). SejaT'M a variedade que definimos no Exemplo3en : T'M — M

uma aplicagao dada por w(p,v) = p, comp € M ev € T,M. Nas notagoes do Exemplo 3, temos

m:TM —M
(x(q), dx(v)) —x(q),
onde {(U,,x,)} é a estrutura diferenciavel de M, q € U, ev € R™.
A aplicacao ¢ diferenciavel, sobrejetivaen*(p) = T,M,p € M. Além disso, sejax,(U,) =V

uma vizinhanga de p, a aplicacao ® : 7= (V') — V x R" restrita a T,M,p € V, é dada por

Q(p,w) = (x,(q), dx,(v)), w e TzM, g U, ev € R".
Sermy : V x R" = V denota a projecao sobre o primeiro fator, entao
mv o ®(p,w) = 1v(x,(q), dx,(v)) = x,(q).
Portanto, T'M é um fibrado vetorial denominado fibrado tangente de posto n sobre M.

Denotaremos por X(M) o espago das se¢oes I'(7'M ), onde cada secao € chamada de campo

vetorial sobre M. E importante observar que X (M) é um médulo sobre o anel C*°(M).

Sejax : U C R — M uma parametrizacao de M em p, podemos escrever o campo X €

X(M) em fungao de x

onde a; € C*(U) e {%} é a base associada a x.

Em particular, podemos pensar em um campo de vetores como sendo um operador em C*° (M),
isto e,
feC®M)— XfeC®M)
n 8f
(XHp) =) _ailp) ().

1=1
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Esta interpretagao permite-nos considerar as iteradas de X, que nos fornecem um tunico
campo vetorial Z = [X,Y] = XY — Y X chamado colchete, conforme o lema a seguir. Para

ver a demonstracao do lema abaixo, consulte Do Carmo [2019], Lema 5.2, pagina 21.
Lema 1. Sejam X eY campos diferenciaveis de vetores em uma variedade M. Entao existe um
unico campo vetorial Z tal que, para todo f € C*(M), Zf = (XY =Y X)f.

A operagao colchete possui as seguintes propriedades, dada pelo proposicao a seguir. Sua

demonstracao esta presente em Do Carmo [2019], Proposigao 5.3, pagina 22.

Proposicao 2. Se X,Y,Z € X(M),a,b € Re f,g € C*(M), entao:

1) [va] = _[KX]
2) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z]
3) [ X, Y], Z]+ Y, Z], X]| + [[Z, X],Y] = 0 (identidade de Facobi)

4) [fX,gY] = fglX,Y]+ fX(9)Y —gY ()X

1.3 Metricas Riemannianas

Nesta se¢ao, apresentaremos conceitos que nos proporcionarao formas de medir o compri-

mento de vetores sobre uma variedade.

Defini¢ao 6. Uma metrica riemanniana em um fibrado vetorial m : E — M é uma aplicacao

bilinear, simétrica e positiva definida
g:T(E)xT'(E) = C>®(M)
9@, 1m2) = (11, m2).
Uma meétrica riemanniana em uma variedade diferenciavel M é simplesmente uma métrica
riemanniana no fibrado tangente de M. Formalmente,

Definicio 7. Uma metrica riemanniana em uma variedade diferenciavel M é uma corres-
pondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (-,-) (isto é, uma forma bili-
near simetrica, positiva definida) no espaco tangente T,M, que varia diferenciavelmente no se-

guinte sentido: Se x : U C R™ — M ¢é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com
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x(x1,...,xp) =q€x(U)eX; = a%i(q) =dx(0,...,1,...,0), entao (X;, X;) = gij(z1,...,2p)

é uma funcao diferenciavel em U.

Uma variedade diferenciavel com uma dada métrica Riemanniana é chamada de Variedade
Riemanniana. Um resultado importante é dado pela proposicao a seguir. Uma demonstracao
deste resultado aparece em Do Carmo [2019], Proposi¢ao 2.10, pagina 35, ou Caminha [2014],
Lema 1.21, pagina 14.

Proposicao 3. Toda variedade diferenciavel M possui uma métrica riemanniana.

Estabelecido a definicao de métrica riemanniana, podemos calcular comprimento de curvas.

Para isto, considere, inicialmente, a seguinte definicao:

Definic¢ao 8. Um campo vetorial V ao longo de uma curva c : I — M é uma aplicacao que
a cadat € I associa um vetor tangente V (t) € T.)M. Diz-se que V' é diferenciavel se para toda

funcao diferenciavel f em M, a fungaot — V(t)f é uma fungao diferenciavel em I.

O campo vetorial dc/dt é chamado campo tangente de c. Um segmento é a restricdo de uma

curva ¢ a um intervalo fechado [a,b] C I. Portanto, se M é riemanniana, definimos o compri-

b Jde de\V?

Observacao 1. Por causa da forma como definimos curvas, um campo vetorial ao longo de c pode

mento de um segmento por:

nao ser passivel de extensao a um campo vetorial definido em um aberto de M.

1.4 Conexoes

Um conceito fundamental na teoria de Superficies é o da derivada covariante, pois é através
desta definicao que conseguimos estudar as nogoes de geodésicas, alem de estabelecer uma
relacao com a curvatura Gaussiana da superficie. Por depender apenas da primeira forma fun-
damental, podemos generalizar este conceito para Geometria Riemanniana (Proposicao 4). Para
isso, devemos definir uma forma de derivacao de campos de vetores suaves sobre uma variedade,

que chamaremos de conexao afim.
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Definicao 9. Uma conexao afim em um fibrado vetorial m : E — M é uma aplicacao R-bilinear

V: X(M) x T(E) = I'(E)

(X,1m) = Vxn
satisfazendo

Vixn= fVxn eVxfn= fVxn+X(f)n.

Pela definicao acima, podemos considerar o caso em que F é o fibrado tangente 7'M, dessa

forma temos

Vo x(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) > VyY

A generalizagao da derivada covariante é dado pela proposigao abaixo. Para ver sua demonstracao

consulte Do Carmo [2019], Proposigao 2.2, pagina 42.

Proposicao 4. Seja M"™ uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Entao existe uma
unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo da curva diferenciavel c : I —

M um outro campo vetorlal V. ao longo de c, tal que

D D D
a) —(V + W)= v +— W , W' é um campo ao longo de c;
dt dt ’°
D df , . g
b) a(f\/) 0 —V + f f ¢ uma fungao diferenciavel em I;

c) SeV éinduzido por um campoY € X(M), isto é, V(t) = Y (c(t)), entdo ¥ = Va Y.

dt ai

Como consequéncia do item ¢) da Proposicdo 4, podemos aplicar a conexao afim a campos
definidos em conjuntos abertos. Portanto, ao escolher um sistema de coordenadas (z1, ..., z,)
na vizinhanca de um ponto p € M, podemos calcular as coordenadas de V x Y e, assim, concluir

que a conexao afim é um conceito local. Sejam

X = ZaZ eY Zbﬂax
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temos pela Defini¢ao 9
0 0 0
VXY:Zi:aivagi (Zj:b]a—x]> Zazbv i 674-&8—2(1)])8—%

0 0
Escrevendo o campo VB%BTj em relacao a base {a }, V 8z] E Fzy (%Uk’ obtemos as

funcoes suaves I'F., chamadas simbolos de Christoffel da conexao V. Entao,

0 0 0
Y = —(b;) =— ibiTF ——
Vx Zazaxl< j)aﬂfj +zk:a 9 0x

17]

:%:{ (br,) +Zabfk}axk

isto é, VxY depende apenas dos valores de X em p e de Y ao longo de uma curvac: (—¢,¢) —

M, ¢(0) =p, d(0) = X.

l]’

Atraveés da Proposigao 4, € natural questionar o que acontece no caso em que D V =0. A

partir disso, podemos introduzir a seguinte definicao:
Definicao 10. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Um campo vetorial
V' ao longo de uma curva c : I — M é chamado paralelo quando % =0, para todot € I.

A forma como um campo paralelo se comporta ao longo de uma curva é dada pela proposicao
a seguir, cuja demonstragao esta em Do Carmo [2019], Proposicao 2.6, pagina 42.

Proposicao 5. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Sejac : I — M
uma curva diferenciavel em M e Vi, um vetor tangente a M em c(ty), to € 1. Entao existe um
unico campo de vetores paralelo V' ao longo de c, tal que V' (ty) = V. O campo V' (t) é chamado o

transporte paralelo de V (1) ao longo de c.

1.4.1 Conexio Riemanniana (Levi-Civita)
A escolha de uma meétrica riemanniana em uma variedade M determina univocamente uma
certa conexao afim de M, dada pelo Teorema 1.

Definicao 11. Uma conexaoV em uma variedade Riemanniana M é compativel com a metrica

se, para todos X,Y, Z € X(M), tivermos

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y. VxZ). (L1)
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Podemos relacionar a definicao acima com a derivada covariante, obtendo a seguinte proposicao,

cuja demonstracao esta em Do Carmo [2019], Proposigao 3.2, pagina 43.

Proposicao 6. Seja M uma variedade riemanniana. Uma conexao V em M é compativel com a

meétrica se, e somente se, para todo par V' e W de campos de vetores ao longo da curva diferenciavel

f (o) (22)

Definicao 12. Uma conexao afim V em um variedade diferenciavel M e dita simetrica quando,

para todos X,Y € X(M), temos

c: 1 — M tem-se

VyY — Vy X = [X,Y] (1.2)

Conhecendo as Defini¢oes 11 e 12, podemos definir uma conexao especial chamada conexao
riemanniana ou conexao de Levi-Civita, dada pelo seguinte teorema. Sua demonstragao esta em

Do Carmo [2019], Teorema 3.6, pagina 45.

Teorema 1 (Levi-Civita). Dada uma variedade riemanniana M, existe uma unica conexao afim

V em M satisfazendo as condicoes:

a) V é simétrica;

b) V é compativel com a métrica riemanniana;

Para demonstrar este teorema, usamos a seguinte identidade
2VxY, Z)y=X{Y, Z)+Y{(Z X) - Z(X,) Y)Y+ ([X,Y], Z) — ([Y, Z], X) — {[X, Z],Y).

chamada identidade de Koszul. Por meio dessa identidade, podemos expressar os simbolos de

Christoffel da conexao riemanniana em funcao dos coeficientes g;; da meétrica.

Sejax : U C R®™ — M um sistema de coordenadas locais em torno de p € M, com

X(T1,. .., %) =q GX(U)ea%i(q) = dx(0,...,1,...,0), temos
0 0 -
5 Z { gik+ 5 gkz Dy gij}gk (1.3)
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Agora, para concluir esta secao, apresentaremos o conceito de referencial.

Sejam M"™ uma variedade riemanniana e U C M" uma vizinhanca de p, onde é possivel
definir campos e, ..., e, € X(U), de modo que em cada g € U, os vetores {¢;(¢)},i =1,...,n,
formam uma base de 7, M. A base {e;(q)} € chamada de referencial local. Se {e;(¢q)} for uma

base ortonormal, dizemos que é um referencial ortonormal.

1.5 Geodésica

Nesta segao, apresentaremos a definicao de geodésica, juntamente com alguns resultados
necessarios para garantir a existéncia de uma vizinhanca U C M de p, na qual uma familia de
campos de vetores ortonormais F, ..., £, € X(U), em cada ponto dessa vizinhanga, satisfaca

Vi E; =0emp.

Definicao 13. Uma curva parametrizaday : I — M é uma geodesica em t, € I se %(d—Z) =0

no ponto to; Sey é geodesica emt € I, para todot € I, dizemos que y é uma geodesica.

Por meio do fibrado tangente 7'M de uma variedade M podemos reduzir o estudo local das
geodésicas de M ao estudo das trajetorias de um campo de vetores em T'M. Para garantir a
existéncia e unicidade desta trajetoria faz-se necessario utilizarmos de um resultado da teoria de

equacoes diferenciais, cuja demonstragao esta em Do Carmo [2019], Teorema 2.2, pagina 51.

Teorema 2. Se X ¢ um campo C'* num aberto V' de uma variedade M ep € V entao existem um
aberto Vo C V., p € Vo, um numero 6 > 0, e uma aplicacao C*, 1) : (—0,0) x Vo — V tais que a
curvat — ¥ (t,q),t € (—0,0), é a unica trajetoria de X que no instante t = 0 passa pelo ponto q,
para cada q € V. A aplicacao ), : Vo — V dada por(q) = ¢(t,q) é chamada o fluxo de X em
V.

Assim, dado uma geodésica v em M, podemos determinar um tnico campo G no fibrado

&

, “%(t)). O campo G é chamado campo geodésico

tangente cujas trajetorias sao da format — ((¢)

em T'M e seu fluxo € o fluxo geodésico de T'M.

Sejamp € M e TV = V xR" uma vizinhanca de (p,0) € T'M, com V sendo uma vizinhanca
coordenada de p. Pelo Teorema 2, existem um aberto/ € TV, com (p,0) € U, um niimero § > 0

e uma aplicacao ¢y : (—6,0) xU — TV, tais que t — 1(t, q,v) é a curva integral de GG, que passa
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por (¢,v) em t = 0. Escolhendo
U={(qv) €eTV;qeVy,veTM,v| <er},

onde V C V € uma vizinhancade p € M ec; > 0. Pondoy =7moy,onden : TM — M éa
projecao candnica, temos que a curva t — y(t,q,v), t € (—6,0), € a Gnica geodésica de M que

satisfaz v(0, ¢,v) = g e 7/(0,¢q,v) = v.

E possivel relacionar o velocidade de uma geodésica com o seu intervalo de defini¢ao por meio
do seguinte lema, conhecido como lema de Homogeneidade de uma geodésica. Para acessar uma

prova desse resultado veja Do Carmo [2019], Lema 2.6, pagina. 52

Lema 2. Se a geodésica y(t,q,v) esta definida no intervalo (—6,0), entdo a geodeésica y(t, q, av),

a € R, a > 0, esta definida no intervalo (—d/a,d/a) e
(t, ¢, av) = y(at, ¢, v).

Utilizando o Lema acima, podemos tornar o intervalo de definicao de uma geodésica unifor-
memente grande em uma vizinhanca de p, conforme a proposicao a seguir, cuja demonstragao

esta em Do Carmo [2019], Proposicao 2.7, pagina 53.

Proposicio 7. Dado p € M, existem uma vizinhanga Vi de p em M, um numeroc > 0 e uma
aplicagao C*, v : (—=2,2) xU — M, U = {(q,v) € TM;q € Vo,v € T,M, |v| < e} tal que
t — y(t,q,v), t € (—2,2), é a unica geodésica de M que no instantet = 0 passa por q com

velocidade v, para cada q € V e cadav € T,M, com |v| < e.

Sejap € M e U C T'M um aberto dado pela Proposicao 7. Defina a aplicagao

exp:U — M

(¢,v) = (1, q,v)

chamada aplicagao exponencial. Geometricamente, exp(q, v) € o ponto de M obtido percorrendo

um comprimento igual a |v|, a partir de ¢, sobre a geodésica que passa por ¢ com velocidade v/ |v].
Seja B.(0) uma bola aberta de centro na origem de 7, M e raio ¢, a aplicagao exp, : B-(0) — M

é a restricao da exp a B.(0), isto &, exp,(v) = exp(q,v).

Por meio do teorema da funcao inversa, podemos mostrar que a exp € um difeomorfismo

local em B, (0). Para isso, consulte Do Carmo [2019], Proposicao 2.9, pagina 53.
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Proposicao 8. Dadoq € M, existeume > 0 tal queexp, : B. C T,M — M é um difeomorfismo
de B-(0) sobre um aberto de M.

Seja V' uma vizinhanca da origem de T,M, p € M, tal que exp, € um difeomorfismo, cha-
mamos exp,(V) = U uma vizinhanca normal de p. Se B;(0) é tal que B;(0) C V, dizemos que
exp,(Bs(0)) = Bs(p) € a bola geodeésica de centro p e raio J. As geodésica em Bs(p) que partem
de p sao chamadas de geodésicas radiais. O seguinte teorema garante a existéncia de vizinhangas

normais para todo ponto na variedade, e sua prova esta em Do Carmo [2019], Teorema 3.7, pagina

80.

Teorema 3. Para cadap € M existem uma vizinhanca V' de p e um numero § > 0, tais que, para
cadaq € V, exp, é um difeomorfismo em Bs(0) C T,M eexp,(B;s(0)) DV, istoé, V évizinhanca

normal de cada um de seus pontos.

Sejam A" uma variedade riemanniana, U uma vizinhanga normal de p € M e {e;}1,
uma base ortonormal de 7,M/. Sabemos que existe um Unico campo E; tal que E;|, = e,
para todo 1 < i < n, isto &, E;(t) é o transporte paralelo dos vetores e; ao longo da curva
v: I CR—UC M,com E;(ty) = e;, ty € I. Deste modo, temos que { E; }_; é um referencial

ortonormal local de U induzido pelo transporte paralelo F;(t).

Tomemos Y(t) = exp,(te;), isto €, v € uma geodésica radial cuja y(0) = p e 7/(0) = e;. Logo,

E;(p) =+'. Como Ej;, 1 < j < n, é paralelo a v, temos Ddfj = 0. Por outro lado, pelo item ¢) da

Proposicao 4,
DE;
dt

=V, E;=0= (VgE;)(p) =0,

Como consequéncia do resultado acima podemos calcular o campo V..V, FE;, em p. Sabe-
mos pelo transporte paralelo que V., E; = 0, logo podemos derivar este campo na diregao v’

novamente. Assim,

V,},/Ej =0= VV/VVIEJ' =0.
Observe que V.,V E; =0 = (Vg V., E;)(p) = 0.
Agora, considere o campo Y dado por Y = Z b; E;. Logo,
VyVyE; = Vy (Z biinEj> => {biEi(bi)VEiEj + bfininEj} (1.4)
1,7 1,7
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Deste modo, vemos que a equacao (1.4) depende somente dos campos F; e dos coeficientes
de Y. Entao,
VyVyE; =0= (Vg VgE;)(p) =0

Observacao 2. Para o caso Vg, Vg, E;, isto e, as direcoes em que estamos derivando o campo

diferem, nada podemos afirmar.

1.6 Tensores

Nesta secao, realizaremos uma breve explanagao sobre tensores em uma variedade rieman-
niana, buscando generalizar a ideia de campos de vetores. Para mais detalhes consulte O’neill

[1983], L. Rocha (2020)

Dado X (M) o espago dos campos vetoriais suaves sobre M, vimos que X (M) é um modulo
sobre C'°(M). Considere o fibrado vetorial 7* M, chamado fibrado cotangente sobre M, isto &, é
o dual do fibrado tangente. Uma se¢ao w de T* M, isto é,w € I'(T*M) = X*(M), é uma 1-forma
diferenciavel sobre M, e X*(M) é um modulo sobre C*°(M).

Definicao 14. Sejam r,s > 0, nao ambos nulos. Uma aplicacao C*°(M )-multilinear
T:X(M)" xX*(M)* — C™(M)

¢ chamada um tensor do tipo (r,s) em M.

Assim, dados 6, ... ,0°% s 1-formas e X, ..., X, r campos vetoriais, temos
T(X1,...,X,, 0" ...,0° € C°(M).

As entradas X;, 1 < j < r, sao ditas covariantes e as 0, 1 < i < s, sao ditas contravariantes.

Denotaremos por

L(M):={T:X(M)" x X*(M)> - C*(M); T é C*(M) — multilinear},

o conjunto de todos os (r, s)-tensores sobre M. Em particular, £)(M) = C°°(M).

Dados X € X(M) e w € X*(M). As aplicacdes

T:X(M)— C®(M) T:X*(M)— C(M)

X — w(X) 0 — 0(X)
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sao C°°(M)-linear. Logo, T é um (1,0)-tensor e T é um (0,1)-tensor. Em uma variedade rieman-
niana, a métrica riemanniana associa a cada vetor X € X(M ) um unico elemento wx € X*(M)

da seguinte forma:

wy(Y) = (X,Y), VY € X(M)

Assim, T e T sao determinados de modo unico, um pelo outro. Essa correspondéncia permite
identificar os tensores contravariantes com os tensores covariantes. Esse fato é conhecido como

o isomorfismo musical, b : X(M) — X*(M) e suainversa f : X*(M) — X(M).

Uma generalizacdo da ideia acima ocorre quando consideramos uma aplicacdo C*°(M)-
multilinear 7" : X(M)" — X(M). SejaT" : X(M)"x X*(M) — C>°(M) uma aplicagdo C*°(M)-
multilinear, tal que 77(X3,..., X,,w) = w(T(Xy,...,X,)), para todos X1,..., X, € X(M)
ew € X*(M), esta aplicacdo € um (r,1)- tensor em M. Desta forma, podemos relacionar a

aplica¢ao T' com o (r, 1)- tensor 7".

Um fato importante sobre tensores é que eles sao objetos pontuais, isto €, seja 7" um (r,0)-
tensor, o valor do campo T'(X7, ..., X,) em p € M depende apenas dos valores de X1,..., X,

em p.

De forma natural, podemos estender a nogao de derivada covariante a tensores.

Definicao 15. SejaT um (r,0)-tensor. A diferencial covarianteN'T deT’ é um (r+1,0)-tensor

dado por

VI(Vi,....Y,, Z) = Z(T(V1,....Y,)) = Y _T(Vi,..., V.Y, Y,).

i=1
Para cada Z € X(M), a derivada covariante (V ;T)(Y1,...,Y;) deT em relagao a Z é um (r,0)-
tensor dado por

VT (Yy,.... Y, Z) = (V,T)(V,....Y,).

1.7 Curvaturas

Nesta se¢ao, apresentaremos uma definicao de curvatura que, intuitivamente, mede o quanto

uma variedade riemanniana deixa de ser euclidiana. Em seguida, definiremos a curvatura de
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Gauss de uma superficie gerada a partir de um subespaco bidimensional de 7,,M/, chamada cur-

vatura seccional, e por meio dela definiremos a curvatura de Ricci e a curvatura escalar.

Definicao 16. Seja M um variedade riemanniana. O tensor curvatura de Riemann (ou curva-
tura) € o (3,1)-tensor

R:X(M)xX(M) x X(M) — X(M)

dado por R(X,Y)Z =V xVyZ —VyVxZ —Vxy)Z, para todo X,Y, 7 € X(M).

Para um sistema de coordenadas (z1, ..., x,) em torno de p € M, temos

g 0 0 0
P (gmm) = (V2 VY 7

isto é, a curvatura mede o quanto que a segunda derivada covariante deixa de comutar.

A seguir temos algumas propriedades do tensor curvatura de Riemann, dadas pela proposicao

abaixo, cuja demonstracao encontra-se em Do Carmo [2019], Proposicao 2.2 e 2.4, pagina 71.

Proposicdo 9. A curvatura R de uma variedade riemanniana goza das seguintes propriedades:

1. R ébilinear em X(M) x X(M), isto ¢, para todos X1, X2,Y1,Ys € X(M) e f,g € C®(M),
temos

R(le + gX27 )/1) - fR(X17 }/1) + gR(X27 Yi)

R(Xy, fY1 4 gYs) = fR(X1, Y1) + gR(X4,Y?)

2. Para todo par X, Y € X(M), o operador de curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é linear,
isto e,
RX,)Y)Z+W)=R(X,Y)(Z)+ R(X,Y)(W)

R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0 (primeira identidade de Bianchi). (1.5)

Por meio da métrica, podemos definir um (4, 0)-tensor R : X(M)* — C°°(M), dado por

R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)W, Z)

Esse tensor possui algumas caracteristicas, dadas a seguir
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Proposicao 10.

a) RIX,Y,Z, W)+ R(Y,Z, X, W)+ R(Z,X,Y,W) =0
b) R(X,Y,Z, W) =—R(Y,X,Z,W) =—R(X,Y,W, 2)
¢) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y)

d) (VrR)(X,Y, Z W)+ (VZzR)( X, Y,W,T)+ (VwR)(X,Y, T, Z) = 0 (segunda identidade
de Bianchi)

Demonstracao.

Para as demonstragoes dos itens a), b) e ¢), consulte Do Carmo [2019], Proposigao 2.5, pagina

72.
Para demonstrar o item d), considere que
(VrR)(X,Y, Z, W) =VrR(X,Y,Z, W) - RV X,Y,Z, W) — R(X,V7Y, Z, W)
— R(X,)Y,VrZ, W) - R(X,Y, Z,N7W)

=(VoR(Z, W)Y, X) + (R(ZWY;V7X) — R(Z W, V7X,Y)

— R(Z,W,X,V7Y) — R(N+Z,W,X,Y) — R(Z,N+W, X,Y)
—(V+R(Z, W)Y, X) — R(Z,W,X,V1Y) — R(N+Z, W, X,Y)
— R(Z,NW, X,Y)
=((V7rR(Z,W) — R(Z,W)V7)Y,X) — R(VN1Z,W,X,Y)
— R(Z, VW, X,Y)

onde usamos o item ¢) e a compatibilidade com a métrica para cancelar os termos. Logo,
(VeR)(X,Y, Z, W) = (Ve R(Z,W)—R(Z,W)V7)Y,X)-R(VyZ W, X, Y)-R(Z,NtW,X,Y)

(VZR)(X,Y,W,T) = (VzR(W,T)—R(W,T)V )Y, X)—R(V W, T, X,Y)—R(W,V,T,X,Y)

(VwR)(X,Y, T, Z) = (VwR(T, Z)—R(T, Z)Vw)Y, X)-R(VwT, Z, X,Y)-R(T,Viy Z, X,Y)
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Somando os termos acima, temos

(VoR)(X,Y, Z, W) + (VZR)(X,Y,W,T) + (VwR)(X,Y,T, Z) =
(VrR(Z,W) = R(Z,W)V7)Y,X) = R(VrZ,W,X,Y) =R(Z, VW, X,Y)

1
H{(V4R(W.T) — ROV, T)V )Y, X) — R(V,W.T,X,Y)— RW.V,T,X,y) 19
e 1
H(VwR(T, Z) — R(T, Z)Vw)Y, X) — R(VwT,Z, X,Y) - R(T,ViwZ, X,Y)

2

Lembrando que, pela conexao ser simétrica vale
Z,T)=V,T —-VrZ,
e utilizando a definicao de colchetes podemos reescrever a curvatura da seguinte forma
R([Z, T, W)Y = ([Vw, Vizn] + Vizonwy)Y

Segue que a equacao (1.6) pode ser reescrita como

(VrR(Z,W) — R(Z,W)V1)Y, X) + (V,R(W,T) — R(W,T)V )Y, X)
+(([Vw, Vizo)] + Vizowy + Vo, Viwz) + Viwzymy + [Vz, View)] + View),z;) Y, X)
(1.7)

Pela propriedade de conexao e pela identidade de Jacobi, tem-se
Vizonwy + Viw.zr) + Virw).z) = 0
Entao, aplicando o resultado acima em (1.7), obtemos

(VoR(Z,W) = R(Z, W)V 7)Y, X) + (VzR(W,T) — R(W,T)V2)Y, X)
+{((VwR(T,Z) - R(T, Z)Vw)Y, X)
+{([Vw, Vizn] + Vo, Viwzl + V2, View)) Y. X) (1.8)

Agora, considere

VTR(Z, W) — R(Z, W)VT = VT[VI/V, VZ] + VTV[Z,W} — [VW, VZ]VT — V[Z’W]VT
= [Vr,[Vw,Vz]] + [Viwz, V7]
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Analogamente,
VzRW,T) = RW,T)Vz = [Vz,[Vr,Vw| + [Virw), VZ]
VwR(T,Z) — R(T, Z)Vw = [Vw,[Vz, V1] + [Viz1, V]

Substituindo os termos acima em (1.8), encontramos

(([Vr, [Vw, VZ]] +M+ V2, V17, V]l + [Vizwr V2] Y, X)
([Vw, [Vz, Vo] + [Vizer Vw]) Y, X)

+
(TP + (P [V S )

Simplificando os termos comuns, temos

(([Vr, [Vw, V2] + V2, [V2, Vgl + [V, [V2, V7]))Y, X) =0

]

Observacao 3. Podemos demonstrar o item d) usando a definicao de referencial geodésico. Seja

{e1,...,en} um referencial geodésicoem p € M. Observe que, paral < i,j, k,l,m <n
(va)(eza €j, €k, el) :va<ei7 €j, €L, 6[) - va(eka €1, €4, 6]) - <[vm7 [vlm VZH €j, 6i>
Assim,

(ViR)(ei,ej,ex, e1) + (ViR) (e, €5, €1, em) + (ViR) (€5, €5, €m, €1)
= {([Vorr: [Vi: Vil] + [Vies V2, Vi) + [Vi, Vo, Vi) g e)
=0.

Em um sistema de coordenadas (U, x), podemos representar o (3, 1)-tensor curvatura e o

(4,0)-tensor da seguinte maneira
a 0 g , 0
R (8_1:,’ @—x]) P ; Rijka_xla (1.9)
<R (8/61’1, 8/81’]) 8/8.’Ek, a/8$3> = Rijk57

onde os coeficientes R! ijx 520 as componentes do tensor curvatura em (U, x), e sao dadas em

termos dos simbolos de Christoffel por:
Z s l Z ! !
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Existem dois cenarios naturais que merecem consideracao: o primeiro ocorre quando o tensor
curvatura é identicamente nulo; nesse caso, dizemos que a variedade é flat. No segundo cenario,
em que a diferencial covariante do tensor curvatura é nula, temos como consequéncia a definicao

a seguir.

Definicio 17. Uma variedade riemanniana M é um espaco localmente simetrico se VR = 0,

isto é, a diferencial covariante do tensor curvatura é nula.

Exemplo 6 (Toro de Clifford). Seja

1
T? .= {—(cos@,sen@,cosp, senp) cRH0<0<2m,0<p< 27r}

V2
a variedade que definimos no Exemplo 2. Entdo, T? ¢ flat na métrica induzida, isto é, o tensor

curvatura é nulo. De fato, sejam

ox 1

o6 = 3l eost 0.0
1

ax = —(O,O,_Senp7cosp)

V2

Logo, na métrica induzida por R", temos

_JOox Ox\ 1, o1
Joo = <%,%> —E(sen 0 + cos”0) =3
_/Ox Oox\ 1, , 1
9pp = <8_p’8_,0> —§(Sen p + cos p)_§
Ox Ox
9op = Gpo = %75_p =0

Como pela equagao (1.3)

1 Ox Ox 0x
m— — E . — Qi — =G km
72 - {(%:ig]k * ascjgk &ckgj}g

isto é, o simbolo de Christoffel é dado em funcao das derivadas de g;;, temos F?} = (. Entao, as

componentes do tensor curvatura (1.10) sao nulas, e portanto,
JOx Ox )\ Ox ox
8% c%j 8xk ] aZL’l

para todos i, j, k,1,m € {0, p}.

A seguir, dado um espaco vetorial V, usaremos |xAy| para denotar a expressao v/ |z|2|y|> — (z, y)2.
A proposicao a seguir, € fundamental para definirmos a curvatura de Gauss de uma superficie
gerada a partir de um subespago bidimensional do espaco tangente a M, sua demonstracao

encontra-se em Do Carmo [2019], Proposicao 3.1, pagina 74.
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Proposic¢io 11. Sejam o C T,M um subespaco bidimensional e {x,y} uma base qualquer de o.

Entao
R(z,y,y,x)

nao depende da escolha da base {x,y}.

Definicao 18. Dado um pontop € M e um subespaco bidimensional o C T,M, o nimero real

K(z,y) = K (o) (Proposi¢do 11) é chamado curvatura seccional de o em p.

Um resultado natural a ser obtido, é que o conhecimento da curvatura seccional determina

completamente a curvatura. A prova desse lema esta em Do Carmo [2019], Lema 3.3, pagina 74.

Lema 3. Seja V um espaco vetorial de dimensao > 2, munido de um produto interno (, ). Sejam
R:VxVxV —=>VeR :V xV xV —V aplicagoes trilineares tais que as condiges a), b) e

¢) da Proposicao 10. Sejam satisfeitas para
R(z,y,t,2) = (R(x,y)z, 1)

R(z,y,t,2) = (R(2,y)2,1)
Se x,y sao dois vetores linearmente independentes, escrevamos,

R(z,y,y,x)
lz A yl?

_ R(z,y,y,7)

K(o) = , K'(o) = PYNTE

onde o € o subespaco bidimensional gerado por x ey. Se para todoo C V, K(0) = K'(0), entao

R=R.

Como consequéncia do lema acima, podemos obter uma equacao para o caso em que a varie-
dade possui curvatura seccional constante, dada pelo lema abaixo, cuja demonstragao encontra-

se em Do Carmo [2019], Proposicao 3.4, pagina 75.

Lema 4. Sejam M uma variedade riemanniana e p um ponto de M. Defina uma aplicagao trilinear
R :T,M x T,M x T,M — T,M

dada por
(R(X,)Y,W),Z) =(Y,WWX, Z) — (X, W)WY, Z) (1.11)

para todo X,Y,Z, W € T,M. Entao M tem curvatura seccional igual a K se, e s6 se, R = KR/,

onde R ¢ o tensor curvatura de M.

34



Definicao 19. Sejam X,Y € X(M), chamamos tensor de Ricci o (2,0)- tensor dado por

Ric(Y, Z) := tr(X — R(X,Y)Z).

Seja {e; } um base ortonormal de 7}, M, como o trago ndo depende da base, segue que Ric(v, w) =

n

E R(e;,u,w,e;),v,w € T,M. Assim, sejav € T,M, tal que {es, ..., e,_1, €, = v} forma uma
i=1
base ortonormal de T},M, a curvatura de Ricci em p na direcao v e a curvatura escalar em p, sao
definidas, respectivamente, como

n n—1
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2 Imersoes Isomeétricas

2.1 A Segunda Forma Fundamental

Nesta secao, apresentaremos a definicao de alguns conceitos fundamentais. Em particular, a

definicao da segunda forma fundamental de uma imersao.

Definiciao 20. Sejam M e N variedades riemannianas. Um difeomorfismo ¢ : M — N é chamado

uma isometria se:
<’LL, U>P = (dgpp(u), dSOP(U»SO(P)
paratodop € M, u,v € T,M. Se existe uma vizinhancaU C M dep tal que p : U — p(U) é um

difeomorfismo e satisfaz a igualdade acima, dizemos que p é uma isometria local.

Definicio 21. Sejam (M",g) e (M™",G) variedades riemannianas e ¢ : M" — M"™"* uma
imersao, tal que g(u,v) = g(dp(u),dp(v)), para todos u,v € T,M. A aplicagcao ¢ é chamada de

imersao isometrica.

Observacao 4. Toda imersao isométrica é uma imersao, e como tal, é localmente um mergulho.

Denotaremos, em tudo o que se segue, por R, VeRV objetos de Me M, respectivamente.
A aplicacio ¢ : M™ — M"** representara uma imersao isométrica entre as variedades rieman-
nianas M e M. Seja {, )37 @ métrica em M, a aplicacio o induz uma métrica (,),; em M por
meio do pullback. Além disso, utilizaremos (, ) para denotar a métrica de ambas as variedades.
O numero k, dado pela diferenca entre as dimensoes de M e M, é denominado codimensdo. No

caso em que k = 1, chamaremos ¢ (M) C M de hipersuperficie.

Por meio do produto interno, podemos realizar uma decomposicao de 7, M, dada por
T,M =T,M & T,M™*,
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onde 7),M~ é o complemento ortogonal de 7, M em T,,M. Deste modo, para qualquer v € T, M

T

temos, v = v+ + v, onde v* e v sdo denominados componente normal e componente tangente

de v, respectivamente. A uniao disjunta |_| T, M~ admite uma estrutura de fibrado vetorial,
peEM
denominado fibrado normal de M em M e denotamos por T M.

Seja V a conexio de Levi-Civita de M, e sejam X, Y € X(M). Se X; e X, sdo extensoes de
X aM,eY;eY,sioextensdesde Y a M, segue, pelo fato da conexao ser um conceito local, que
ﬁXIYI = vXQYQ. Portanto, utilizaremos V yY para denotar um campo vetorial definido sobre
TM.
Proposicio 12. Sejam ¢ : M™ — M"™ uma imersdo isométrica e V, V as conexdes de Levi-

Civita de M e M, respectivamente. Para X,Y € X(M), temos
VxY = (VxY)'"

onde ()T denota a projecdo ortogonal de T M sobre T M.

Demonstracao.

Mostraremos que (V XY)T esta bem definido, isto é, define uma conexao em M. Sejam
X1, X5 e Y1, Y, extensoes de X e Y, respectivamente. Observe que, como V é uma conexao de

Levi-Civita de M temos
(Vx¥i = VxYa)y = (Vx(V1 = Y2))) =0
(Vx,Y =Vx,Y), = (Vx-x,Y), =0

isto é, (VxY)' nao depende das extensoes. Agora, verificaremos que essa conexio satisfaz as

propriedades da Definigao 9,

(va+gYZ>T :(fVXZ + QVYZ)T
z(vaZ)T + (gVyZ)T

(VX(Y + Z))T =(VxY + sz)T
:(VXY)T + (V}@Z)T
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(VxfY)T =(fVxY + X(f)Y)"
=(fVxY)" + X(f)Y

Para verificar que a conexao é de Levi-Civita, isto €, simétrica e compativel com a métrica, con-

sulte Caminha [2014], Proposigao 2.1, pagina 48.

]

Em busca de entender a relacao entre as geometrias de M e M, precisamos compreender

como se comporta a componente normal de V x Y. Nesse contexto, considere a seguinte definicao

Definicao 22. A segunda forma fundamental da imersao ¢ é uma aplicacao o : X(M) x

X(M) — X(M)* dada por

a(X,Y) = (VxY)t =VxY — VyY. (2.1)

A aplicacio « definida acima é tensorial e simétrica. Sejan € X(M )+, podemos relacionar a

segunda forma fundamental a uma aplicagao
A X(M) x X(M)*: — X(M)

AX,n) — A X

da seguinte forma

(A X, Y) = (a(X,Y), ).
Utilizando a equacao (2.1), podemos reescrever a igualdade acima
(A X, Y) = (VxY,m) (22)

Pela simetria de «, obtemos uma operador autoadjunto A, : X(M) — X(M), chamado ope-
rador de forma (shape operator) da imersao ¢ na direcao 7, dada pela proposicao abaixo, cuja

demonstracao encontra-se em Do Carmo [2019], Proposi¢ao 2.3, pagina 98.
Proposigio 13. Sejam X € X(M) en € X(M)*. Se M é uma subvariedade de M, entdo
A, X =—(Vxn)'. (2.3)
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Exemplo 7 (Toro de Clifford). Seja T? o Toro de Clifford dado no Exemplo 6. Vimos que T? é uma
superficie regular de R*, e pelo Exemplo 4 é uma subvariedade de R*. Desse modo, o espaco tangente

de R* possui uma decomposicao natural, dada por
T,R* = T,T* @ (T, T?)*.
Pelo Exemplo 2, temos que {89, op X1 ¢ uma base de T, T?, e sejam

cos B, sen B, cos p,sen p), 1y = (—cosf, —sen 8, cos p, sen p)

1
m= \/5( \/5
vetores de R*, temos que (2%, 1,) = 0 e <g—z, n;) = 0, comi,j € {1,2}. Logo, n; € (T, T*)*. Além

disso, 11 e 12 sao linearmente independentes. De fato, sejam \1, Ao € R, temos

A1 — Ag)cosf =0

A1 — Ag)senf =0

A+ A =0 = = (M= X))+ M +X)?=0

(
(
(A +Ag)cosp=0
\()\1 + Ag)senp =0
= N+ X2 =0= )\ =\ = 0. Entdo, {n, 12} é uma base de (T, T?)*.

Atraves da equacgao (2.2)

Ox Ox = Ox .
<Am%7 a_p> - <va(’;ap7nl>7 (S {172}7

podemos calcular as matrizes do operador de forma na base {89, % 921 Como V ¢é a derivada usual

de R*, temos

0L 0% 0 (0x)_ 0 (0x) o ox_
Sop  00\dp)  9p\ag) %00
= Ox 0 [(0Ox 1
V%% = %(%> = E(—cosG,—sen@,O,O)
= Ox 0 [(0x 1
V%;a—p = 8_p(8_p) = E(O,O,—cosp,—senp)

Assim, a menos de constante

(7 2— m) = ((—cos® —senb,0,0), (cosf,senf, cos p,sen p)) = —1
(V%g—,nﬁ = ((0,0, — cos p — sen p), (cos @, sen @, cos p, sen p)) = —1
(Vo goom) = (Vasgg,m) =0
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e portanto,
-1 0
0 -1

A:

m

Definicio 23. Dado uma imersao isométrica o : M — M com segunda forma fundamental o, um
aberto U C M e um referencial ortonormal {ey, ..., e,} definido em U. A norma ao quadrado

da segunda forma fundamental de ¢ é a funcdo suave |a|* : M — R, dada por
o> = Jafe ;)] 1<i,j <n. (2.4)
0]

e norma nao depende do referencial.

Considerando um referencial ortonormal (71, . . ., 7,,) para TU~ e o operador de forma Ay

1 < 7 < m, podemos reescrever (2.4)
al? =Y lafen e = 3 laler e mnsl? = 3 [{Ayei, e

i 1,5 4,3

= Z(Anjeu <Anj€z‘, ei)ei) = Z(A%jeu ei)
12 12

:Z ’Aﬂj|2
J

solal =) 1A
J

onde |A,;,|* é a norma de Hilbert-Schmidt.

Utilizando a Definicdo 9 podemos definir uma conexio sobre o fibrado normal 7M.

Definicdo 24. Sejam ¢ : M — M uma imersio isométrica e V e V as conexoes de Levi-Civita de

M e M, respectivamente. Para X € X(M) en € X(M)*, definimos
VEX(M) x X(M)*: — X(M)*

me = (vxﬁ)L
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A conexdo V+ ¢é denominada conexdo normal da imersdo .

Combinando a conexao normal, definida acima, com a igualdade (2.3), obtemos a equacao de

Weingarten

Vxn=—A,X +Vxn (2.5)
para todos X € X(M)en € X(M)*.

De modo analogo ao caso do fibrado tangente, introduziremos, a partir de V-, uma nocao

de curvatura no fibrado normal denominada curvatura normal R+ da imersao. Essa curvatura é
definida por:

RH(X,Y ) = VEVin — VEVEn — Vi v (2.6

para todos X,Y € X(M)en € X(M)*.

Definicio 25. Sei : M"™ — M™" é uma imersdo isométrica, um referencial ortonormal (€y, . . ., €ny1)
em um aberto U C M é dito adaptado a imersao ¢ ou a M se as restricoes de €1, ...,¢€, a

U :=UN M formarem um referencial para M em U.

Sendo « a segunda forma fundamental de p e (e1,...,€,, 71, ..., 1) a restricdo de um refe-

rencial adaptado a um aberto U C M, considere o campo

1 1 1 1
H- - > alee) = - > lades, eq),my)m; = - D (Ayeienn; = - > tr(Ay)m (@27)
i i3 i,j J

Este campo H € X(M)* s6 depende da imersdo ¢, e sua imagem em p € M é chamado

vetor curvatura media de ¢ em p.

Defini¢io 26. Uma imersdo isométrica ¢ : M™ — M™% ¢ minima, se ﬁ =0.

A palavra “minima’esta relacionada ao fato de que uma imersao minima minimiza o volume

da meétrica induzida.

Definicao 27. Dizemos que a imersao isométrica o : M — M tem vetor curvatura media ﬁ

paralelo, se ﬁ for uma secdo paralela do fibrado normal T M*, isto é, se
ViH =0
para todo X € X(M).
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Exemplo 8 (Toro de Clifford). A imersdo do toro T? na esfera unitaria S*(1) induzida por

x:R?2 5 R?

1
(0, p) — —=(cosf,senf,cosp,senp), 0 <0 <2m, 0<p< 27

V2

¢ uma imersdo minima. De fato, pelo Exemplo 7 temos quen, eny € (T, T?)+. Comox(R?) C S3(1),
temos que o toro T? é uma hipersuperficie de S®, logo possui uma unica direcio normal. Por outro
lado, n; é o vetor posicdo da esferaS?, logom, € (T,S?)*, sendo T,R* = T,,S* @ (T,,S*)*. Portanto,

19 pertence ao complemento ortogonal de T, T? em T,S*. Desse modo, pela equagao (2.7), temos
ﬁ = ltT(Am)?”IQ = 0.
n

Defini¢io 28. Uma imersdoyp : M — M é geodesicaemp € M, se a segunda forma fundamental
¢ identicamente nula em p, isto é, «(X,Y) = 0, VX, Y € T,M. A imersdo ¢ é totalmente

geodesica se ela é geodeésica para todop € M.

Uma consequéncia desta definicao € que se uma imersao ¢, definida acima, é totalmente
geodeésica, entao toda geodésica da subvariedade M é uma geodésica do ambiente M. A demonstragao

consiste em analisar a equacao
vXX = VxX -+ Oé(X, X),

onde v € uma geodésica em M, e X uma extensao de 7' a M. A reciproca deste resultado
também é verdadeira. Esta consequéncia é bastante forte, e nao é trivial encontrar exemplos que

a satisfacam.

Para o caso em que M = S™ C R""!as variedades que sao formadas pela interseccao de
subespacos lineares V' C R"*! com S™, V' NS, sdo subvariedades totalmente geodésicas de S™,

pois as geodésicas de V' N S™ estao contidas nos grandes circulos de S™.

Além disso, toda imersao totalmente geodésica € minima, mas a reciproca é falsa.

2.1.1 Equacdes Fundamentais

Nesta secao, apresentaremos as equacoes fundamentais de uma imersoes isométrica, que sao

as equacoes de Gauss, Ricci e Codazzi.
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Visto que a(X,Y) € X(M)* & um campo, podemos associar & a um (2, 1)-tensor v : X(M) x
X(M)xX*(M)*+ — C>(M). Assim, seja V+ a conexio do fibrado normal da imersao isométrica

©, temos que a diferencial covariante deste tensor € o tensor
(V4a)(V, Z) = VEa(Y, Z) — a(VxY, Z) — a(Y, Vi Z)

para todos X, Y, Z € X(M).

As seguintes equacoes sao conhecidas como equacao de Gauss e equacao de Codazzi.

Proposicio 14. Se p : M — M é uma imersdo isométrica e X, Y, Z € X(M), entdo

1.
(RX,Y)2)" = R(X,Y)Z + Aux.2)Y — Aoy )X (Gauss) (2.8)
2.
(R(X,Y)Z)* = (Vxa)(Y, Z) — (Vya)(X, Z) (Codazzi) (2.9)
Demonstracao.

Sabemos que

R(X, Y)Z = VXVYZ — VYVXZ - v[X,Y]Z

Utilizando a equacao (2.1), podemos reescrever
VxVyZ =Vx[VyZ +a(Y,Z)].
Entao,

R(X,Y)Z=Vx[VyZ+a(Y,Z2)] = Vy[VxZ +a(X,Z)] - VixyiZ — o([X,Y],2)
=VxVyZ +Vxa(Y,Z) = VyVxZ —Vya(X,Z) = Vixy1Z — a([X,Y], Z) \ (2.5)e
=VxVyZ +a(X,VyZ) = AayyX + Via(Y, Z) > (2.1)

~VyVxZ —a(Y,VxZ) + Aax.2)Y — Via(X,Z)

—V[X’y]Z — Oé(V)(Y, Z) + Oé(VyX, Z)
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Ordenado os termos, temos

=R(X,Y)Z — Aav )X + Aax.2)Y + Vxa(Y, Z) — a(VxY, Z) — a(Y,Vx Z)

—Via(X,Z) +a(VyX,Z) + a(X,VyZ)
=R(X,Y)Z — Auay.2)X + Aax.2)Y + (V%) (Y, Z) — (Vya) (X, Z)

Considerando (R(X,Y)Z)" e (R(X,Y)Z)*, mostramos que

- (RX)Y)2)" = R(X,Y)Z — Aoy X + Aax,2)Y

- (R(X,Y)Z)* = (Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, 2)

Corolario 1. Se p : M — M é uma imersdo isométrica e X, Y, Z,W € X(M), entdo

(R(W, X)Y, Z) = (R(W, X)Y, Z) — (a(W,Y), (X, Z2)) + (a(W, Z), a(X,Y)).

Em particular, se X, Y € X(M) sao ortonormais, entdo
K(X,Y) =K(X,Y) + (a(X,X),a(Y,Y)) - |a(X,Y),
onde K e K denotam as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente.

Corolario 2. Sep: M — M é uma imersdo isométrica, entdo
(R(X,Y)n)" = (VyA) (X, n) — (VxA)(Y,n),

para todos X, Y € X(M) en € X(M)* .

(2.10)

(2.11)

Considerando a curvatura normal (2.6), podemos calcular (R(X,Y)n)*. Esta equacio é cha-

mada de equacao de Ricci.

Proposicio 15. Se ¢ : M — M é uma imersdo isométrica, entdo, para X,Y € X(M) en €

X(M)*, temos
(R(X,Y)n)" = RH(X,Y)n+ a(4,X,Y) — a(A,Y, X) (Ricci)

Demonstracao.
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Sabemos que
R(X,Y)n=VxVyn—VyVxn— V[X,ym
Pela equacao de Weingarten (2.5), tem-se
=Vx(—4,Y + Vyn) = Vy (A, X + Vin) + Ay [X, Y] = Vix ypm
= — VxA)Y + VxVin+ VyA, X — VyVin + A4 [X, Y] = Vixym
Considerando a componente normal
(R(X, Y ) =—(VxA)Y )" + (VxVen) ™ + (Vy4,X)" = (VyVn)*
+(A, 12 — (Vixym*
=RH(X,Y)n— (VxA)Y)" + (Vy4,X)*
=RY(X,Y)n—a(X,A,Y) +a(Y,A,X) )Deﬁ”isﬁo 22
O

Corolario 3. Se p : M — M é uma imersdo isométrica, entdo, para X,Y € X(M) en,& €
X(M)*, temos
(R(X,Y)n,&) = (RH(X,Y)n,€) — ([4,, AJ X, Y) (2.13)

As equagoes (2.10), (2.11) e (2.13) sao conhecidas, também, como equagoes de Gauss, Co-
dazzi e Ricci, e suas demonstragoes encontram-se em Caminha [2014], Corolario 2.19, pagina 69;

Corolario 2.21, pagina 71 e Corolario 2.23, pagina 72, respectivamente.

2.2 Operadores Diferenciaveis

Agora, estenderemos alguns operadores diferenciaveis as variedades riemannianas.

Definicao 29. Seja f : M" — R uma funcao suave. Definimos o gradiente de f como o campo

vetorial suave V f tal que
(Vf, X) = X(f)
para todo X € X(M).

Proposicao 16. Sejam f : M™ — R uma funcao suave e {e1, ..., e,} um referencial ortonormal

em uma vizinhanca aberta U C M. Entao, em U temos

Vf= Zej(f)%
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Demonstracao.

Seja X = Z a;e; em U, segue da ortonormalidade do referencial que

i

X(f) = Z aiez Z alej 61, ej Z(ai€i7 6j(f>€j>
=(X, Zej

Portanto, Vf = Z e;(f)e;. H
J
Definicao 30. Seja X € X(M). A divergeéncia de X ¢é a funcao suave divX : M" — R, dada

por
(divX), =tr{v — (V,X),},

ondep € M ev € T,M.

Proposicio 17. Sejam X um campo suave em M™ e {ey, ..., e,} um referencial ortonormal em

um abertoU C M. Se X = Z a;e; em U, entao

divX = Z{el a;) — (Veei, X))}

Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entao

(divX), Z ei(a;)p

Demonstracao.

Pela definicao de traco, temos
divX =) (V;X,e) Z {e((X e) — (X, Veei)}
= Z {ei(a;) — (X, V e}
Se o referencial é geodésico, V..e; = 0, entao divX = Z ei(a;) O

Proposicio 18. Se X, Y sao campos vetoriais suaves em M" e f : M™ — R é uma funcao suave,

entao

a) div(X +Y) =divX + divY
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b) div(fX) = fdivX +(Vf, X)

Demonstracao.

O item a) segue direto da aditividade do traco. Para o item b), considere {ej,...,e,} um

referencia ortonormal em U C M. Pela proposicao anterior, temos para X = Z a;e; em U

div(fX) Z{el fai) = (Veei, fX)}
—Z{el Fai + ei(a;) f — f(Veies, X)
—Z{el X, e;) + fdivX}
=(X,Vf)+ fdivX
0

Definicio 31. Dado f : M — R uma funcao suave. O operador laplaciano de f ¢ a funcao
suave A : C*(M) — C*°(M), dada por

Af = div(VF)

Proposicao 19. Se f : M™ — R é uma funcao suave e {ey, ..., e,} é um referencial ortonormal

em um aberto U C M, entao

AF =3 {eef) = (Veed )

onde V denota a conexao de Levi-Civita da métrica de M. Em particular, se o referencial acima for

geodesico em p € U, entao, temos em p,
Af=> eilelf)) (2.14)

Demonstracao.
Sabemos que em uma vizinhanga aberta U vale Vf = Zei( f)ei. Por outro lado, pela

definicao de Laplaciano de uma funcao, temos

Af = div(Vf) = Z{e ei(f) = (Veei, V) }
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Para um referencial geodésico, V. e; = 0, e portanto,
Af = Z(ei<€i(f))
O

De maneira geral, podemos estender a definicao do operador laplaciano para tensores da

seguinte forma

A = divV = ¢"V,V,.

Assim, sejam T : X(M) x --- x X(M) — C*°(M)um (r,0)-tensor e (e1, . . ., €,) um referencial

-~

T
ortonormal em um aberto U C M", temos

AT(Xy,... X,) =Y (VT)(X1,..., X, e,€:),

)

isto &, AT é um (r, 0)-tensor.

Nestas notacdes, considere o (2, 1)-tensor « (Definicao 22) e a conexio normal V. Entio,

V=) (ViVia -V, .a)

i

Em particular, se (e, ..., e,) € um referencial geodésico em p € M, temos V.,e; =0 e
Aa =VHia = Z V;Véa. (2.15)
i

Para mais detalhes, consulte Caminha [2014], Chow et al. [2023]
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3 Uma féormula tipo Simons e a

Desigualdade integral de Simons

Neste capitulo, apresentaremos os dois principais resultados do plano de trabalho: a célebre
formula de Simons (Teorema 4) e a desigualdade integral de Simons (Teorema 6). No primeiro
resultado, calculamos o laplaciano da norma ao quadrado da segunda forma fundamental de
uma imersdo isométrica ¢ : M™ — M"™ com vetor curvatura média paralelo, para uma classe
apropriada de ambientes M "™, No segundo resultado, aplicamos a formula de Simons para a

analise de imersoes minimas em uma esfera euclidiana.

Em tudo o que se segue, adotamos a convencao de indices segundo a qual
1<kl <nen+1<pué&<n+m.

Denotaremos por V e V as conexdes de Levi-Civita de M e M, respectivamente. Além disso,

para simplificar a notacao, usaremos V; X = V., X.

Para demonstramos a formula de Simons (Teorema 4), necessitamos de alguns resultados

preliminares.

Podemos definir, no espaco vetorial M (n,R), das matrizes n X n sobre R, uma operagao de
colchetes que satisfaz as propriedades dadas pela Proposigao 2. Além disso, sabemos, da algebra
linear, que se A, € um operador autoadjunto, entao existe uma matriz A, simétrica associada a
este operador. Deste modo, podemos expressar o colchete como [4,, A¢] = A, As — A¢A,, onde

A, A¢ representa o produto matricial. Pelo item 1) da Proposi¢ao 2 temos que [-, -] é antisimétrico,

logo [Ay, A]" = —[A,, Ac].

Dados E' e F espagos vetoriais de dimensoes finitas munidos de produto interno, e as transformacoes
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lineares A, B : E — F, o traco tr(A'B) define em .Z(E, F') um produto interno dado por:
(A, B) = tr(A'B).
Em particular, tr(A'A) = (A, A) = | A%

Lema 5. Sejam ¢ : M"™ — M"™ uma imersao isométrica de uma variedade riemanniana M"
em M"™™ com vetor curvatura média ﬁ paralelo, e (ey, ..., €,1m) um referencial ortonormal

adaptado a M em uma vizinhanc¢a U C M de p. Entdo,
(VE2a) (ex, e1) Z {Vi(R(es,en)e))™ + Vi (R(es, e)e)™ — 2a(Vies, €;))

+ (R (e, ex)a) (s, e0) }

Demonstracao.

Sabendo que « e R sao tensoriais, logo nao dependem do referencial, é suficiente considerar
o referencial adaptado a M como sendo construido a partir de um referencial geodésico em p.
Logo, a restricao de (e1,...,€,1m) a U C M € um referencial geodésico em p. Assim, pela

Equacio de Codazzi (2.9) e denotando por R o tensor de curvatura de M, temos em p,
(V2a) (ex, @)=Y _(ViVia)(ex, e)
= Z {Vi((Via) (e e)} - Z {(Via)(Veer, @) — (Vi) (e, Veer) } « Egquacao

= Z {Vi ((Rlei er)e)™ + (Via)(ei er)) } Zdazzi
= Z {VER(es,en)e)t + (ViVia) (e e) + (Via) (S, e)

ra)(ei, Vi) }
(V2a) (ep, &) Z {VH(R(es, er)e)™ + (ViVia) (e, e)} (3.1)

Considerando o segundo termo da expressio acima, e lembrando que R~ é o tensor de cur-

vatura do fibrado T'M+ (2.6), temos

Z(VﬁVﬁa)(ei, e) = Z (Vk Via+ V[e et R* (e, er)a) (e, er)

7 7
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- Z {(ViVia) (e e) + (Vi o) (e e) + (R (ei, ex)a) (i, e0) }
— Z{Vﬁ((vf (ei,e1)) } — Z{ (Vi) (Ve ) — (Vi) (e, Yeel) + (Vier v,

+ (RL(ei,ek)a)(ei,el)}
- Z (Vi (Vi) (es, @) + (R (es, ex)a) (e, e0) }

onde aplicamos na penultima linha a simetria da conexao. Assim, podemos reescrever (3.1) como

(V2a)(ex, €1) Z {Vi(R(ei er)e) + Vi (Via)(e, ) + (R (ei,en)a)(ese)} (3:2)

Aplicando novamente a equagao de Codazzi (2.9) e usando a simetria da Equacao de Codazzi,

o segundo termo do lado direito de (3.2) pode ser escrito como

2 (VEa)(ene) =3 {(Via)(ene) + (Rlen e}

i

— Z {Vi-(ales, e)) — 2a(Vies, €;) + (R(e;, el)ei)L} (3.3)

Observe que ao derivar o vetor curvatura média ﬁ € X(M)*, obtemos

Vfﬁ = VIL (%Z ale;, e; ) Zvl el,ez

%

TLV?‘ﬁ Z Vl 617 61
Substituindo o resultado acima na equagao (3.3)

Z( 61, el Z Vl 61, 61)) + Z ( - 20((Vl€i, 62‘) + (fi(ei, el)ei)L)

i

— anﬁ + Z (—2a(Viei ) + (R(ei er)ei)”)

Como a imersao ¢ tem vetor curvatura média paralelo (Defini¢ao 27), temos

Z( )(ey, €:) Z{ (es,e)e:)™ — 20(Vies )}

i
Substituindo este resultado em (3.2), obtemos

(VL’2 )(ex, €1) Z {V (e;, e el) + Vﬁ((ﬁ(ei, el)ei)L —2a(Vey, ei))

+ (R (&5, ex)a)(es,e1) }
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Observaciao 5. Na demonstracao do Lema 5 temos que « é na verdade um objeto do fibrado de
aplicagoes bilineares ¢ = Bil(TM @y TM;TM?'), isto é, a € T'(g). Além disso, o tensor de
curvatura R*(e;, e}, )o é uma restrigdo do tensor de curvatura RS a T M. Para saber mais consulte

Caminha [2014].

Lema 6. Sejam M"™"™ uma variedade riemanniana localmente simétrica, ¢ : M"™ — M"™™
uma imersao isométrica de uma variedade riemanniana n-dimensional M™ em M"™™ com vetor
curvatura média ﬁ paralelo, e (e, ..., €,1m) um referencial ortonormal adaptado a M em uma

vizinhanca U C M de p. Entdo,

(V20) (e, e)) = Z { (}_%(ei, aler, e))e; + 2R (e, e)aler, ;) + 2R(e;, ex)u(e;, el)> L}
+ (R( R(nH,ex) ) +Z{ e, (Rler, ei)e) ) + a(Rler, ei)es) ", er)
+2a((R(eg, er)er) s e:) } + Z { a(esen)Chs €) — 0 Aner.en)iy ek)}

a(An;}ek - Z Aaeren€ir €1)

+ Z Oé(AOC(ezw@l)ek‘ - Aa(ek,el)eh ei) (3.4)

Demonstracao.

Assim como no Lema 5, podemos considerar (eq, ..., e,) como sendo um referencial orto-

normal geodésico em uma vizinhanca U C M de p. Além disso, temos que
(VH2a)(er, e)) Z {V (e, ex)e))t + Vﬁ((ﬁ(ei, e)e)t — 2a( Ve, ei))

+ (R*(es, er)a) (e, el)} (3.5)
Deste modo, analisando individualmente cada componente desta equacao

) Z Vi (2a(Vies, )

Escrevendo Ve; na base ¢, temos

Vlez- = Z(Vlei, 6j>€j

J
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Logo,
ka (20(Vi€5,€:)) = Qka ((Viei, ej)e;, €:))
= QZVk (Viei, e5) (alej, €:))
1,J
=2 Z {€k<vlei7 ej> 6]? el) + Mv e]>vk 04(6], €1>}
1,J
= 2Zek<vlei, e;)ale;, €;)
Permutando os indices i e j

= Z ex(Viei, ej)alej, e;) + Z ex(Viej, ei)ale;, e;)
()

]

= Zek(mei, e;) + (Vie;, €z'>)04(€i7 ej)
= Zek(el«ei, €j>))a(6i7 ej)

=0 (3.6)

Nos itens 2) e 3) utilizaremos as defini¢des de conexao normal (Definigao 24) e de segunda
forma fundamental (Definicao 22), juntamente com o fato de M ser localmente simétrica

(Definicao 17). Deste modo, temos

ka (e;, € 62)

Z Vi (R(e;, e)e)t Z (Vi(R(e;, el)ei)L)l

1

Z Vk(}_%(ei,el e
R

~ (Bes, eoei)T))L

2

(
>( v
{

)
(R(ei, e1)e;) — Vk(]_%(ei,el)@i)T>

<

k

)

>

7

(ﬁk/ﬁ)(% er)e; + R(vkei, er)e;

/N

€L
+ R(ei,vkel)ei + E(@i, €l)vk6i)

- (V) + alen (Rle 6061'”)?
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Observe que

Vk(ﬁ(ei, el)ei)T = W)(ei, 61)61' + R(%, €l>ei —+ R(ei,%)ei -+ R(ei, el)%

_ 5.7
Entdo,
_ Z{ (mm e)er + Blen Vaees + Rle el)vkei> ]
- (oo u‘%(ez,el)e@-f)f}
:;{(R%M ), er)es + Rles, St + alen o)
Rles, o)) (Vs + aer, ei»)l ~ afew, (Rler eoei)T)}
_ Z{ (]_%(oz(ek, ei) e1)es + Rles, aler,)e; + Rier, en)aler, ei))l
- afer, (Rten e } 69)

E V el ex) el

% 7

> ViR(ener)e)t =) (_i(]_%(ei, ex)er — (Res, ewez)T)>L
{

\V4
((j/ﬁ)(ei, er)er + R(Viei, er)er + R(es, Vier)er

:Z <RM+O&(€Z ei), ex)er + Riei, Yot + ales, ex))

L
+ R, 0) (56 + alener)
B B L
- (Vz’(R(eia ew)er)’ + e, (R(%ek)elﬂ)) }
Utilizando novamente (3.7) e a nogao de curvatura média (Definigao 2.7), temos
B B 1
= Z { ( ale;, e;), ex)er + Rie;, ale;, ex))er + R(ei, ex) (e, el))
- a(ei, (R(ei, €k>el)T)}
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1
= ( nﬁ ,er)er + Z{ (e5,a(es, ex))er + Rlei, ex)ale;, el)})
— Z ale;, (R(e;, en)e) ) (3.9)

Z(RL(ei, ex)a)(es, e1)= Z (ViVia—ViVia—Vea)(ee)

{(vjvm) (s er) = (Vi Via) (e, 60} \?ftl
-y {vg(w;@)(ei, &) = Vi (Vi) (e, ez>)}
{

Vi (Vi(alese)) — a(Vies, e) — ale;, Vier))
_VE(VE(ales 1)) + a(Vies 1) + ales m))}
-¥ { ViVt - Ve e) - T ol Vi)
~VEVHa(en ) + Vi (@lViewe) + Vi (ales Vi) |

Como Vi, ¢, ja(e;, ¢;) = 0, temos

= Z { (€, ex)a(e;, e) — Vf(a(vk;@i,@l)) - VZ‘L (a(ei,Vkel))

+ Vi (oz(V,-ei, el)) + Vi (a(ei, Viel)) } (3.10)

Observe que

Vi (a(Viei, ) = (Via)(¥e6, e1) + a(ViViei, 1) + (Ve Vi€
= a(V;Vie;, )

Assim, podemos reescrever a equagao (3.10)

= Z { 6“ €k ez; el) - a(vivk€i7 61) - Oé(vivkez, ei)
+ oz(VkViei, 6[) -+ oz(VkViel, 61)}

= Z { (es, en)ales ) + a(ViVie; — ViVie;, e) + a(ViVie, — ViViey, ei)}

— Z {Rl(ei, ex)a(es, e)) + a(R(ex, €)es, e)) + o Rlex, e;)ey, ei)}
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Aplicando as equacoes de Ricci (2.12) e de Gauss (2.8) na equagao acima, temos

1
- Z { 617 ek 617 el)) - Oé(AOc(ei,el)eiy ek) + a(Aa(ei,el)eka ei)

a((Rer,ei)ei)” — Aagepen)€i + Aaferer€h: €1)
a((ﬁ(ek, ei)er) — Aa(eren€i T Aafese)Chi 61‘)}
-y {(E(ei, er)alene)) — alAaere@is ex) + @ Anger.e)€hs ei)}
+ Z Rley, e)e) " er) + a(A, zey, — Z Ad(er € €1)

+ Z Gk, ez el , € + Z ale;,er) Aa(ek,el)eia ei) (311)
Substituindo os valores das equagoes (3.6),(3.8),(3.9),(3.11) na equacao (3.5), encontramos

(VE2a) (exs ) = > { (R(Oé(ek, e:), er)ei +R(es, aler, er))e; + Rles, er)aex, ei))L

N

i -~ -~

— afey, (R(e;, e)e;) ) }

antisimetria

( RBnT e, el+z{ (ei, Vel,ek))eﬁﬁ(ei,ek)va(ei,el)l})l
_Z ales, (R(es,en)e) )

2
~~ 4

3

1
+ Z { 6“ 6k)a €, 6[)) _a(Aoz(ei,el)eiy €k> + O-/(Aa(ei,el)eka ez)}

-~

2

+ Z R €k, € ez) 761) + a(Anﬁek - Z Aa(ek,ei)eia el)

—+ Z €k, 61 6[ , € + Z a(e Jer) Aa(elmel)ei’ 61')

-

3

Reescrevendo a equacao anterior, considerando que os termos com indice 2 sao iguais, assim
como os termos com indice 3, e aplicando nos termos com indice 1 a seguinte igualdade
Z {R(Oé(ek,ei)7€l)€i + R(@Z, ekuez } ZR e’wel @k,ei)7
dada pela 1* identidade de Bianchi (1.5), temos que
B B B L
(V2a) (ex, €;) = Z { (R(ei, aleg, e))e; + 2R(e;, e)aler, €;) + 2R(e;, e )a(e;, el)) }
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-+ (]_%(nﬁ, ek)el Z { ek, ( el,ei)ei)T) + a((}_%(ek,ei)ei)T,el)
+ 2a((fi(ek, eer)’, ei)} + Z {a(Aa(eiyel)ek, €;) — a(An(ese)Eis ek)}

O((Anﬁ&lg - Z Aa(ek,ei)e’h €l)

+ Z a(e er) Aa(ek,el)eia ei)

N
Para o proximo lema, é necessario recordarmos os seguintes resultados.
Seja {e¢} ¢, | uma base de X(U)™, temos
aleie) =Y (ales,e), ec)e
£
=) (Acer, en)ee
£
Além disso, seja f € C°(M), temos
Afee; = —(Vifee)"
—(fViee +ei(fee)”
= —(fVieg)"
= fAce;
Assim, para o(Aq(e, e, €k, €;), temos
a<Aa (eier) eka ez Z (Acer,eq) egelm ez)
Z Agel, Agek, 61) (3.12)
£

Lema 7. Seja M"™ uma variedade riemanniana imersa isometricamente em M"*™. Entdo, para

todo N € X(M)*, vale as seguintes igualdades
a) <a(Aa(ei,el)ek7 €i> - a(Aa(ei,el)eiy 6k)7 N> = Z(ely AE [ANy A5]6k>
3

b) (a(A ger — Aagepenti-a), N) = (e, ANA ser) — Z(ANAE%, er)
13
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¢) ((Aagesen®r = Aatepenis &), N) = Y {{AcAnAcer, er) — (Aeep, e)tr(AnAg) }
:

onde A ¢é o operador de forma, ﬁ o vetor curvatura média e (e, . . ., €,4.,) um referencial ortonor-

mal adaptado a uma vizinhanca U C M de p.

Demonstracao.

a) Utilizando o resultado obtido em (3.12), tem-se

D {a(Aagereners ) — A Aageren i o) N)
= Z {(Agel, ei)(a(Ager, €;), N) — (Acey, ;) (a( Agey, ex), N>}
,§

= Z {<A§617 €i> <A£6k, AN6i> — <A§617 €i> <A§€Z', ANGk>}
3

Como o operador de forma é autoadjunto, encontramos

= Z {<A£€l, €i> <ANA§€]€, €i> — <A§€l, €i> <€i7 A&AN€k>}
0,

= Z {<A£€l> ANA56k> — <A£€l, AgAN€k>}
23

= Z {<A§€l> ANAgek - A§AN€k>}
1:75

= Z(el,Ag[AN,A§]€k> (313)
1:75

b) Por (3.12), temos

<a(Anﬁ>ek — ZAa(ehei)ei, e),N) = (oz(Anﬁek, el),N) — Z(Agek, e;)(aAgei, ), N)
i in

= (Ane, A zrer) — Z(Agek, ei) (Aner, Ages)
,§

= (e, ANA zrer) — Z(Agek, ei)(AcAneyr, e;)
,§

= <€l7 ANAnﬁ€k> — Z(Agek, AﬁANel>
§

= <€l, ANAnﬁ€k> — Z<ANA§€R’ €l>
3
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¢) Aplicando novamente (3.12)

<a(Aa(€i e)6k — Aa(ek er)€is € ) N>
= Z {(Ager, i) (a(Agen, €5), N) — (Acer, ) (o Agei, ), N) }

= Z {(Acer, e;)(Anes, Acer) — (Acer, e) (Ane, Ace;) }
= Z { Ag@l, 6“ ANA§6k> <A§6k, 6l> <6i, ANA§€i>}
= Z {(Acer, Ay Acer) — (Acer, en)tr(AnAe) §

3

= Z {<el, AgANA§6k> — <A§€k, 3l>tT(ANAE)}
3

Com posse destes resultados, podemos enunciar e demonstrar a formula de Simons (3.14).

Teorema 4. Sejam M"™ um espaco localmente simétrico de dimensdon+m e : M™ — M"™
uma imersdo isométrica de uma variedade riemanniana n-dimensional M™ em M"™. Se ¢ tem

vetor curvatura média ﬁ paralelo, entao,

Alaf?) |VLCY|2+Z (ei, aler, er))es, (e, 1)) +4Z (ei, er)a(ex, €:), aler, €1))

i,k,l i,k,l
+ Z nﬁ cex)er, alex, e)) + QZ R(er,ei)en) ' ex), alex, e))
i,k,l
+2 Z Rler.ei)er) " ei), aler, ) + > tr(Ae)tr(AZAe) — Y (tr(A,Ae))?
ikl € €

— > 1A AdP
789
(3.14)

onde « € a segunda forma fundamental de ¢, (e1,...,¢e,) € (€n41, ..., €nim) SAO referenciais or-
tonormais arbitrarios para X(U) e X(U)*, respectivamente, definidos no aberto U C M, R é o

operador de curvatura de M e A¢ é o operador de Weingarten de ¢ na direcdo de e.

Demonstracao.

Inicialmente observe que o segundo membro da formula (3.14) nao depende do referencial,

devido a este ser constituido apenas pelos tensores a e R. Assim, podemos fixar um referencial
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ortonormal (ey, .. ., €,4,,) em uma vizinhanca U C M de p,talque U = UN M e (eq,...,e,)
é um referencial ortonormal para X(U), geodésico em p. Entao, utilizando a defini¢ao de Lapla-

ciano em um referencial geodésico (2.14), temos
1 2 1 2
FMaf) = 5 3 eitetlaf)
=3 Zez ei{a(er, er), aler, e)))

zkl
= Z ei(Vi (aleg, €)), aler, e))
i,k,l
= Z ei(Via)(ex, e) + a(Vier, e) + aler, Vier), aler, e))
ikl
= Z {e&(Vﬁa)(ek, ), afex, el)> + ei<oz(Viek, ), afeg, el)>
ikl

-I—ei<a(ek,viel),a(ek,el)>}
= Z{W?((Vfa)(ek,ez)) aler,e)) + ((Via)(er, &), ViE(aler, 1))

ik,

+ <V (a(Vien, €)), aler, &) + {a(er, e1), aler, e)))
+ <V#(a(ek,vzel aler, e)) + (af (ex, M1, Vi ( (ek,el))>} (3.15)

onde usamos na ultima igualdade a compatibilidade com a métrica (Definicao 11) e o fato do

referencial ser geodésico em p.

Analisando cada termo da equacao acima separadamente, temos em p

1)
(VE((Via)(er @), aler, @) = ((ViVia)(er a) + (Via)(Seer, e)
+ (Via)(ex, Mie), alex, e1))
= ((ViVia)(ex &), alex,e))
2)

(Via)(er, &), Vi (aler,e))) = (Via)(er ), (Via) (e, &) + oV, e)
O‘(ekvyfél)>
= <(Vf0()(6k, 61), (viLO‘)(elﬁ el)>
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(Vi (a(Vier, 1)), aler, ) = (Vi) (Vatk, &) + (M Ve, e1)
+ O‘(%»W: a<€k7 6l)>

=0

<V%(Ox(€k7 Viel))? a(eka €l>> = <(V%O¢)(6k,%) + O‘Mayle/l)
+ aley, V@), aler, €))
=0

Substituindo esses resultados em (3.15), tem-se

Z{«V%V%a)(ek, er), aley, e)) + <(Vf04)(ek, e, (Via)(ex, el)>} (3.16)

ik,

Podemos reescrever (3.16) utilizando o Laplaciano (2.15) e a norma ao quadrado da segunda

forma fundamental (2.4), obtendo

1
FA(al) = (V+?a,a) + [VEal? (3.17)

Para calcularmos

(V%0 0) =Y ((VF20)(ex, ), alex, e1)) (3.18)

k.l

Observe que, pelo Lema 6

(V-2a)(er,e) = ) { (E(ei’ afex, er))es + 2R(ei, e)aler, &) + 2R(ei, er)aler, el)) L}

+ (R(nﬁ, ek)el)L + Z {a(ek, (R(ey, ei)ei)T) + a((}_%(ek, ee;) el)
+ 2a((§(ek, eer) 61’)} + Z {a(Aa(ehel)ek, e;) — a(Aa(es e €is ek)}

+ Oz(Anﬁek - Z Aa(ek,ei)ei’ el)

+ Z &(Aa(ei,ez)ek - Aa(ek,el)eia ei) (3.19)
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Como queremos calcular (3.18), considere inicialmente, lembrando que o € T'(T'M L)

Z<Z {E(ei, aleg, e1))e; + 2R(ei, e) ey, e;) +?§(ei, ex)a(e;, €) }

y TV
k,l 7 1

+ (f_%(nﬁ,ek el Z{ ex, (R(ey, ei)ei)T) + oz((]_%(ek,ei)ei)T, el)

N

-~

+2a((Rlex, e)er), ei)},a(ek, 61)> |

trocando os indices mudos k, [ das equacoes 1 e 2, e somando o resultado dos termos comuns,

obtemos

ZU_%(@“ aleg, e))e;, o ek,el>+4Z<R ei, er)aler, ), aler, €))

ikl ikl
+Z<R nﬁ ,ex)er, aleg, e >+2Z<04 ex, (R(eg, e5)e;) ),a(ek,el)>
i,k,l
+22<a elmez el 76i)705(6k7€l)> (320)
ikl

Para os termos restantes da equacao (3.19)

Z < Z {Oé ales,er) eka ez) 04<Aa(ei,el)eia ek)} + Oé(Anﬁek - Z Aa(ek,ei)eia el)

+ Z oz(el er) Aa(ek,el)eiv ei) ) Oé(eka el)>7

considere o Lema 7, e tome (e, ¢;) = N. Logo,

> { D (e Addv. Ade) + (en A e

_ Z<ANA§€k, €l> + Z {<A5ANA£€k, €l> — <A£€k, €l>tT<ANA§>}}
£ 3

Utilizando a definicao de colchetes, temos

= Z { er, ANA ﬁ€k> — Z<A§€k, €l>tT(ANA5) + Z <€l, Ag[AN, Ag]ek — ANAgek + AgANA£€k>}
3 3

€, ANA ﬁek Z<A§€k, €l>tT(ANA5) + Z <€l, Ag[AN, Ag]ek - [AN, Ag]A£€k>}
3 £

kil I3 3

2
Z{ e, ANA, gen) — Y (Acer,etr(AyAe) + Y (er, A[An, Aler — [ANaAg]A£€k>}
{

€, ANA ﬁek Z<A5€k, €l>tT(ANA§) + Z <€l, [Ag, [AN, Ag]]6k>}

k,l 3 3
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Considerando N = af(eg, ¢;) = Z<Au€k7 e;)e,, ao utilizarmos uma ideia analoga a (3.12),

o
obtemos

Z<A“€k’ €l> <€l, AﬂAnﬁ€k> — Z <A§6k, €l> <A,u6k, €l>tT(AMA§)

Feyl LRNTRS
—|— Z <A,u6k, €l><€l, [Ag, [AIU Ag]]6k> (3.21)
SRNTRS

Analisando individualmente cada um dos termos da equagao acima, encontramos

1) Observe que por (2.7), temos nﬁ = Z tr(Ag)ee. Entao,
3

Z(A“ek, er){er, AyA, zer) = Z(Auek, ALA ser)

k‘J,M k?l'l'

= Z tT(A§)<AM€k, AHA£6k>
kg

= Z tT(A§)<€]€, A2A56k>
LT

= tr(Ae)tr(A2 Ae)
783

D (Acer, e)(Auer, e)tr(A,Ae) = Y (Acer, A en)tr(A, Ae)
RATRS LNTRS

= Z tr(AuAe)tr(AuAe)
JT%S

=3 (tr(Au40)°

783

Z <A ek,el><el, [Ag, [A“,Af €k Z <A €L, As [AM,Ag ]6k>

LRNTRS LNTES

- Ztr [ Ae, (A Ad])

= ZtT AMAE[AM» A&] - A;L[Aw A&]A£)

733

= Z {tr(AuAclA, Ae]) — tr(AulA,, AdAe) }

783
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Sabendo que [A4,,, A¢]" = —[A,, A¢], e que tr(AB) = tr(BA), tem-se

= {tr(AAcAu, Ad) — tr([Ay, AJAcA,) }
723

= Z {tr(A“Ag[Aw Ag]) - tT(AEAu[Aw A&D}
€

= Z {tr((Aude — AcAL)[Au, Ad) }

= > {tr([A4 AdlA, Ad) }

133
= =3 tr([Au Ad[A,, AdlY)

== |[Au, AdP
133

Substituindo os valores encontrados em (3.21), podemos reescrever essa equagao da seguinte

forma

S tr(Atr(A2Ag) = Y (tr(A,A)° Z| (A, Ac]|? (3.22)
783 789

Reunindo (3.20) e (3.22), mostramos que

(VH2a, a) (e, er) Z<R ei, aler, er))es, aler, e >+4Z<R ei, er)a(er, €;), ey, €))

i,k,l i,k,l
+ Z(R nﬁ ,€k)€L, O ek,el + 22<a ex, (R(ey, e,)eZ)T),a(ek,el»
i,k,l
+2 Z Rex,ei)er) ', e:), aler, e)) + ZtT(AS)tr(AQAE)
i,k,l €

=3 (#r(AuA0))” = Y (1A, A
783 €

Substituindo o resultado supracitado em (3.18), obtemos (3.14).

Uma consequéncia da formula de Simons é o seguinte resultado.

Corolario 4. Seja M""™ uma variedade riemanniana de dimensaon-+m, com curvatura seccional
constante e igual a c. Se p : M™ — M"™™ ¢é uma imersdo isométrica minima de uma variedade

n-dimensional M"™ em M?er, entdao

1
5A(|04|2) = |[V*al? + nclal* - Z,;. (tr(A,Ae))? Z| A, Adl)? (3.23)
M
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onde « é a segunda forma fundamental de o, {€,11,...,€n1m} € um referencial ortonormal ar-
bitrario para X(U )™, definido em um aberto U C M, e A¢ é o operador de forma de  na diregao

e, paran+1 < &< n+m.

Demonstracao.

Nas condicoes estabelecidas por hipotese, e considerando os termos da equagao (3.14), temos

A(lal?) |VLa|2+Z (e, aler, e1))e;, alex, e)) +4Z (€i,er)a(eg, e;), ek, €))

i,k,l i,k,l
+ Z nﬁ sex)er, e, er) +22 R(er,ei)en) ' ex), aler, e))
i,k,l
+2 Z Rler,ei)er) ei), alen, e)) + Y tr(Agtr(AZAe) — ) (tr(A,Ae))?
ikl 7R3 €

=) A AP
J7%3

Analisando separadamente cada termo desta equagao e considerando que pelo fato da curva-
tura seccional ser constante vale o Lema 4, isto &, R = c¢R/, onde R'(X,Y, W) = (Y, W)X —
(X, W)Y, temos

1)
0
Z<R €i, & ekhel 617 €k7el > Z<C/</6W€l/)7/; - <€Z‘,€i>a(€k,€l)),a<€k,el)>
i,k,l 1,k,l
= Z(—cna(ek, er), aler, e))
k,l
= —nclal?
2)
0 0
42 elael ek76i) ekael _4Z<C WZ _Wl)7a<ek7el)>
i,k,l i,k,l
=0
3)

Z(R(nﬁ, ex)er, aleg, e)) = 0, pois ﬁ = 0 (Definicao 26).
kL
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4)

22(&((E(el,ei)ei)T ex), aex, er) —22 ((es,eiyer — (e, ei)e;), ex), aleg, €))

i,k,l ikl
=2c)  {(alne, er), aler, &) — (o(dues, ex), oer, 1)) }
i,k,l
= 2cnjal* — Z 2c0;(a(e;, ex), aleg, e))
ikl
5)
QZ R(ex,e)e)) ', e:), aler, er)) = 22 ({es, er)er — (er, er)ei), ), aler, e;))
i,k,l ikl
=2 Z<a(c(5ilek — 0ie;), €:), olex, €r))
ikl
= 202 {6ula(er, e:), aler, e)) — dlalese), aler, €)) }
i,k,l
=2 dulaler, ), aler, e))
i,k,l
6)

D tr(Aetr(A%Ag) =0,
783

pois como a imersao isométrica € minima, temos

1
H = =3 tr(Ay )y = 0 tr(4,,) =0
J

Reunindo os seis resultados acima e substituindo em (3.14), obtemos

1
SA(laf?) = [Vial +ncal” = (tr(AuA)) Z| A, Ad)?
133
OJ

Para o que segue, dizemos que uma variedade diferenciavel M é fechada se M for compacta
e sem bordo. Além disso, considere o seguinte teorema, conhecido como teorema da Divergéncia,
cujo o enunciado pode ser encontrado conforme apresentado em Caminha [2014], Teorema A.52,

pagina 385.
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Teorema 5. Seja M" uma variedade riemanniana compacta orientada e X € X(M). Se o bordo
de M é munido com a orientacao e a métrica induzida pela inclusao j : OM — M e v denota a

normal unitaria exterior a M ao longo de M, entao

/ (divX)dM = [ (X, v)d(dM)
M oM

onde o segundo membro da igualdade acima deve ser interpretado como sendo igual a0, caso OM =

J.
Com o intuito de enunciar a celebre desigualdade integral de Simons para imersoes minimas

em uma esfera euclidiana, faz-se necessario o resultado a seguir.

Lema 8. Se A e B sao matrizesn X n, com B simétrica, entdo
[A, B]|* < 2|A]*| B]”.

Demonstracao.

Dado que B é simétrica temos, pelo teorema espectral para matrizes simétricas, que B &
diagonalizavel sobre R, e existe uma matriz ortogonal P tal que P~'BP = D, onde D é uma
matriz diagonal cujas entradas sao Aq, ..., \,. (Consulte Coelho and Lourenco [2020] ou Lima

[2008])

Sabemos que a matriz A’ = P! AP é semelhante a matriz A. Por outro lado, temos que
|A|? = tr(AA"), e utilizando o fato de que todas as matrizes de um operador, em um espaco de
dimensao finita, tem o mesmo traco, isto é, o traco de uma matriz associado a um operador é

invariante por semelhanca, temos
|A]? = (A, A) = tr(AA") = tr(P"'A.A'P) = tr((P"'AP) (P ' A'P))
Como P é ortogonal, vale a igualdade (P~ AP)! = (P~!A!P). Entio,

tr((P"*AP)(P*AP)) = |P"'APJ?.

Portanto,

I[A, B]|? =|P~YA,B|P|> = |P Y (AB — BA)P|* = |P"*ABP — P 'BAP|?
=|P"'APP'BP — P'BPP'AP|?
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Tomando C' = P'AP = (¢;5), 1 < 4,5 <n.

=|CD — DCJ” = [(Aicij) — (\eip) P = 10 = A =D (N = Ay)°c]

i#]
Sabendo que
0<(a+b)?= —2ab<a’>+ b= (a—0b)?<2(a*+b)

Entao,

=D (=N <2) (NN =2) N +2) N,

i#j i#j i#j i#j
<2 (Z c,?]) (Z Ai) = 2|C*|D|?
ij k
=2|AP*|BJ?

O

Teorema 6 (Simons). Se M" é uma variedade riemanniana n-dimensional fechada e orientada, e

o M™ — S™™ ¢ uma imersdo isométrica minima, entao

/M |af® (n -~ (2 - —) |a|2) AM < 0

em M, entdo |a|*> = 0, isto é, M ¢ totalmente geodésica.

Em particular, se |af* < ;"¢
m

Demonstracao.

Nas notagoes do Corolario 4, se A é a matriz m X m cuja entrada (1, &) € tr(A,A¢), isto &,
A= (au), 1 <p,& <m,au, =1tr(A,Ae), entdo A é simétrica. Portanto, no ponto p, podemos
escolher a parte normal {e,, 11, ..., €, } do referencial de tal forma que A seja diagonal, isto &,

tr(A,Ae) = 0 para pu # £. Uma vez fixada tal escolha, temos pela equagao (3.23)

1
§A(|a|2) = [Vial +nja)* =) (tr(A2)) Z [A,, Ac]? (3.24)
o
e segue do lema anterior que

> (tr(A2))* + Z| [A,, A¢]]? < Z JA*+2) AP Ae? (3.25)
m

HFE
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Observe que

2

2
<Z |Au|2> = <|Al|2 + Z |Au|2>
W =2
2
= [Ad]" 2l ) AP+ (Z !A;f)
n=2

p=2

=D 1A+ ) TALPIA
I

HF#E

Entao,

2
22|Au|2‘f4£’2 =2 <Z|Au|2> _QZ‘AH|4
Iz I

BFE

Assim, substituindo este valor em (3.25)
2
S A+ 23 A4 PAE = 3 Af £ 2 (z w) oYl
1% HF#E 1% 7 B
2
=2 (Z ‘Au|2> - Z ’Au‘4

2 jz

Por outro lado, como

4 1 2 i
%:IAMI > — <%:|AM| >
temos que
2 2 1 2
PSPV I SIRVIER ) oit¥E IERY PolPhy
_ (2 B %) (Z \Au|2> (3.26)

o=

Aplicando essa desigualdade em (3.24), obtemos

1 1
3A0aP) 2 Vol +njaf - (2 ) af

Integrando tal desigualdade sobre M, temos, por um lado, que, pelo teorema da divergéncia
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/ A(la*)dM = / (Vl]a|?,v)d(OM) = 0, pois M é fechada. Por outro lado,
M oM

0=5 [ AlaPiarrz [ (me? +nlaf? - (2 - i) !044) M
2 M M m

> /M |arf? (n — <2 — %) |a\2> dM

Por fim, se n — (2— X) |al? > 0,isto &, n/ (2 — L) > |a|?> em M, segue que |a]? = 0, e

portanto, M é totalmente geodésica.

3.1 Comentarios Finais

A Desigualdade Integral de Simons (Teorema 6) € um resultado de classificagao de imersoes
isométricas minimas na esfera S™*". Para o caso em que |o|> < n/(2 — L), a variedade M é
totalmente geodésico, e como exemplo, temos os grandes circulos. Uma pergunta natural a ser

feita & o que acontece se o> = n/(2 — +).

Motivados pelas ideias de J. Simons (1968), S. Chern, Do Carmo e S. Kobayashi (1970), deter-
minaram todas as subvariedades minimas que satisfazem |a|> = n/(2 — ), mostrando que ou
m = 1 e M é um toro de Clifford minimo S™ x S* ™ em S"*!, ou m > 2, e nesse caso, temos
m = n = 2, e M é uma superficie de Veronese. Neste artigo, Chern propds a seguinte questao:
Seja M™ uma hipersuperficie fechada minimamente imersa em S"*! (n > 2) com curvatura es-
calar constante. Seja A o conjunto de valores possiveis para a curvatura escalar de M. A € um

conjunto discreto de numeros reais? (Lusala, Scherfner e Sousa Jr 2005)

Posteriormente, essa questao ficou conhecida como a conjectura de Chern para hipersu-

perficies isoparameétricas em esferas.

Conjectura: Seja M uma hipersuperficie fechada e minimamente imersa na esfera S com cur-

vatura escalar constante. Entao M é isoparamétrica.(Verstraelen [1986])

onde uma hipersuperficie em um espago de curvatura constante ¢ chamada de isoparametrica se

todos os autovalores do operador de forma (shape operator) sao funcgoes constantes.

H. Alencar e Do Carmo (1994) obtiveram uma generalizacao natural em relagao ao trabalho

supracitado, considerando o caso em que o vetor curvatura média é constante (teorema 1.5).
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Para isso, eles definiram uma aplicacao ¢ que relaciona a curvatura média e a segunda forma

fundamental, e uma constante By # 0 que depende de H e n, tal que:

Teorema 1.5. Se|p|> < By para todop € M, entao:

1. |¢|* =0 e M é totalmente umbilica, ou |¢|* = By.
2. |¢|> = By se, e somente se:

(a) H=0eM™" éum toro de Clifford em S"*;
(b) H#0,n>3,eM™éum H(r)-toro comr® < (n —1)/n;

(c) H#0,n=2,eM"éum H(r)-torocomr® # (n—1)/n.

Neste trabalho, eles calcularam o laplaciano da norma ao quadrado dessa aplicagao ¢, apre-
sentada por S.Cheng e SYau (1977), para uma aplicagao linear simétrica que satisfaca a equacao

de Codazzi.

Mais recentemente, A.Caminha (2006) obteve uma generalizacao para a desigualdade inte-
gral de Simons para r-hipersuperficies minimas da esfera (teorema 4.5), utilizando um operador
diferenciavel de segunda ordem (L, (f)). Esse operador, para r=0, coincide com o laplaciano de
M. Portanto, podemos observar que até os dias atuais o trabalho de J. Simons continua sendo

base para muitos outros resultados significativos.
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