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RESUMO

Mostra-se de forma didatica a aplicagdo de métodos numéricos de interpolagao spline ci-
bico. Obtem-se a figura do mapa de Salinépolis/PA por meio do spline livre ou natural
e a figura do crescimento populacional de Salinopolis/PA do ano 2016 a 2022 através do
spline restrito comparando com o modelo Maltusiano com taxa de crescimento populaci-

onal constante.

Palavras-chave: Interpolagao spline ctibico. Spline natural. Spline restrito. Aplicagoes.



ABSTRACT

The application of numerical cubic spline interpolation methods is shown in a didactic
manner. The figure of the map of Salinépolis/PA is obtained using the free or natural
spline and the figure of population growth in Salinépolis/PA from 2016 to 2022 through
the restricted spline comparing with the Maltusian model with population growth rate

constant signal.

Keywords: Cubic spline interpolation. Natural spline.Restricted spline. Applications.
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1 INTRODUCAO

Nesse trabalho vamos introduzir o spline ctubico, bem como apresentar apli-
cagoes pra o spline livre e spline restrito. Veremos nao s6, que pode ser gerado o mapa do
municipio de Salin6polis-PA por meio da fungao spline livre e compara-lo com o original,
como também é possivel por meio da funcao spline restrito obter a taxa de crescimento
populacional do municipio de Salinopolis-PA utilizando dados do censo e comparar com

outro modelo matematico.

Figura 1: Spline ctbico
NEINN

Fonte: Elaborado pelo Autor

De [4] tem-se a Definigao 1.2
Defini¢ao 1.1. Dada uma fungao f em [a,b] e um conjunto de nds a = xg < 1 < ... <
x, = b um interpolante de spline cibico S para f é uma fungio que satisfaz as sequintes
condicoes:
(a) S(x) é um polinémio cibico, denotado S;(x), no subintervalo [x;,z; + 1] para cada
7=0,1,...n-1;
(b) S(x;) = f(x;) para cada j=0,1,...,n
(¢) Sji1(xj41) = Si(xj41) para cada j=0,1,...,n-2;
(d) S5, (j41) = Sj(zj41) para cada j=0,1,....n-2;
(e) S}, (xji1) = S} (2j11) para cada j=0,1,...,n-2;
(f) Uma das sequintes condigoes de contorno € satisfeita:
(i) S"(x¢) =S"(x,) =0 (Contorno livre ou natural)
(i1) S'(xo) = f'(x0) € S"(x,) = f'(xn) (Contorno Restrito).
Embora os splines ctbicos sejam definidos com outras condigoes de contorno,
as condigoes dadas em (f) sdao suficientes neste caso. Quando ocorrem as condigoes
de contorno livre, o spline é chamado de spline natural, e o trago do seu grafico se

aproxima da forma que uma longa haste flexivel teria se a passdssemos pelos pontos
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{(xo, f(x0)), (x1, f(x1)),..., (zn, f(x,))}. Em termos gerais, aproximagoes mais exatas
sao alcangadas nas condi¢Ges de contorno do assunto, uma vez que cobrem mais infor-
magoes sobre a funcao, mas para que esse tipo de condicao de contorno seja atendido é
necessario ter os valores da derivada nos extremos ou uma aproximacao precisa deles. Se
quisermos construir o interpolante spline ciibico de uma determinada funcéo f, aplicamos

as condigoes da defini¢ao aos polinémios ctbicos, Figura 1:
Sj(@) = aj+bj(x - ;) + ¢j(w — ;) + dj (2 - 25)*,

para cada j =0, 1,...,n—1. Substituindo = por z; em S;(x) é claro que S;(z;) = a; = f(z;).

E se a condigao (c) se aplica, ja que S;(x;) = a; = f(x;), obtemos
a1 = Sja (@) = 8j (1) = aj + bj(@jer = 35) + ¢ (2501 = 2;)° + dj (201 - 7;)°,

para cada j = 0,1,...,n — 2. Podemos simplificar o termo z;,; — ; pela igualdade h; =

zjs1 —xj, para cada j =0,1,...,n - 1. Se também definirmos a,, = f(z,), entdo a equagao
aje1 = aj +bihj + ;3 + d;h} (1.1)
serd valida para cada j =0,1,...,n - 1. Analagonamente, definindo b, = S’(z,,), temos
SJ,(.T) =bj+2¢c;(x —x;) +3d;(x - xj)Q,

o que implica S]’.(xj) = b; para cada j = 0,1,...,n — 1. Agora, aplicando a condigao da
defini¢ao 1.2-(d) obtemos

bj.,.l = bj + Qthj + 3d]h§ (12)

para cada j = 0,1,...,n — 1. Definindo ¢, = S”(z,)/2 e aplicando a condi¢ao da defini¢ao
1.2-(e), obtem-se outra relagao entre os coeficientes de S;. Neste caso, para cada j =
0,1,....n—-1,

S¥(x) = 2¢; +6d;(v - x5)

Cj+1 =¢Cj + 3djhj (13)
Isolando d; na equacao (1.3),
Cje1 — C;
do= 2 1.4

e substituindo esse valor nas equagoes (1.1) e (1.2), para cada j =0,1,...,n — 1, obtem-se
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as equacoes

2

Aj+1 = aj; + b]h] + gj(QCJ + Cj+1)Cj + Bth,] (15)

bj+1 = b] + ZC]hfj + B(M)hg
3h,;

= b] + QCJhJ + (Cj+1 - C])hj

= b] + 2th’j + Cj+1hj - thj

= bj + hJ(CJ + Cj+1).

A relacao final envolvendo os coeficientes ¢ obtida isolando b; na equacao (1.5)

1 h;
bj = E(am —a;) - §J(20j +Cji1) (1.6)
J

e entao, com reducao do indice, temos

1 h; -1
(a; = a;1) = =5—= (¢ + ¢;)

b
-1

substituindo esses valores na equagao obtida da equaga@o (1.6), com indice reduzido em 1,

obtemos o sistema de equacgoes lineares

hy1csr + 2y + hy)es + hycyn = —=(aj01 - a;) — ——(a; - a;1) (L.7)
h; hj-1
para cada j = 0,1,...,n — 1. Este sistema contém apenas {c; o como incégnitas, pois
os valores de {h; ?:‘01 e de {a, };‘l:o sao dados, respectivamente, pelo espacamento dos nos
{z;}7 e os valores de f nestes. Observe que, uma vez conhecidos os valores de {c;}7_,
encontrar o restante das constantes {b;}"~} a partir da equagao (1.6) e {d;}}-; da equagdo
(1.3) ¢ facil construir os polinémios ctbicos {Sj(:z;)};‘;ol. A principal questao que surge
em relac@o a esta construcao ¢ se os valores de {¢; }?:0 podem ser determinados por meio
do sistema de equagoes dado em (1.7) e, em caso afirmativo, se esses valores sdo inicos.
O teorema a seguir indica que isso é possivel quando uma das condi¢oes de contorno da
parte (f) da definigao é estabelecida.
De [7] tem-se a Definigao 1.2

Definicao 1.2. Diz-se que a matriz A, € diagonal dominante quando

|a| > Z |aij| (1.8)
oy

€ vdlida para cada i=1,2,...,n.



12

Dizemos que uma matriz diagonal dominante € estritamente diagonal domi-

nante quando a desigualdade na equagao (1.8) for estrita para cada n, ou seja, quando

n
laiil > 3 las]
i
€ valida para cada t=1,2,...,n.

Uma matriz estritamente diagonal dominante em cada linha, o elemento na
diagonal principal tém um médulo que é estritamente maior do que a soma dos médulos
de todos os outros elementos naquela linha.

De [7] tem-se o Teorema 1.1
Teorema 1.1. Uma matriz A estritamente diagonal dominante € ndao singular. Além
disso, messe caso, a eliminacao de Gauss pode ser realizada em qualquer sistema linear da
forma AX = Q para obter a solucao unica sem trocas de linhas ou colunas, e os cdlculos
serdo estdveis com relacdo ao crescimento de erros de arredondamento.

A demonstracdo do Teorema 1.1 esta no apéndice 5A.

Exemplo: Dado o sitema AX =@ descrito por,

701 + 202 =18
3¢+ 5¢co — 1cg = 23
2C2 - 663 =-24
Considere a matriz
[ 7 2 0 ]
A=13 5 -1
| 0 2 -6 |

A matriz A é estritamente diagonal dominante, pois
7] > 2]+ 0], [5] > 3] + [ = 1], [ = 6] > [0 + [2].

De [8] tem-se o modelo continuo de Malthus. Usando o modelo malthusiano
discreto dado por: p(k+ 1) —p(k) = Op(k) onde O é a taxa de crescimento populacional
derivada da diferenca de taxas de natalidade e mortalidade, p(k + 1) = p(k) + dp(k)

fatorando tem-se

p(k+1)=(1+09)p(k) (1.9)



13

indutivamente temos, da equagao 1.9

k=0, p(1)=(1+9)p(0)
k=1, p(2)=(1+9)p(1)=(1+9)*p(0)
k=2, p(3)=(1+d)p(2)=(1+09)’p(0)

k=t, p(t)=(1+0)p(0). (1.10)

Da equagao 1.10 tem-se a taxa de crescimento populacional em um intervalo de tempo ¢

azxt’z%—1. (1.11)

Aplicando o logaritimo natural em ambos os lados da equcao 1.10, temos

Inp(t) = In[(1+0)'p(0)],

por propriedade de logaritmo, obtemos

In(p(t)) = In(1 + )" + In(p(0)),

segue que

In(p(t)) =t In(1+09)+Iin(p(0))

agora, aplicando a exponencial

eln(p(t)) = et In(1+9)+Iin(p(0))

ademais
p(t) — elnp(O)elnp(l-%—i?)’f7

temos dai,
p(t) = p(0)e 14

Fazendo 7 = In(1 + ), chegamos ao modelo continuo de Malthus

p(t) = p(0)e™. (112)
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2 SPLINE NATURAL

2.1 Spline natural

De [4], Condigoes de fronteira livres garantem um comportamento mais na-
tural da spline nos extremos do intervalo, evitando forcar uma curvatura especifica. Uma
forma de definir as duas equagoes adicionais para completar o sistema (1.7) de equagoes
de uma spline cibica é impor condi¢oes de fronteira livres (ou naturais). Isso significa
que a segunda derivada da spline em relacao a x deve ser zero nos pontos extremos do

intervalo, ou seja, S”(x¢) = 5" (z,) = 0.

De |7] tem-se o Teorema 2.1.
Teorema 2.1. Se definirmos f ema=x9<x1<---<x,=b, entdo f terd um tunico spline
interpolante natural mos nos xg,x1,...,T,; isto €, que satisfaz as condides de contorno
S"(a)=0 e S"(b) =0.

Demonstragao. Dado que f esta definida no intervalo [a,b] com nos zg, 1, ..., ,, quere-
mos mostrar que existe um tnico interpolante de spline natural que satisfaga as condigoes
de contorno S”(a) = 0 e S”(b) = 0 nos nos xg,x1,...,T,. Primeiramente temos que as
condigdes de contorno significam que S”(a) =0 e S”(b) = 0. Agora, usando a forma geral

dos splines ctbicos, temos:

S'(x) = b +2cj(x — x;) + 3d;(x — x;)*

S"(x) = 2¢; + 6d;(x - x;).

Aplicando as condigoes de contorno S”(a) =0 e S”(b) = 0, obtemos as seguinte solugoes

para ¢y e ¢,

S"(a) =2co + 6dp(a—1x9) =0

S"(b) = 25 + 6y (b - ) = 0.

Isso implica,

200 = —6d0(a - Io) =0 (21)

2¢, = —6d,(b-x,) =0. (2.2)
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As equagoes (2.1), (2.2) e (1.7), produzem um sistema linear descrito pela equagao vetorial
AX =Q,

Co = 0
h000+2(h0+h1)01+h102 = hi(aQ—al)——(al ao)
hicq +2(h2+h)1(22+h263 = hi(ag)—ag) - —(ag—al) (2 3)
hn—2cn—2 + 2(h'n—2 + hn—l)cn—l + hn—lcn = %(an Ap— 1) (an 1~ Qp- 2)
c, =0
onde A é a matriz (n+1) x (n+1),
[ 1 0 0 0 ]

h() 2(h0+h1) hl
0 hl 2(h1 +h2) h2

A= 0 ,
. hn—? Q(hn—Q + hn—l) hn—l
| 0 0 0 I
[ 0 | i .
C
,%(az—al)—,%(arao) 0
3 3 ‘
q-|  mlememlemn) coxo|
Cn-1
hn3—1 (CL — Qp- 1) 2(an 1~ Qn— 2) c
O -

Analizando a matriz A tem-se que A ¢é estritamente dominante em sentido
diagonal, o que significa que o valor absoluto do elemento diagonal em cada linha é maior
do que a soma do valor absoluto dos outros elementos da mesma linha. Em virtude
do Teorema 1.1 temos que, uma matriz estritamente dominante em sentido diagonal
possui uma solugdo dnica para o sistema linear e, portanto, o sistema linear AX = @
tem uma tnica solugao para cg, ¢1, .., ¢,. Logo, existe um interpolante spline natural tnico

que satisfaz as condigoes de contorno S”(a) =0 e S”(b) = 0 nos noés xg, 1, ..., Tp. O

3 SPLINE RESTRITO

3.1 Spline restrito

De [5], o spline Restrito S é obtido pela escolha dos valores das derivadas primeiras
primeiras de S nas extremidades do intervalo de interpolacao. Isto diminui o ntmero de

variaveis para n — 2, pois S’(a) e S’(b) deixam de ser incognitas. Garantindo que a curva
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tenha um comportamento especifico nas extremidades, como uma inclinagao fixa. Isto é,

S'(a) = f'(a) e 5'(b) = f'(b).

De |7] tem-se o Teorema 3.1.

Teorema 3.1. Se f € definida em a = x9g < x1 <---<x, =b, e é diferencidvel em a e b,
entdo [ possui um iunico spline restrito que interpola 08 nds Ty, xy,..., Ty, OU S€ja, UM
interpolante spline que satisfaz as condioes de contorno S'(a) = f'(a) e S'(b) = f'(b).

Demonstragao. Observe que, dado f'(a) = S’(a) = S"(x¢) = by podemos usar a equagao

(1.6) para calcular o coeficiente b; em j =0 entdo, substituindo j =0,

1 h
bo = h—o(a1 - ao) - go(QCO + Cl).

Sabe-se que f’(a) pode ser calculado usando a definigao acima
1 h
f(a) = (a1 = ap) - 2+ (2c0 + 1),
ho 3
multiplicando por 3 em ambos os lados e reorganizando para encontrar ¢;, obtemos:
, 3
2h000 + hoC1 = —3f (a) + h—(al - CL()). (31)
0

Analogamente, pode ser calculado f’(b) usando a equacado (1.6) para calcular b;, com

j=n-1, ou seja,
1 h, -1

b1 = m(an - an—l) - 3

1 -1

£/(0) = 7 (00 = s

multiplicando em ambos os lados por 3 para encontrar ¢,_1, temos:

(2¢,-1 + ¢p)

hp-1Cne1 + 2010y = 3]”(17) - h3

n—1

(an = an-1). (3.2)
As equagoes (3.1),(3.2) e (1.7) determinam o sistema linear BY =T,

2hoco + hocy = —3f’(a) + i(al —ag)
hoco + 2(ho + hi)cr + hico = ( al)——(al—ao)
hicag +2(hy + ho)cs + hgc4 (a3 —ag) - (a2 -ay)
(3.3)
hip—oCn—2 + 2(hp—g + hp_1)Cpoy + hp16y = %(an —n-1) = g (Gno1 = Gn2)
Po1Cno1 + 2010 = 3f' (D) = 72~ (an = an-1)
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onde,
[ 2h, ho 0 0 |
h() 2(h,0 + hl) hl :
0 h 2(hi+h h :
B= 1 ( 1+ 2) 2 : ,
. " 0
. hn—2 2(hn—2 + hn—l) hn—l
| O 0 Ryt 2h,-1 ]
[ =3f'(a) + (a1 - ag) | PR
0
%(GQ—M)—%(M—GO) c
1
T = %(as—@)f%(@—al) o y =
Cp—
%(an - an—l) - %(an—l - an—?) !
, ¢
3f,(b) - h,?__l(a" - an—l) ] B B

Pelo Teorema 1.1 temos que a matriz B é estritamente diagonal dominante, o que implica
que é invertivél e, portanto, podemos resolver o sitema linear BY =T usando a eliminacao
gaussfana para encontrar a solucao tnica dos coeficientes ¢y, ¢y, ..,¢,. Esses coeficientes
determinam o spline ciibico que interpola os nos zy < 1 < ... < z,, e satisfaz as condigoes
de contorno S’(a) = f'(a) e S'(b) = f'(b). O
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4 APLICACOES

4.1 Mapa de Salin6polis-PA com Spline Natural

De [1], nas divisoes territoriais de 31 de dezembro de 1936 e 31 de dezembro de 1937, a
cidade era composta por 3 bairros: Salinas, Japerica e Sao Joao de Pirabas. Por decreto
nacional de 31 de margo de 1938, o municipio adquiriu a area de Sao Joao de Pirabas. A
mudanga no nome do lugar da cidade Salinas para Salinépolis foi alterada pela Portaria
Estadual n® 4.505, de 30 de dezembro de 1943.

Pelo Teorema 2.1 obtem-se (a) da figura 2 ao tomar 417 pontos.

Figura 2: Mapa de Salinépolis-PA elaborado com Spline ciibico natural

(a) Spline natural Salinépolis- (b) Mapa Salinépolis-PA, de 2]
PA

4.2 Comparagao da populagao de Salinépolis com o Spline Restrito e o modelo
Malthusiano aos dados de IBGE

Tempo | Ano | Populacao
0 2016 | 37.421

1 2017 39.569
2 2018 40.424
3 2019 40.675
4 2020 40.922
5 2021 41.164

6 2022 44.7772
Tabela 1: De [3], Censo demografico Salinopolis-PA

Seja 1.12, onde v = In(1 + J) e a taxa de crecimento dada por 1.11. Con-
siderando a taxa de crescimento populacinal constante e t = 6 da tabela 1, temos 0 =

\ % -1=0,0218. Calculando v = In(1+9) =0,0216, 0 = y %_1 =0,0218 substituindo
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na equagao continua de malthus 1.12 obtem-se p(t) = 39328 €0:9216¢ para os dados da ta-

bela entre ano e populagdo. O gréafico da fungdo continua de Malthus 1.12 é de cor azul

da figura 3. O grafico da fungao spline restrito 3.1 é de cor vermelha conforme a figura 3.

Para fazer o grafico precisamos das derivadas primeiras nos extremos p’(0) e p/(6), isto é,
p(0) = (39328)(0,0216) = 849,485 e p'(6) = (39328)(0,0216) = 967, 031

Figura 3: Spline ctbico restrito-Modelo continuo Malthusiano
N° Populagio

40000 §
30000
20000 f

10000

5 e

9 &

.

—
%

— L L Ane:2016-2022
3 4 5 6

: Elaborado pelo Autor
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5 CONCLUSAO

Na aplicacao 1 é demonstrado a definicao de spline ctibico livre por meio da
escolha de pontos. Primeiramente foi determinado as coordenadas x,y dos pontos dese-
jados da Figura 3(b) do mapa, para isso fez-se uso de uma folha de papel milimetrado
sobreposto a imagem do mapa e o entorno do mapa foi dividido em 19 intervalos conti-
nuos para coletar os pontos desejados no interior de cada intervalo, ou seja, a cada ponto
tomado se tinha um subintervalo. A partir da coleta de todos os pontos fez-se uso do
software Wolfram Alpha resultando assim no Spline natural do mapa de Salinépolis da
Figura 3(a).

No que se refere a aplicagao 2 para ilustrar os modelos examinamos a de-
mografia da cidade de Salin6polis/PA. Isto permite-nos analisar o comportamento desta
populacao e fazer previsoes futuras sobre o desenvolvimento da populagdo urbana. Nos
devemos fazer ajustes no modelo discreto de Malthus para formular o modelo continuo.
Tomando o censo de 2016 a 2022, e a partir dai considerando a populagao p no instante ¢
dado em anos, obtemos a taxa de crescimento ou declinio d dado por p(t) = 39328 0:0216t,
Para o modelo spline restrito se fez necessario encontrar o valor de apoio da populagao
p'(0),p'(6). O modelo malthusiano é mais preciso se comparado ao spline restito, pois
graficamente a simulacao da dindmica populacional restrita funcionou extremamente bem
proximo da situacao real, mas se aplica a melhor aproximacao das simulacGes obtidas pelo
modelo de Malthus. Observa-se também no modelo Malthus que no tempo t = 6 esta muito

proximo da situagao real.
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APENDICE
A - DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.1

Demonstragao. (Do Teorema 1.1). Primeiramente, suponha por contradigdo que A é nao
singular. Considere o sitema linear descrito por Ax = 0 e suponha que exista uma solugao

x = (z;) diferente de zero para este sistema. Seja k um indice para o qual

0 < |xg| = IEJS;X‘JIJ’

Dado que ¥7 ; a;jx; =0 para cada i = 1,2,...,n, temos, quando i = k,

ATl = — Z ApjZj.
i=1
i#k
Da desigualdade triangular, temos

n

|agr|lzn| < Z|@kj||%'|,
i

entao

|ak| < §:|akj|< §:|azﬂ
z#k z#k
Dai tem-se uma contradigdo, pois A nao é estritamente diagonal dominante. Ou seja,
x =0 é solucdo unica para Az =0. O que é equivalente a matriz A ser ndo singular.
Ja que A é estritamente diagonal dominante, a;; e A® pode ser formada.

Assim, para cada i1 =2,3,4,...,n

1) (1)
al] a‘zl

PCON
a1

agf):agl) 2<j5<n.

Ja que a( ) = =0, implica da desigualdade triangular que

@, w g (1)
11

(2) 1 _ My % (1) ay;
Z| |_Z| (1) —Z |+Z| (1)
]#z j#z 11 j#z ]#Z 11

Porém, ja que A é estritamente diagonal dominante,

1 1 1
z|a< | <la] - |al}]

]#z
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1 1
S a Dl<lafy] - la$}],
j=2

J#i

de forma que

Dy
o llat?|

(1)
T T i P
> 1] <[a®] - [aP) + L (alD] - alD)) - por
1

= la (1)|
i 1

0 que nos leva a

z|a(2)| < |a(2)

jﬂ
Isso estabelece que a diagonal é estritamente diagonal dominante para as linhas 2,3,...,n
Como a primeira linha A®?) e A é a mesma, A ¢ estritamente diagonal dominante.

Esse processo é continuado de forma indutiva até que seja obtida A, que é

triangular superior e estritamente diagonal dominante. Implicando que todos os elementos
diagonais sao diferentes de zero, logo, a eliminagao de Gauss pode ser realizada sem trocas

de linhas. A demonstragdo de estabilidade para esse procedimento pode ser encontrada

em (Wendroff [6]) . O
B - HISTORIA DE SALINOPOLIS-PA

De [1], A atual cidade de Salinopolis , localizada na area geografica natural
de Salgado, com uma polulagao de 44.772 habitantes, foi fundada durante o governo de
André Vidal de Negreiros, que foi governador do estado do Maranhao e governador do
estado do Para. Suas origens historicas remontam a 1656, quando Negreros encarregou
Feliciano Correa, o Capitao-Mor do Para, de erguer uma torre de vigia para indicar o
caminho para Barra de Belém por balas de canhdo. A medida visa evitar que barcos
afundem no recife ao largo da costa paraense.

O projeto é implementado em um terreno proeminente em uma ilha préoxima a
Baia de Virianduba. Com isso, a regiao prosperou e, em pouco tempo, ali se formou o po-
voado conhecido como Salinas, pois existia no litoral da regido uma salina cuja mineragao
remonta a época colonial.

Em 1781, a area recebeu a categoria de freguesia de Nossa Senhora do Socorro
de Salinas e Vila, que foi revogada em 1833.

Pela Lei Provincial n 1.081, de 11 de fevereiro de 1882, a vila foi elevada a Vila
de Salinas, desmembrada da antiga cidade de Cintra, Maracana. Instalado em 1884.

Elevou Salinas a condi¢ao de cidade e sede municipal pela Lei Estadual 797,
de 22 de outubro de 1901.

Na divisao administrativa de 1911, a cidade é composta por 2 distritos: Salinas
e Sao Joao de Pirabas.

Pelo Decreto Nacional n° 6, de 11 de abril de 1930, e n° 78, de 27 de dezembro
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de 1930, o municipio de Salinas foi extinto e seu territério incorporado ao municipio de
Maracana.

Separado do Maracana pelo Decreto n® 1.002, de 29 de junho de 1933, foi
novamente elevado a categoria de municipio com a denominacao de Salinas.
C - SPLINE CUBICO

De [7], A aproximagao polinomial fragmentéria também é conhecida como
interpolagdo linear fragmentada ou interpolacao por partes. Nesse método, ao invés de
tracar uma unica linha reta entre dois pontos, sdo tracadas multiplas linhas retas entre
cada par de pontos consecutivos

{(z0, f(x0)), (z1, f(1)), .., (@, f(z0))}

A aproximacgao por fungdes lineares apresenta uma desvantagem em relagao a
suavidade da funcao de interpolagdo nos extremos dos subintervalos. Isso ocorre porque
nao ha garantia de que a funcao seja diferenciavel nessas regioes. Em termos geométricos,
isso significa que a fung@o de interpolagdo néo é suave nos pontos extremos.

Outro procedimento envolve o uso de polindémios de Hermite fracionarios [7]. Se
tivervos valores da funcao f e sua derivada f’ nos pontos xg < x3 < ... < T,, podemos usar o
polindmio de Hermite de grau trés em cada um dos subintervalos [z, z1], [21, 22], ..., [Tn—
1,z,] para obter uma fun¢ao continuamente diferenciavel no intervalo [z, z,]. Para de-
terminar o polindémio Hermite ctibico apropriado em um intervalo especifico, precisamos
apenas calcular H3(z) para esse intervalo. Como os interpolantes de Lagrange |7] necessa-
rios para calcular Hjz sdo de primeiro grau, o célculo pode ser feito sem muita dificuldade.
No entanto, para usar polindémios fracionéarios de Hermite em interpolacao geral, precisa-
mos saber a derivada da funcdo que serd aproximada, o que muitas vezes nao é possivel.

Estudaremos a aproximagao de polindmios fragmentarios que nao requerem
informacgoes sobre a derivada, exceto, talvez, nos extremos do intervalo onde a funcao é
aproximada.

O tipo mais simples de fungdo polinomial fragmentaria diferenciavel em um
intervalo entre [z, z,] é a func¢do obtida ajustando um polindomio quadratico entre cada
par consecutivo de nos. Isso é feito construindo uma quadratica em [z, 21] que concorda
com a fungdo em ¢ e em x1; e assim por diante. Um polinémio quadratico geral tem trés
x e o coeficiente de x2 — y constantes arbritarias, o coeficiente de apenas duas condic¢oes
sa0 necessarias para ajustar os dados nas extremidades de cada intervalo, portanto, hé
flexibilidade que permite selecionar o quadratico de modo que o interpolante tenha uma
derivada continua em [xg, x,]. O problema desse procedimento surge quando é necessaario
especificar as condigoes referentes a derivada da interpolante nos extremos zg e x,. Nao
hé constantes suficientes para garntir que as condigbes sejam satisfeitas.

A aproximacao polinomial fragmentéaria mais comum usa polinémios entre cada
par consecutivo de nés e é chamada de interpolagao de Spline Ciibico. Um polinémio ci-

bico geral tem quatro constantes; assim, o procedimentos do spline ctbico oferece flexibili-
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dade suficiente para garantir que o interpolante nao seja apenas continuamente difereciavel

no intervalo.

D - PONTOS DO MAPA

L12 = {{-4.1, B.65}, {-3.7, 9.1}, {-3.2, 9.3}, {-2.8, 9.35}, {-2.4, 9.3}, {-2.1, 9.2}, {-1.8, 9.25}, {-1.5, 9.15}, {-1.4, 8.95},
{-1.1, 8.9}, {-1, 9.4}, {-0.7, 9.45}, {-0.4, 9.5}, {-0.1, 9.55}, {0.3, 9.6}, {0.7, 9.57}, {1, 9.8}, {1.3, 9.9}, {1.6, 10},
{1.8, 10.25}, {2.2, 10.5}, {2.4, 10.45}, {2.7, 10.4}, {3, 10.3}, (3.3, 10.25}, {3.6, 10.15}, {3.9, 10.1}, {4.2, 10.05},
{4.4,10.1}, {4.7, 9.95}, {5, 9.8}, (5.3, 9.7}, {5.6, 9.6}, {5.7, 9.4}, {5.85, 9.2}, {6.2, 9.3}, {6.2, 9}, {6.25, 8.8}, {6.3, 8.3}};
L23= {{5.2, 9}, {5.5, 8.6}, {5.6, B.45}, {5.75, 8.3}, {5.9, 8.1}, {6.1, 8.25}, {6.3, 8.3}};
L34 = {{5.2, 9}, {5.1, 8.8}, {5.2, B.6}, {5.25, 8.4}, {5.3, 8.2}, {5.35, 8), {5.55, 7.8}, {5.7, 7.6}, (5.8, 7.4}, {5.9, 7.1}};
Lds = {{5.8, 7}, {5.6, 7}, (5.55, 6.8}};
LST = {{5.55, 6.8}, {5.7, 6.7}, {5.75, 6.5}};
LTU = {{5.6, 6.3}, {5.6, 6.4}, {5.75, 6.5}};
LuS = {{5.1, 6.1}, {5.35, 6.2}, {5.5, 6.15}, {5.6, 6.3}};
L56 = {{5.1, 6}, {5.1, 5.8}, {5.1, 5.6}, {5.2, 5.4}, (5.3, 5.2}, {5.5, 5.3}, {5.6, 5.4}, {5.7, 5.5}, {5.7, 5.6}, {5.7, 5.7},
{5.9, 5.75}, {6.1, 5.8}, {6.2, 5.9}, {6.3, 5.95}, {6.5, 5.8}, {6.7, 5.7}, {6.9, 5.6}, {7.1, 5.4}, {7.25, 5.2}, (7.45, 5.1},
{7.55, 4.9}, {7.65,6 4.9}, {7.65, 5.1}, {7.7, 5.3}, {7.9, 5.4}, {8.1, 5.5}, {8.2, 5.3}, {8.3, 5.1}, {8.5, 4.9}, (8.6, 4.7},
{8.7, 4.6}, {8.8, 4.4}, {8.8, 4.2}, (8.75, 4}, (8.8, 3.8}, {8.85, 3.6}, {8.9, 3.5}, {8.91, 3.3}};
L67= {{4.7, 0.9}, {4.8, 0.95}, {5, 1}, (5.25, 1.15}, {5.4, 1.25}, {5.55, 1.3}, {5.7, 1.35}, (5.9, 1.4}, {6.2, 1.5}, {6.4, 1.55},
{6.6, 1.6}, {6.8, 1.6}, {6.85, 1.7}, {6.85, 1.85}, {6.9, 1.9}, {7.05, 2.05}, {7.2, 2.1}, (7.3, 2.1}, {7.4, 2.2}, {7.5, 2.2},
{7.8, 2.25}, {8, 2.3}, (B.2, 2.35}, (8.4, 2.6}, {8.6, 2.8}, {8.8, 3}, {B.9, 3.1}, {8.91, 3.3}};
L78 = {{4.7, 0.9}, {4.72, 0.7}, {4.73, 0.5}, {4.74, 0.3}, {4.74, 0.1}, (4.75, -0.1}, {4.75, -0.3}, {4.8, -0.5}, {4.85, 0.7},
{4.86, -0.9}, (4.82, -1.2}, {4.83, -1.4}, {4.84, -1.6}, {4.84, -1.8}, {4.88, -2.1}, {4.87, -2.3}, {4.88, -2.6},
{4.88, -2.9}, (4.88, -3.2}, {4.89, -3.4}, {4.9, -3.6}};

L89 = {{-5.9, -10.7}, {-5.88, -10.9}, {-5.85, -11.1}, {-5.8, -11.3}, {-5.6, -11.5}, {-5.45, -11.7}, {-5.25, -11.8},
{-5.1, -11.95}, {-4.9, -12}, {-4.5, -12}, {-4.3, -12.05}, {-4.1, -12.1}, {-3.9, -12.15}, {-3.7, -12.2}, {-3.55, -12.35},

4, -12.5}, {-3.3, -12.7}, {-3.2, -12.3}, {-3.15, -12.1}, (-3.1, -11.8}, {-3.05, -11.6}, (-3, -11.4}, {-2.9, -11.2},

85, -10.9}, {-2.8, -10.7}, {-2.75, -10.5}, {-2.7, -10.2}, {-2.65, -10}, {-2.6, -9.7}, {-2.5, -9.4}, {-2.4, -9.1},

35, -8.8}, {-2.3, -8.6}, {-2.25, -8.4}, {-2.2, -8.1}, {-2.1, -7.8}, {-2.05, -7.65}, (-2, -7.4}, {-1.95, -7.1},

9, -6.9}, {(-1.8, -6.7}, {-1.75, -6.4}, {-1.7, -6.1}, {-1.6, -5.8}, {-1.55, -5.5}, {-1.5, -5.2}, {-1.4, -4.9],

35, -4.6}, {-1.3, -4.3}, {-1.2, -4}, {-1.15, -3.7}, {-1.1, -3.4}, {-1, -3.1}, {-0.9, -2.7}, {-0.8, -2.5}, {-0.75, -2.1},
7, -1.8}, {-0.6, -1.5}, {-0.5, -1.25}, {-0.2, -1.2}, {0.2, -1.15}, {0.5, -1.15}, {0.8, -1.1}, {1.2, -1.1}, {1.4, -1.1},
{1.7, -1.1}, {1.9, -1.1}, {2.1, -1.1}, {2.25, -1.25}, {2.45, -1.45}, {2.65, -1.65}, {2.8, -1.8}, {3.1, -2}, {3.3, -2.2},

{3.5, -2.4}, (3.7, -2.65}, {3.9, -2.85}, {4.05, 2.9}, {4.25, -3.1}, {4.4, -3.25}, {4.6, -3.4}, {4.9, -3.5}};

L910 = {{-5.95, -10.7}, {-5.9, -10.3}, {-5.88, -9.9}, {-5.85, -9.6}, {-5.8, -9.3}, {-5.8, -9}, {-5.79, -8.6)}, {-5.77, -8.2},
{-5.75, -7.8}, {-5.75, -7.4}, {-5.8, -6.7}, {-6.1, -6.3}};

L1011 = {{-8.9, -3.7}, {-8.89, -3.9}, {-8.88, -4.1}, {-8.85, -4.3}, {-8.75, -4.5}, {-8.65, -4.7}, {-8.55, -4.9}, {-8.5, -5.1},
(-8.4, -5.3}, (-8.3, -5.5}, (-8.25, -5.7}, {-8.2, -5.9}, {-8.1, -5.9}, {-7.9, -5.9}, {-7.7, -5.9}, {-7.5, -5.9},
{-7.3, -5.9}, {-7.1, -5.9}, {-6.9, -5.95}, {-6.7, -6}, {-6.5, 6.1}, {-6.3, -6.2}, {-6.1, -6.3}};

L1112 = {{-8.9, -3.7}, {-8.7, -3.7}, {-8.5, -3.7}, {-8.3, -3.7}, (-8.1, -3.7}, {-7.9, -3.7}, {-7.7, -3.7}, {-7.5, -3.7},
{-7.3, -3.7}, (-7.1, -3.7}, (-6.9, -3.7}, {-6.7, -3.7}, {-6.5, -3.7}, {-6.3, -3.7}, {-6.1, 3.7}, {-5.9, -3.7},
{-5.7, -3.7}, {-5.5, -3.7}, (-5.3, -3.7}, {-5.1, -3.7}, {-4.9, -3.7}, {-4.7, -3.7}, {-4.4, -3.7}};

L1213 = ({-8.5, 4.3}, {-8.45, 4.1}, {-8.4, 3.9}, {-8.3, 3.7}, {-8.2, 3.6}, {-8.15, 3.5}, {-8.1, 3.4}, {-8.1, 3.3}, {-8, 3.2},
(-8, 3.1}, {-8.15, 2.9}, {-8.1, 2.7}, {-8.15, 2.5}, {-8.1, 2.3}, {-8.05, 2.7}, {-8, 1.9}, {-7.95, 1.8}, {-7.8, 1.6},
{-7.8, 1.5}, {-7.85, 1.3}, {-7.9, 1.1}, {-7.8, 0.9}, {-7.7, 0.8}, {-7.6, 0.6}, {-7.45, 0.5}, {-7.3, 0.5}, {-7.1, 0.4},
{-7, 0.3}, {-6.85, 0.1}, {-6.7, -0.1}, {-6.6, 0.3}, {-6.5, -0.4}, {-6.5, -0.5}, {-6.45, -0.7}, {-6.4, -0.9}, {-6.3, -1.1},
{-6.1, -1.3}, {-5.9, -1.4}, (-5.8, -1.6}, {-5.7, -1.7}, {-5.65, -1.8}, {-5.6, -2}, {-5.5, -2.5}, {-5.45, -2.65},
{-5.35, -2.8}, {-5.2, -3}, {-5, -3.1}, {-4.8, -3.2}, {-4.65, -3.15}, {-4.65, -3.5}, {-4.6, -3.5}, {-4.65, -3.4},
(-4.5, -3.6}, {-4.4, -3.7}};

-3.
-2.
-2.
-1.
-1.
-0.

L1314 = {{-B.4, 4.5}, {-8.35, 4.6}, {-B.35, 4.7}, {-8.35, 4.8}, {-8.35, 4.9}, {-8.35, 5.1}, {-8.35, 5.2}, {-8.3, 5.3},
{-8.2, 5.4), {-B.1, 5.5}, {-7.9, 5.6}, {-7.85, 5.5}, {-7.8, 5.4}, {-7.7, 5.3}, {-7.6, 5.2}, {-7.5, 5}};

L1415 = {{-7.5, 5}, {-7.55, 4.9}, {-7.6, 4.8}};

L1516 = {{-7.5, 4.75}, {-7.45, 4.7}, {-7.4, 4.85}, {-7.35, 4.95}, {-7.2, 4.9}, {-7.15, 4.8}, {-7.1, 4.7}, {-7, 4.65},
{-6.9, 4.5}, {-6.8, 4.4}, {-6.7, 4.2}, {-6.5, 4.1}, {-6.4, 4.1}, {-6.3, 4}, {-6.1, 3.85}, {-5.8, 4.1}, {-5.7, 4.3},
{-5.5, 4.5}, {-5.3, 4.7}, {-5.2, 4.8}, {-5.15, 4.85}, {-5.1, 4.9}, {-5.05, 5.1}, {-5, 5.2}, {-4.8, 5.3}, {-4.7, 5.2},
(-4.75, 5.5}, {-4.7, 5.7}, {-4.7, 5.9}, {-4.7, 6.1}, {-4.7, 6.3}, {-4.7, 6.4}, {-4.5, 6.35}, {-4.1, 6.35}, {-3.9, 6.4},
{-3.7, 6.4}, {-3.5, 6.6}, {-3.3, 6.6}, (-3.2, 6.55), {-3, 6.45}, {-2.8, 6.6}, {-2.6, 6.9}, {-2.4, 7.2}};

L161= {{-2.5, 7.3}, {-2.7, 7.4}, {-2.9, 7.5}, {-3.1, 7.6}, {-3, 7.7}, {-3.3, 7.75}, {-3.5, 7.8}, {-3.65, 7.9}, {-3.65, 8.1},
{-3.65, 8.2}, {-3.8, 8.25}, {-4, B.3}, (-4.05, 8.5}, {-4.05, 8.6}, {-4.1, B.65}};



