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RESUMO

O presente trabalho destaca a sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro presentes em varios
contextos do dia a dia e sua relevancia nesses ambientes. Nesse sentido, o objetivo do trabalho ¢
apresentar a intrinseca presenga dos nimeros de Fibonacci na produgao artistica, na flora, fauna, no
ambiente de publicidade e no mercado financeiro das bolsas de valores. Para alcangar essa proposta,
foi realizada uma revisdo bibliografica dos principais autores que abordam a sequéncia de
Fibonacci, considerando sua defini¢do, propriedades e aplicabilidade. Assim, constatou-se que a
sequéncia de Fibonacci presente em elementos naturais ou nas criagdes humanas sempre apresenta
harmonia visual e estética. Essa matematica se observa por meio de suas proporgdes numéricas e
que essas proporgdes também podem ser utilizadas nas estimativas de naturezas cadticas e
dindmicas como a bolsa de valores.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci; Numero de ouro; Aplicagdes.

FROM NATURE TO THE STOCK EXCHANGE: IDENTIFYING THE FIBONACCI
SEQUENCE PRESENT IN EVERYDAY

ABSTRACT

The present work highlights the Fibonacci sequence and the number of gold present in various
everyday contexts and their relevance in these environments. In this sense, the objective of the work
1s to present the intrinsic presence of Fibonacci numbers in artistic production, in flora, fauna, in the
advertising environment and in the financial market of stock exchanges. To achieve this proposal, a
bibliographic review of the main authors that approach the Fibonacci sequence was carried out,
considering its definition, properties and applicability. Thus, it was found that the Fibonacci
sequence present in natural elements or in human creations always presents visual and aesthetic
harmony. This mathematics is observed through its numerical proportions and that these proportions
can also be used in the estimation of chaotic and dynamic natures such as the stock market.

Keywords: Fibonacci Sequence; Gold Number; Applications.
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1 — INTRODUCAO

Uma das discussdoes que vem atravessando séculos e gerando grandes debates entre os
matematicos € o seguinte questionamento: Sera que a matematica ¢ inven¢do humana ou ela ja
existe por si mesma e que o homem por meio de seus raciocinios l6gicos consegue identifica-la e
sistematiza-la? Essa pergunta ¢ relevante, uma vez que ao considerar certos ambientes naturais do
reino animal, vegetal e at¢ mesmo do universo, observam-se as presencas de padrdes numéricos, 0s
quais estdo intimamente ligados a natureza do objeto, como se o elemento se constituisse a partir
desses padroes. Para uma abordagem mais sistematicas, indicam-se os seguintes trabalhos:
Contador (2011), Mendes (2007), Eves (2011) e Gundlach (1992).

Um desses padroes ¢ a sequéncia numérica de Fibonacci. A sequéncia tem o nome, em
homenagem ao matematico italiano Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci, que no
século XIII estabeleceu por meio da sistematizacao logico formal, a compreensao de uma sequéncia
numérica em que cada termo ¢ obtido somando-se os dois anteriores. Séculos se passam e a
sequéncia nao foi devidamente estudada, apenas no século XVIII, que o matematico escocés Robert
Simpson, em 1753, descobre, ao observar que a razdo entre um elemento da sequéncia pelo seu
antecessor tende a um limite numérico, conhecido como niimero de ouro (¢), o qual era conhecido
séculos antes de Cristo pelos gregos e egipcios (EVES, 2011).

Nesse sentido, a relevancia deste trabalho se estabelece quando se considera que a sequéncia
de Fibonacci estd presente no dia-a-dia, uma vez que ela pode ser utilizada para descrever desde
fendmenos naturais até a interpretacdo de sistemas aleatorios, como por exemplo, as bolsas de
valores. A partir disso, tomou-se como objetivo geral do trabalho, apresentar a intrinseca presenga
dos numeros de Fibonacci na produgdo artistica, na natureza, no ambiente de publicidade e no
mercado financeiro das bolsas de valores. Em consonédncia com o objetivo geral, foram definidos
como objetivos especificos, apresentar a definicdo de sequéncia numérica, sequéncia de Fibonacci,
o nimero de ouro, estabelecer a relagdo entre sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro.

Para o desenvolvimento do trabalho, optou-se pela metodologia qualitativa, do tipo
exploratoria, cujo método adotado foi a pesquisa bibliografica, uma vez que foram realizados
levantamentos de informagdes e conhecimentos acerca do tema estabelecido por meio de materiais
bibliograficos ja publicados, possibilitando diversos didlogos de autores e dados. E, a fim de
possibilitar a compreensdao do leitor, o trabalho foi estruturado em quatro topicos: Introdugdo,
aportes teoricos, onde se encontra a sequéncia de Fibonacci? e conclusdo, que permitira ao leitor o

entendimento sistematico do trabalho e a que ele se propde.



2 — APORTES TEORICOS

Por mais simples e logicas que parecam, em um primeiro momento, as ideias matematicas
necessitam de uma estruturagdo légica, fundamentada por meios de definicdes e teoremas, que
possibilitam a sistematiza¢do do conhecimento por meio de uma formaliza¢do universal. E por isso
que na matematica, qualquer conhecimento sempre estara alicercado em bases logicas solidas para
que ndo existam incongruéncias de resultados. Nesse sentido, busca-se por meio deste topico
apresentar a estruturacdo ldégica das sequéncias, apresentando suas definicdes e algumas
propriedades mais importantes, para assim ter uma base solida quando for explorada a sequéncia de

Fibonacci.

2.1 SEQUENCIA NUMERICA

As primeiras experiéncias do ser humano com as sequéncias numéricas se dao com os
numeros naturais, em que sao evidenciadas as sequéncias dos nimeros pares, dos impares, dos
multiplos de 2, entre outras. Essa no¢do ¢ muito importante, pois permite que o aluno consiga
visualizar outras organizagdes numéricas que apresentam especificas propriedades. De maneira
formal, segundo Lima (2019, p. 78), uma sequéncia pode ser definida da seguinte forma:

Definicdo 1: Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma fun¢do x: N — R, definidas no
conjunto N = {1,2,3, ... } dos numeros naturais e tomando valores no conjunto R dos niimeros reais.
O valor de x(n), para todo n € N, sera representada por X,, ¢ chamado termo de ordem n, ou
n — ésimo termo da sequéncia. Para representar a sequéncia, escreve-se: (Xq,Xp, ..., Xp, - ), OU

(Xn)nen), ou simplesmente (X ), para indicar a sequéncia x.

O autor alerta para que nao haja confusdo entre a sequéncia x com o conjunto x(N) dos seus
termos. Neste caso, usa-se a seguinte notag¢do: x(N) = {x;, x5, ..., x5, ... }.

Quando se estuda sequéncias numéricas, busca-se entender se uma sequéncia converge para
um numero real ou se ela ¢ divergente. De posse dessa informacdo, muitas inferéncias e
propriedades das sequéncias sdo estabelecidas. Por isso, faz-se necessario definir convergéncia de
sequéncia, que para Lima (2019, p.79), a define da seguinte forma:

Definicao 2: Uma sequéncia (X,), converge para um numero X, € R se dado € > 0, existe
ny € N, tal que |x, —Xq| < &, sempre que n > n,. Neste caso, dizemos que a sequéncia (X,) €
convergente e tem limite Xy, ou seja, X, = Xq.

Uma das formas mais comuns de sequéncia sdo as recorrentes, em que cada termos ¢

determinado por uma dada fun¢do dos termos anteriores, a sequéncia de Fibonacci € recorrente,



8

como sera apresentado nos proximos topicos. Sobre essas sequéncias ¢ relevante destacar que “o
termo geral de uma sequéncia ¢ definido por uma funcdo de um ou mais de seus termos
precedentes. A sequéncia se chama, entdo, apropriadamente, indutiva ou recorrente” (AVILA, 2006,
p. 91).

Em termos matematicos, dado um niimero k > 0, uma sequéncia recorrente de ordem k, ¢é

uma sequéncia de modo que cada termo € fungdo dos k termos anteriores. Assim,

Xn+k = f(xn+k—1'xn+k—2' ---'xn+1'xn)’v n €N

Sequéncias formadas a partir dessa estrutura sio amplamente encontradas em diversas
aplicacdes, nas mais diversas areas, suas elaboragdes sdo trivialmente faceis de serem obtidas.

De acordo com Markushévick (1986, p.7), “O conceito de sequéncias recorrentes ¢ uma
generalizacdo dos conceitos de progressdo aritmética e geométrica. Também compreende casos
particulares de sequéncias dos quadrados e cubos dos nimeros naturais, as sucessoes dos valores
das decomposi¢des dos nimeros racionais (em geral, toda sucessao periodica)”.

Defini¢do 3: Seja a sequéncia uq, Uy, Uz, ..., Uy, ... S€ existe um numero natural k e os
nameros a,, a,, as, ..., a4 (real ou complexo), tal que um certo nimero n e para todos os numeros
seguintes, a relacdo U,y = A Upig—1 + AUpyg—2 + -+ aru,, (n = m > 1) ¢ definida como
equagao recorrente de ordem k.

Markushévick (1986), classificou as recorréncias em duas: De primeira ordem (Quando o »n-
éssimo termo da sequéncia estd em funcdo de seu antecessor imediato) e de segunda ordem
(Quando o n-éssimo termo da sequéncia esta em fungao de seus dois antecessores imediatos).

Como exemplos, temos 0s seguintes casos:

-Progressdao geométrica (P.G)

Sejam os seguintes termos

U = a,u, =aq,uz = aq?, .., u, = aq™* 1, ..
Unt+1 = qUn

Assim, k = 1 e a; = g, torna a progressdo geométrica uma sequéncia recorrente linear de
primeira ordem.

-Progressao aritmética (P.A)

Sejam os termos deuma P.A, u; = aq,u, =a+d,u3 =a+2d,..,u, =a+ n—-1)d,...

Temos,

Upp1 = U, +d
Considerando as relagdes correspondentes dos valores sucessivos de n,

Uptz =Uppr Hd e Uy = Uy +d



Subtraindo membro a membro,

Ups2 — Upt1 = Upy1 — Up
Upyz = 2Upp1 — Uy
Assim, k =2ea; =2e,a, = —1, mostra que a progressdo aritmética ¢ uma sequéncia

recorrente linear de segunda ordem (MARKUSHEVICK, 1986).

2.2 A SEQUENCIA DE FIBONACCI

A sequéncia de Fibonacci estd associada a criagcdo do seguinte problema em 1202: “A partir
de um casal de coelhos recém-nascidos, quantos casais de coelhos existirdo apds 12 meses,
supondo-se que: nenhum coelho morre, todo casal de coelhos tem um primeiro casal de filhotes
com dois meses de idade e, apos ter o primeiro casal de filhotes, gera um novo casal todo més”
(AZEVEDO, 2001, p.1).

Ao observar o enunciado do problema, a quantidade de coelhos a cada més pode ser obtida
considerando uma sequéncia recorrente, uma vez que cada termo a partir do terceiro ¢ obtido pela
soma dos dois termos anteriores.

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233

Considerando F,;>, o e-nésimo termo, pode-se inferir a seguinte relagdo:
Fn = Fn—l + Fn_z,vn 2 3

Ao analisar a sequéncia estabelecida, vé-se claramente que cada termo da sequéncia ¢
obtido, a partir do terceiro, como a soma dos outros dois numeros anteriores a ele, o seja, se trata de

uma sequeéncia de recorréncia de segunda ordem.

2.3 PROPRIEDADES DA SEQUENCIA DE FIBONACCI

A sequéncia de Fibonacci apresenta diversas propriedades, as quais tém intersecdo com
outras areas da matematica, como teoria dos niimeros, geometria, problemas de fatoragdo entre
outros (GUNDLACH, 1992). Por questdes de objetivo, neste trabalho serdo apresentadas somente
as propriedades elementares.

Propriedade 1: A soma dos n primeiros numeros de Fibonacci é igual a F,, 1, — 1.

5 - . . -
A partir daqui, substituiremos 0 X,.; = f(Xpk—1s Xnikezs = » Xni1r Xn) POV Frie = f Frsmts Frsieezs o Fran, F),
para representar a sequéncia de Fibonacci.
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Prova.
Utilizando a defini¢do da sequéncia de Fibonacci, temos:

F1:F3_F2:F3_1

F,=F,—F;
F3=F5_F4
Fy =Fg— Fs

Fo1=Fo1—F
Fy = Fayo — Foya
Realizando a soma membro a membro e realizando as simplifica¢des, temos:
FF+FH+FKB+E++F =F,,—1

Propriedade 2: 4 soma dos n primeiros numeros de Fibonacci com indices impares é igual a

Prova:
Ao observar a sequéncia de Fibonacci, temos:
F,=F
F3=F, - F
Fs =Fs—F,

Fon-3 = Fan-2 = Fan—4
Fon-1 = Fon — Fon—2
Realizando a soma membro a membro e realizando as simplifica¢des, temos:
Fl + Fz + F3 + F4_ + -+ an—l = FZTL
Propriedade 3: 4 soma dos n primeiros numeros de Fibonacci com indices pares é igual a Fyp, 1 —

1.

Prova:

Temos que:
F, =F;—F,
F,=F;—F;
Fg =F, — F;g

Fonp = Fopnoq1 — Fon_3
Fon = Fony1 — Fonq
Tomando a soma membro a membro, temos:

F2+F4+F6+F8+.“+F2n:an—l_l
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2.4 O NUMERO DE OURO

A existéncia de nimeros irracionais que sao facilmente encontrados em formulas, das mais
diversas areas como geometria, algebra, topologia, etc., sdo bem conhecidas. Como exemplo temos
o numero © (Pi) e o nimero e (Nuimero de Euler). No entanto, existe um nimero irracional que ¢
conhecido como numero de ouro ou propor¢do aurea, o qual representa beleza e harmonia
(MENDES, 2007; NETO, 2013; ZAHN, 2011). Esse numero ¢ representado pela letra grega ¢

(Phi), cuja valor ¢:

14++/5
¢$=—

¢ =~ 1,6180339887498948482045868343656 ...

Defini¢do 4: Diz-se que um ponto divide um segmento de reta em média e extrema razdo ou
em se¢do aurea, se o mais longo dos segmentos ¢ média geométrica entre 0 menor € o segmento
todo. A razdo entre o maior segmento ¢ 0 menor segmento chama-se razao aurea (SILVA, 2015, p.

26) (.

A ideia geométrica da obteng¢do do nimero de ouro, pode ser obtido considerando a figura 1.

Figura 1- Segmento de reta dividido na proporc¢ao aurea.
o— o °®
A B C

Fonte: Autoria prépria

Temos que:
a+b a
a b
a’ = ab + b?
@148
b? b
Fazendo ¢ = %, teremos:
P —¢p—1=0

Resolvendo a equagao do segundo grau, obtemos:
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_1++5
=
Observando que ¢ = % > 0, entdo:
1++5
¢=—

¢ = 1,6180339887498948482045868343656 ...
Esse nimero est presente nas obras “Os Elementos” de Euclides, nos papiros® egipcios que
relatam a construcao das pirdmides, também eram conhecidos pelos pitagoéricos, que ao construirem

o pentagrama fizeram utilizacao desse nimero, uma vez que:

A razdo aurea fascinou os antigos gregos e, por razoes estéticas, foi largamente usada por
artistas e arquitetos. Ela é conhecida desde os pitagoricos (século V a.C.). Essa razdo foi
descoberta no pentdgono regular, que exibe segmentos divididos na razdo aurea. Talvez
esse tenha sido o motivo que levou os discipulos de Pitdgoras a adotarem o pentagrama
(pentagono regular estrelado) como simbolo de sua seita. (LAURO, 2005, p. 07).

As perfeigoes das proporgdes estabelecidas em uma figura geométrica, que estavam
relacionadas com o nimero de ouro, foram suficientes para chamar a aten¢do dos gregos, uma vez
que eles tinham aprego pela estética, beleza e perfeigdo, comumente valorizada nesse periodo por

meio de suas obras artisticas, matematicas ou arquitetonicas (AZEVEDO, 2001).

2.5 A RELACAO ENTRE A SEQUENCIA DE FIBONACCI E O NUMERO DE OURO: A
ESPIRAL AUREA

De maneira empirica, considerando a sequéncia de Fibonacci,
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144,233,377,610,987,1597, 2584. ..
observa-se que:

3—15 5—166 8—1613 162521 1,615 1597 1,6180
2_ :13_ ) ---;5_ )I8~ ) F13~ ) I"'!987~ )] ) re

Nota-se a existéncia de uma relacdo entre a sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro que
¢ dado pelo seguinte limite:

Friq

¢ =

n—-oo n

Assim,
¢ = 1,6180339887498948482045868343656 ...

® papiro de Rhind. Nesse papiro, o nimero de Ouro é chamado de “razdo sagrada”.
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Essa relagdo acima estabelecida ndo foi conhecida por Fibonacci, foi o matemaético escocés
Robert Simpson, em 1753, que percebeu a relagdo e a formalizou, provando a relagdo por meio de
da teoria de limites. Ferreira (2007), apresentou em seu trabalho um grafico dos quocientes em
funcao dos niimeros que compdes a sequéncia, mostrando a convergéncia da sequéncia para o valor

de ¢, conforme pode ser visto na figura 2.

Figura 2- Quocientes entre 0s nimeros de Fibonacci

1,5 O @

0,5

v

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144
Fonte: Autoria prépria

Quanto maior for o nimero de Fibonacci, dividido pelo seu antecessor, mais proximo o
resultado estard do numero de ouro. Também, utilizando retdngulos aureos, juntamente com as
sequéncias de Fibonacci € possivel construir uma espiral, chamada de Espiral 4durea ou logaritmica,

como nos atesta Livio (2008, p. 140): “A espiral logaritmica e a Razdo Aurea caminham de mios

dadas”. Para construir essa espiral, considera-se a descrigdo feita por Silva (2015, p. 36):

“Tomemos um quadrado de lado [ = 1. Agora coloquemos dois destes quadrados, um sobre
o outro, obtendo um retdngulo de lados 1 e 2. A partir do lado maior construimos um
quadrado de lado 2 na parte esquerda dos quadrados de lado 1. Note que os dois quadrados
de lado 1 junto com o de lado 2 formam um retangulo de lado 3. A partir deste lado
tragemos, na parte debaixo, um outro quadrado, obtendo um retangulo de lados 3 e 5.
Agora, ¢ so repetirmos o procedimento e formarmos outros quadrados de lados 5, 8, 13, 21
e assim sucessivamente, onde cada lado do quadrado ¢é igual ao maior lado do retangulo
anterior. Agora, com o auxilio de um compasso, tracemos um quarto de circulo nos
quadrados de lados: [ =21,1=13,1=8,1=5,1=3,l=2e¢l=1, obtendo a espiral aurea.”

A figura 3 permite a visualizagdo desses passos

Figura 3- Construcdo da espiral aurea a partir da utilizacdo da sequéncia de Fibonacci como lados de quadrados.
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55

Fonte: Reis (2019)
De posse desses aportes tedricos, serd possivel analisar, utilizando fundamentacio 16gico

matematica alguns elementos na arte, na natureza, design de produtos e bolsa de valores que
possibilitam a visualizagdao dos padroes da sequéncia de Fibonacci e do numero de ouro, o que sera

feito na proxima secao.

3 — ONDE SE ENCONTRA A SEQUENCIA DE FIBONACCI?

Este topico, comeca com uma pergunta: O que ha de comum entre as piramides de Gizé, a
obra Monalisa, de Leonardo da Vinci, a figura do “Homem Vitruviano” e os slogan do Twitter e da
Pepsi?

Aparentemente nao existe nenhuma relacdo. No entanto, por mais estranho que parega,
todos esses elementos citados fazem uso da sequéncia de Fibonacci e do nimero de ouro. Por que a
Pepsi e Twitter fariam utilizacdo dessa sequéncia e desse numero? Como j& foi comentado, os
objetos que fazem utilizacdo da relacdo entre o numero de ouro e sequéncia de Fibonacci,
compartilham de uma harmonia visual, que ¢ bastante agradavel para quem observa (FREITAS,
2008).

Isso explicaria o fascinio das pessoas que ao admirarem Monalisa, as pirdmides ou até
mesmo as paginas do Twitter, sentem conforto visual. Mas esse fascinio visual ndo estd somente

nessas imagens, a seguir serd explorado diversos ambientes em que isso pode ser observado.

3.1 -NANATUREZA

A natureza ¢ um ambiente em que facilmente se encontram padrdes numéricos, desde os
fenomenos periodicos, atmosféricos, na fauna e na flora (MENDES, 2007). Para citar alguns

exemplos da sequéncia de Fibonacci e do numero de ouro na natureza, serdo tomados elementos da
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fauna, da flora e do universo observavel.

3.1.1 - Fauna

No trabalho de Freitas (2008), destaca-se o antilope (Antilope cervicapra), o camaledao
(Chamaeleonidae) e o Nautilus marinho (Nautilus pompilius), como animais que apresentam a
sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro por meio da espiral durea. o antilope em seus chifres, o
camaledo em sua cauda e o Nautilus em sua estrutura interna, conforme pode ser visualizado na

figura 4.

Figura 4- Exemplos da formacdo da espiral durea no antilope, no camaledo e no Nautilus

Fonte: Freitas (2008)

Apesar dos diferentes habitats, a presenga do nimero de ouro e a sequéncia de Fibonacci em

suas estruturas sdo evidentes.

3.1.2 - Flora

Alguns seres do reino vegetal também apresentam a espiral aurea, pois segundo Zahn (2011)
e Passi e Rodrigues (2013), esse padrao pode ser observado arranjo de folhas, ramos e troncos de
plantas, pétalas de flores e sementes. Nos arranjos de folhas, temos as bromélias e as aloés Espiral,
que “obedecem a regra de formacao da espiral aurea. De acordo com muitos bidlogos, este arranjo ¢
relevante na captagdo uniforme de raios solares € no escoamento das dguas das chuvas” (ZAHN,
2011, p. 41). A forma geométrica apresentada pela bromélia e aloés ¢ perfeitamente apropriada para
a captacdo de dgua, como se disposicdo das folhas funcionassem como condutores de agua das

extremidades até ao centro, conforme mostrado na figura 5.

Figura 5- Padrdo de espiral ureo nas folhas da bromélia e da aloés.



16

Fonte: Passi e Rodrigues (2013)

Em se tratando de ramos e troncos de plantas, a planta Achillea ptarmica é uma perfeita
representante em evidenciar a sequéncia de Fibonacci, pois ao se observar a estrutura do caule e
galhos, pode-se constatar que o crescimento acompanha uma sequéncia logica, que contempla os

quatro primeiros nimeros de Fibonacci, como pode ser visto na figura 6.

Figura 6 - Os nimeros de Fibonacci aparecem na formacéo do caule Achillea ptarmica.

Fonte: Neto (2013)

No caso das flores, muitas apresentam a quantidade de suas pétalas e a distribuicdo das
mesmas fazendo uso da sequéncia de Fibonacci, € o caso do lirio que tem trés pétalas, a primula tem
cinco pétalas, o delfinio oito pétalas, a erva de Sdo Tiago treze pétalas e a chicoria vinte e uma
pétalas, como mostrado na figura 7.

Figura 7 — As quantidades de pétalas do lirio, da primula, do delfinio, da erva de S8o Tiago e da chicdria, nesta ordem,
formam parte da sequéncia de Fibonacci.

Fonte: Livio (2008)

Deve-se observar que a flor margarida pode ter 13, 21 ou 34 pétalas, j& os girassois

dependendo do seu tamanho podem ter 21, 34, 55, 89 ou 144 pétalas, organizadas em espiras, na
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primeira fileira. Na segunda fileira podem ter 34, 55, 89, 144 ou 233, organizadas em espiras. Na
terceira 55, 89, 144, 233 ou 377 e assim sucessivamente, sendo que todos esses nimeros sao parte

da sequéncia de Fibonacci (MENDES, 2007), figura 8.

Figura 8 - 55 espiras a esquerda e 34 a direita
L. . -

Fonte: Mendes (2007)

3.1.3 - Galaxias e furacoes

O atual sistema de classificagdo de galaxias foi modificado e corrigido varias vezes, mas os
astronomos ainda reconhecem os cinco principais tipos de galaxias. Sdo elas: espirais, espirais
barradas, elipticas, lenticulares e irregulares. Na figura 8, destaca-se a galdxia espiral e sua forma
que obedece a espiral durea. No caso particular, as galaxias espirais t€m nucleo inchado de estrelas
mais velhas da populacdo das quais saem “bragos” espirais destacados por regides de formagdo de

estrelas e aglomerados brilhantes de estrelas luminosas de vida curta (SPARROW, 2018).

Figura 9 - Comparagdo entre as formas de uma galéaxia e a espiral urea.

Fonte: Sparrow (2018),

Um furacdo (figura 10), trata-se de um tipo de ciclone tropical que tem origem em aguas
oceanicas, caracterizando grandes areas de nuvens carregadas que s6 podem ser observados através
das imagens de satélites, podendo causar graves consequéncias quando atinge areas urbanas

(ARRUDA, 2013).
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Figura 10-Confrontacdo entre os formatos de um furacdo e da espiral durea.

Fonte: Arruda (2013)
Também, sua forma esté relacionada com a espiral aurea.

3.2 —NAS ARTES E PUBLICIDADES

As criacdes artisticas e publicitarias chamam muita aten¢do das pessoas que apreciam, iSSO
acontece por vdrias razdes, sejam pelas cores, pelos desenhos ou pelos designs. Muitas dessas
criagdes utilizam em suas elaboragdes a sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro, permitindo que

as criagdes apresentem “algo diferenciado” (ZAHN, 2011).

3.2.1 Artes

Nas artes, especialmente na renascenga’, muitas obras apresentam a espiral durea em suas
elaboragdes, a mais famosa ¢ o quadro de Leonardo da Vinci, 4 Monalisa, a qual estd apresentada
na figura 11, na qual as relagdes sdo entre seu tronco e cabec¢a e também entre elementos do rosto

(FREITAS, 2008).

Figura 11- A Monalisa e a espiral durea

’ Renascimento, Renascencga ou Renascentismo sd0 os termos usados para identificar o periodo da histéria da Europa
aproximadamente entre meados do século XIV e o fim do século XVI.
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Fonte: Freitas (2008)

Como j& mencionado, a utilizagdo do niimero de ouro e a sequéncia de Fibonacci tem a
unica intencdo, obter harmonia, beleza e perfeicdo. Outros dois exemplos, apesar de épocas
distintas, também fizeram uso do nimero de ouro, na arquitetura tem-se o templo de Parthenon e,

em outro exemplo nas artes, tem-se a obra de Sandro Botticelli, O nascimento de Vénus (FREITAS,

2008), figura 12.

Figura 12- O Parthenon e o nascimento de Vénus em contraposicdo com as espirais aureas.

Fonte: Freitas (2008, p. 28)

3.2.2 Publicidades

Como foi apresentado, a sequéncia de Fibonacci e 0 nimero de ouro pode ser encontrado em
diversos periodos da historia, nas mais diversas obras, desde arquiteturas ou pinturas. No entanto,
sua utilizagdo também se faz presente no meio publicitario atual, é o caso dos slogans do Twitter e

da Pepsi, como é possivel ser visto na figura 13.



20

Figura 13- A proporcéao aurea no uso da criacdo de slogans do Twitter e da Pepsi.

a7 g oepEsi

b
a

A

Fonte: Canva (2021)

Sobre o logotipo do Twitter usa-se a geometria ¢ “é baseado nos circulos perfeitos para
equilibrar, ordenar e harmonizar”. No caso da Pepsi “¢ baseado em dois circulos que se cruzam
seguindo a Propor¢do Aurea. Embora o circulo menor ndo seja muito evidente, ele forma a base da

parte branca que fica no centro do logotipo” (CANVA, 2021).

4 — BOLSA DE VALORES

De tudo que foi apresentado até agora, pode-se fazer o seguinte questionamento: Serd que a
sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro estdo presentes somente em naturezas lineares, ou seja,
que ndo apresentam indeterminacdes e aleatoriedade?

Em um primeiro momento a resposta seria sim, uma vez que a relagdo entre a sequéncia e o
numero de ouro apresenta harmonia visual e estética. No entanto, Elliott (1994), no contexto cadtico
das bolsas de valores, devidos as oscilagoes de subida e queda das agdes, € possivel encontrar a

sequéncia de Fibonacci, uma vez que:

Elliott defende a ideia que as flutuagdes do mercado seguem um padrio de crescimento e
decrescimento que pode ser analisado segundo os nimeros de Fibonacci, uma vez
determinada a escala de observagdo. Defende que as relagdes entre picos e vales do grafico
da flutuacdo de bolsa tendem a seguir razdes numéricas aproximadas das razdes de dois
numeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci (BELINI, 2015, p. 66).

A movimentacao de mercado ndo acontece em de forma linear. H4 um crescimento, seguido
de uma correc;ﬁos, ndo necessariamente nessa ordem, conforme mostrado na figura 14. Para Elliott

(1994), esse fendmeno de crescimento (progressao) de mercado se d4 em formas de ondas.

& A correcfo se trata de uma retragdo do movimento de alta ou de baixa, mas que ndo reveste a tendéncia maior de
crescimento ou de queda. Essa retracdo acontece para que outros investidores fagam parte dessa tendéncia de um prego
melhor (BELINI, 2015).
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Figura 14- Variacdo de pregos de uma a¢do na bolsa de valores representada pela linha preta.

Fonte: investimentonabolsa.com

Desse modo, a teoria das ondas de Elliott afirma que, nos mercados, progressdes t€m uma
estrutura especifica de cinco ondas. Trés dessas ondas, classificadas como 1, 3, 5, efetuam um
movimento direcional a favor da tendéncia e sdo separadas por duas interrupgdes contra a

tendéncia, que sdo classificadas como ondas 2 e 4 (BELMONT, 2010, p. 34). este comportamento

pode ser visto na figura 15.
Figura 15- Ciclo das ondas de Elliott
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Fonte: Frost e Prechter (2002)

Outra forma de expandir a compreensao sobre as propriedades da sequéncia de Fibonacci se
da por meio da razdo inversa entre os elementos da sequéncia, também gera uma constante®

(FROST e PRECHTER (2002):

° Os matematicos designaram estes valores como phi (0,618) e Phi (1,618).
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1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233,377,610,987, 1597, 2584. ..
Utilizando a seguinte relagao,
Fn_q
E,

Observa-se que:

2—06666 -3—06-5—0625-8 06153-13 0,6190 ; 987 0,6180;
3 B B T R 21 1597

d = 0,618 = 61,8%

deve-se observar que ao dividir esses numeros, alternando a sequéncia, pulando um
elemento da sequéncia, por exemplo, 55/144, se obtém um segundo nivel percentual de
aproximadamente de 38,2%, que ao somar ao percentual do niimero de ouro obtém-se 100%
(FROST e PRECHTER (2002).

Ao analisar a figura 16, Ribeiro (2014, p. 135) destaca que “O numero de ouro de Fibonacci
estd presente na andlise da evolucdo do movimento de um indice bolsista. Se considerarmos o valor
entre o inicio do ciclo e o primeiro pico, € compararmos este valor com o valor do pico maximo

obtemos o numero de ouro.”

Figura 16- Obtengdo do nimero de ouro nas ondas de Elliot.

Fonte: Belini (2015)

O que Elliott (1994) descobriu foi que os numeros de Fibonacci podem ser utilizados na
analise técnica, especialmente na teoria das ondas, que permite a determinagdo das porcentagens de
corre¢cdo para cada tendéncia, de crescimento ou decrescimento, ou seja, de subida ou queda em
cada investimento. Evidenciando que se trata de previsdao de cardter matematico, dentro de um
contexto com parametros, ndo ¢ uma previsdo do futuro. Os pardmetros mais importantes sao,

segundo Ribeiro (2014, p. 136), as percentagens de 61,8% e 38,2% para estabelecer o nivel maximo
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e o nivel minimo, respectivamente, numa correcdo de um movimento.

Com essas fermentas a disposicao, o trader™® deve ficar atendo, uma vez que os percentuais
38,2% e 61,8% sdo indicativos que os precos das agdes tendem a passar por um periodo de
correcdo. Em termos praticos, os numeros de Fibonacci identificam zonas de alerta, indicando
possiveis resisténcias, suportes ou reversoes.

Na pratica, isso pode ser observado na figura 17, que representa a variagdo de um

investimento em uma determinada plataforma de investimento.

Figura 17- Variacdo de um investimento real
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Fonte: Costa et al, (2022)
Assim, de maneira geral, pode-se afirmar que os percentuais de Fibonacci marcam os pontos

antes de uma reversao, permitindo que o trader consiga efetuar suas operagdes orientado por essas
leituras de graficos do movimento de bolsa de valores (RIBEIRO, 2014), essas situagdes podem ser
observadas na figura 18.

Existem muitas outras formas de operar as bolsas de valores utilizando outros elementos da
sequéncia de Fibonacci. No entanto, para a proposta deste trabalho, considerando os objetivos
estabelecidos, o que foi apresentado evidencia a importancia dessa sequéncia em varios campos da

vida humana e da natureza.

0 trader ¢ um investidor do mercado financeiro que busca ganhar dinheiro com operacdes de curto prazo,
aproveitando-se da volatilidade do mercado (MODALMAIS, 2022). Disponivel em:
https://www.modalmais.com.br/blog/o-que-e-trader. Acesso em: 29 de jan. 2022.


https://www.modalmais.com.br/blog/o-que-e-trader

e

Figura 18- Expanséo e retracdo de Fibonacci.
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Fonte: Modalmais (2022)
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CONCLUSAO

Ao concluir este trabalho, constatou-se que a sequéncia de Fibonacci se apresenta em varios
ambientes. Apesar da simplicidade da sequéncia, sua aplicabilidade ¢ ampla e diversificada,
permitindo que o matematico interaja com outras areas do conhecimento e sua propriedade de razao
entre termos, qualquer termo pelo seu antecedente, gera o numero de ouro, presente nas proporgdes
aureas, muito venerado desde antes de Cristo pelos gregos.

A sequéncia de Fibonacci ndo ¢ um conhecimento do passado, ¢ atual e estd sendo utilizado
em varias construgdes arquitetonicas, design de slogan das grandes marcas mundiais, pois apresenta
a capacidade de harmonizar o campo visual, tornando a imagem ou objeto agradavel de se observar.
Outro ponto a ser destacado ¢ a espiral durea, que ¢ a combinagdo da sequéncia de Fibonacci e do
nimero de ouro, por meio da criagdo de quadrados e retdngulos. Essa organizagdo sequencial, por
meio dos numeros da sequéncia possibilitam a criagdo dessa curva, que como foi visto estd presente
na natureza das mais variadas formas, apresentando beleza, estética e harmonia.

O que o trabalho destacou foi a possibilidade de aplicacdo da sequéncia de Fibonacci em
sistemas aleatorios, no caso as bolsas de valores, que apesar das oscilagdes constantes entre
crescimento de queda, € possivel usar parametros para estimar até¢ que pondo podem ocorrer essas
expansoes e retragdes usando o niumero de ouro. Aplicagdes como essas mostram a dinamicidade
das sequéncias de Fibonacci, e permite que areas complexas sejam estudadas e estimadas, por meio
da sequéncia.

Esta abordagem do estudo da sequéncia de Fibonacci, contextualizado pela tematica,
proporciona o entendimento da aplicagdo desses nimeros € como a matematica esta presente no dia
a dia e que assuntos como esses podem ser trabalhados em sala de aula a partir da realidade
material, para depois fazer uma abordagem mais abstrata. Por isso, dada a importancia do assunto, e
a limitacdo do tema, torna-se necessario o desenvolvimento de outras pesquisas que contribuam,
especialmente em contextualizar a matematica no ambiente educacional, favorecendo a interacdo do
aluno com a matematica por meio da realidade em que esta inserido.

A proposta aqui apresentada ¢ uma parte de um todo que ainda estd em desenvolvimento e
precisa ser ampliada, ja que existem outros desdobramentos de aplicacdes da sequéncia de

Fibonacci que podem ser tomados como ideia de pesquisa.



26

REFERENCIAS

ALEXANDRINO, I.P. Dissertacdo de Mestrado: A matematica natural. Disponivel em:
http://lwww.dm.ufrpe.br. Acesso em: 20 de jan. 2022.

AVILA, G. S. S. Analise matematica para licenciatura. Sdo Paulo: Blucher, 2006.

AZEVEDO, A. Sequéncias de Fibonacci. Revista do Professor de Matematica 45, Universidade de
Brasilia, 2001.

BELINI, M. M. A razdo aurea e a sequéncia de Fibonacci- Sdo Carlos, 2015.

BELMONT, D. F. S. Teoria das Ondas de Elliott: Uma Aplicacdo ao Mercado de Ac¢bes da Bm
&Fbovespa. Dissertacdo (Mestrado). Disponivel em:
https://repositorio.ufpb.br/jspui/handle/tede/5048?locale=pt BR#:~:text=Resumo%3A,produtos%?2
0geram%?20processos%20de%20volatilidade. Acesso em 12 de jan. 2022.

CANVA. O que é proporcdo aurea? O que vocé precisa saber e como usar. Disponivel em:
https://www.canva.com/pt_br/aprenda/o-que-e-proporcao-aurea/. Acesso em: 20 de jan. 2022.

CONTADOR, P. R. M. A Matematica na arte e na vida. 2nd. ed. Sdo Paulo - SP: Editora Livraria
da Fisica, 2011.

ELLIOTT, R.N. Como funciona o principio da onda e sua correlacdo com as Leis matematicas.
New Classics, Nova York, 1994.

EVES, H. Introducdo a histéria da matematica. Traducdo Hygino H.Domingues. 5a ed. -
Campinas, SP: Editora da Unicamp, 20 11.

FREITAS, F. M. de. A proporcao aurea e curiosidades historicas ligadas ao desenvolvimento
da ciéncia. UFSC, Floriandpolis, 2008. Disponivel em: <site:http://www.africamae.com.br/wp-
ontent/pdf/aurea.pdf>. Acesso em: 10 de jan. 2022.

FROST, A. J. E. PRECHTER, R. R. O Principio da Onda de Elliott. Rio de Janeiro: Editec, 2002.

GUNDLACH, B. H. Nameros e numerais: topicos de Historia da Matematica para uso em sala de
aula. Sdo Paulo- SP: Editora Atual, 1992.

LIMA, E. L. Curso de Analise. Rio de Janeiro. IMPA, 2019.

MARKUSHEVICK, A. I. Lecciones popolares de matematica: Sucesiones Recurrentes. Editorial
Mir. Moscu, terceira edicion, 1986.

MENDES, F. M. P. A Matemética na natureza. Dissertacdo (Mestrado). Universidade De Tras-
0s-Montes e Alto Douro, Vila Real, 2007. Disponivel
em:http://repositorio.utad.pt/bitstream/10348/74/1/msc_fmpmendes.pdf . Acesso em: 10 de jan.
2022.

NETO, P. R. de S. A aplicacdo do Numero de ouro como Recurso Metodologico no Processo de
Ensino-aprendizagem. Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal do Piaui, Teresina, 2013.
Disponivel em:

http://bit.profmatsbm.org.br/xmlui/bitstream/handle/123456789/515/2011 00411 PABLO ROBE
RTO _DE _SOUSA NETO.pdf?sequence=1 . Acesso em: 11 jan. 2022.

PASSI, D. C.; RODRIGUES, C. T. V. Sequéncia de Fibonacci. 22 f. — Unicamp, Campinas - SP,
2013. Disponivel em:
http://www.ime.unicamp.br/~ftorresfENSINO/MONOGRAFIAS/DC_M1_FEM_2013.pdf. . Acesso
em: 05 jan. 2022.



https://repositorio.ufpb.br/jspui/handle/tede/5048?locale=pt_BR#:~:text=Resumo%3A,produtos%20geram%20processos%20de%20volatilidade
https://repositorio.ufpb.br/jspui/handle/tede/5048?locale=pt_BR#:~:text=Resumo%3A,produtos%20geram%20processos%20de%20volatilidade
https://www.canva.com/pt_br/aprenda/o-que-e-proporcao-aurea/
http://repositorio.utad.pt/bitstream/10348/74/1/msc_fmpmendes.pdf
http://bit.profmatsbm.org.br/xmlui/bitstream/handle/123456789/515/2011_00411_PABLO_ROBERTO_DE_SOUSA_NETO.pdf?sequence=1
http://bit.profmatsbm.org.br/xmlui/bitstream/handle/123456789/515/2011_00411_PABLO_ROBERTO_DE_SOUSA_NETO.pdf?sequence=1
http://www.ime.unicamp.br/~ftorres/ENSINO/MONOGRAFIAS/DC_M1_FM_2013.pdf.

27

REIS, F. I. Matematicando: A espiral aurea. disponivel em:
http://topicosmatematicos.blogspot.com/2019/03/a-espiral-aurea.html. Acesso em: 02 de fev. 2022.

RIBEIRO, S. C. A. Aplicagdo do Principio das Ondas de Elliott a Bolsa Portuguesa. Disponivel
em:
https://repositorio.ual.pt/bitstream/11144/431/1/Aplica%C3%A7%C3%A30%20d0%20Principio%
20das%200ndas%20de%20EIliott%20%C3%A0%20Bolsa%20Portuguesa.pdf. Acesso em: 16 de
jan. 2022.

SILVA, R. L. A sequéncia de Fibonacci e o nUmero de ouro: contexto histérico, propriedades,
aplicacOes e propostas de atividades didaticas para alunos do primeiro ano do ensino médio.
Dissertacdo (Mestrado). Disponivel em: http://www?2.uesb.br. Acesso em: 11 de jan. 2022.

SPARROW, G. 50 ideias de astronomia que vocé precisa conhecer. 12 edi¢do. S&o Paulo:
Planeta, 2018.

ZAHN, M. Sequéncia de Fibonacci e o nUmero de ouro. Rio de Janeiro - RJ: Editora Ciéncia
Moderna Ltda, 2011.


http://topicosmatematicos.blogspot.com/2019/03/a-espiral-aurea.html
https://repositorio.ual.pt/bitstream/11144/431/1/Aplica%C3%A7%C3%A3o%20do%20Principio%20das%20Ondas%20de%20Elliott%20%C3%A0%20Bolsa%20Portuguesa.pdf
https://repositorio.ual.pt/bitstream/11144/431/1/Aplica%C3%A7%C3%A3o%20do%20Principio%20das%20Ondas%20de%20Elliott%20%C3%A0%20Bolsa%20Portuguesa.pdf
http://www2.uesb.br/

	9b370f9e13d0bf86e8757f011bfeff123f18c20d2ae36561d4391ee4c8eafce8.pdf
	0515e62b0e627a8847e9f8421c15273f0829128efc5109f51c347d8f753234ee.pdf
	9b370f9e13d0bf86e8757f011bfeff123f18c20d2ae36561d4391ee4c8eafce8.pdf

