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RESUMO

Neste trabalho seriq feito um levantamento bibliografico a respeito da
transferéncia de calor bem como a obtencdo da equacédo de transferéncia de
calor na sua forma de diferencas finitas para a solucdo de uma aplicacdo de
um problema de condugéo de calor em uma placa em condi¢des estacionérias
onde serd implementado um codigo no MATLAB para se obter a solucdo
numeérica para a distribuicAo de temperatura em estado de equilibrio do

problema.

Palavras chaves: Conducdo do calor. Método numérico. Método das

diferencas finitas.



RESUMEN

En este trabajo se realizard un levantamiento bibliografico acerca de la
transferencia de calor asi como la obtencion de la ecuacion de transferencia de
calor en su forma de diferencias finitas para la solucion de una aplicacién de un
problema de conduccion de calor en una placa en condiciones estacionarias
donde serd implementd un codigo en MATLAB para obtener la solucion
numeérica para la distribucion de temperatura en estado de equilibrio del

problema.

Palabras-clave: Conduccién del calor. Método numérico. Método de las

diferencias finitas.
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1 INTRODUCAO

O estudo de fendbmenos térmicos compreende uma area de grande
importancia para ciéncias exatas. Essa importancia é salientada devido as
diversas aplicacOes e processos que envolvem calor em transito.

Problemas de natureza térmica podem ser classificados quanto a sua
maneira de difundir o calor, de trés maneiras distintas: condugao, conveccgéo e
radiacdo. Tao importante quanto determinar o processo utilizado, € descrever a
distribuicdo de calor em dado meio e se possivel quantifica-lo. A difusdo do
calor é representada por uma equacéao diferencial que € denominada equacéo
do calor.

As equacgdes diferenciais tém grande relevancia por serem ferramentas
poderosas para se ter respostas de problemas nas mais diversas areas do
conhecimento, seja ela na economia, na previsdo do tempo ou mesmo na
industria. Porém, dependendo da aplicacdo o seu resultado pode se tornar
muito complexo, o que dificulta ou até mesmo impossibilita sua solu¢do exata
por meio de métodos analiticos.

O avanco na tecnologia computacional e a necessidade crescente de se
ter resultados de problemas entendidos como complexos, foram os propulsores
para os métodos numéricos. Esses métodos tém como caracteristica a reducdo
de um problema continuo com um numero ilimitado de varidveis para um
problema discreto com um numero de variaveis limitado, sendo possivel
solucionar-se computacionalmente.

Dentre os métodos usados na solucdo de problemas com equactes
diferenciais, esta pesquisa utilizara o método das diferencas finitas, para obter
a transferéncia de calor em um problema de conducéo do calor em uma placa

em condicdes estacionarias.
1.1 OBJETIVO GERAL
O presente trabalho trata da solu¢cdo de um problema de transferéncia

do calor por conducéo, onde evidéncia em cores o campo de distribuicdo das

temperaturas em condi¢cbes de equilibrio, que se encontra na regido de uma
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placa, utilizando o MATLAB como ferramenta operacional para o

processamento numérico do Método das Diferengas Finitas.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Investigar de que maneira e como se comporta a difusédo do calor por
conducéo.
e Descrever a equacao do calor na forma de diferencas finitas.

¢ Implementar a técnica das diferencas finitas em codigo computacional.

1.3 METODOLOGIA

Para o desenvolvimento deste trabalho fez-se necessario primeiramente
fazer um levantamento bibliografico com fontes relacionadas a teoria de
transferéncia de calor, com os fins de esclarecer de que maneira acontece
esse processo, quais suas caracteristicas e como € possivel quantifica-los em
forma de equacéo.

Posterior a familiarizacdo do tema, foi estudado a formulacdo da
equacdo do calor, que é a peca chave para a solucao de problemas de
natureza térmica. Consequentemente, consideram-se as condi¢cdes de
contorno as quais uma placa esta sendo submetida e a utilizacdo do método de
diferencas finitas como forma de solucao do problema.

Para a implementacdo computacional do método das diferencas finitas
utilizou-se o programa MATLAB. O programa foi escolhido como ferramenta de
trabalho, devido a sua aceitacdo no meio académico e por ser um dos
utilizados na disciplina de Introducdo a Ciéncia dos Computadores (ICC) no
curso de graduacao em licenciatura plena em matematica da UFPA (Campus
Castanhal).
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 TRANSFERENCIA DE CALOR

O calor é energia térmica em transito que se tem como resultado, devido
a uma diferenca de temperaturas no espaco (Cengel & Ghajar, 2012, p. 2).
Como o calor € movimentacgédo térmica, entdo ele obedece um dos enunciados
propostos pela termodindmica que diz que o calor sempre é transferido de um
meio de alta concentracdo para um meio de baixa concentracdo de calor
(INCROPERA, et al, 2008, p. 3). Os processos pelo qual o calor pode se
propagar acontecem de trés formas que séo: radiagdo, conveccao e conducao.
Mas que nesta abordagem bibliografica serd dado énfase ao meio de
transmissao de calor por conducéo, por se tratar do meio mais adequado para

a transferéncia de calor em estado sélido da matéria.

2.2 PROPAGACAO DO CALOR POR CONDUGAO

O mecanismo de conducdo estd intimamente ligado a interacao
molecular, quando se aquece uma substancia sélida, por exemplo. Por sua
vez, os elétrons e &tomos vibram com grande intensidade por conta da alta
temperatura que foi exposta. A energia associada as vibracfes sao transferidas
através de colisdes entre 0s atomos, as particulas mais energéticas transferem
energia na forma de calor para as menos energéticas (Halliday & Resnick,
2009, p. 200). O calor que se propaga no meio material, se quantifica por meio
de taxa de conducado e representa por gx. A conducédo do calor pode sofrer
algum tipo de influéncia, por parte da geometria, da espessura, do tipo de
material ou da variacdo de temperatura que pode estd submetido ao meio
(Cengel & Ghajar, 2012, p. 18).

Considerando-se a conducgdo de calor em regime estacionario através
de uma parede plana sem gerag¢ao de calor, com espessura Ax e area A, como

observa-se na figura 1.
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Figura 1: Conducédo de calor de T1 para T2 através de uma parede plana, com
T2<T1.

Fonte: Adaptado do Cengel (p. 139)

Com a distribuicdo de temperatura unidimensional em estado de
equilibrio, a diferenca de temperatura sofrida pela parede é compreendida
como linear e representa-se por AT. O calor propagado através da parede
assume a mesma direcao do gradiente de temperatura, que é designado como

0 gquociente da diferenca de temperatura da parede sobre a sua espessura.

W T2-Ty (-T2 AT
A= = Ax B Ax - Ax 2D

7

A taxa de conducéo do calor gx, € compreendida como o produto da
constante positiva de condutividade térmica do material k, com a area A, na
qual o calor se propaga sempre perpendicular e o quociente da variacdo da
temperatura AT pela espessura Ax. Se a equacéao (1) for simplificada a sua

forma diferencial (fazendo Ax — 0) obtém-se:

= .kAdT 2.2

Onde a equacéo (2) € denominada Lei de Fourier da conducéo térmica,
que faz mencdo ao seu descobridor J. Fourier!. O termo dT/dx que é o

gradiente de temperatura representado na sua forma diferencial.

1 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), matematico e fisico, nasceu em Auxerre, Franca.
Ele é mais conhecido por seu trabalho na série infinita de fungfes trigonométricas que levam
seu nome e pelo desenvolvimento da teoria matematica de conducdo de calor. Fourier
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Para escrever a equacdo (2) desta forma, ha necessidade de se
convencionar o uso do sinal de menos. Segundo HOLMAN (1983, p. 6), o sinal
de menos é “[...] inserido para satisfazer o segundo principio da termodinamica,
ou seja, o calor deve fluir no sentido de temperaturas decrescente”. Se usa o
sinal de negativo na equacao para se garantir que a transferéncia de calor sera
positiva na direcdo positiva da componente X quando o gradiente de
temperatura for negativo como pode se observar na figura 2.

Figura 2: Comportamento do gradiente de temperatura

Dire¢do de propagacdo de calor Diregdo de propagacdo de calor

i T(x)

- 4T
+T
+ AT

Fonte: Adaptado do Frank Kreith (p. 6)

E possivel converter a equacdo de taxa em equacédo de fluxo térmico,
isto é, o fluxo térmico é taxa de transferéncia de calor por conducédo q,, por
unidade de area A através da qual o calor esta sendo conduzido, e € denotado

por q como observa-se na equacao (2.3).

"no__ % _ dx _ d_T
qX_A_—A = kdX (2.3)

A lei de Fourier, como esta representada acima, implica dizer que o fluxo
térmico € uma grandeza vetorial. A direcao de escoamento é sempre normal a
uma superficie de temperatura constante, denominadas superficies isotérmicas
(INCROPERA, et al, 2008, p. 38). Dito isto, € possivel escrever um enunciado

mais geral para a lei de Fourier.

estabeleceu a equacéo diferencial parcial que rege a difusdo do calor, resolvendo isso pelo uso
da série de Fourier.
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"= —KVT = k('aT+'aT+kaT) 2.4
= B ' ox ](')y 0z 24)

Onde Vé um operador diferencial e T (X, y, z) € campo escalar de
temperatura, q"” € um vetor fluxo térmico que se encontra em uma diregdo
perpendicular as superficies isotérmicas. Por consequéncia, outra forma

alternativa de se escrever a lei de Fourier é:

h= kaT 2.5

Se for considerado um caso onde a distribuicdo de temperatura seja
tridimensional, q, é um vetor fluxo térmico que esté orientado na direcao n, e é

normal a superficie isotérmica como mostra figura 3.

Figura 3: Vetor n de fluxo térmico tridimensional normal & superficie isotérmica.

ZA

4 Isotérmica

\

Fonte: Adaptado do Cengel (p. 6)

O vetor fluxo térmico pode ser decomposto em forma de coordenadas
cartesianas, pois entdo a expressao q" assume a seguinte forma condensada
(INCROPERA, et al, 2008, p. 39).

q" =iqy +jq, +kq; (2.6)
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No qual a partir da equacéo (2.6) € possivel constatar que as equacgodes 2.7; 2.8
e 2.9; representam o fluxo de calor na diregcdo das componentes X, y e z
respectivamente pois, as expressoes relacionam o fluxo térmico ao gradiente
de temperatura que € perpendicular a superficie na qual o calor flui por
conducado (INCROPERA, et al, 2008, p. 39).

or
@ =~k (27)
., aT
ay = —kg 28
., aT
Q@ = —k=— (29)

A lei de Fourier € o enunciado mais importante dentro da analise de
transporte de calor. Pois, ela € uma expressdo fenomenoldgica, isto é,
constituida de constatac6es experimentais que ndo podem ser derivadas de
principios fundamentais. E também uma expressio vetorial onde expressa o
fluxo de calor perpendicular a uma superficie de calor constante no sentido de
decaimento das temperaturas, onde pode ser aplicada a toda estado fisico da
matéria solido, liquido ou gasoso (INCROPERA, et al, 2008, p. 39).

2.3 PROPRIEDADE DOS MATERIAIS

Os materiais tem importantes propriedades que ndo podem ser

desconsideradas no processo de propagacao de calor, como produto pc,, pois

compreende-se como a densidade (p) e o calor especifico a pressao constante
(cp), representando a capacidade térmica dos materiais que € a habilidade que
o material tem de armazenar calor (Cengel & Ghajar, 2012, p. 22). Outra
relagdo importante dos materiais, muito comum em andlise de transmisséo de
calor, é a difusividade térmica a (m?/s), compreende-se como a razéo entre a
capacidade que o material tem de conduzir calor e de armazena-lo, é
representado pela equacao abaixo (Keith, 1977, p. 64). Materiais com um valor
elevado da difusividade térmica tendem a conduzir calor mais facilmente, se

comparados a outros materiais com baixo valor de a.
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a (2.10)
a= — .
p

2.4 EQUACAO UNIDIMENSIONAL DE DIFUSAO DO CALOR

Para estabelecer uma equacdo geral para difusdo do calor em um
determinado meio material o ponto de partida e a equacao (2.2). Se for
considerado um sistema unidimensional onde pode haver possiveis fontes
internas de geracdo ou sumidouros de calor, a temperatura variando em funcao
do tempo, pois para essa determinada situacdo € necessario primeiro
estabelecer um balanco de energia (HOLMAN, 1983, p. 2), considere-se uma

parede plana de espessura Ax.

Figura 4: Escoamento de calor por conducéo através de uma parede plana de
area A.

GAdx

espessura Ax

? Ao~

=)

A Y |

it
S———— |
1T
[}

[ ]

[eluinlulalof
J ) SR

/

/

e — o

\.on'4':'

N\

+ I\
/)

8 Axterlod

-
X

Fonte: Adaptado do Cengel (p. 69)

As relacdes do escoamento de energia através da parede e as taxas de
geracdo e de acumulo de energia estdo expressas no enunciado abaixo.
E,— E;+ E; = E;, (2.11)
O termo E, da equacio acima representa em forma de taxa o calor que é

transferido por conducéo para dentro da parede e € representado em forma de

taxa pela lei de Fourier.



18

= kAdT 2.12
qX - dX ( ' )

O termo E; representa a taxa de calor que sai da parede que é denotado
por q,+ar, Mas para se obter o termo em forma de taxa de conducdo €&
necessario utilizar a série de Taylor, pois é considerado os dois primeiros
termos da série e os demais termos sdo desprezados (HOLMAN, 1983, p. 5).

0qx
= 2.1
dx+ Ax qx + 9% dx ( 3)

Em palavras, a equacédo acima diz que quando a coordenada x da taxa
de transferéncia de calor na posi¢ao x + Ax é igual ao valor da coordenada em
X somado com a quantidade na qual ela varia com x multiplicado dx
(INCROPERA, et al, 2008, p. 47).

O termo Eg € denotado como a taxa de geracdo de energia térmica, por

unidade de volume (w/m?) no interior da parede que se representada por:

qAdx (2.14)

O termo E, exprime a taxa de variacdo de energia térmica interna em

relacdo ao tempo no interior da parede, se expressa por:

oT
PCp EA dx (2.15)

Substituindo as equacdes 2.12, 2.13, 2.14 e 12.5 pelos seus termos

equivalentes na equacao (2.11), tem-se:

0qx ) 0T
Jx — (qX + de) + gAdx = pcpEA dx

Reduzindo os termos simétricos, fica:



19

09y
0x

dx + gAdx = pc, - Adx
Substituindo g, em forma de taxa de conducéo de calor, tem-se:

a( kaT)Ad 4 gAdx = pe. T ad
aX X q X = pCp at X

0x
Dividindo todos os termos por Adx, obtém-se:
a(kaT)_l_,_ aT 216
ax\Kax) T4= P (216)

A expressdo acima € denominada equacao de conducao (ou difusédo) do
calor unidimensional onde expressa o fluxo de calor em uma Unica direcdo. Em
alguns casos é suficiente se analisar o fluxo de calor em funcdo de uma
variavel, pois na realidade problemas de natureza térmica podem vir a ter
contornos irregulares e temperaturas ao longo dos contornos ndo uniformes e
com isso uma analise unidimensional se torna insuficiente como solu¢éo para o
problema, faz-se necessério considerar a propagacdo de calor em um meio
bidimensional ou até mesmo tridimensional (Keith, 1977, p. 63). Dito isto, é de
suma importancia estabelecer a equacédo de difusdo do calor para um meio

multidimensional.
25 EQUAQAO TRIDIMENSIONAL DE DIFUSAQO DO CALOR
Considera-se um cubo de volume diferencial, constituido de um material

homogéneo, onde é possivel definir a distribuicdo de temperatura, como mostra

figura 5.
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Figura 5: Esquema de cubo de volume diferencial dxdydz
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Fonte: Adaptado do Incropera (p. 45)

Utilizando a relacdo do balanco de energia como esta expressa na
equacao (11), mas agora adicionando os demais termos para a propagacgao de

calor tridimensional, obtém-se a seguinte formulacéo:

(Qx+ay +9,) — [ +aqxdx)+ +%d + ( +aqzdz]
qX qy qZ qX aX qy ay y qZ az

oT
+ qdxdydz = pcpa dxdydz

Reduzindo os termos simétricos, fica:

d9qx dqy dq;
— dx — dv —
0x X dy y 0z

oT
dz + q dxdydz = pcpa dxdydz

Substituindo os termos q,,q, € q, pelas suas respectivas equacdes de

taxa de transferéncia de calor (lei de Fourier), tem-se:

a(kaT>ddd a(kaT)ddd a(kaT)ddd+'ddd
0x ax) Y dy dy YT 5 gz ) XYVEE T A XY
oT

= pcpa dxdydz
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E importante salientar que cada equacdo de taxa substituida na
expressao anterior passou por um ajuste com relacdo a sua area na qual o
calor flui perpendicular na diregdo das suas respectivas dimensdes do cubo
gue constituem a lei de Fourier.

Dividindo todos os termos por dxdydz, obtém-se:

a(kaT)+a(kaT)+a(kaT)+,_ aT 217
x\ax) T oy \Kay) T az\Kgg) Ta= pe g (217

A equagao acima, denomina-se como equacao de difusédo do calor,
expressa o fluxo de calor tridimensional para um dado meio material, onde é
possivel determinar a trajetéria de um fluxo de calor ou a temperatura em
qualquer ponto do meio em funcdo do tempo. Segundo INCROPERA, et al
(2008, p. 46)

[...] 2 equacao postula que em qualquer ponto do meio, a taxa liquida
de transferéncia por conducédo para o interior de um volume unitério
somado a taxa volumétrica de geracdo de energia térmica deve ser
igual a taxa de variacdo de energia térmica acumulada no interior
deste volume.

Mas € possivel escrever uma versdao mais simplificada da equacéo
(2.17) pois, se for conciderado a condutividade térmica constante, assume a

seguinte forma:

0°T ~0°T 9°T q pcydT

0x? * dy? * 0z2 * k  k ot (218)
Substituindo o termo % por a, fica
0T 9°T 9°T q 10T
= (2.19)

6X2+ 6y2+ 622+E_EE

Se for desconsiderado a variagdo da temperatura em funcéo do tempo e

a geracao de energia, e for desprezado a propagacéo de calor na direcdo da
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coordenada z tem-se a equacdo que expressa a transferéncia de calor

bidimensional permanente sem geracgao de calor.

82T+82T_O 2.20
ax2 = dy? (2:20)

A equacdo acima também é conhecida como equacéo de Laplace?, pois
ela € uma das equacdes diferenciais mais importantes que ja se ocorreu na
matematica aplicada. Além de ser possivel descrever um problema de
conducdo de calor bidimensional em estado estacionario (sem variacdo de
energia em funcdo do tempo), também ocorre em outros ramos da fisica
matematica, como por exemplo, em campos eletrostaticos, no qual se tem
particulas sem cargas elétricas que estdo sob a acdo, apenas de forcas
gravitacionais e que seu comportamento € descrito pela equacdo de Laplace
(Boycer & Diprima, 2012, p. 340).

2 A equacdo de Laplace leva esse nome em honra a Pierre-Simon de Laplace, que a partir de
1782 estudou extensivamente, suas solu¢des ao investigar a atragédo gravitacional de corpos
arbitrario no espaco.



23

3 METODO NUMERICO APLICADO A CONDUCAO DE CALOR

Grande parte dos problemas fisicos encontrados podem ser descritos
por equacoes diferenciais. Métodos analiticos sdo muito utilizados para suas
solucdes pelo fato de obterem resultados exatos, mas nem sempre é possivel
se utilizar desse recurso.

No caso de problemas que envolvem conducdo do calor, devido a
condicbes importantes que podem ser encontradas na pratica, que vem a
limitar o processo de obtencdo de solucdo por meio de método analitico
(Cengel & Ghajar, 2012, p. 295).

Diante da inviabilidade de se utilizar método analitico para solucdo de
problemas diferenciais que descrevem fendmenos térmicos, faz-se necessario
recorrer a outro artificio matematico que possa viabilizar a solu¢gdo, como a
utilizacdo de métodos numeéricos. Dentre as técnicas numeéricas destacam-se:
diferencas finitas, elementos finitos, elementos de contorno e volumes finitos,
mas que neste trabalho sera direcionado a pesquisa para evidenciar a técnica

de diferencas finitas, por ser de facil entendimento e aplicacéo.

3.1 DIFERENCAS FINITAS

De acordo com Ruggiero & Lopes (1996, p. 357)

A ideia béasica do método de diferencas finitas € transformar o
problema de resolver uma equacdo diferencial num problema de
resolver um sistema de equagfes algebricas, usando para isso
aproximacbes das derivadas que aparecem na equacdo, por
diferencas finitas.

A técnica numerica de diferencas finitas consiste em substituir equacdes
diferenciais por equacdes algébricas, mas diferente do método analitico que é
possivel abranger todo o meio, a solu¢cdo numérica se retém a obter resultado
somente em alguns pontos que estdo contidos na éarea de interesse. O
processo pelo qual é possivel se obter esses pontos, também chamados de
nos ou ponto nodal, se da pela subdivisdo da area de interesse em pequenas
regioes retangulares finitas com dimensdes Ax e Ay previamente estabelecida,

elas estdo delimitadas por quatro nés localizados nos seus extremos, como se
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observa na figura 6. Onde a interseccao dessas regides geram um conjunto de
nés que se da o nome de malha ou rede nodal.

Cada n6 da malha representa um valor numérico de uma pequena
regido, por exemplo, se for considerado uma distribuicdo de temperatura em
estado estacionario e sem geracado de energia interna em um dado dominio, o

valor exato é obtido da equacdo 2.20; mas por se tratar de uma solugao

numeérica se faz necessario utilizar uma versao aproximada da equacao.

Figura 6: Malha de diferengas finitas para condug&o bidimensional em
coordenadas retangulares

Fonte: Adaptado do Incropera (p. 136)

A forma aproximacédo da equacao 2.20, adequada para 0s nds internos
da malha se obtém da substituicdo dos termos diferencial por suas diferencas
apropriadas, se for considerado inicialmente um termo da equagdo como O
0°T/dx?, com base na figura 7, o valor do termo no ponto (m, n) considerando-
se apenas uma coordenada espacial inicialmente e mantendo-se constante a

outra, pode ser aproximado como:



Figura 7: Esquema para o desenvolvimento da equacéo de diferencas finitas.

Tix) m=1

m- A ' m+ L
1 2I 2!

A A -

-1

Fonte: Tirado do Incropera (p. 136)

aT

oT
0xlm+tn o0xlpm-1p
2’ 2’
~ 3.1
A (3.1)

02T

0x2

m,n
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Os gradientes de temperatura podem ser representados como funcao

das temperaturas nodais, ou seja:

a_T ~ Tm+1,n - Tm n (3.2)
0x m+%,n Ax

e
a_T ~ Tm,n - Tm—l,n (3.3)
0x m_%,n Ax

Substituindo as equacdes 3.2 e 3.3 na 3.1, obtém-se:

aZ_T . Tm+1,n + Tm—l,n - 2Tm,n (3 4)
x> (Ax)? '
m,n
Procedendo de maneira analoga, nota-se que:
ar _or

aZT ay m,n+% oy m,n—%

— ~

dy mn Ay
aZ_T . Tm,n+1+ Tm,n—l_ 2Tm,n (35)
dy? (Ay)? '

m,n
Substituindo as equacdes 3.4 e 3.5 na 2.20. Obtém-se:
Tm+1,n + Tm—1,n - 2Tm,n + Tm,n+1 + Tm,n—l - 2Tm,n _
(Ax)? (Ay)?

Utilizando uma malha onde Ax = Ay, ent&o:
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Tm+1,n + Tm—l,n + Tm,n+1 + Tm,n—l - 4'Tm,n =0 (3-6)

A equacado acima é uma expressao algébrica aproximada, que se obtém
como resultado a partir de uma equacao diferencial exata, onde se torna
possivel descrever a temperatura em cada no interno da malha de diferencas
finitas de um sistema bidimensional em estado estacionario, pela média dos
quatros nés vizinhos equidistantes a ele. E importante salientar que os nés de
contorno ndo exercem nenhuma influéncia nos resultados obtidos através da
equacéao 3.6 (Cengel & Ghajar, 2012, p. 301).

3.2 TECNICA DO BALANCO DE ENERGIA

Em alguns casos, quando necessario, € possivel desenvolver a equacéao
de diferencas finitas para os nés da malha através de uma técnica alternativa,
denotado por método do balanco de energia. Neste método, a equacédo
adequada para 0s nOs € obtida através da aplicacdo da conservacdo de
energia no volume de controle, referente a regido onde o né esta contido. Onde
a direcdo real do fluxo térmico (entrada ou saida do nd) é entendida como
desconhecida, pois é conveniente formular o balanco de energia tendo como
suposicdo que todos os fluxos térmicos estejam direcionados para dentro do
nd. Tendo em vista que tal condicdo seja impossivel, se as equacfes de taxa
forem representadas de maneira consistente com essa suposi¢cdo, a equacao
de diferencas finitas € obtida corretamente (INCROPERA, et al., 2008, p. 146).

Para condi¢des de regime estacionario com geracao de calor, a forma
geral para a equacdo do balanco de energia pode ser representada pela
equacao abaixo:

Eene+ E; =0 (3.7)

Onde o termo E,,, representa as taxas de calor transferida para dentro
do no, Eg € a taxa de geracao de energia interna por unidade de volume, mas
por se tratar de uma analise bidimensional, considera-se as quatro dire¢des da
regido do volume de controle, ou seja, obtém-se uma equacdo de taxa para
cada direcao de propagacao de calor como mostra a figura 8. As equacdes de
taxa podem ser representadas pela lei de Fourier (equacgéo 2.1), pois expressa-
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se em termos de taxa o calor propagado do n6 (m, n + 1) para o (m, n) da

seguinte maneira:

Tm n+1 Tm ,n

Ay

d(m ,n+1)-(m,n) = k(AX 1) (3-8)

Figura 8: Calor conduzido para o interior do n6 (m, n) através dos nés
adjacentes a ele.

I Ax >
mn+1
Y L4 ‘ ‘
Ay '___l_—_'—'—i
| 1
b : !
o —»! @ l«— @ Ay
m-1,n : m,n : m+1,n
.—J___I___j? L
m,n-1
le— Ax —»

Fonte: Tirado do Incropera (p. 137)

O calor transferido por conducdo € orientado em um sistema de

coordenadas retangulares x e y, pois o termo [Ax 1] representa a area na qual

o calor se transfere por conducédo na direcao de y (o um que multiplica o termo

Ax faz referéncia a Ay, pois a transferéncia de calor é considerada como linear

para o no, dai utiliza-se o termo perpendicular & direcdo de propagacdo do

calor) € 0 (T, n+1 — T n)/Ay € 0 gradiente de temperatura aproximado na

forma de diferencas finitas, expresso entre os extremos dos dois nés, de

maneira analoga, se obtém as outras trés equacoes:

Tm—l,n - Tm,n

q(m—l,n)—>(m n) = k(l AY) (39)
T, _1—T

q(m ,n—1)-(m,n) = k(AX 1) A = (310)
Tm+1 n — T,

d(m+1,n)»(m,n) = k(1 AY) e e (3.11)

Substituindo as equacdes de 3.8 a 3.11 na 3.7:

T — —T T —T T _1—T
k(Ay) m-—1,n m,n+k(Ay) m+1 ,n m,n_l_k(AX) m ,n-—1 m,n

Ax Ax Ay

T, - T
+ k(Ax) m'n+1Ay =2 4+ q(AxAy) =0
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Dividindo todos os termos por (k Ax Ay)

T -1n Tm,n + Tm+1 n Tm,n + T n-1" Tm,n + Tm,n+1 - Tm,n + S -0

(Ax)? (8x)? (Ay)? (Ay)? k
Agrupando os termos de mesmo denominador

Tin+1 n T Tm—l,n B 2Tm,n Tm,n+1 + T n-1"" 2Tm,n + g =0

(Ax)? (Ay)? k
Fazendo Ax = Ay, e ent&do multiplicando por (Ax)?, entéo:
q(Ax)?

Thw+int Tnoin + Tm,n+1 + Tm,n -1 4‘Tm,n + T =0 (3.12)

Quando ndo ha taxa de geracdo de energia no elemento, a equacao
acima fica idéntica a 3.6; mas é possivel simplifica-la ainda mais, onde se torna
mais evidente a temperatura de um dado né interno de uma malha em funcao
da média aritmética dos valores das temperaturas dos quatro nés vizinhos a ele
(Cengel & Ghajar, 2012, p. 314).

Tm+1,n + Tm—l,n +Tm,n+1 + Tm,n—l
4

O método do balanco de energia, embora se baseie em propriedades

(3.13)

T n -

fisicas dos nds envolvidos em um volume de controle que estdo sujeitas a
acOes de taxas de calor, é possivel se obter a mesma equacao para 0s pontos
nodais internos deduzidos a partir da equacao do calor, onde 0s seus termos
diferenciais sdo aproximados por suas diferencas. A deducédo para se obter a
equacao de diferencas finitas para nos internos de uma rede nodal utilizada
neste trabalho é adaptado de Cengel & Ghajar (2012) e INCROPERA (et al.,
2008).

3.3 SOLUCAO DAS EQUACOES DE DIFERENCAS FINITAS

Com o desenvolvimento da equacao de diferencas finitas previamente
estabelecida para cada um dos nés de uma rede nodal, se torna necessario
utilizar um mecanismo de solucao para as equacdes, pois 0 problema agora se
resume a resolver um sistema com equacdes lineares, onde se pode utilizar
como recurso meétodos diretos que tem como caracteristica resolugéo de forma
sistematica, seguindo etapas pré-estabelecida, ou métodos iterativos que se

baseiam em uma estimativa inicial da solugdo e se realizam sucessivas



29

interacbes até convergir ao valor da solucdo (INCROPERA, et al., 2008, p.
140). Neste trabalho, seréa utilizado como solugéo para o sistema de equacdes

lineares um método direto chamado de inversao de matrizes.

3.3.1 INVERSAO DE MATRIZES

Dado um sistema constituido por um numero finito de equacgbes de
diferengas finitas que, por sua vez, correspondem ao mesmo numero de
temperaturas desconhecidas a cada ponto nodal (m, n) é associado um
namero fixo que possibilita a contagem dos nos da rede nodal, e quanto a

ordem de contagem ficou condicionado, como mostra a figura abaixo.

Figura 9: Rede nodal com nove nds internos.

) °' < ®
1 - . s ot* otf — 2
. o'’ o™ o'

Fonte: Elaborado pelo autor (2018)

Como resultado da rede nodal acima, obtém-se nove equacbes de

diferencas finitas que séo expressas da seguinte forma:

1

th=2(0+t2+t4+1)
1

2= Z(0+1t3+15+t1)
1

3= (0+2+16+12)
1

th= Z(t1+t5+17+1)

1
t5= Z(t2+t6 +18+t4)
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1

t6= 7 (t3+2+19+15)
1

t7= 2 (t4+t8+3+1)
1

t8 = Z(t5+t9+3+t7)

1
9= 2 (t6+2+3+18)

Adotando-se a notacdo matricial para o sistema das nove equacdes

acima, obtém-se a seguinte forma:

t=mt+b (3.14)

Onde,
t17 0 1 0 1 0 0 0 0 O 17 [0,25]
t2 101 0100 0O 0 0
t3 01000100 0 2| (0,50
t4 Jr 000 10100 1 0,25

t=|t5|;m=-10 1 0 1 0 1 0 1 o;b=-l0|=] 0
t6 001 01000 1 21 {o,50
t7 0001 g 0O0T1O0 4 1
t8 00001010 1 31 lo,75
£9. 0 0 0001 0 1 O 51 11,25.

A matriz t, € uma matriz coluna, onde os seus valores correspondem as
temperaturas desconhecidas dos nés internos da malha.

b é a matriz, onde os seus elementos representam os valores das
temperaturas fixas nos contornos da area de interesse, onde se procura a
distribuicdo de temperatura.

A matriz m, é uma matriz quadrada, onde sua ordem esta associada ao
namero de nos da rede nodal, que por sua vez cada linha da matriz esta
associada a uma equacao do sistema na sua respectiva ordem, onde 0s seus
elementos ndo nulos representam as temperaturas desconhecidas dos nos que
se pretende encontrar.

Mas para ser possivel resolver a equacgéo 3.14, primeiro organiza-se em
funcéo de b,

b=t—mt

b=t(I-m) (3.15)
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| € uma matriz identidade, onde tem a mesma ordem de m. Mas como o
propdsito é obter os valores de t, entdo se ajusta a equacdo acima em funcao
de t e resulta-se em:

t=(I-m)'b (3.16)

Agora o problema se resume a identificar a inversa da matriz (I — m),™!
pois de acordo com STEINBRUCH & WINTERLE (2010, p. 466) existem
matrizes que nem sempre sao possivel se ter a sua inversa e sao denominadas
como singular, entretanto para esse caso em particular se torna continuamente
viavel se obter a sua inversa sempre que necessario (Anton & Rorres, 2001, p.
430). A solucdo obtida para as temperaturas dos nés internos da malha de
acordo com o0s a equacao 3.16; estd expresso a seguir. Salienta-se que, 0
metodo de inversdo de matrizes e juntamente com o desenvolvimento da
equacdo matricial que se utiliza como resposta para as temperaturas
desconhecidas nos pontos internos de malha abordados neste trabalho sdo
adaptados de Anton & Rorres (2001).

10,7857
0,8571
1,1429
1,2857

t=11,5000
1,7143
1,8571
2,1429

12,2143

A solucdo acima é correspondente a somente nove ndés internos da
malha, mas se a malha for ajustada, isto €, aumentar o nimero de nés
internos, com isso € possivel se ter uma precisdo maior com relacéo ao valores
das temperaturas distribuidas ao longo da placa. Mais adiante no trabalho sera
tratado de um problema de conducédo de calor onde se encontra em condicao
estacionaria, que se torna possivel observar uma aproximacdo melhor dos

resultados, conforme vai se avancando o refinamento da malha.
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4 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS NO PROBLEMA DE CONDUCAO DE
CALOR

4.1 VALIDACAO DOS RESULTADOS NUMERICOS DO PROBLEMA DE
CONDUCAO DE CALOR

O algoritmo que implementa o método das diferencas finitas no MATLAB
para resolver o problema de conducdo de calor é validado usando os
resultados de Mackowski (2015). Abaixo o comparativo entre o resultado
analitico da citacdo com o obtido nesta pesquisa, para a distribuicdo de calor
em uma placa de 1 m de dimensdo com temperatura superior de 1°C e as

demais laterais a 0°C em condi¢Bes estacionarias.

Figura 10: Resultado analitico

s =

% o=z  oe = oe

Fonte: Adaptado de uma nota de aula de Mackowski

!
;

Figura 11: Resultado numérico obtido na pesquisa.

Fonte: Elaborado pelo autor (2018)
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4.2 APLICACAO DO METODO DAS DIFERENCAS FINITAS NO PROBLEMA
DE CONDUCAO DE CALOR

O presente trabalho ird tratar de um problema de calor por conducao,
onde estd sendo considerado uma placa composta por um material com
propriedades homogéneas e isotropicas, admitindo-se que a composi¢cao do
material permita que a difusividade térmica seja sempre constante,
comprimento e larguras iguais L = 1 m, sendo possivel ser desprezivel a sua
espessura e a troca de calor com o meio externo. Considerando-se que em
cada uma das extremidades da placa estejam com uma fonte de calor com
temperatura constante e de distintos valores.

A extremidade superior da placa estd mantida a uma temperatura de
100°C, a extremidade inferior esta mantida a uma temperatura de 0°C, a

extremidade esquerda a 25°C e a direita a 75°C.

Figura 12: Esquema de uma placa com fontes de calor constantes.

Fontes de calor

100 °C

25°C 75 °C

0°C
Fontes de calor _/,_———"

Fonte: Elaborado pelo autor (2018)

Apos definir a malha e utilizar-se da equacao 3.16 é implementado um
cédigo no MATLAB, assim é possivel se obter o comportamento das
temperaturas ao longo da placa conforme se amplia o nimero de nos na
malha. A imagem abaixo € obtida como resultado da primeira interacdo do

problema com a malha ajustada para 9 nés internos.
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Figura 13: superficie de temperatura de uma placa com 9 noés internos.
1

Distancia em y [m]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Distdncia em x [m)]

Fonte: Elaborado pelo autor (2018)

Observando a figura 13, pode ser constatado que as isotermas que tém
um padrdo muito particular estdo se assemelhando a uma reta na sua grande
maioria, isso se deve ao pequeno numero de nos contidos na malha.

A malha agora seré ajustada para uma nova interacao que tera 225 nés

de temperatura, veja a imagem a seguir.

Figura 14: superficie de temperatura de uma placa com 225 nos internos.
1 90

L 80

R

70

0.7
160
0.6

0.5 ~150

0.4 140

Disténcia em y [m]

0.3 30

0.2

20

01
10

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Distancia em x [m]
Fonte: Elaborado pelo autor (2018)
Agora é possivel observar uma mudanga com o padréo das isotermas,

no caso anterior tinha semelhanga com uma reta, mas agora estdo adquirindo

um novo padrdo com uma caracteristica mais proxima de uma curva.
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Um novo ajuste sera feito para que contenha 961 nés de temperatura,

veja o resultado na imagem abaixo:

Figura 15: superficie de temperatura de uma placa com 961 nos internos.
1 e
S 90

“h 80
_ 70
- 60
; 50
\ 40
L 30
- 1 20
. __‘ 10

0 0.2 04 0.6 0.8 1
Distdncia em x [m]

Distancia em y [m]

Fonte: Elaborado pelo autor (2018)

E notorio o fato de que as isotermas apresentam um padrdo curvo, se
acentuando cada vez mais, conforme se compara com as interacdes
anteriores. Por fim, serd ajustado pela ultima vez a malha para ser possivel

conter 16129 nds de temperatura.

Figura 16: superficie de temperatura de uma placa com 16129 nés internos.

Distancia em vy [m]

Distancia em x [m]

Fonte: Elaborado pelo autor (2018)
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Nesta Gltima imagem, onde se tem uma solucdo mais refinada para o
problema da distribuicdo de temperatura da placa, ou seja, uma abrangéncia
maior de nos de temperatura da malha, mas ndo menos importante, se verifica
com maior intensidade o principio da conducdo do calor, onde se constata o
calor migrando da regido do canto superior direito da placa, que contém a
maior concentracdo de calor, para a regido da placa onde tem uma menor
concentragao.

Como ja era esperado, a ampliacdo do numero de nés da malha gera
uma aproximacao cada vez melhor do resultado que a interacdo anterior. Mas
se deve ter cautela com as sucessivas interacdes, pois o fato de o computador
executar diversos arredondamentos para se obter os valores das temperaturas
pode acarretar em erros de aproximacao. A técnica apropriada para se ter
conhecimento se a solucdo obtida estd em nivel aceitavel de confianca € o
balanco de energia, executando esse processo em alguns nés da malha

consegue-se ter ideia do tamanho do erro gerado.
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CONSIDERACOES FINAIS

No trabalho apresentado foi utilizado o método das diferencas finitas
implementado em um cdédigo executado no MATLAB, para a solu¢cdo de um
problema de conducdo do calor em uma placa sob condi¢cbes estacionarias.
Inicialmente ao se observar os resultados numeéricos das interacfes que eram
obtidas do problema, se constatava que a cada nova interagédo a solucdo obtida
era cada vez mais precisa em relacdo ao resultado da anterior. Mas devido as
sucessivas interacdes executadas pelo computador, a cada nova interacdo €
necessario um esfor¢co maior de maquina, isso se deve ao aumento do nimero
de calculos que o computador tem que executar para as novas solugées.

Os objetivos propostos nesta pesquisa foram alcangados, conseguiu-se
uma solucdo aproximada para o problema da conducéo do calor, onde se foi
possivel obter o comportamento da distribuicdo de temperatura ao longo da
placa.

Para trabalhos futuros fica como sugestéo a consideracédo de geometrias
diferentes como por exemplo esféricas ou cilindricas; a utilizacdo de malhas
nao uniformes; a producéo de resultados numéricos de problemas de conducao

do calor em estado transiente.
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APENDICE

Cédigo implementado no MATLAB para solucédo do problema de conducao do
calor.

%Entrada de dados da geometria do problema de conduc¢é&o do calor
fprintf('!'Entrada de dados da geometria do problema de condug&o do calor!! \n');
L = input('Entre com o comprimento [m]: ;

H = input('Entre com a altura [m]: ');

nx = input('Entre com o nimero de pontos em X: ');

ny = input('Entre com o nimero de pontos em y: ");

%Entrada das temperaturas nos contornos da placa
fprintf('!'temperaturas do contorno da placa!! \n');
TS = input('Entre com a temperatura superior: ');

TD = input('Entre com a temperatura a direita: ');

Tl = input('Entre com a temperatura inferior: ');

TE = input('Entre com a temperatura a esquerda: ‘);

%%%%%% %% %% %% % %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %% % %% %% %% % %% %
%%%%%%% %% %% %% %% %% % %% %%

%Construcado da matriz M dos coeficientes
nx_p = nx-2;

ny_p = ny-2;

deltax = (L-0)/(ny_p-1);

deltay = (H-0)/(nx_p-1);

n_M =nx_p*ny_p;
M = zeros(n_M,n_M);

%Colocando o valor zero na diagonal principal
fori=1:n_M

M(i,i) = 0.0;
end

%Montando as diagonais dos elementos agrupados

forj=2:n_M
M(-1,j) = 1/4;
end

%Substituindo alguns valores 1/4 por 0
fori=ny_pmny_p:n_M-ny_p

M(i,i+1) = 0.0;
end

%Montando as diagonais dos elementos nulos

for k = 1:(ny_p-1)-1
fori=3+(k-1):n_M
M(i-(2+(k-1)),i) = 0.0;
end
end



%Montando ultima diagonal dos elementos néo nulos

forj=ny _p+ln_M

M(-(ny_p).j) = 1/4;
end

%Conpletando a matriz M
fori=1:n_M
forj=1:n_M
M(.i) = M(i.);
end
end
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%%%%%%%% %% %% % %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% %%

%%%%%%% %% %% %% %% %% % %% %%

%Construcéo do vetor b dos termos independentes

%Contorno superior

forj=1iny p
b(1) =plus(TE,TS)/4;
b(ny_p) = plus(TD,TS)/4;
if (mod(j,ny_p)==))
b(j) = TS/4;
end
end

%Contorno inferior
forj = (nx_p-1)*ny_p+1l:n_M

b((nx_p-1)*ny_p+1) = plus(TE, TI)/4;
b(n_M) = plus(TD,TI)/4;
if(mod(j,ny_p)==j-(nx_p-1)*ny_p)
b(j) = Tl/4;
end
end

%Contorno esquerdo
fori=ny_p+l:ny p:(nx_p-2)*ny_p+1

b(i) = TE/4 ; %
end

%Contorno direito
fori=2*ny_p:ny_p:n_M-ny_p

b(i) =TD/4 ;
end

%%%%%% % %% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% %% % %% %

%%%%% %% %% %% %% %% %% % %% %%

%Solucédo do sistema linear
| = eye(n_M);
D1=1-M;
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mat = mtimes(inv(D1), b");

%O0rdenamento matricial dos valores de temperatura
k=0;

fori=1:nx_p
forj=1:ny p
k = k+1;
Templ(i,j) = mat(k); %
end
end

%Reescreve a matriz Temp para outras visualiza¢des (para se adequar com o grid cartesiano)
k=0;
fori=21:nx_p

k =nx_p - (i-1);

forj=1iny p

Temp2(i,j) = Temp1(k,j);

end

end

%09%%%% %% %% % %% % %% % %% % %% %% % %% %% %% % %% %% %0 %% % %% %% %% %%
%09%%%% %% %% %% %% %% %% % %% %

% visualizar resultado

x = O:deltax:L;

y = O:deltay:H;

figure(2);contourf(x,y, Temp2.*(Temp2<21e4),25);colorbar
xlabel('Distancia em x [m]");

ylabel('Distancia em y [m]);

title('Distribuicdo de Temperatura em Equilibrio');

fprintf('\n");
fprintf(‘fim do procesamento! \n";

%Calcula tempo total de processamento
ttotal = cputime - t0;
fprintf(‘Tempo total: %f\n cputime',ttotal);



