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Resumo

Neste trabalho faremos um estudo introdutério, teérico e numérico, de problemas de de valor
inicial e problemas de contorno governados por equacdes diferenciais ordinérias. Apresenta-
remos o0s principais resultados tedricos necesséarios, essencialmente o Teorema de ponto fixo
de Banach, para a demonstracao de dois teoremas clédssicos sobre existéncias e unicidade
de solucao, conhecidos como Teorema de Picard e Teorema de Cauchy-Peano e aplicaremos
estes teoremas na resolucao teérica do modelo do oscilador harménico e do péndulo sim-
ples. Em seguida, analisaremos, no contexto do célculo numeérico, os principais métodos
numéricos, para resolucao de problemas que envolvam equacoes diferenciais ordindrias
para resolvermos alguns problemas, em particular o problema do péndulo simples. Para
problemas de valor inicial, usaremos método de Euler (explicito, implicito e aperfeicoado) e
método de Range-Kutta e para problemas de contorno, o método das diferencas finitas. Para

implementacao computacional dos métodos usamos a linguagem Python.

Palavras-chave: Teorema do ponto fixo de Banach; Equacoes diferenciais ordinérias; Péndulo

simples; Métodos numéricos; Python
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho € realizar um estudo introdutério sobre solucdes
de problemas de valor inicial e problemas de contorno governados por equacgoes diferenciais
ordindrias. Para isto, adotamos uma abordagem qualitativa e quantitativa com a finalidade de
responder perguntas sobre existéncia e unicidade de solu¢ao e como calcular numericamente
a solucao. Apresentaremos os principais resultados tedricos necessarios para a demonstracao
de dois teoremas cladssicos sobre existéncias e unicidade de solucao, conhecidos como 7Te-
orema de Picard e Teorema de Cauchy-Peano. O resultado fundamental para a prova destes
dois teoremas o Teorema de ponto fixo de Banach. Depois, aplicamos estes resultados teéricos
no modelo do oscilador harmoénico e do péndulo simples. Vale destacar que o modelo do
péndulo simples (caso ndo linear) é pouco explorado tanto teérica como numericamente. Em
seguida, analisaremos, no contexto do cédlculo numérico, os principais métodos numéricos
para resolucao de problemas que envolvam equacoes diferenciais ordindrias e resolveremos
alguns problemas, em particular o problema do péndulo simples.

Para implementarmos os algoritmos numéricos estudados usaremos a linguagem
Python. O Python é uma linguagem de programacao, criada em 1991 pelo matemaético holan-
dés Guido van Rossum, de alto nivel, modular, multiplataforma e orientada a objetos. E uma
linguagem de sintaxe relativamente simples e de facil compreensao, que nos tltimos anos
tem chamado a atencao entre profissionais que ndo sao necessariamente programadores,
como engenheiros, matematicos, cientistas de dados, pesquisadores, entre outros. Uma das
grandes vantagens do Python é possuir uma vasta biblioteca de programas, ser totalmente
gratuito e de cédigo aberto, ser multiplataformas e portatil (funcionar em varios sistemas
operacionais).

No capitulo 1 apresentamos os principais resultados sobre espagcos métricos, ne-
cessdarios para provarmos o Teorema de ponto fixo de Banach. Em seguida, aplicamos este
teorema para provarmos resultados de existéncia e unicidade de solucao para problemas de
valor inicial de 1¢ ordem conhecidos como Teorema de Picard e Teorema de Cauchy-Peano.
Posteriormente, aplicaremos o Teorema de Picard no modelo do oscilador harménico e do
péndulo simples.

No capitulo 2, tratamos de alguns métodos cldssicos para obtencao de solucao
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numeérica para problemas de valor inicial governados por equagdes diferenciais ordinérias de
1% ordem. Em particular, o método de Euler explicito e implicito e os métodos de Kange-Kutta.
Além disso, introduzimos o métodos das diferencas finitas para resolucao de problemas de
contorno governados por equacdes diferenciais ordinérias.

Nao é nosso objetivo fazer uma andlise detalhada dos métodos estudados, mas
apresentar uma introduc¢ao, no contexto do calculo numérico, que possibilite obtermos
a solucao numérica de alguns problemas, especialmente o modelo do péndulo simples e,
consequentemente, implementarmos os algoritmos com a linguagem Python.

Finalmente, nas consideragdes finais, faremos alguns comentarios finais e apontare-
mos algumas dire¢des para aprofundamentos no assunto investigado.

Além dos capitulos, o trabalho contém um apéndice com os principais comandos da

linguagem Python que foram usados na implementacao dos métodos.
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1 Existéncia e unicidade de solucao

O obijetivo principal deste capitulo é provar existéncia e unicidade de solucao para
problemas de valor inicial de 1¢ ordem.

Segundo Doering (2007)[4], a ideia central das provas destes teoremas fica mais clara
quando expressamos 0s conceitos principais na linguagem dos espacos métricos. Assim,
apresentaremos as definicoes e resultados principais sobre espacos métricos que permitirdo
provar o Teorema do ponto fixo para contragées em espacos métricos completos, que é o
resultado fundamental para provarmos existéncia e unicidade de solucao para problemas de

valor inicial de 1% ordem.

1.1 Espacos Métricos

Definicao 1.1. Seja M um conjunto qualquer. Uma métrica em M é uma fungdo

d: M x M — [0, +00) que satisfaz as seguintes propriedades:

(M) d(x,y) >0, X, YEM, x#y;
(M3) dx,y) =d(y,x), x,y€M,

(My) dx,y)<d(x,2)+d(z,y), x,y,z€ M.

O par ordenado (M, d) é chamado espagco métrico.

Em geral, por abuso de linguagem, nos referimos ao espago métrico (M, d) simples-
mente por M. Portanto, quando dizemos “seja M um espaco métrico" existe sempre uma
métrica implicitamente definida em M.

No que segue apresentaremos alguns exemplos de espacos métricos, para mais

detalhes consulte [7].

Exemplo 1.1 (O espaco R"). O espaco R" é formado por todas as n-uplas

(x1,X2,...,Xn) com cada x; € R. Existem trés métricas importantes em R": para (x1, Xo,...,X,) e
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(¥1,¥2,.-.,VYn) pontos deR", definimos

di(x,y) =x1 = y1l+--+1xn = yul; (1.1
d2(6,y) = \/ (1 = 12+ + (o — Y (1.2)
doo(x, y) =max{lx; — y1l,-+,|1xn — yul}. (1.3)

A métrica d, é chamada euclidiana por inspirar-se na formula da distdncia entre

pontos da reta.

Exemplo 1.2 (O espaco das fungdes continuas). Sejam [a,b] um intervalo
fechado e limitado, um e C([a, b]) o espago de todas as fungoes continuas f: [a, b] — R. Para

f,g € C(la, b)) definimos as seguintes métricas:

doo(f,8) =supllf(x) — g(x)|; x€la,bl}; (1.4)
1/2

b
dif,g) = ( f If(x)—glPdx| . (1.5)

Observe que as métricas dadas em (1.4) e (1.5) estdo bem definidas, pois as funcoes

f e g sdo continuas e limitadas.

1.1.1 Espacos normados

Definicao 1.2. Seja X um espago vetorial;, Uma norma em X é uma fungdo

[|-]]: M — [0, +00) que satisfaz as seguintes propriedades:

(Nl) ||x|| > 0; XEM,
(N2) [lx|]|=0© x=0
(N3) Ax[| =IAllx]l, xe M;AeR

O par ordenado (X, ||-1]) é chamado espago normado.
Note que d(x,y) = ||x - y|| é uma métrica em M. Logo, um espaco normado é um

espaco métrico com a métrica proveniente da norma. Portanto podemos definir os conceitos

introduzidos para os espacos métricos sao validos nos espacos normados.

Exemplo 1.3. Temos que ||x|| = ||(x1, x2)|| = \/xf +2x1%+ 2x§ determina uma norma emR? e

xll = 11(x1, X2, X3)|| = \/fo +5x5 +4x2 determina uma norma em R>.
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1.1.2  Convergéncia em espacos métricos
Definicao 1.3 (Convergéncia). Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que a sequéncia (x,)
de elementos de M converge para x € M se

r}im d(x,,x)=0oVe>0,3ng; n=ng=>d(x,,x) <e. (1.6)
—00

Usaremos uma das seguintes notagoes: x,, — X, nlglgo Xn = xoulimx, = x paraindicar
a convergeéncia (1.6).

Note que (d(x;,x)) € uma seqiiéncia numérica e, logo, o limite (1.6) é um limite
numeérico, ou seja, convergéncia em espacos métricos nada mais é do que convergéncia
numérica. Além disso, o conceito de convergéncia em espacos métricos depende da escolha

da métrica.

Definicao 1.4 (Sequéncia de Cauchy). Seja (M, d) um espago métrico. Uma sequéncia (x,) de

elementos de M é chamada seqiiéncia de Cauchy se

lim d(x,,x;)=0<Ve>0,3ng; n,m=ng=>d(x,,xX;,) <E€.
n,m—oo

Definicao 1.5 (Espaco métrico completo). O espago métrico (M, d) é um completo se, e somente

se toda sequéncia de Cauchy de elementos de M converge para um elemento de M.

Podemos definir convergéncia e sequéncia de Cauchy em espacos vetoriais norma-
dos de modo andlogo aos espacos métrico usando a métrica dada pela norma. Um espaco

normado completo é chamado espaco de Banach.

Teorema 1.1. Sejam (M, d) espago métrico. Toda sequéncia convergente de M é uma sequéncia

de Cauchy.

Demonstragdo. Seja (x,) uma sequéncia de M tal que lim x,, = x. Assim,
€
Ve>0,dng; n=ng=d(x,,x) < 3
Entdo, pela desigualdade triangular e para m > n tem-se
d(Xp, Xm) < d(Xp, X) + d(Xm, x) <€

Portanto, (x,) é sequéncia de Cauchy. O
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Note que, existem sequéncias divergentes que sdo sequéncias de Cauchy. Por exem-

. 1 . ~
plo, a sequéncia x,, = — é uma sequéncia de Cauchy que nao converge em X = (0, 1].
n

Exemplos

Exemplo 1.4. O conjunto dos niimeros reais R é um espaco métrico completo com a métrica

dx,y)=x-yl.

Exemplo 1.5. O conjunto dos ntimeros racionais Q com a métricad(x,y) = |x— y| ndo é um

espaco completo.

Exemplo 1.6. O espaco R com a métrica euclidiana é um espago completo.

1.2 O espaco das funcdes continuas

Nesta secao, analisaremos com mais detalhes as propriedades métricas do espaco
das funcdes continuas por ser este o espaco métrico de solucdo dos problemas que trataremos

no trabalho.

Definicao 1.6 (Convergéncia pontual). Considere A c R e % (A,R) o conjunto de todas as
funcoes definidas em A com valores em R. Sejam xy € A e (f,) uma seqiiéncia de funcoes de
F (A R).

Dizemos que (fy,)}., converge pontualmente em x se a seqiiéncia (f,(xo))., é uma
seqiiéncia convergente em R.

Se (fn)5., converge pontualmente para cada x de A dizemos que (f,)5., converge

pontualmente em A.

Note que, se (f,)52, converge pontualmente em A, entdo, pela unicidade do limite,
temos que lim f;,(x) = f(x) e f € #(A,R), ou seja, para cada x € A e todo € > 0 existe 19 € N
n—oo

(que depende de € e x) tal que
nzny=|fux) - f2)l<e. (1.7)

Usaremos a notacao f, L4 f em A, para indicarmos a convergéncia pontual de (f3,)

em A.
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Exemplo 1.7. Seja f,(x) = x" para x € [0,1]. Entdo a seqiiéncia (fi)}.., converge pontualmente

para f em[0,1] com

0 se 0=sx<1,
fx) = (1.8)

1 se x=1.

Exemplo 1.8. Seja f,,(x) =

para x € [0, +o00). Entdo, para x > 0 tem-se
l1+nx

X 1
O0< frx) s —=—.
fnX) nx n

Logo, f,,(x) Lo para x > 0. Por outro lado, f,(0) =0, Vn, e logo, f,,(0) 2. 0. Portanto,

fn(x) 20 em [0, +00).

Observe que, para a seqiiéncia do Exemplo 1.7, ndo existe nenhum n, tal que (1.7) é

vdalida simultaneamente para todo x € [0, 1]. De fato, se tal ny existisse, teriamos, por exemplo,
a1
n=ny=>x"< >

1
para todo x € [0, 1). Isto implicaria que x™ < > para x € [0,1). Fazendo x — 1~ obteriamos a
1
contradicao 1 < 2 Logo, ny depende de x e €.

1
Para a seqiiéncia do Exemplo 1.8 temos uma situa¢ado diferente. Como 0 < f;,(x) < —
n
temos que, dado e >0

n=ny=|f,(x)-0|<e

é valida simultaneamente para todo x em [0, +oo) desde que ny > é Logo, ny depende
somente de €.

Se, para dado € > 0 é possivel encontrarmos um ny tal que (1.7) vale para todo x € A
dizemos que a seqiiéncia (f,,)$., converge uniformemente para f e, assim temos a seguinte

definicao:

Definic¢ao 1.7 (Convergéncia uniforme). Dizemos que (f,)}., de % (A,R) converge unifor-
memente para f € F(A,R) em A se para todo € > 0 se existe ng € N (que depende de €) tal
que

VxeA n=zny=|fr(x)-f(x)|<e. (1.9)

- . L . .
Usaremos a notagdo f, — f para indicarmos a convergéncia uniforme de (f)5 .

[e.0] 3 3 o0
Observe que se (f)}., converge uniformemente para f entao (f,)}., converge

pontualmente para f.
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Exemplo 1.9. A seqiiéncia dada no Exemplo 1.8 converge uniformemente. Logo, converge

pontualmente.

Exemplo 1.10. A seqiiéncia dada no Exemplo 1.7 ndo converge uniformemente para f dada

em (1.8).

Métrica uniforme

No que segue, mostraremos a relacao entre a convergéncia uniforme e a métrica

(norma) “uniforme" no espago das fung¢des limitadas.

Definicao 1.8. Dizemos que a fungao f € % (A,R) é limitada em A se existe uma constante

C>0talquelf(x)| < C para todo x € A.

Para fungoes limitadas em A existe sup{| f(x)|; x € A} e podemos definir a seguinte
norma:

1 flloo = sup{l f(x)|; x € A}, (1.10)
Note que, para € > 0 tem-se
Ifllo<€e<|f(x) <€, VxeA. (1.1D)

Proposicao 1.1. Uma seqiiéncia ()., de fungoes limitadas em A converge uniformemente

em A para f se, e somente se, || f, — flloo — 0.

Demonstragdo. (=) Se (f,;) converge uniformemente em A para f temos que, dado € > 0,
existe ng tal que n > ng implica | f,;(x) — f(x)| < € para todo x € A, logo € é cota superior do

conjunto {| f,,(x) — f(x)|; x € A; n > ngp}. Portanto,
n> ng = supilfu(x) — f(X)|; x€ A} <¢,

ouseja, || fn = flloo — 0.
(<) Se lIfn — flloo — 0 entdo, para todo € > 0 existe nj tal que n > ny implica
[l fn— flloo < €. Mas, por (1.11) temos que | f;,(x) — f(x)| < € sempre que n > ng e para todo

x € A. Portanto, (f;;) converge uniformemente em A para f. O
O préximo resultado é chamado Critério de Cauchy para convergéncia uniforme.

Teorema 1.2. Sejam f, € #(A,R). f,, — [ uniformemente em A se, e somente se, para todo

€ > 0 existe ny tal que n,m = ny implicalf,(x) — fm(x)| <€ para todo x € A.
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Demonstragdo. (=) Como (f;) converge uniformemente em A para f temos que, dado € > 0,
existe ng tal que n > ny implica | f,,(x) — f(x)| < €/2 para todo x € A. Entdo, para n,m = ng
temos que | f,(x) = frn ()| < fn(x) = f)|+1f(x) = fn(x)| <€e/2+€/2 =€.

(<) Se dado € > 0 podemos encontrar ng tal que n, m = ng implica | f;,(x) — fi (x)| <
€/2 paratodo x € A temos que (f,(x)) é uma seqiiéncia de Cauchy para cada x € A. Como R
é completo temos que (f;,(x)) converge para cada x € A, ou seja, f, 1A f- Entdo, dado € > 0,
para cada x € A existe n; tal que n > n; implica | f,,(x) — f(x)| < €/2. Sejam n, = min(ng, n;)
e m = ny entdo n = ny implica | f;,(x) — f(X)| < | fn(x) = fin ()| + | frn(x) = f(x)| <€/2+€/2 =€.
Como vale para cada x € A, encontramos um 7, tal que n = n, implica | f,,(x) — f(x)| < € para

todo x € A. Logo, f;, — f uniformemente em A. O

Considere C(A,R) o espaco das funcoes f € % (A, R) que sdo continuas. C(A,R) é um
espaco vetorial com as operacdes de soma de funcoes e multiplicacao de uma func¢ao por
um escalar. Seja Cp(A,R) o subespaco de C(A,R) formado pelas fun¢des limitadas. Entao,
Cp(A,R) é um espaco normado munido da norma uniforme (1.10).

O préximo resultado garante que o limite da convergéncia uniforme de funcoes

continuas é uma funcao continua:

Teorema 1.3. Seja (f,,) uma sequéncia de C(A,R) tal que f,, — [ uniformemente em A. Entdo,

f é continua.

Demonstragao. Como (fy)7., converge uniformemente em A para f temos que, dado ¢ > 0,
existe ky tal que n > ng implica | f;,(x) — f(x)| < €/3 para todo x € A, em particular, para xj € A.
Como f;, sdo continuas em X, existe 6 > 0 tal que |x — xo| < 6 implica | f;,(x9) — f(x0)| < €/3.

Entdo, |x — xo| < 6 implica
|f(x) = f(x0)| = | fu(x0) = £ (x0) + [ fa(X) = fa(x0)| + | fr(x0) — f(X0)| <€/3+€/3+€/3=€.
Como x € arbitrario temos que f é continua em cada ponto de A O

Lembre que convergéncia no espaco Cj(A,R) significa que f,, — f em C,(A,R) se,
e somente se, || f;, — flloo — 0. A proposicao (1.1) mostra a relacdo entre a convergéncia em

Cp(A,R) com a norma uniforme e a convergéncia uniforme e pode se reescrita como segue:

Teorema 1.4. Seja (f,;) uma sequéncia em C(A,R).
fn — [ uniformemente em A se, e somente se, f, — [ em Cu(AR)

(isto & || fn— flloo — 0).
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Demonstragdo. Como f,, — f uniformemente em A temos, pelo Teorema 1.2, que (f};) € uma
sequéncia de Cauchy e logo, | f(x)| < || fulloo + 1 para n suficientemente grande, portanto f é
limitada. Pelo Teorema 1.3, f é continua. Portanto, f € C,(A,R). Além disso, (f,;) converge em

Cp(A,R), pela Proposicao 1.1. O

Podemos reecrever o resultado do Teorema 1.4 dizendo que o espaco C,(A,R) é um

espaco métrico (normado) completo, ou seja,
Teorema 1.5. O espaco C,(A,R) com a norma uniforme é um espaco de Banach.

Note que, pelo Teorema 1.5 o espaco C([a, b]) é um espaco métrico completo com a
métrica uniforme.

O resultado do Teorema 1.5 pode ser generalizado para espagos métricos mais gerais.

Continuidade em espacos métricos

Definicao 1.9 (Continuidade). Sejam M, d;) e (M>,d») dois espagos métricos. Uma fungdo

f: My — M, é continua em xy se, e somente se
Ve>0,30 >0; dy(x,x0) <8 = do(f(x), f(xp)) <€.

Exemplo 1.11 (Isometria). Uma isometria é uma fungdo f: My — M- que preserva distancias,
isto 6, do(f(x), f(¥)) =di(x,y), Vx,y € M. Una isometria é continua.
De fato, para qualquere > 0, tomando 6 = € temos qued, (x, p) < 6 implicad,(f(x), f(p)) =

d(x,p) <e.

Exemplo 1.12 (Similaridade). Dizemos que f: M, — M, é uma similaridade se existe uma
constante ¢ > 0 tal que do (f (x), f(y)) = cdi(x,y), Vx,y € M.
Por exemplo, translagoes, rotagoes e reflexoes sao similaridades. Uma similaridade é

funcao continua.

Exemplo 1.13. Dizemos que f : My — M, é lipschitziana se existe uma constante A > 0, cha-

mada constante de Lipschitz de f, tal que

da(f(x), f(y) =Adi(x,y Vx,y€ M).

. .. P P . €
Uma fungdao lipschitzianas é continua (uniformemente). De fato, basta tomar 6 = 1
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Exemplo 1.14 (Contracdo). Dizemos que f: My — M, é uma contragdo se existe uma constante

0<c<ltalqued,(f(x), f(y) <cd(x,y), Yx,y € M. Una contragio é uma fungdo continua.

Proposicao 1.2. Sejam (M, d,) e (M>,d>) dois espagcos métricos. Uma fungdo f: My — M, é

continua em um ponto xy € M, se, e somente se, para qualquer sequéncia (x,) em M,, tem-se:
d d
Xn = Xo = fn(x) = f(x0)- (1.12)

Considere os espacos métricos (M, d) e (Mz,d») e B(M;, M>) espago das funcoes
continuas e limitadas com a métrica

d(f,g) = sup da(f(x),8(x)) (1.13)
xeM;

Teorema 1.6. Se M, é um espago métrico completo entdao B(M,, M>) é um espago métrico

completo.

Demonstragdo. Seja (f,;) uma sequencia de Cauchy em B(M;, M>). Entao

Ye>0,3ngeN; n,m>ng = d(fn, fm) = sup do(fn(x), fm(x)) <€, Vxe€ M.
xe M,

Logo,
n,m> ng = do(fn(x), frn(x)) <€, Vx € M. (1.14)

Agora, fixando x = xo temos que a sequéncia (f,(xp)) € uma sequéncia de Cauchy em
M,. Como M, é completo obtemos f(xg) = ’111_1)130 fn(x0) € M, para cada xy € M. Assim, para
cada x € M; temos a fungdo f(x) = ’111_{130 fn(x).
Fixando n, usando a continuidade da métrica e fazendo m — oo na desigualdade
(1.14) obtemos
do (fn(x), fim(x)) <€, Vn,m>ngy, Vxe M. (1.15)

Portanto (f,(x)) converge uniformmente para f(x) e pelo teorema da convergéncia
uniforme para funcoes continua e limitadas (veja [2, p.293]) temos que f € B(M;, M>). Além
disso, pela desigualdade (1.15) temos d(f, f,) <€, ¥V n > ngy portanto f,, — f em B(M;, M>).

O

O espaco métrico completo C,(M;, M>) serd utilizado para mostrar a existéncia
e unicidade de soluc¢des de equacdes diferenciais. Para isto, vamos precisar do seguinte

resultado de compacidade cuja prova pode ser encontrada em (]
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Teorema 1.7 (Teorema de Arzeld - Ascoli). Seja (x,) uma sequéncia de caminhos continuos x,, :
[a, b] — R". Suponha que existam constantes K1, K, > 0 tais que, para cada n € N e quaisquer
s, t€[a,b] tem-se

|Xn(8) —xn (D= Kils—t] e |xp(H)] =K>.

Entdo, existe um subsequéncia de (x,) que é de Cauchy em C([a, b],R") e portanto, uniforme-

mente convergente para um certo caminho continuo x : [a, b] — R".

1.2.1 Teorema do ponto fixo de Banach

Nesta secdo enunciaremos e provaremos o Teorema de ponto fixo para espagos

meétricos.

Definicao 1.10. Sejam M um espago métrico e uma aplicagdo T : M — M. As aplicagoes

iteradas de T sdo as compostas
T'=T, T*°=ToT'=ToT, T°=T?*cT'=ToToT-

e assim sucessivamente. Podemos definir as iteradas de T considerando o seguinte processo

recursivo:
TO

idly,

Tn+1 = ToT"
para n € R. Além disso, podemos definir as iteradas do ponto x do seguinte modo: para xy = X,
x=T 0(x), x1=Tx)=T 1(x), Xo=T(T(x)) = T? (x) e assim sucessivamente. Deste modo, temos
0 seguinte processo recursivo:

Xne1 =T (xp)

paraxg=xencR.

Definicao 1.11. Sejam M um espago métrico e uma aplicagio T : M — M. Dizemos que um

ponto xo € M é um ponto fixo de uma aplicacdo T se T (xy) = Xo.

Definicao 1.12. Chamamos um ponto xy € M de ponto atrator se x é limite das sucessivas

iteradas (x,) de qualquer ponto x € M. Ou seja, lim x,, = xy.

Proposicao 1.3. Pontos atratores de aplicagodes continuas sdo necessariamente pontos fixos. De

fato, como T é continua temos que

T(xp) = T(limx,) =lim T (x,) =lim x,,+1 = X
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Lema 1.1. Sejam M um espago métrico e uma aplica¢cdo T : M — M. Se T é uma contragdo
(logo, continua) entdo as sucessivas iteradas (x,) de qualquer ponto x € M é uma sequéncia de

Cauchy.

Demonstragdo. Considere x,4+; = T(x,) para n € N. Queremos mostrar que a sequéncia (x;)
das sucessivas iteradas de x é uma sequéncia de Cauchy. Como T é uma contracao tem-se
temos d(T(y), T(z)) < cd(y,z) com 0 < ¢ < 1. Logo, para y e z os pontos da sequéncia de

iteradas de x obtemos

d(xp+1,x) = d(Txy), T(xp-1)) < cd(xy, Xp-1)

= cd(T(xp-1), T(Xp-2)) < ¢*d(Xn-1, Xn-2)

¢"1d(T (x1), T(x0)) < ¢"d(x1, Xo)
o0
para cada n € N. Como 0 < ¢ < 1 temos que a série geométrica Z ¢" converge. Assim,
=1
oo n
Z d(x;, xp) converge, o que implica que sequéncia (x,) das sucessivas iteradas de x é uma
n=1
sequéncia de Cauchy. O
Teorema 1.8 (Teorema do ponto fixo de Banach). Sejam M um espaco métrico completo

e uma aplicacdo T : M — M. Se T é uma contracdo entdo tem um tinico ponto fixo, que é

necessariamente um atrator

Demonstragdo. Seja x € M um ponto qualquer de M. Considere x4+ = T(x,) paraxe M e
neN.

Pelo Lema 1.1, sabemos que a sequéncia (x,) € uma sequéncia de Cauchy e, logo,
converge em M pois M é completo. Seja a € M o limite de (x,) . Como T é continua (pois €
uma contrac¢do), entdo a € um ponto fixo de 7. Para mostrar que este ponto fixo é tinico para
cada x € M, supondo que existe dois pontos fixos distintos a,b € M de T. Entao, T'(a) =ae

T'(b) = b. Além disso, como T é uma contracao obtemos
0<d(a,b)=d(T(a), Tb) <cd(a,b),

o que implica (1 - A)d(a,b) <0.Como 1—-A >0, resulta d(a, b) =0 e, portanto, a = b.

Note que lim x,, = a significa de a é um ponto atrator. O
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Este teorema significa, basicamente, que se T : M — M é uma contracdo de um
espago métrico completo, entdo

lim T"(x)
n—o0

é 0 unico ponto fixo de T, independentemente do particular ponto x € M escolhido. Por ser
atrator, é particularmente simples encontrar esse ponto fixo da contra¢do, pelo menos do
ponto de vista tedrico: basta iterar a partir de um ponto conveniente qualquer, como mostra

o seguinte coroldrio:

Corolario 1.1. Sejam M um espaco métrico completo e uma aplica¢do T : M — M. Suponha
que exista uma iterada qualquer de T que é uma contragdo. Entdo, existe um tinico ponto fixo
atrator de T, ou seja, um tinico ponto a € M tal que

lim T"(x) = a,
n—o0

para qualquer x € M.

Demonstrag¢do. Suponha que a iterada Tk seja uma contracao em M, para algum inteiro k =1
fixado e seja a o tinico ponto fixo de T* dado pelo Teorema do ponto fixo de Banach 1.8. Para

simplificar, escrevemos F = Tk. Assim, temos
lim F™(y)=a (1.16)
m—0o00

para cada ponto y € M, ja que a é ponto fixo atrator de F.
Queremos mostrar que

lim T"(x)=a (1.17)

n—oo
para qualquer ponto x € M.
Se b€ M é um ponto fixo de T entdo b claramente também é ponto fixo da iterada F.
Como essa iterada possui um tnico ponto fixo, decorre que T possui no maximo um ponto

fixo. Reciprocamente, o ponto fixo a = F(a) da iterada F também € ponto fixo de T, pois
F(T(@) = T*(T(@) = T"" (@) = T(T"(@)) = T(F(a)) = T(a),

ou seja, T'(a) é um ponto fixo de F, mas F tem um tnico ponto fixo, logo, T'(a) = a. Portanto,
a é o inico ponto fixo de T. Resta mostrar que a é um ponto fixo atrator de T, ou seja, que

vale (1.17).
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Para isto, dado n € N, podemos sempre escrever n=mk+r,com0<r < k sendo o

resto da divisdo de n por k. Em particular,
T™(a) = T™ " (@) = (TF™(T" (@) = F"™(T" (a)).

Como a é ponto fixo atrator de F, cada uma dessas iteradas T’ (a) tem o mesmo limite a

quando iterada por F, ou seja (usando (1.16)), temos

lim T (@)= lim (T*"™(T"(a)) = lim F™(T"(a)) = a.
m—oo m—o0 m—o0

Assim, dado € > 0, para cada 0 < r < k inteiro podemos escolher um inteiro N, = 1 tal que
d(F"™(T"(a),<¢€

para cada m = N,. Sejam Ny = max{Ny, Ny,:--,Nr_1} e N = kNy. Se n € N satisfaz n = N,

n N
entdo obtemos P > * = N, de modo que podemos tomar n = mk+r, com m = N e

0<r < K.Assim,
d(T"(a),a) = d(TMkH(d),a) =d(F"™(T" (a),a) <e,

0 que prova (1.17). O

1.3 Existéncia e unicidade de solucao

Nesta secdo, enunciaremos e provaremos o resultado cldssico de existéncia e uni-
cidade de solugdes para problemas de valor inicial de 14 ordem. Especialmente, queremos

resolver o seguinte problema de valor inicial:

dx

. = (t)x)

dt / (1.18)
x(to) = Xo

com U <R xR" um aberto e f: U — R"” uma fun¢ado dada.

Observacao 1.1. Quando ndo causar confusao, usaremos também a notagdo x' para represen-

. X
tar a derivada —.

Definic¢ao 1.13. A solucdo de uma equacao x' = f(t,x) em U é um caminho x : I — R"que é
derivdvel no intervalo I c R, cujo grdfico estd inteiramente contido em U e cuja velocidade é

determinada por f. Ou seja, dizemos que a fungao derivdvel x : I — R" é solugdo de x' = f(t, x)
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se(t,x(1)e U ex'(t) = f(t,x(t) para cada t € 1. Além disso, para (ty, xo) € U fixo, se a solugio
x(t) satisfaz a condicdo inicial x(ty) = xo com ty € I dizemos que x(t) é uma solugédo do

problema de valor inicial (1.18).

t
Exemplo 1.15. Paran=1e f(t,x) = % obtemos todos as solucoes da EDO
b
(1)
I t,x) = g_
x = f(t,x) o

De fato, sejam G(t) H(x) as primitivas de g(t) e h(x), respectivamente entdo, pela

regra da cadeia, temos que
H(x) = f h(x)dx = f h(x()x' (Hdt = fg(t)dt =G(r+C.
Aplicando o teorema da fungdo implicita obtemos x(t) = H -11G(t) + C).

Note que, se a EDO é autdnoma, ou seja, x' = f(x) em R entdo g(¢) = 1 e h(x) = 1/ f(x).

Problema integral associado

Para resolvermos o problema de valor inicial (1.18) vamos proceder do seguinte
modo: obter um problema integral associado ao problema diferencial (1.18) que sdo equi-
valentes, ou seja, x(t) resolver problema integral se, e somente se, é solu¢ao do problema
diferencial.

Inicialmente supomos que o aberto U < R"*! contém a faixa vertical I x R”, para
algum intervalo (nao vazio) I em R. Seja f : U — R"” uma aplicagdo continua e fixemos um
ponto (ty, xo) € I x R qualquer.

Se x: I — R é um caminho derivavel solu¢ao do problema 1.18. Entdao, podemos

integrar x’ = f(t,x) em I e obter
t
x(t) = xg +f f(s,x(8))ds (1.19)
Iy

Logo, se x(t) é solucao do problema (1.18) entdo satisfaz a equacao integral (1.19). Recipro-
camente, se x : I — R"” é um caminho derivavel solucao do problema integral (1.19) entao

usando o Teorema fundamental do Calculo obtemos

dx d (!
Y TRT . f(s,x(s)ds= f(t,x(1)).

Logo, os problemas (1.18) e (1.19) sdo equivalentes.
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Assim, usaremos o contexto dos espacos métricos para resolvermos o problema
integral (1.19), definindo um operador £ que satisfaz as hip6teses do Teorema de ponto fixo
de Banach, ou seja, tem um tnico ponto fixo que € a solu¢do do nosso problema.

Considere o seguinte operador para cada ¢ € I e qualquer caminho continuo x: I —
R

t
ZL(x)(t) = xo9+ . f(s,x(s))ds (1.20)

Observe que os pontos fixo de £ (x) sao solu¢des do problema (1.19). De fato,

Z(x)(t) = x(t) implica
x(t) =xo+ ttf(s,x(s))ds.
0

Procuraremos obter uma solu¢ao (um ponto fixo de £) usando as aproximacoes
sucessivas (as iteradas de £). Vejamos um exemplo simples.
Exemplo 1.16. Queremos obter a solugdo do seguinte problema de valor inicial:
X = ax

k

x(0)

Para isto, usaremos as iteradas de £. Aqui temos f(t,x) = ax e tp = 0 e tomamos
qualquer caminho para iniciar a iteragdo. Comec¢ando, para simplificar, com o caminho

constante x(t) = k = xo para obter

t t
ZLx)() = k+f ax(s)dS:k+f ak ds=k[l1+at],
0 0
¢ 1
L)1) = k+f ak[l+aslds=k 1+at+5a2t2 ,
0
3 ! 1 55 l 25, 1 3 3
L(x)() = k+[ ak 1+as+5a s“lds=k 1+at+5a t +§a +t
0 !

e, por indugdo, para todo m = 0, obtemos

1 1
LB =k|1+at+—ad’t*+---+—a™t"™
2! m!

Como a expressdo acima entre colchetes converge para e*, concluimos que
lim £L™(x)(t) = ke’ = xpe?!
0
m——+o0

e a solugdo é dada por x(t) = ke®.
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Para aplicarmos o Teorema do ponto fixo de Banach devemos considerar o espaco
métrico completo que buscaremos a solucao. Neste caso, usarmos o espaco M = C(I,R") dos

caminhos continuos de I em R" que é um espago métrico completo com a métrica uniforme

d(f,g) =suplf(t) - f()l.

tel

Além disso, mais considerar a funcao f (¢, x) mais regular: uma funcao Lipschitz na variavel x.

Definicdo 1.14. Uma aplicagdo f : U — R" é lipschitziana na varidvel espacial em U < R"*!

ou, simplesmente, lipschitziana em U < R"*!, se existe K > 0 tal que

para quaisquer dois pontos (t,x),(t,y) € U de mesma primeira coordenada t. Nesse caso,

dizemos que K é uma constante de Lipschitz e que f (t, x) satisfaz uma condigdo de Lipschitz.
Primeiro, provaremos o seguinte lema auxiliar:

Lema 1.2. Se K > 0 é uma constante de Lipschitz de f em I x R", entdo

m

K
L™ (W (1) - 2L (W) ()] < Wlt_ tol™d(u, v)
para quaisquer u,v€ ¥, m=0etel.

Demonstragdo. A afirmacdo do Lema € evidente para m = 0, pela definicao da métrica do
supremo.

Para m=1: dadas duas funcoes u(t), v(t) em C(I,R"), temos:

t t
ZLw(t) - L) (1) (x0+ f(s,u(s))ds)—(x0+ f(s,v(s))ds)
to fo

t
(f(s,u(8)— f(s,v(s))ds
To
e portanto, paracada t € I,

1w () - ZL W) ()] =

t
(f(s,u(s) = f(s,v(s)ds
Ip

<

t
[(f(s,u($)—f(s,v())lds
o

t

lu(s)—v(s)lds

fo
t
f ds
Ip

=K

< Kd(u,v) < Kd(u,v)|t— tpl ™
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com K > 0 uma constante de Lipschitz. Isso prova o lema para m = 1.

Agora, supomos que o lema vélido para n € N, ou seja:

Kl’l
1L (w) (1) - ZL" (v)(1)| < —rlt- tol"d(u, v)
Analisando a validade do lema para n + 1:
L™ W) () - LM W] = 1L(L" W) (1) - L (L W) ()]

t
| L™ () (s) — L (v)(s)lds

=K

fo

t l(n
<K f (—Is—tolnd(u, v))ds

to n!

n+1 t n+1
< ——dw,v)|| Is=tl"ds| < ——=[t—to|"dw,v) ()
De (*) e (**), o principio da indu¢do nos garante que o Lema é vdlido para todo m € N. O

Agora, provaremos o resultado principal do capitulo: existéncia e unicidade de solu-

¢ao do problema de valor inicial (1.18)

Teorema 1.9. Sejam U < R™ ! um aberto, [a,b] xR"* < U e f: U — R" uma aplicagdo continua.
Se f é lipschitziana em [a, b] x R" com constante de lipschitz K > 0 entdo, para quaisquer

to € la, b] e xg € R", existe uma tinica solugdo do problema de valor inicial

dx
x(to) = Xo

Demonstragdo. Tomamos I = [a, b] e | = b— a. Queremos aplicar o Lema 1.2. Para isto, lem-
brando que crescimento fatorial é muito maior do que o exponencial podemos mostrar

que

. (KD™
lim =

m—oo  m.

0

e, portanto, podemos escolher um m suficientemente grande tal que,

m
m> mgy= - =n<l
Paracada t€ I temos |t —ty] <[ = b— a dai:
m lm
—It—tlms( ) =n<1

Assim, para m > my e pelo Lema 1.2 temos

dA&L™(w), L™ (v) <nd(u,v)
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ou seja, £ : C(I,R") — C(I,R"™) é uma contracao. Pelo Teorema do ponto fixo de Banach,

segue que Z possui um tnico ponto fixo x € C(I,R"). O

Assim, o tnico ponto fixo da contracdo £ obtido na demonstracao do teorema
anterior é necessariamente atrator, de modo que a solucao x(t) do problema de valor inicial
pode ser obtida através do limite das iteradas £ (y) de qualquer caminho y € . Essa técnica
de obtencao de solugdes é denominada método das sucessivas aproximacoes.

Vamos aplicar o Teorema 1.9 no caso linear de (1.18):

Teorema 1.10. Considere M(n) os espago das matrizesnxneA:I— M(n)eb: I — R". Se A(t)
sd@o caminhos continuos no intervalo I < R, entdo, para quaisquer ty € I e xy € R", o problema

de valor inicial linear

@ = A(x+b(t)
dr
x(th) = Xxo

Demonstragdo. Seja [a,b] < I. A aplicagao f(t,x) = A(f)x + b(t) é continua em I x R". Pela

linearidade tem-se f(t,x) — f(t,y) = A(f)(x — y), e logo, para cada ¢ € [a, b]:
1f(t,0) = f&, PI=1A) (x— ) < Klx -yl

com K = supf{||A(?)]],a < t < b} < co. Portanto, pelo Teorema 1.9 temos que existe uma tinica
solucdo em x(#) do problema linear definida em [a, b].

Agora, para estender a solucao para I, fixamos fj € I e tomemos quaisquer xg € R”.
Considere uma sequéncia crescente de intervalos compactos [a;,, by,] tais que a,, < ty < by,
e I =Ulam, by]. Dado m € N, tomamos a tinica solugao x,,(f) em [a;,, by,] tal que x,,(f) = xo.
Definindo x(¢) = x,,(1), se t € [a,;, b,,]. Por unicidade, o caminho x(#) esta bem definido em

todo o intervalo 1. O

No caso particular em que A(f) = Ae b(t) =0em I =R, temos que f(f,x) = Ax éde
classe C* e, portanto garantimos a existéncia e a unicidade de solugdes para o problema

linear homogéneas de coeficientes constantes, dada no seguinte teorema:

Teorema 1.11. Se A= (a;j)nxn é uma matriz real, entdo para cada ponto x, € R", existe uma
tnica solucdo do seguinte problema linear homogéneas a coeficientes constantes definida em

toda a retaR.

dx 4

—_ — X
dt

x(th) = Xo
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1.3.1 Teorema de Picard

Note que, para o resultado dado no Teorema 1.9 temos que f € lipschitziana na faixa
[a, b] x R". No que segue, trataremos que resolver o problema de valor inicial localmente.
Considere f: U — R" é uma aplicacdo continua no aberto U < R"*!. Dado um ponto

qualquer (ty, xo) € U, escolhemos constantes a, b > 0 tais que
Rop=I,xBpcU

com I, = [ty — a, o+ al <R e By, = B(xp, b) = R" bolas fechadas centradas em t; e x, de raios a
e b, respectivamente.

Para garantir que o grafico de uma solucdo esteja dentro de U, basta exigir que esteja
contido no retangulo R, . Por isso passamos a considerar o espaco C(I,, By) dos caminhos
continuos de I, em Bj, que é completo na métrica uniforme. Além disso, para cada caminho

continuo x: I, — By, consideramos o operador integral
t
LX) =x0+ | [f(s,x(s))ds.
To

Primeiro, devemos garantir que a imagem de £ (x) é um elemento de C(I,, Bp), isto
é, £ (x) € C(I, Bp). Paraisso, temos que garantir que f é limitada em R, p, ou seja, existe uma

constante M > 0 tal que
|f(¢,x)|<M, paracada (t,x)€ R,p. (1.21)

Mas, f € continua no retangulo R, ; (compacto) e logo, limitada (pelo teorema de Weirstrass).

Assim, dado um caminho u € C(I,, Bp) tem-se

|Z (W) (1) — xol

t
f(s,u(s)ds
To

t
Xo+ | f(s,u(s)ds—xg
To

t
Mds

Tp

IA

<

= M|t - tyl.

t
|f(s,u(s)lds
To

Logo, £ (u)(t) € By se t estiver préoximo de £y, o que significa M|t — ty| < b.

Agora, estamos em condi¢oes que escolher adequadamente os raios das bolas conti-

"oy
a=min<\a, — .
M

Observe que «a s6 depende de a, b e M sendo que a e b dependem da posicao relativa de

das em R, ;. Para isto, considere

(to, xo) em U, e M depende de a, b e de f. Agora, fixamos algum intervalo I tal que

helc(py—a,ip+al S,
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e considere o espacgo C(I, Bp) dos caminhos continuos de I em Bj, < R”, que é um espaco
meétrico completo na métrica uniforme. Portanto, o operador integral estd bem definido, ou
seja, para x € C(I, By) tem-se £ : C(I, By) — C(I, Bp).

Se f é Lipschitz em I, x By, o problema de valor inicial tem solucdo tnica local, o

que resumimos no seguinte teorema, conhecido como Teorema de Picard:

Teorema 1.12 (Teorema de Picard). Seja U < R™1 um aberto, (ty, xo) € U ea > 0,b > 0 tais que
Rap=1,xBp S U.Sejaf:R,p — R" umaaplicagdo continuaem R, p,. Se f (t, x) é lipschitziana

no retangulo R, ;, entdo existe uma tinica solugdo do problema de valor inicial

dx
x(to) = Xo

. . . b
definida no intervalo I tal que thy e I < [ty —a, tp + a] < I, e @ = min a,]\—/[ ,comM>0a

constante dada (1.21).

1.3.2 Teorema de Cauchy-Peano

E interessante observar que, mesmo na auséncia da condicao de Lipschitz, o método
das aproximacdes sucessivas pode ainda convergir. Por exemplo, considerando cf (¢, x) =
3x%/3,x(0) = 0, que ndo é lipschitziana na vizinhanca da origem, é possivel mostrar que as
iteradas de £ ainda convergem. No entanto, agora o limite das iteradas depende de xp:
tomando x(t) = 0 evidentemente obtemos a solucdo nula mas obtemos a outra solucao
x(t) = t3 com a escolha xy(t) = .

Em geral, apenas com a continuidade de f e na auséncia da condicao de Lipschitz,
perdemos a unicidade da solucao, pois perdemos a garantia de convergéncia das iteradas de
%, ja que nao podemos assegurar que alguma poténcia de £ seja uma contracio.

Existem exemplos de aplicacdes em que a sequéncia de iteradas ndo convergem,
pois possuem duas subsequéncias convergindo para limites distintos, nenhum dos quais é
uma solucao de x’ = f(t, x).. Contudo, podemos garantir a existéncia de solu¢ées supondo
apenas a continuidade de f,.

O seguinte teorema, conhecido como Teorema Peano ou Teorema de Cauchy-Peano
garante a existéncia local de solucdao do nosso problema de valor inicial para f continua.
Para provamos este resultado precisamos de um resultado de compacidade conhecido como

Teorema de Arzela-Ascoli.
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Teorema 1.13 (Teorema de Cauchy-Peano). Sejam U < R um aberto, (ty,x9) € U e a >
0,b>0taisqueR,p=1,xBy,<cU. Se f:R,p— R" éuma aplicagdo continua em R, ;. Entdo,

existe uma solugdo do problema de valor inicial

dx
% - f(t,.X)
x(th) = Xo

b
definida no intervalo fechado [ty — «, ty + @] com @ = min { a, Z\_/[} e M > 0 a constante dada

(1.21).

Demonstragdo. Sem perda de generalidade podemos considerar ¢y = 0. A ideia da demons-
tracao € construir um sequéncia de funcoes uniformemente limitadas e equicontinuas em
[0, @] e mostrar que o limite da subsequéncia convergente é solucdao do problema de valor
inicial. Assim, para cada n € N, definimos

«
Xo se 0<st=<—,

Xn(t) = t—-aln a
x0+f f(s,xn(8))ds se E<t5a.
0

Primeiro, mostraremos que
d(xn(2) = x0) = [1x,(8) — Xoll = b

a ..

para todo t € [0,a]. Como, em [0,—], temos que x,(f) = xp e a afirmacao é trivialmente
n

satisfeita.

ka
Suponha que, a afirmacao vale em [O, —] com 0 < k < n. Queremos provar que vale
n
ka (k+1Da
em|— ———
n n

. De fato,

[ () = X0l

t—aln
“Ifo f(s,xn(s))ds

IA

t—aln
fo 11£ (s, xn(sDl ds

IA

a
M‘t——‘sMasb
n

Consequentemente, temos que
126 (D1 = 1% (8) = X0 + Xol| < 1% (2) — X0l + | X0l = D+ [|x0]l,

o que implica que a sequéncia (x,(#)) € uniformemente limitada em [0, a].
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Agora, para concluirmos a prova mostraremos que a sequéncia (x,(f)) é equicontinua

em [0, a]. De fato, para todo ¢, s € [0, a] temos que
a
0 se t,se[O,—],
n

s—aln a a
fo fa,x,(r))ds| se te [O’E] ; SE (E,a),
1Xn (1) = Xn (] = 3

t—aln a a
j(; f@,x,(r))ds| se se 0,;];1‘6(;,@),

s—aln
f fa,x,(r))ds| se t,se(g,a).
¢

—-aln n

Em todos os casos temos que
1Xn () = X (|l = M|t = s|.

Portanto, (x,(f)) € uma sequéncia equicontinua em [0, a]. Assim, pelo Teorema de Arzela-
Ascoli 1.7 existe uma subsequéncia (x;(#)) de (x,(#)) que converge uniformemente para uma

func¢do continua x(t) em [0, @], ou seja,

lim x; () = x(1). (1.22)

J—00
Vamos provar que x(f) é a solucao do problema de valor inicial. De fato, seja t € [0, a]

fixo e j suficientemente grande tal que 3 < t. Entao, pela definicao da sequéncia (x,(?))
J

temos que
t

t

xj(t):x0+f f(s,xj(s))ds—f f(s,xj(s)ds. (1.23)
0 t—-alj

Observe que:

(i) como (x j(t)) converge uniformemente para x(t) em [0, a] e f (¢, x) é uma func¢ao

continua em R, j, entdo f (¢, x;(#)) converge uniformemente para f (¢, x(#)) em [0, a] , e logo,

t t
fof(s,xj(S))dS~f0 fs,x(s)ds

(ii)

t
sf ||f(s,xj(s)||dssMg,—>0quandoj—>oo.
t-alj J

t
f f(s,xj(s)ds
ali

—-alj

Usando os resultados (i) e (ii) podemos passar o limite na equacdo (1.23), ou seja,

t

t
lim x;(f) = xp + lim f(s,xj(s))ds— lim f(s,x;(s)
j—oo j—ooJo j—oodt—alj
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e obter

t
x(t) = xo +f f(s,x(8))ds.
0

Portanto, x(#) e solucdo do problema de valor inicial e a prova estad concluida. O

1.4 AplicacGes: oscilador harménico linear e o péndulo n3o linear

Nesta secao, aplicaremos o resultados de existéncia e unicidade para resolver dois
problemas de valor inicial: o oscilador harmonico e o péndulo. Primeiro, faremos a modela-

gem dos problemas e depois mostraremos existéncia e unicidade de solucao.

1.4.1 O oscilador harmonico

Figura 1 - A mola em posicao de equilibrio

X=0
I

m

Fonte: Elaboracao Prépria.

Considere uma mola de massa desprezivel a qual é presa, em uma ponta, uma
particula de massa m > 0. Vamos supor que a outra ponta da mola esteja presa a uma parede
e que a particula s6 possa ser deslocada, sem gerar atrito, ao longo de uma reta, dotada de
um sistema de coordenadas em que a posicao natural de equilibrio da particula é dada pela

origem 0, como na figura 1.

Figura 2 — A mola estendida além da posicao de equilibrio.

X=2
|

m

Fonte: Elaboracgao Propria.
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A mola ndo exerce forca alguma quando a particula estad na posicdo de equilibrio. No
entanto, com um deslocamento da sua posicao de equilibrio, como na figura 2, observa-se
experimentalmente que a particula sofre o efeito de uma forca restauradora através da reacao
da mola; segundo a Lei de Hooke, essa forca é de intensidade proporcional ao deslocamento
e atua no sentido oposto ao do deslocamento. Esse fato é naturalmente observado apenas
para deslocamentos pequenos, pois a mola pode até romper-se no caso de um deslocamento
muito grande, para longe da posicdo de equilibrio.

Supomos que o deslocamento da particula nao gera atrito. No entanto, devido a
viscosidade do meio em que ocorre o movimento, a particula pode sofrer o efeito de uma
forca de atrito do meio. Observa-se experimentalmente que, para deslocamentos pequenos,
essa forca de atrito é de intensidade proporcional a velocidade e atua no sentido oposto ao do
movimento.

Além disso, devemos considerar a existéncia de alguma forca externa atuando no
sistema mola-particula, por exemplo, vibracoes da parede na qual a mola esta presa, ou, se
a particula for metalica, algum campo magnético. Uma tal for¢ca pode ser independente da
posicao e velocidade da particula, mas depende do instante de tempo.

Assim, permitindo apenas pequenos deslocamentos, e supondo que x(#) descreva a
posicdo da particula sujeita a todas essas forcas, resulta que x'(f) e x”(¢) ddo a velocidade e a
aceleracao da particula e, portanto, pela Segunda Lei de Newton, a trajetoria x(¢) da particula

nesse sistema mecanico satisfaz:

mx" (1) = —kx(t) —nx'(t) + F.(1).

Na equacao acima, o campo de forcas que age na particula € dado pelos componentes
anteriormente descritos: a reacao da mola —kx, em que k > 0 € a constante de elasticidade
da mola, o amortecimento do meio —nx’, com 7 = 0 o coeficiente de atrito, e a forca externa
Fo(1).

Assim, as solu¢des dessa equacao diferencial linear de segunda ordem nos fornece as
equacoes do movimento da particula. Dados quaisquer valores iniciais x(%) e x'(fy) em R, as
solucoes dessa equacdo diferencial estarao determinadas de maneira tinica, como sera visto
adiante. E bastante intuitivo que necessitemos dessas duas condicdes iniciais para conhecer
a evolucgao temporal da particula no extrema da mola, pois ndo basta saber de onde ela é

largada num certo instante, precisamos também saber a velocidade inicial com que é lancada.
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Para simplificar a escrita, denotaremos w = Vk/m>0,a=n/2m=0e h=F,/m, de

modo que podemos reescrever a equacao do movimento nesse sistema como
X' (1) +2ax' (1) + w*x(1) = h(D) (1.24)

Inicialmente, consideramos o atrito e a for¢a externa desprezivei. Nesse caso, a

equacao que descreve o problema unidimensional associado a mola simples é dada por:
" +w’x=0 (1.25)

este sistema mecanico é conhecido como oscilador harmoénico simples.
A amplitude de um movimento desse sistema harmoénico simples é dada pelo deslo-
camento méaximo |x(#)|, que ocorre no instante em que a velocidade for nula. O periodo de

uma solucado € o tempo T necessario para uma oscilagdo completa, ou seja, w T = 27, portanto

T—ZH—Zn mn
T w  Vk

é o mesmo para todas as solucdes. Outra propriedade compartilhada por todas as solucoes é

a frequéncia, que é o nimero de ciclos por unidade de tempo, dada por

1 1 k

T 2n\m

A equacgdo acima mostra que a frequéncia aumenta se a rigidez k da mola for aumen-
tada ou se a massa m da particula for diminuida.

Para nossa andlise, ndo € interessante tratarmos este problema na forma de uma
equacao de segunda ordem. Assim, por termos duas condig¢des iniciais, podemos transforma-
lo num sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem. Para isso, introduzimos a variavel
v =x', com x denotando a posicédo e v a velocidade. Assim podemos acompanhar através de
x(1), v(t), ndo s6 a posicao da particula na extremidade da mola, mas também, simultanea-
mente sua velocidade.

Nesse contexto, a equacio de segunda ordem x” + w?x = equivale ao sistema linear

x'()=v(
V' (t) = —w?x(1)

ou seja, a equacao vetorial

x'(¢) 0 1}[x(®
= (1.26)

v (1) -w? 0o \v(p)
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Assim, considerando

x(1)
u(t) =
v(1)

e tomando x(%) = xp e v(ty) = vp podemos escrever (1.26) na forma de (1.18), isto é:

u' ) =ftuw
(1.27)

u(ty) = (xo, Vo)
com f(t,u) = f(t,x,v) = (x, —w3v).
Teorema 1.14. O problema de de valor inicial (1.27) possui solugdo e esta é tinica.
Demonstragdo. Considerando
fx2,00) = f(5,x1,01) = (X2 — x1,0° (V2 — v1))
= 1f(t,22,02) = f (8, x1, 01 < (@+ D (2, v2) = (21, 1))

ou seja, f(t,u) é lipschitziana. Isso, somado ao fato de que f é continua no R3, nos

permite afirmar, pelo teorema de Picard, que (1.26) possui solucdo e esta € tinica. O

Podemos encontrar esta solucao analiticamente, que é dada por:

x(1) = xpcos(wt) + voisen(a)t)
(1.28)

v(t) = —xpwsen(wt) + yg cos(wt)

O gréfico abaixo, gerado com Python, ilustra a posicao da particula em func¢do do

tempo paraocasoemque xo =2, vp=0e w =0,8:

Figura 3 — Oscilador linear

0 3 5 8 10 13 15 18

Fonte: Elaboracao Prépria.



Capitulo 1. Existéncia e unicidade de solugdo 39

1.4.2 Péndulo Simples

Figura 4 — Modelo do péndulo simples

~o |

T

Fonte: Elaboracao Propria.

Analisaremos agora o modelo de um péndulo num plano coordenado sob a acao
da forca da gravidade, como mostra a figura 4. Uma particula de massa m > 0 estd fixada na
ponta da haste rigida de tamanho / > 0 e massa desprezivel, enquanto a outra ponta esta
fixada em um "teto", que consideraremos a origem do plano. As possiveis posicoes dessa
particula estao sobre a circunferéncia de centro (0,0) e raio /. Para saber o que acontece com
esse péndulo sujeito a acao da gravidade, basta saber a posi¢do (x;(#), x2(f) da particula, pois
o outro extremo da haste esté fixo na origem.

Em funcao da simetria circular deste problema, é conveniente descrever a posi¢ao
da particula com coordenadas polares, isto é, em funcdo da sua posi¢do angular 0 e da
distancia r até a origem. Lembrando que essa mudanca de coordenadas é dada por (x1, xp) =
r(cos(0),sen(f). Como r(t) = [ para todo ¢ € R, o problema se torna na verdade um problema
unidimensional na varidvel angula 6. A posi¢do do péndulo em repouso, no extremo inferior
da circunferéncia, é considerada, por conveniéncia, como sendo a posi¢ao 6 = 0 do péndulo.

Levando em conta, além da acao da gravidade, também alguma forca de atrito, a
Segunda Lei de Newton garante que o sistema mecanico dado por esse péndulo simples é
descrito pela equacao

ml0" + k10’ + mgsen 6 =0

com g > 0 denotando a constante de gravitacdo e k = 0 um coeficiente de atrito. Observe,
antes de mais nada, que essa equacdo nao é linear.

Vamos considerar aqui o caso de atrito desprezivel, ou seja, nulo. A equacao que
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descreve o problema unidimensional associado ao péndulo sem atrito é, simplesmente,

ml@"+mgsen9:0:9”:—%sen@ (1.29)

Como fizemos no sistema massa mola, introduziremos uma variavel para transformar
esta equacao de segunda ordem em um sistema de equacoes de primeira ordem. Assim,
chamos de velocidade angular a w = 6'.

Isto nos retorna o seguinte sistema:

0'(t) =w(1)
(1.30)

w' (1) = —%sen 0(1)
Mais uma vez, se tomarmos as condicoes iniciais 0(%y) = 0y e w(fy) = wo, teremos um

problema de valor inicial da forma (1.18), com

0(1)
u(t) =

w(l)
W) =ft,uw

(1.31)
u(ty) = (0o, wop)

No que segue, vamos provar a existéncia e unicidade de solucao em (1.31).
Proposicao 1.4. O problema de valor inicial (1.31) tem uma tinica solugdo.

Demonstragdo. Queremos aplicar o Teorema 1.9 (teorema de Picard global). Para isto, sejam
xo = (B9, wo) € R? e [a, b] um intervalo qualquer tal que £ € [a, b]. Vamos provar que a funcdo
f(t,u)= (w,—%sen@). De fato, para u(t) = (wl,—§(sen91) ev(t) = (a)z,—§(sen92) tem-se

1820 = £, 0l = I = w11+ |

senf, —senf; ‘

Mas, pelo Teorema do Valor Médio |sen(62) —sen(6;)| < |62 — 6] e, logo,

Iwg—w1|+§'92—61’

max(§+ 1){|w2—w1| + |92—91|}

IA

< max(%+l)||u— v|l.

Considerando K = max(% + 1) > 0 temos que a funcdo f (¢, u) é lipschitziana em
la, b] x R? e pelo Teorema 1.9 o problema de valor inicial (1.31) tem uma tinica solucio

u(t). O
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No que segue, calcularemos a solu¢do explicita do problema (1.31). Para isto, usando

p= \/% reescrevemos a equacao (1.29) como
0" + p*send =0 (1.32)

E vamos considerar as seguintes condicdes iniciais 0(0) = 6y e 6’(0) = 0. Reescrevemos (1.32)
da seguinte maneira:
1
(5(9’)2 -p? cosH) =0
e usando as condicdes iniciais, obtemos por integragao:

(0")? = 2p?(cosH — cosby).

0
Utilizando cos@ = 1 — 2sen? (E) temos que

sen’ (@) —sen? (9)] (1.33)
2 2

0 7]
Tomando y = sen (5) e k = sen? (?0), com as condic¢Oes iniciais dadas, temos y(0) =

Vk. Agora, derivando a expressdo de y tem-se

dy dydo 1 (9)
=== —=_¢ — 1.34
V=ar - asar - 29 8|3 (1.34)
Em seguida,
1 0 1 0 1
N2 =2 cos? |22 =2]1- 2(_)] = 201 — 12102 1.
) 4cos (2)(9) 2 sen 5 0 4( y9)0 (1.35)
Combinando (1.33) e (1.35), obtemos:
LR =apik— D) > () = PPk 1—y—2 1-y% (1.36)
1-y2 y) =4p y y)r=p X y .

Agora, vamos considerar seguintes mudanca de variaveis:

T=ptz= (1.37)

N
vk

Assim, temos a seguinte equacao:

(%) =(1-2z)(1-kz% (1.38)

dz
com0O<k<1,z(00=1e—(0)=0
drt
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A equacao (1.38) é uma equacao de variaveis separaveis, que é resolvida de modo

usual:
1 z
T= f d¢ —f de . (1.39)
0 V1-E)A-kE) Jo /(1-&A(1-ké?)
Deste modo, escrevemos 7 em funcdo de z e k da seguinte forma:
7(z) = K(k) — F(arcsenz, k) = F(arcsenz, k) = K(k) — 1(2). (1.40)
Portanto,
1
K(k) :f ds , (1.41)
0 /(1-&)(1-ké?)
¢
F(¢p, k) =f de , (1.42)
0 /(1-¢&)(1-ké?)

zZ = seneg.
Assim, seguindo Beléndez (2007) podemos escrever a equagdo (1.40) em termos da
funcao eliptica de Jacobi sn(u, m).

z=sn(Kk)-1,k) (1.43)

Voltando as varidveis originais obtemos:
0 0o

sen|—|=sen—sn
2 2

0 0
K(senzgo) — pt,senZ?O] (1.44)
Explicitando 6 em funcdo de t:

0(t) = 2arcsen (1.45)

0 0 0
sen—sn (K (senz—o) - pt, senz—o)
2 2 2

Representamos esta solu¢do graficamente, utilizando o Python, para g =9,8m/s? e

I = 1m. Também utilizamos trés valores diferentes para 6.
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Figura 5 — Péndulo simples com varia¢do dos valores iniciais

90 = 0, 27

3

2

1

0

-1

-2

-3

o al 2 3 4 5 6 7 8 9

9() =0,87
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5

2

1

0

-1

-2

-3

-4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

6o =0,997

Fonte: Elaboracao Prépria.

Notamos que apesar da nao linearidade do problema, este possui solucao pratica-

mente harmonica para certos valores de 0.
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2 Meétodos numéricos

Neste capitulo, trataremos de alguns métodos cldssicos para obtencao de solucao
numeérica para problemas de valor inicial governados por equagoes diferenciais ordinérias de
1% ordem. Em particular, o método de Euler explicito e implicito e os métodos de Kange-Kutta.

Nao é nosso objetivo fazer uma anélise detalhada dos métodos, mas apresentar uma
introduc¢ao no contexto do Calculo numérico e programar os algoritmos com a linguagem
Python.

Vamos considerar o problema de valor inicial de primeira ordem da forma:

Y () =f(x,y)
2.1

y(x1) =n

comy:R—Re f:R>—R.

Em muitas situagoes, ndo é possivel obter uma solucao analitica de uma equacao
diferencial ordindria explicitamente, isto motiva a busca por solucoes aproximadas.

Segundo Gilat e Subramanian (2008), a solucao numérica de um problema de valor
inicial da forma (2.1) é formada por um conjunto de pontos discretos que representam a
solucdo y(x) de forma aproximada. Por exemplo, o dominio pode ser dividido em 7 subin-
tervalos de mesmo comprimento definidos por n + 1 valores da varidvel independente entre
X1 =ae xp+1 = b. A solucao consiste em valores da varidvel dependente determinados para
cada valor da varidvel independente. A solu¢do é entao formada por um conjunto de pontos

(x1, 1), (X2, ¥2), -+, (Xn+1, Yn+1) que definem uma solucao aproximada da funcao y(x).

2.1 Conceitos preliminares

Definicao 2.1. Chama-se método numeérico o procedimento empregado no cdlculo de uma
estimativa para a solugdo associada a um conjunto de pontos discretos. O processo de solugdo
é incremental, o que significa que ele é determinado em passos. Ele comega no ponto no
qual o valor inicial é fornecido. Em seguida, usando a solugdo conhecida no primeiro ponto,
determina-se uma solugdo em um segundo ponto proximo. Depois, obtém-se uma solugdo em

um terceiro ponto, e assim por diante.
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Ha procedimentos que envolvem uma abordagem de passo simples e outros que

consideram uma abordagem multipasso.

Definicao 2.2. Na abordagem de passo simples, a solugdo no ponto seguinte, x; 41, é calculada

a partir da solugdo conhecida no ponto atual, x;.

Definicao 2.3. Na abordagem multipasso, a solugdo x;, é calculada a partir das solugoes
conhecidas em vdrios pontos anteriores. A ideia é que o valor da fun¢do em vdrios pontos

anteriores possa fornecer uma melhor estimativa para a tendéncia da solugdo.

Existem dois tipos de métodos: explicito e implicito, que podem ser usados no calculo
da solucao em cada passo. A diferenca entre esses métodos estd no procedimento usado na

solucao.

Definicao 2.4. Métodos explicitos sdo aqueles que usam uma férmula explicita para calcular o
valor da varidvel dependente no préximo valor da varidvel independente. Em uma férmula
explicita, o lado direita da equagdo tem apenas grandezas conhecidas. Em outras palavras,
o proximo valor desconhecido da variavel dependente, y;.1, é calculado a partir de uma
expressao na forma:

Yie1 = F(xi, Xiv1, Y1)

com x;, Vi, Xi+1 Sendo grandezas conhecidas.

Definicdo 2.5. Chamamos de métodos implicitos aqueles cuja a equagdo usada para calcular

Yi+1 a partir dos valores conhecidos x;, y;, X;+1 tem a forma:

Yi+1 = F(x1,Yi, Xi+1, Yi+1)

Aqui, a incognita y;+, aparece em ambos os lados da equacdo. No geral, o lado direito da

equacdo acima é ndo-linear, e a equagdo deve ser resolvida numericamente.

Métodos implicitos sdo mais precisos que métodos explicitos, mas requerem um

maior esforco computacional em cada passo de iteracao.

2.1.1 Estimativas do erro

Dois tipos de erro ocorrem quando problemas de valor inicial sdo resolvidos numeri-

camente: erros de arredondamento e erros de truncamento.
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Definicao 2.6. Chamamos de erros de arredondamento os erros causados pelo procedimento

usado por computadores para realizar os cdlculos.

Definicdo 2.7. Chamamos de erros de truncamento os erros causados pela natureza aproxi-

mada do método empregado na solugdo numérica.

Como a solu¢cdo numérica de uma equacao diferencial é calculada em incrementos,
pode-se dividir o erro de truncamento em duas partes. Uma delas, chamada erro de trunca-
mento local, estd associada a aplicacao do método numérico em um tnico passo. A segunda
parte, que se chama erro de truncamento propagado, ou acumulado, é causada pelo acimulo
dos erros de truncamento locais gerados nos passos anteriores. Juntas, as duas partes formam

o erro de truncamento global ou total da solucao.

2.2 Meétodos de Euler

O método de Euler é a mais simples técnica de solu¢do de um problema de valor
inicial de primeira ordem da forma (2.1). O método pode ser formulado de forma explicita ou

implicita.

2.2.1 Meétodo Explicito de Euler

Definicao 2.8. O método explicito de Euler, também chamado de método de Euler progressivo,
é uma técnica numérica de passo simples usada na solugdao de problemas de valor inicial de

primeira ordem.

O método calcula a solucao numérica utilizando as seguintes equacoes: x;+1 = x; + h

Yis1=Yi+s-h (2.2)

com h sendo a distancia entre os pontos x;, chamado de passo, e a inclina¢do s é uma cons-
tante que estima o valor de y'(x;) no intervalo de x; a x;+1. Este método calcula a inclinacdo a

partir da prépria equacao diferencial, ou seja,
Inclinagao = y'(x;) = f(x;, i)

O método de Euler assume que, em uma pequena distancia h na vizinhanca de (x;, y;), a

funcao y(x) tem uma inclinacao constante e igual a inclinacdo em (x;, y;). A partir dessa
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hipétese, o proximo ponto da solu¢ao numérica é calculado usando x;j+1 = x; +he y;j11 =
yi+ f(x;,yi)h.

Podemos obter as expressoes do método de Euler considerando a expansao em série
de Taylor da funcao y(x) do seguinte modo:

Supondo que a solucao de (2.1) possui todas as derivadas continuas no intervalo
[a, b] que contém os pontos discretos xj, X2, -+, X,+1, pela série de Taylor de y(x) em torno de
X; tem-se:

oo £K)(y.
yx =Y %(x—xi)k
k=1 K

Tomando x = x; + h,denotado por x;., temos h = x;;1 — X; € portanto:

oo £(Kk) (4.
= § L0
i K

Se truncarmos esta série no p-ésimo termo, temos:
/ 11 hz (p) hP
Y(xiv) =yx) +y (xp)h+y (xl')§+---+y (xi)g

Portanto, o método de Euler é obtido truncando a série de Taylor em p = 1.

O método de Euler explicito é ilustrado na seguinte Figura 6:

Figura 6 — Interpretacgdo grafica do método de Euler explicito

y(x) 1 y(x)

yx)=mn

Yo

v

Fonte: Elaboracgao Propria.

Algoritmo 1 (Método de Euler). Dado o problema de valor inicial (2.2). O método de Euler

explicito com passo h consiste em aplicarmos a formula iterativa

J/n+1:J/n+hf(xn)_Vn)y n=0. (2.3)
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para calcularmos aproximacgoes sucessivas yy, y2, y3, - -+, dos valores y(x1), y(x2), y(x3), -+ da

solucdo analitica y(x) nos pontos x1, X2, X3, - -+, respectivamente.

No que segue apresentamos pseudocodigo do Algoritmo 1:

Dados: a, b, yoO, N, f(x,y), y(x)
h = (b-a)/N

x(0) = a

y(0) = yoO

Para i=0, 1, 2, .... N -1
; x(i+1) = a + ixh

end loop

Para i=0, 1, 2, .... N -1

y(i+1) = y(i) + h*f(x(i) y(i))
end loop

erro(i) = |y(x(i)) - y(i)|

end for

Desenhe y(x_1) e y_i

end loop

Exemplo 2.1.  Considere o seguinte problema de valor inicial:

yx)=x+y

y(0) =1

com solugdo exata dada por y(x) =2e* — x — 1. Aplique o método de Euler para aproximar a

solucdo do problema no intervalo [0, 1]

Solucdo: Para aproximar a solu¢cao método de Euler implementaremos o algoritmo 1

usando a linguagem de programacao Python:

# importamos os pacotes necessarios
import numpy as np

from vpython import *

# determinamos os parametros de cor da curva a ser plotada

fi=gcurve (color=color.blue)
f2=gcurve(color=color.red)

h = 0.05 #passo
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x0 = 0.0

xn = 1

# criamos a lista com os pontos xi

X = np.arange(x0, xn+h, h)

# lista com yO, a ser preenchida pelos yi

Y = [1]

# entramos com f(x,y) e a solucao analitica y(x)
f = lambda x,y: x + y

lambda x : 2* np.exp(x) - x - 1

<
]

# Calculamos os yi e preenchemos a lista
for n in range(len(X)-1):

Y.append(Y[n] + £(X[n],Y[n])*h ) #Y[-1] ultimo yi calculado
# Calculamos os y(xi) da solucao analitica e preenchemos a lista
Yr = y(X)
# plota
for n in range(len(X)-1):

f1.plot(X[n]l, Y[nl)

f2.plot (X[n], Yr[nl)

Na figura abaixo temos a solugdo exata (grafico em azul) e da solucao aproximada

(grafico em vermelho):

Figura 7 — Aplicacdo do método de Euler explicito

3.5

3.0

2.5

2.0

i

1.0

0.5

Fonte: Elaboracao Propria.
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Na tabela abaixo apresentamos os resultados numéricos:

Tabela 1

Xi Vi yxi) | ly(xi) = yil
0.0 1.0 1.0 0.0
0.25 | 1.302 | 1.318 0.016
0.5 | 1.758 | 1,797 0.039
0.75 | 2.408 | 2.484 0.076
1.0 | 3.307 | 3.437 0.130

2.2.2 Andlise de erro no método de Euler explicito

O método de Euler explicito consiste em truncar, a cada ponto x;, a série de Taylor
para a solucdo do problema de valor inicial em 12 ordem. Pelo Teorema de Taylor, conhecendo

a solucao no ponto x;, podemos expandir a solucao em torno deste ponto:
1 2.
y(x) = y(x;) + (x— x;) y(x;) + 3 (x=x1)°y ()

com ¢ € (x;,x). O valor da solucao y(x) calculada no ponto x;;+; € dado pela série anterior

calculadaem x = x;j41:
1 2.1
Y(xit1) = y(x) + hf(x;, y(x;) + Eh ()

com ¢; € (x;,x;4+1). Essa ultima equacdo permite que estimemos o erro local
€i+1:=|y(xi+1) — yi+1l com y;;; a solucao aproximada calculada pelo método de Euler.

Assim, podemos escrever:
1
€iv1 =€+ h(f(xi, y(x) — f(xi,yi) + zhzy”(fi) (2.4)

Para continuar a anélise, deveremos considerar algumas hip6teses sobre a solugdo
exata y(x) e da funcao f(x, y).

Primeiro, vamos supor que a solucao seja uma funcéo y(x) de classe C?(a, b) com
2% derivada limitada em [a, b], ou seja, existe um a constante M > 0 tal que |y"(x)| < M,
Vx € [a, b]. Segundo, que a funcdo f(x, y) seja uma funcao lipschitz no segundo argumento
para todo x € [a.b] com constante de lipschitz K > 0. Portanto, tomando o valor absoluto na
equacao (2.4) obtemos

1
leiv1l < lejl + hK|y(x;) — yil + EhZM,
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Fazendo |y(x;) — y;i| = |e;| temos
1.
leiv1] < (1+hL)|ei|+§h M. (2.5)
Usando a condic¢do inicial, y(xo) = yo temos que €y = 0 e usando (2.5) obtemos

1
le1]l < =h?M
2
1 1 1
lesl < (1+ hK)|eql +£h2Ms (1+ hK)5h2M+§h2M

1 1 1 1
les| < (1 + hK)lea| + Eths (1+hK)2§h2M+ (1+hK)§h2M+Eh2M.

Deste modo, podemos provar por indugdo a seguinte estimativa do erro:

n

1 -1 .
ley| < Eth (1+hK). (2.6)
=0

J

n-1 , _ _ n-1 . (I+hK)"-1
Como Z (1+ hL)! é uma série geométrica temos que Z (1+hL) = — K e
j=0 j=0

a estimativa (2.6) torna-se
1+hK)" -1
p A7~ 1

2K

)

lenl<h

Considerando que (1+ x)" < e, Vn e Vx>0, obtemos

len] < h% (eK"h - 1) - h% (eK(b_“) - 1) - Ch. 2.7)

b—
Na tltima igualdade usamos que & = (b-a .
n

A estimativa do erro (2.7) diz que o erro é da ordem de h. Além disso, temos que
limle,|<limCh=0.
h—0 h—0

Portanto, desconsiderando os erros de arredondamento, a solucao aproximacao
construida pelo método de Euler converge para a solucao do problema de valor inicial para &

suficientemente pequeno.

2.2.3 Método de Euler implicito

O método de Euler implicito é obtido através de procedimento andlogo ao do ex-
plicito, mas neste caso aproximamos f em [x, x2] pela fun¢do constante f(x, y) = f(x2, y2).

Repetindo o processo para x3, X4, - -, X, obtemos:

Yier=Yi+h f(Xi41, Vi+1)
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com X;41 = x; + h.

Aqui a incégnita y;;; aparece em ambos os lados da equagdo. Assim, dependendo da
forma que f(x,y) depende de y, nao € facil ou mesmo possivel isolar o termo y;; de forma
explicita. Em geral, obtemos uma equag¢do nao linear da incégnita y;. 1, que deve ser resolvida
numericamente. A anélise dos erros de truncamento e global é similar a do método de Euler

explicito.

Algoritmo 2 (Método de Euler implicito). Dado o problema de valor inicial (2.2). O método de

Euler explicito com passo h consiste em aplicarmos a formula iterativa

Vir1 = Yi+h f(Xit1, Yiv1). (2.8)
para calcularmos aproximacoes sucessivas yy, ¥2, y3, - -+, dos valores y(x1), y(x2), y(x3), -+ da
solugdo analitica y(x) nos pontos x1, Xz, X3, - -+, respectivamente.

No que segue apresentamos pseudocodigo do Algoritmo 1:

Dados: a, b, y0O, N, f(x,y), y(x)
h = (b-a)/N

x(0) = a

y(0) = yo

Para i=0, 1, 2, .... N -1
5 x(i+1) = a + ix*h

end loop

Para i=0, 1, 2, .... N -1

Solve y(i+1) = y(i) + h*f(x(i+1) y(i+1))
end loop

erro(i) = |y(x(i)) - y (i)l

2 end for

3 Desenhe y(x_1) e y_i

end loop

Exemplo 2.2. Um componente quimico apresenta um decaimento temporal quando exposto ao
ar. Esse decaimento ocorre em uma taxa proporcional a sua concentragdo. Simultaneamente, o
componente é produzido por outro processo. A equagao diferencial que descreve a concentragdo

instantdnea do componente é:

An _ e 10m (1 — -3
dtr !
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com n(t) sendo a concentragdo instantanea e n; = 2000 é concentragdo inicial em t = 0. Resolva
a equacdo diferencial para obter a concentragdo em fungdao do tempodet=0at =0,5s usando
o método implicito de Euler. Adote um passo de integragdo de h = 0,001 e trace um grdfico de n

versus tempo.
Notamos que f(t,n) = —8n+10n; (1 — e~3%) é lipschitziana ja que
ft,np) = f(t,m) = =8(np —ny) = | f (£, n2) — f(£, )] < 8|np — my|

Portanto, como f é continua em U c R?, U={t,neR?0<t<0.50<n<2000} o
Teorema de Picard nos garante que o problema de valor inicial dado possui solucao rn(t)
Unica.

Assim, pelo método implicito de Euler, em cada passo teremos que obter n;; a partir
de

Nit1 = N+ [-8ni41 +10-2000- (1 — e 3+1)] ]

com n;4+) sendo uma incégnita. Esta equacao nao pode ser resolvida explicitamente, portanto

utilizamos o Python para aplicar o método e resolver a equacao numericamente:

import numpy as np
from vpython import *
fi=gcurve (color=color.blue)

h = 0.001 #passo

x0 = 0.0

xn = 0.5

# criamos a lista com os pontos xi

X = np.arange(x0, xn+h, h)

# lista com yO, a ser preenchida pelos yi

Y = [2000]

# entramos com f(x,y)

f = lambda x,y: -8 *y +10%2000* (1l-np.exp(-3*x))
# Calculamos os yi e preenchemos a lista

for n in range(len(X)-1):

y = Y[n]
yn = 0
left = yn

right = y + £(X[n+1],yn)*h
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while left<=right:
left = yn
right = y + £(X[n+1],yn)*h
yn = yn + 0.1
Y.append(yn) #Y[-1] ultimo yi calculado
# plota
for n in range(len(X)-1):

f1.plot(X[n], Y[nl)
Na figura abaixo temos a solu¢do aproximada:

Figura 8 — Aplicacdo do método de Euler implicito
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Fonte: Elaboracao Prépria.

2.3 Meétodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta compdem uma familia de técnicas numéricas explicitas
de passo simples usadas na solugdo de problemas de valor inicial de primeira ordem. Como
nos métodos anteriores, em um subintervalo [x;,x;+1], com h = x;4; — x;, 0 valor de y; é
calculado usando-se

YVis1=Yi+s-h

com ainclinagdo s dareta tangente a curva no ponto aproximado. Os métodos de Runge-Kutta
sao classificados de acordo com o ntimero de estdgios empregados no cédlculo da estimativa

do valor da inclinacao de (2.2).
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2.3.1 Meétodos de Runge-Kutta de dois estagios

Para um problema de valor inicial da forma (2.1), os métodos de Runge-Kutta de
segunda ordem podem ser obtidos a partir de uma expansao em série de Taylor. No intervalo
[xi, xi+1], com h = x;4+; — x; e o valor de y; conhecido, o valor de y;,; pode ser aproximado a

partir da seguinte expansao:
1
Yisr = yi+y )b+ 2y" (x) b + O(h?) 2.9)

com O(h%) sendo um residuo. A derivada y’(x;) corresponde ao lado direito da equacdo em
(2.1), assim y'(x;) = f(x;, yi)-

O termo y"(x;) pode ser aproximado pelas diferencas finitas:

Y+ )=y () foa+hya+ ) - £,y
h h

¥ (x1)
O termo y(x; + h) pode ser aproximado por:
yxi+h) = yi+hy'(x;) = yi + hf (xi, 1)
Assim, a aproximacao para a segunda derivada de y em x; assume a forma:
fli+hy; +Ef£xi»J/i)) - f(xi, yi

h

Supondo que o passo h é dado por h1 = Ah entdo a aproximacao y;;, dada pela

y'(x) =

série de Taylor truncada, é da forma:

f&xi+ AR yi+ ARf(xi, i) f(xi,yz'))

1
YViv1 = J/i+hf(xi»J/i)+§h2( 7 Ah

1 1
= yi+h ((1 - ﬁ fxi, yi)+ ﬁf(xi +Ah,y; + Ahf(xi,y,-)) .
Portanto, y;+1 = i + h(b1k1 + bok»), com
by = 1 L b, = 1-b
1 - 2/1’ 2 - 1

ki = fx,vi), ke = flxi+Ah,yi+Ahk).

Estas equacoes definem os métodos de Runge Kutta de segunda ordem com o valor
de y;+1 sendo calculado utilizando dois pontos: (x;, ;) e (x; + Ah, y; + Ahk;).

Para A =1, o método é conhecido como Método de Euler aperfeicoado. Para A = % é
conhecido como método de Heun.

No que segue apresentamos o pseudocddigo do Método de Range-Kutta:
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1 Start

> Define f(x,y)
3 Ler h

4+ Ler xO0

5 Ler xn

6 Ler lambda = K
7bl =1 - 1/2K
§ b2 = 1 - bl

11 k1 = £(x0,y0)

12 k2 = f(x0+ Lx*h, yO + Lxhxkl)
13 yn = yO + h * (blxkl + b2xk2)
14 x0 = xO + h

15 yO = yn

16 i=1i+1

17 While i < (xn-x0)/h

18 Exibir yn como resultado

19 Stop

Exemplo 2.3. Seja o problema de valor inicial

y=xtty
y(0)=0

Resolveremos este problema pelos métodos de Euler aperfeicoado e Heun que sdo
2
métodos de Runge-Kutta de segunda ordem comA=1e A = 3 respectivamente.

Primeiro, notamos que f(x,y) = x*+ye

fy)=fxy)=y2—y1=21f )= fx,y)l<|y2—nl.

Portanto, f(x,y) € lipschitziana e continua em R2, o Teorema de Picard nos garante que o
problema de valor tem uma tnica solucgao y(x).
Assim, implementaremos o algoritmo do método de Heun com a linguagem Python

com h =0.05.
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import numpy as np
from vpython import *
fi=gcurve (color=color.blue)

f2=gcurve (color=color.red)

h = 0.05 #passo

1 = 2/3 # Valor de Lambda

bl =1 - 1/(2%1)

b2 = 1-bil

x0 = 0.0

xn = 2.5

# criamos a lista com os pontos xi

X = np.arange(x0, xn+h, h)

# lista com yO, a ser preenchida pelos yi
Y = [0]

# entramos com f(x,y)

f = lambda x,y: x**2 + y

# Calculamos os yi e preenchemos a lista

for n in range(len(X)-1):
£ (X[n],¥Y[nl)
f(X[n]+h, Y[n] + hx*kil)

k1
k2

Y.append(Y[n] + hx(bl * k1 + b2 *x k2) ) #Y[-1] ultimo yi
calculado

# plota

g = lambda x: -x**2 -2%x +2% np.exp(x) -2 #criamos a funcao da
solucao analitica

Y2 = [1]

for n in range(len(X)-1):

Y2.append (g(X[nl]))

7 for n in range(len(X)-1):

f1.plot (X[n], Y[nl)
f2.plot(X[n]l, Y2[nl)

Na Figura 9 comparemos a solucao aproximada (gréfico em azul) com a solucao

exata y(x) = —x? — 2x +2e* — 2 (grafico em vermelho).
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Figura 9 — Aplicacao do método de Runge-Kutta
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Fonte: Elaboracao Propria.

No que segue, apresentamos a implementa¢do com o Python do método aperfeico-

ado de Euler:

1 import numpy as np
2 from vpython import *
3 fl=gcurve (color=color.blue)

4 f2=gcurve (color=color.red)

5h = 0.05 #passo

61 =1 # Valor de Lambda
7bl = 1 - 1/(2%1)

8 b2 = 1-b1l

9x0 = 0.0

10 xn = 2.5

11 criamos a lista com os pontos xi

= np.arange(x0, xn+h, h)

#
X
13 # lista com yO, a ser preenchida pelos yi
Y = [0]

# entramos com f(x,y)

16 £ = lambda x,y: x**2 + y

17 # Calculamos os yi e preenchemos a lista
18 for n in range(len(X)-1):

f(X[n],Y[nl)
f(X[nl+h, Y[n] + hxkl)

19 k1

20 k2
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Y.append(Y[n] + h*(bl * k1 + b2 * k2) ) #Y[-1] ultimo yi

calculado

2 # plota

3 g = lambda x: -x**2 -2%x +2% np.exp(x) -2 #criamos a funcao da

solucao analitica
Y2 = []
for n in range(len(X)-1):
Y2.append(g(X[nl))
for n in range(len(X)-1):
f1.plot(X[n]l, Y[nl)
f2.plot (X[nl, Y2[nl)

Na Figura abaixo, comparemos a solucao aproximada (grafico em azul) com a solucao

exata y(x) = —x? — 2x +2e* — 2 (grafico em vermelho).

Figura 10 — Aplica¢do do método de Euler aperfeicoado

12

10

Fonte: Elaboracao Propria.

Observe que na Figura 10, os graficos da solu¢ao numérica e exata estdo pratica-
mente sobrepostos, o que indica um erro pequeno. Compararemos mais a frente as solucoes
numeéricas obtidas por estes dois métodos e pelo método de Runge-Kutta classico, analisando

o erro cometido em cada um.

2.3.2 Generalizacao dos métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta consistem na combinac¢do das estimativas de derivadas

com diversos passos de modo que a equacdo recursiva resultante possua 0s mesmos termos
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que a série de Taylor da solucao até uma determinada ordem.
A generalizacao dos métodos de Runge-Kutta de n estdgios é dada pelas seguintes

expressoes:

n
.Vi+1:.Vi+h(Z bjkj) (2.10)
j=1

com os termos k; sdo definidos pelas seguintes equagoes recursivas,

j-1
klzf(x,-,y,-), ijf(xi+th,yi+hZ
=1

a j,zkz)

para i = 2,3,---,n. O ponto xy corresponde a condicao inicial y(xp) = yo. Os parametros

aj,cje bjdevem ser determinados de modo que a aproximagao seja a mais exata possivel.
Para determinar estes parametros, vamos considerar a fun¢do g(x;, y;, h), definida

pela soma de todos os termos k;(x;, y;, h) no lado direito da expressao (2.10):
Yi+1 = Yi+hg(xi, yi, h).

Dessa forma, os parametros sdo escolhidos de modo que a série de Taylor em & para
asolucao em x = xj4+1, y(x;+1) = y(x; + h) seja igual a série de Taylor em / para o lado direito

da equacgdo acima até um grau maximo p, assim:

4 1 (m) hm_ hp_l 1 mg hm
n;()%y (x)h™ =yi+ mzoﬁah_’”(xi’yi’o) :

O caso p = 0 nos retorna a igualdade y(x;) = y;. Nos demais casos, a exigéncia de que

a expressao acima seja védlida para um h = 0 qualquer, implica as seguintes equacoes para
m=12,---,p:

m—1

(m)(x-)—md— ) bif|xi+cjh -+h]_la~ k
y =M1 | &P itCiNn,Yyi j.1Kl
]:1 =1

(2.11)

h=0
Vamos analisar as situagoes em que temos p = 1 e p = 2. Para um método Runge-

Kutta de estdgio unico, temos:
Yi+1=Yi+bihf(x;, yi)
Nesse caso, para (2.11) com p =1 temos:

y'(xi) = by f (xi,y1)

Sabemos que y'(x;) = f(x;, y;), portanto concluimos que b; = 1. Desta forma, o método de

Runge-Kutta de um estégio é idéntico ao método de Euler explicito.
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Para um método de Runge-Kutta de dois estdgios, temos

YViv1 =Yi+hbi1f(x;,y) + baf (x; + c2h, yi + hay, f(x, ¥)))

A equagdo (2.11) com p =1 nos da
V' (xi) =+ b)) f(xi,yi) => b1 +by =1

Japarap=2:
0 0
¥ (x) =2 szz—aiC (xi, Vi) +bzaz,1f(xi,yi)—0]; (xi, ¥ |-

Derivando y'(x) = f(x, y) obtemos
0 0
V' (xi) = é(xi»%) +f(xi;yi)£(xi;yi)

Portanto, 2bc, = 1 e 2by ap,) = 1. Estas equagOes devem ser satisfeitas simultaneamente.
N3o é dificil verificar que tanto o método de Heun quanto o Método de Euler aperfeicoado
as satisfazem. Como temos 4 incognitas e trés equagoes, existe uma quantidade infinita de

valores possiveis para estes parametros.

2.3.3 Método de Runge-Kutta classico

O método de Runge-Kutta classico é um método de quatro estdgios descrito pelo

seguinte conjunto de equacoes:

Visl = J/i+g(k1+2k2+2k3+k4)
ki = fxi,y)
ko = f(xi+lh,yi+lhk1)
2 2
kg = f(xi+lh,yi+1hkg)
2 2
k4 = f(xi+h,yi+hk3)

No que segue apresentaremos o pseudocédigo do método de Range-Kutta classico:

Start

Define f(x,y)
Ler h

Ler xO

Ler xn
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Set i=0

Loop
k1 = h * £(x0, y0)
k2 = h * f(x0+h/2, yO+k1/2)
k3 = h * f(x0+h/2, y0+k2/2)
k4 = h * f(x0+h, y0+k3)
k = (k1+2*xk2+2%k3+k4) /6

yn = y0 + k

i=1i4+ 1
x0 = x0 + h
yoO = yn

While i < (xn-x0)/h
Exibir yn como resultado

Stop

Exemplo 2.4. Vamos resolver o problema de valor inicial do Exemplo 2.3 pelo método de

Runge-Kutta cldssico com passo h = 0.05.

import numpy as np
from vpython import *
fi=gcurve(color=color.blue)

f2=gcurve (color=color.red)

h = 0.05 #passo

1 = 2/3 # Valor de Lambda

bl = 1 - 1/(2%1)

b2 = 1-bil

x0 = 0.0

xn = 2.5

# criamos a lista com os pontos xi

X = np.arange(x0, xn+h, h)

# lista com yO, a ser preenchida pelos yi
Y = [o0]

# entramos com f(x,y)

f = lambda x,y: x**x2 + y

# Calculamos os yi e preenchemos a lista
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8 for n in range(len(X)-1):

19 ki = £(X[n],Y[n])

20 k2 = f(X[nl+ 0.5% h, Y[n] + 0.5% hxkl)

21 k3 = f(X[nl+ 0.5%x h, Y[n] + 0.5% hx*k2)

22 k4 = £f(X[n] + h ,Y[n] + hx*k3)

23 Y.append(Y[n] + (h/6)*(k1l + 2 * k2+ 2 * k3 + k4) ) #Y[-1]

ultimo yi calculado

24 # plota

25 g = lambda x: -x**2 -2%xx +2% np.exp(x) -2 #criamos a funcao da
solucao analitica

26 Y2 = []

27 for n in range (len(X)-1):

28 Y2.append (g(X[nl))

29 for n in range (len(X)-1):

30 f1.plot(X[n], Y[nl)

31 f2.plot (X[n], Y2[n])

No seguinte grafico, comparamos as solugdes exata e aproximada:

Figura 11 — Aplicacdo do método de Runge-Kutta classico

12

10

Fonte: Elaboracao Prépria.

A tabela a seguir compara os valores estimados de y(x;) para os métodos de Heun,

Euler aperfeicoado e Runge-Kutta classico com o valor da solucdo exata nos pontos Xx; :
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Tabela 2

x; | Heun- y; | Euler aperfeicoado- y; | Runge-Kutta classico- y; y(x;)

0.1 | 0.00050955 0.00038133 0.00034184 0.00034184
0.2 | 0.00342595 0.00287932 0.00280552 0.00280552
0.3 | 0.01113421 0.00981903 0.00971762 0.00971762
0.4 | 0.02627320 0.02376993 0.02364940 0.02364940
0.5 | 0.05176267 0.04757161 0.04744254 0.04744254
0.6 | 0.09083316 0.08436218 0.08423760 0.08423760
0.7 | 0.14705907 0.13760965 0.13750540 0.13750541
0.8 | 0.22439526 0.21114661 0.21108183 0.21108186
0.9 | 0.32721755 0.30920856 0.30920619 0.30920622
1.0 | 0.46036751 0.43647624 0.43656360 0.43656366

2.4 Solucao de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias

Nas tltimas sessoes, estudamos métodos para resolver problemas de valor inicial.
Sempre consideramos problemas envolvendo equacdes diferenciais ordinarias de primeira
ordem, isto é, da forma (2.1).

Estes métodos podem ser estendidos para resolver numericamente problemas de
valor inicial envolvendo sistemas de equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem da
forma:

/

y =f(x,y)
(2.12)

y(xXo) =0
com ¥ € R"?, xp eR, f:RxR" —R".

Neste caso, o problema (2.12) é um sistema é dado por:

Yn(X0) =Y,

yi(x) :fl(x»J/l,J’z,"',yn)
J/é(x) :fZ(xrylyyZ)"')yn)
1 X =H0GyL Y, Ya)
y;ft(x) :fs(x»J/bJ/z,“',yn)
y1(x0) =3
y2(x0) =y3
1 »x) =y
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Exemplo 2.5. Considere o problema de resolver pelo método de Euler o seguinte problema de

valor inicial:
@ =y
< V(1) = =y
yilxo) = 1
Y2(x9) = 0

Para aplicar o método de Euler escrevemos:

y1(x)
y(x) = )
Y2(x)
Vi _ Y1, +h Y2,
V2in Y2; —Ji;
Equivalentemente,
Vi = Y, +h(y2)
J/2i+1 = y2,' + h(‘}’li)
yn = 1
y2, = 0

Para analisarmos a existéncia da solugdo deste sistema devemos verificar se f(x, y) é

lipschitziana. Seja u € R2, u=(uy,ur) e ve R, v=(vy,v). Assim, temos

(x)
fO, ) =fxy,y) = Y2

-nx)

Portanto,

V(o — v2)% + (—up + 171)?

If(x,u)— f(x, vl

V(=12 — v1)? + (g — 12)2 = ||lu—vl|

Logo, f(x,y) é lipschitziana e continua em R? e pelo teorema de Picard o problema
tem uma tnica solucao.

Usaremos a seguinte implementa¢ao com o Python para resolver o problema:
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2 £2

import numpy as np

from vpython import *

h = 0.001 #passo
x0 = 0.0
xn = 1

criamos a lista com os pontos xi

#

X = np.arange(x0, xn+h, h)

# matriz com ynO, a ser preenchida pelos yn
Y = np.array ([[1,0]1])

#

entramos com fn(x,y)

H
-
I

lambda x,y: y

lambda x,y: -x

3 # Calculamos os yni e preenchemos a lista

for n in range(len(X)-1):

a =h * f1(Y[nl[0],Y[n][1]1)

a = Y[n][0] + a

b =h * £2(Y[n][0],Y[n]l[1])

b = Y[n]l[1] + b

¢ = np.array([[a,b]l])

Y = np.append(Y,c,axis=0)

A tabela a seguir resume os resultados obtidos:
Tabela 3

h x1=0,2 X, =0,4 x3=0,6 x4=0,8 x5=1

1072 | y; | 0.98104841 | 0.92291007 | 0.82782654 | 0.69951818 | 0.54303863
¥2 | -0.19886155 | -0.39018561 | -0.5663223 | -0.72021247 | -0.84567056

1073 [ y1 | 0.9801646 | 0.92124528 | 0.82558337 | 0.69698564 | 0.54057281
¥2 | -0.19868913 | -0.38949611 | -0.56481173 | -0.7176429 | -0.84189165

1074 | y1 | 0.98007638 | 0.92107942 | 0.82536038 | 0.69673458 | 0.54032932
¥2 | -0.19867132 | -0.38942613 | -0.56465941 | -0.71738478 | -0.84151306

2.4.1 Solucdo numérica do péndulo simples

Como visto anteriormente, o péndulo simples é descrito por um problema de valor
inicial dado por um sistema de equacdes diferenciais. Assim, podemos resolver este problema

numericamente.
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Exemplo 2.6. Considere o péndulo simples descrito por

0'(t) = w(1)

' (1) :—§sen9(t)

. ~ p . T .
em uma situagdo em que este é solto de uma posicao angular de 6y = 1 com uma velocidade

w =0.0rad/s, tendo comprimento do fio l = 1,5m e gravidade g = 9,8m/ s*.

Como visto anteriormente, isto equivale ao seguinte problema de valor inicial:

u() =ftuw
u(ty) = (0o, wo)

Sabemos que este possui um tnica solucao, a qual podemos resolver numericamente

usando a seguinte implementac¢do com o Python:

import numpy as np

from vpython import x*
ffl=gcurve(color=color.blue)
ff2=gcurve (color=color.red)

h = 0.001 #passo

pi = np.pi
x0 = 0
xn = 16

= 9.8

1.5

g
1=
# criamos a lista com os pontos xi
X = np.arange(x0, xn+h, h)

# matriz com ynO, a ser preenchida pelos yn
Y = np.array([[pi/4,01]1)

print (Y)

# entramos com fn(x,y)

lambda x,y: ¥y

£2 lambda x,y: ((-g/1l)) * np.sin(x)
# Calculamos os yni e preenchemos a lista
for n in range(len(X)-1):

a =h * f1(Y[nl[0],Y[n][1]1)
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= Y[n]l[0] + a

oY)

b =h * £f2(Y[n][0],Y[n][1])

b = Y[n]l[1] + b

¢ = np.array([[a,b]])

Y = np.append(Y,c,axis=0)
# plota

for n in range(len(X)-1):

ff1.plot(X[nl, Y[nl[0])

Na figura 12 apresentamos a solu¢do aproximada (gréfico em azul) e a solugdo exata

(grafico em vermelho) dada pela expressao (1.45):

Figura 12 — Solucao numérica do péndulo simples

Fonte: Elaboracao Propria.

E interessante notar que para valores de 8, muito préximos de 7, o método de Euler

nao é eficiente para aproximar a solu¢ao exata, como mostra o seguinte resultado:
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Figura 13 — Solu¢dao numérica do péndulo simples
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0o = 0.997

Fonte: Elaboracao Prépria.

2.5 Problemas de contorno: Método das diferencas finitas

Neste capitulo, nos aplicaremos a abordagem das autoras Ruggiero e Lopes (2000)

para analisar problemas de contorno da forma:

y'=flx,3y)

A

a1y(@) +bry'(a) =7,

ay(b) + bay' (b) =y,

com [a, b] cR, ay, ay, by, b2,Y1 € y2 constantes reais conhecidas, de modo que nem a; e b,
nem ay e b, sejam nulas ao mesmo tempo.

Se f(x,y,¥) =0,y1 =7y2 =0 o0 problema é dito homogéneo e é 6bvio que y(x) =0 é
solucdo, neste caso.

Para as aproximacoes deste capitulo, precisamos do seguinte conceito:
Definicdo 2.9. Dizemos que g(h) é O(h"), se existe uma constante C > 0 tal que |g(h)| < C | h? |

O método das diferencas finitas consiste em transformar o problema de resolver
uma equacao diferencial num problema de resolver um sistema de equacoes, por diferencas

finitas.
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Faremos xo = a, x,, = b e dividiremos o intervalo [a, b] em n partes iguais de compri-

a .
mento h = , cada. Assim,

n

Xp=Xo+khk=0,1,---,(n-1) e yr=ylxp) =yxo+kh),k=0,1,2,---,n.

Se f(x,y,y") for linear em y e y’ o sistema a ser resolvido serd linear. Se f(x, y, y) for
ndo linear, teremos um sistema ndo linear de equacoes algébricas.

As aproximacoes mais usadas para a primeira derivada no ponto x; sdo:

Yi+v1 = Yi

a) y'(x)= 0 diferenca avancada;
b) y'(x;) = %, diferenca atrasada;
c) yV(x) = yle;hyi_l, diferenca centrada.

A figura a seguir ilustra estas aproximacgoes:

Figura 14 — Método das diferencas finitas

XL x1'<-1

Fonte: Elaboracao Propria.

Ao utilizarmos (a), (b) ou (c), estaremos cometendo um erro ao aproximar y’ (xi).
Supondo y(x) com tantas derivadas quanto necessdrias, utilizaremos a férmula de Taylor de
y(x) em torno de y(x) em torno de x; para medir o erro local cometido.

Sabemos que existe ¢; entre x e x; tal que
(k+1)(51)

) (.
y—(xl)(x—xi) + Y

Nk+1
K Tk T (2.13)

Y =yx) + Y () (x—x) + -+
Assim, para k=1,

' 1
YOO =y + (2= x)y () + 5 (= x)*y" (&)
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e, N0 ponto x = Xx;;1 = X; + h, temos ;4 entre x; e x;.; de modo que:

/!
( .
Y Gin (Xir1— X%

Y(xi+1) = y(x) + ¥ (X)) (X141 — X) +

Assim,
h2
y(xiv1) —yx) =y (x)h+ 7y”(£l-+1)

Entao,

y&xivi—y(xi) h

V' (x:) = p + Ey”(fm).

Aproximando os valores exatos y(x;+1) € y(x;) por estimativas y;+; e y;, a serem
obtidas, temos:
Yiv1— Vi

¥ (%) = B

Se y"(x) for limitada em [a, b], ou seja, se existe M > 0 tal que | ¥y’ (x)| < M para todo

X € [a, b], entdo a expressdo anterior para aproximar y’(x;) é 0(h) pois

g(h)| = ’y,(xi) B ymh— Vil _ ‘y”(?ﬂ) h‘ - 1\?4|h|
Agora, tomamos k = 2, entdo (2.13) se torna:
Y =y + ¥ ) + LD (g @(x ~x)’
Se x = X1,
y(xie) = y(x) +y' (x) b+ y”;x") W2+ yw(;"“) x (2.14)
Sex=x;_1,
Y = ) -y s LI e VD @215)

Fazendo (2.14) - (2.15), temos:

h3
y(xie1) = y(xiz1) =2y (x)h + ) [V &)+ " (&i21)]

Entao,
(Xis1—y(xi1  h?
y’(xi) _ y l+12hy i-1 _E [y/u(le) +y"’(€i—1)]
Portanto,
reoy L Yirl —Yi-1
Vv (x;) oh

Esta aproximacdo é 0(h?), supondo y"(x) limitada em [a, b].
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Analogamente, podemos provar que a férmula b) é 0(h).

Com isso, concluimos que o erro na férmula centrada é da ordem de h? e, como
h < 1, esta formula é mais precisa que as outras duas. Por esta razdo, ela é mais utilizada.

Utilizando novamente a série de Taylor, deduziremos a aproximacdo para a segunda
derivada e para o seu erro. Para tal, usaremos (2.13) com k = 3 nos pontos x;; € X;_1, respec-
tivamente:

i

h? h3 h*
y(xis1) = y(x) + hy' (x;) + Ey”(xi) AR Iy(‘” (&ir1) (2.16)

h? h3 h*
y(xii1) = y(x;) — hy'(x;) + Ey"(xi) — gy”’(xi) + Zy(‘” (&i-1) 2.17)

E, somando as equacoes (2.16) e (2.17):
h4
Y + o) = 2y0e) + ' Gk + 2 [y G +y P €]

Assim, temos a expressao

Yis1 —2Yi+ Vi1
12

y//(xi) —
que é 0(h*), se y® for limitada em [a, b].

Exemplo 2.7. Vamos resolver o seguinte problema de valor de contorno linear:

Y'(x)+2y(x0)+yx)=x
{1 y0)=0

y)=-1

1
Tomando n fixo, o espagamento h serd — e o intervalo [a, b] sera dividido em x( =0,

n
x1="h,---,xj=jh, -+, xp-1 = (n—1)h e x, = 1. Como conhecemos y(0) = y(xo) e y(n) = y(xy),
teremos como incégnitas yi, y2,--*, Yn—1 € assim, para cada i = 1,---,(n — 1) usaremos as
aproximacoes:

. _2 R

y"(xi) _ Yi+1 h);l Yi-1
1oy Yitl — Vi1
¥ (x;) —Zh

pois ambas sdo aproximacoes de O(h?).

Para cada i, a equacdo discretizada fica:

Yie1—2YitYic1  Yit1— Vi1
+
h? h

+Yi=Xi
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ou seja:

Vis1 = 2Yi +Vio1 + hyiv1 — hyio + h?y; = P x;

ecomo x; = ih:

Q- yia+ =2y + A+ M)y = ik°

Agora, para i = 1, usando a condicao inicial xp =0 e y(xp) =0, a primeira equacao é:
(W =2)y+Q+h)y,=h
Analogamente, para i = n— 1, a iltima equacgao é:
(L= R yn—z+(h* =2)yp-1 = (n=1)h° + (h+1)

Assim, para determinar yy, y2,---, yn—1, teremos de resolver o sistema de equagdes a

seguir:
(h?2=2)y+(1+h)y, =hd
YA-hyi1+h2-2)yi+A+h)yi, =h3 2<i<{n-2)
(1—R)yn-2+Hh>—2)yn =(n-Dh*+(h+1)
Este sistema de ordem (7 — 1) pode ser expresso por
d [ i | | K3
a dy V2 2h3
ag ds c3 3 3h3
an-1  dp_1| [ynm1] |[(m=DRP+h+1)
com

di=h*-2), 1<i<m-1)
ci=(1+h), 1<i<[n-2)
ai=1-h), 2<is(m-1)

Este sistema linear pode ser resolvido numericamente com o Python, através da
biblioteca numpy. Na implementacao abaixo, resolvemos o sistema e desenhamos o grafico

da solugao aproximada, comparando com a solucao exata 2e *(1 — x) + x — 2:
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import numpy as np
from vpython import *
fi=gcurve (color=color.blue)

f2=gcurve (color=color.red)

a =20

b =1

n = 100 #Numero de intervalos
h = (b-a) / n

di = (h**x2 -2)

ci = (1+h)

ai = (1-h)

# Matriz A
A = np.zeros((n-1, n-1))
A[n-2,n-2] = di
for i in range (0, n-2):
Ali+1, i] = ai
Afi, i] = di
Afi, i+1] = ci
# Matriz B
B = np.zeros(n-1)
for i in range(l, n-2):
B[i] = i* hx*x*3
B[n-2] = (n-1)*(h**3) + h +1

#Resolvemos o sitema linear

5Y = np.linalg.solve (A, B)

X = np.arange(a, b, h)
Y = 1list(Y)
# plota
f = lambda x: 2 * np.exp(-x)*(1-x) + x -2
k = [f(i) for i in X]
for n in range(len(Y)-1):
f1.plot(X[n]l, X[nl)

f2.plot (X[n], k[nl)
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Figura 15 — Aplicacdo do método das diferencas finitas
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Fonte: Elaboracao Propria.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho de conclusao de curso foi realizado um estudo tedrico e numérico
sobre resolu¢do de problemas governados por equacgdes diferenciais. A abordagem tedrica
envolveu um estudo sobre espacos métricos e a demostracdo do Teorema de ponto fixo de
Banach e sua aplicacao na resolucdo de problemas de valor inicial de 14 ordem. Este estudo
fundamentou a abordagem numérica de tais problemas, particularmente dos problemas
do oscilador harménico e do péndulo simples. Destacamos que foi realizado um estudo
detalhado, embora introdutério, que permitiu aplicarmos os métodos numéricos de forma
eficaz e segura, especialmente para o caso do péndulo simples. No caso da obtenc¢do da
solucao exata do péndulo simples nao realizamos um estudo mais aprofundado da solucao,
o que impossibilitou uma andlise mais apurada dos resultados numéricos obtidos. Porém,
destacamos que, mesmo preliminar, é algo ainda pouco explorado na literatura.

A abordagem numérica envolveu o estudo dos métodos numéricos classicos para
resolucao de problemas de valor inicial governados por equacdes diferenciais tais como:
método de Euler (explicito, implicito e aperfeicoado) e o método e Range-Kutta. Além disso,
tratamos também do método cléssico para resolucao de problemas de contorno governados
por equacoes diferenciais, o método das diferencas finitas. Destacamos que a andlise realizada
foi bastante introdutoria, centrada na implementacao dos métodos com a linguagem Python.
Nao fizemos nenhum estudo tedrico sobre a convergéncia dos métodos, nem sobre a andlise
de erro.

Do nosso ponto de vista, o grande diferencial do trabalho é tratar os aspectos teéricos,
numéricos e computacionais dos problemas, em especial de um problemas ndo linear impor-
tante e cldssico: o péndulo simples. Deste modo, a pesquisa pode avancar para o estudo mais
detalhado deste modelo e também no aprofundamento da andlise numérica dos métodos,
especialmente o métodos das diferencas finitas. Além disso, para o problemas de valor de

contorno, poderiamos investigar a aplicacdo do método dos elementos finitos.
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Apéndice

Listaremos aqui os principais comandos utilizados ao longo do trabalho, afim de

facilitar o entendimento do leitor que queira interpretar os c6digos expostos.

e if: Provavelmente o mais conhecido comando de loop, no python este funciona de
maneira anéloga a outras linguagens. Pode haver zero ou mais partes elif, e a parte
else é opcional. A palavra-chave ‘elif’ é uma abreviacdo para ‘else if’, e é 1til para evitar

indentacao excessiva.

e for: O comando for em Python é um pouco diferente do que costuma ser em C ou
Pascal. Ao invés de sempre iterar sobre uma progressao aritmética de niimeros (como
no Pascal), ou permitir ao usuério definir o passo de iteracdo e a condi¢ao de parada
(como C), o comando for do Python itera sobre os itens de qualquer sequéncia, na

ordem que aparecem na sequéncia.

* range(): Itera sobre sequéncias numéricas, gerando progressoes aritméticas. O ponto
de parada fornecido nunca é incluido na lista; range(10) gera uma lista com 10 valores,
exatamente os indices vélidos para uma sequéncia de comprimento 10. E possivel
iniciar o intervalo com outro ntimero, ou alterar a razao da progressao (inclusive com

passo negativo).

* Geracao de listas: Uma lista em python pode ser gerada simplesmente utilizando
colchetes. Um comando do tipo a = [1,2,3], gera uma lista de nome a com os elementos

1,2e3.
e append(): Adiciona um elemento ao fim de uma lista.

e import: Uma das funcdes mais importantes do Python, ja que nos permite importar
comandos de bibliotecas prontas. Este comando nos permite importar uma biblioteca
inteira, incorporando-a a biblioteca basica de comandos, nos permite importar co-
mandos especificos, caso ndo haja interesse nos outros comandos e também permite a
adicdo de comandos de uma certa biblioteca ao nosso c6digo sob um dado prefixo. Por
exemplo, todos os nossos c6digos comecam com import numpy as np, o que importa a

biblioteca numpy sob o prefixo np. Assim, todo comando da biblioteca numpy pode ser
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chamado utilizando este prefixo, como por exemplo np.sqrt(). Quando importamos
uma biblioteca inteira sem um prefixo, como fazemos com o vpython, utilizamos from

vpython import *.

« Biblioteca numpy: E a biblioteca mais utilizada do Python, sendo fundamental para
computacdo numérica. Permite manipular matrizes multidimensionais, possui diversas

funcoes de dlgebra linear e estatistica.
* np.arange(): Anéloga a fun¢do range(), mas retorna uma matriz ao invés de uma lista.

* np.linspace(): Cria uma matriz com valores espagados igualmente e com um dado

numero de intervalos.
* np.linalg.solve(): Resolve um sistema de equacdes lineares, dados na forma matricial.
* Biblioteca Vpython: Permite a criagdo de graficos e animacoes em 2D e 3D.

* plot(): Cria um grafico 2D, associando pontos de uma lista aos pontos de outra.
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